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Résumé  Soit G le groupe des points définis sur un corps p-adique d’un groupe réductif connexe.
On définit ’espace des fonctions de Schwartz-Harish-Chandra sur G: ce sont des fonctions sur G, a
valeurs complexes, qui vérifient des conditions de croissance et de lissité. La formule de Plancherel
exprime les valeurs d’une telle fonction f en termes des opérateurs 7(f), olt m parcourt I’ensemble des
classes de représentations lisses irréductibles et tempérées de G. On démontre cette formule, ainsi que
quelques résultats utiles d’analyse harmonique: ’existence du prolongement rationnel d’un opérateur
d’entrelacement, la finitude (si G' est semi-simple) de I’ensemble des classes de représentations lisses
irréductibles de carré intégrable de G possédant un K-type donné. Tous ces résultats sont dus & Harish-
Chandra, qui les a démontrés dans un manuscrit non publié. Le présent article est une rédaction de ce
manuscrit.
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La formule de Plancherel est un outil essentiel de ’analyse harmonique invariante sur les
groupes réductifs réels ou p-adiques. Harish-Chandra lui a consacré plusieurs articles. Il
a d’abord traité le cas d’un groupe réel, son dernier article sur la question étant [HC1].
Un peu plus tard, il a démontré la formule dans le cas p-adique. Mais il n’a publié
qu'un exposé des résultats [HC2]. La démonstration compléte se trouve dans des notes
manuscrites qui ne sont guere publiables en I'état. Il y a quelques années, L. Clozel et
lauteur avaient congu le projet de publier ces notes. Ce projet ne s’est pas réalisé mais,
des travaux préparatoires effectués a cette occasion est resté le texte qui suit. Il s’agit
d’une rédaction de la preuve due a Harish-Chandra, fondée sur ce manuscrit impublié.
Décrivons succintement cette formule de Plancherel. Soient F' un corps local non
archimédien, de corps résiduel fini. Par abus de notations, confondons les groupes
algériques connexes définis sur F' avec leurs groupes de points sur F. Soit G un groupe
réductif connexe défini sur F'. Une fonction de Schwartz—Harish-Chandra sur G est une
fonction sur ce groupe, a valeurs complexes, qui vérifie certaines conditions de régularité
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et de croissance. La formule de Plancherel exprime toute telle fonction en termes de ses
actions dans les représentations tempérées de G.

Soient P un sous-groupe parabolique de G, M un sous-groupe de Lévi de P. Notons
Im X (M) le groupe des caractéres ‘non ramifiés’ et unitaires de M. Ce groupe agit
par torsion dans I’ensemble des représentations irréductibles de carré intégrable de M.
Fixons une orbite O pour cette action. C’est une variété analytique réelle compacte.
Pour w € O, on note E,, resp. E,,, un espace dans lequel se réalise w, resp. sa con-
tragrédiente. On dispose de représentations de G ou G x G dans les différents espaces:
Id%(E,) (la représentation induite), Ind%(E,), L(w,P)=Ind$(E,) ®c Ind%(E,),
End(Indg(Ew)). Quand w varie dans O, on peut regrouper ces représentations de sorte
qu’elles forment des fibrés C'*° sur 0. Soit f une fonction de Schwartz—Harish-Chandra
sur G. Définissons f par f(g) = f(g~1). Pour w € O, f définit naturellement un endo-
morphisme de Indg(Ew). Parce que f est suffisamment réguliere, cet endomorphisme
appartient a I'image de 'injection naturelle:

L(w, P) — End(Ind$(E.,)).

On a ainsi défini un élément de L(w, P). On note ¢¢[O, P], le produit de cet élément
par le degré formel d(w). On montre que la fonction w +— ¢ [O, P],, ainsi définie sur O
est une section C*° du fibré L(-, P).

Inversement, soit w — 1, une section C'*° de ce fibré. Pour w € O et g € G, on
définit (ES,)(g) € C de la fagon suivante. Notons 7, la représentation induite de G
dans Ind$(E,,). Ecrivons ¢, = >, Vi @ U;, ot les v; appartiennent & Imd$%(E,) et les &; &
Ind$%(E,). On dispose d’un accouplement naturel (-, -) entre Ind%(E,) et Ind%(E,,). On
pose:

(EEvL)(9) = (mulg)vi, 1)
L’élément g étant fixé, la fonction w +— (ES,)(g) est O sur O. On définit d’autre
part la fonction d’Harish-Chandra g sur O. Pour w € O assez régulier, on définit les
opérateurs d’entrelacement:

Jpip(w) : Ind@(E,) — Ind%(E,),

Jpip(w) : IndE(E,) — IndE(E,),
ot P est le sous-groupe parabolique de G opposé & P. Leur produit est la multiplication
par un scalaire j(w). Alors u(w) est le produit de j(w)~! par une constante explicite. La

fonction p ainsi définie sur un ouvert de O se prolonge en une fonction C**° sur O. On
définit alors une fonction fy sur G par intégration:

folg) = /O () (B, (g) de.

On montre que fy est une fonction de Schwartz—Harish-Chandra sur G.
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La formule de Plancherel affirme que les deux opérations ci-dessus sont inverses 'une
de lautre. Plus précisément, soit f une fonction de Schwartz—Harish-Chandra sur G.
Alors:

(i) Tensemble des couples (O, P) qui vérifient les conditions ci-dessus et sont tels que
Y70, P] # 0 est fini, & conjugaison pres;

(ii) on a l'égalité f = Z(o P) c(P) fy;10,p); ou (O, P) parcourt nos couples a conjugai-
son pres, et ¢(P) est une constante explicite.

Pour obtenir (i), on (c’est-a-dire Harish-Chandra) démontre le résultat suivant, dont
I'intérét propre est évident:

(iii) si H est un sous-groupe ouvert de G, l’ensemble des classes de représentations
irréductibles de carré intégrable de GG, qui possedent des invariants non nuls par H,
est fini, & multiplication pres par les éléments de Im X (G).

Comme notre texte est postérieur de plus de quinze ans au manuscrit d’Harish-
Chandra, nous avions le choix entre respecter scrupuleusement ’original ou y apporter
quelques modifications tenant compte de ’évolution du sujet depuis lors. Nous avons
choisi cette derniere option. Comme ce choix est discutable et que la fagon dont nous
avons percu ’évolution du sujet est assez subjective, tentons d’expliquer les modifications
que nous avons apportées.

Il y a quelques changements de notations: nous avons utilisé celles qui nous ont paru
les plus usuelles et qui se sont imposées notamment depuis les travaux d’Arthur sur
la formule des traces. Nous travaillons sur un corps de base de caractéristique quel-
conque, la caractéristique positive ne créant guére de perturbation. Nous avons éliminé
la notion d’intégrale d’Eisenstein, équivalente a celle, plus populaire, de coefficient d’une
représentation induite. Nous avons utilisé les méthodes algébriques introduites par Bern-
stein. Elles permettent de démontrer plus naturellement que certaines fonctions sont
polynomiales ou rationnelles, quand Harish-Chandra prouvait leur holomorphie ou leur
méromorphie. A la fin de 'article, nous avons un peu modifié la méthode d’extension
a un groupe réductif des résultats obtenus pour les groupes semi-simples, i.e. la fagon
dont on se débarrasse du centre. En fait, le principal changement concerne les ‘termes
constants’ et les opérateurs d’entrelacement. Harish-Chandra commencait par I’étude des
‘termes constants’ des coefficients de représentations induites et déduisait de cette étude
les propriétés des opérateurs d’entrelacement. Ces derniers nous ayant paru, encore une
fois, plus populaires que les ‘termes constants’, nous avons inversé ’ordre, étudié d’abord
ces opérateurs, en particulier leur prolongement rationnel, et nous en avons déduit les
propriétés des ‘termes constants’. Toutes ces modifications restent toutefois mineures et
concernent surtout les préliminaires. La preuve de la formule de Plancherel proprement
dite (ci-dessous les paragraphes VI, VII et VIII) n’a pas été transformée et est exactement
celle de Harish-Chandra.

Voici une breve description du contenu des différents paragraphes.

Le premier contient les définitions de base et divers préliminaires. On introduit les
modules de Jacquet et les représentations induites. La Proposition 1.4.1 exprime la valeur
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‘asymptotique’ d’un coefficient d’une représentation admissible. Ce résultat, di a Cas-
selman, est fondamental pour la suite.

Le deuxieme paragraphe est un peu aride. On y introduit la fonction = et on y prouve
divers résultats de majoration.

Au paragraphe III, on étudie les représentations de carré intégrable et les représen-
tations tempérées (admissibles). On définit Pespace des fonctions de Schwartz—Harish-
Chandra. On esquisse pour les représentations admissibles tempérées une forme rudimen-
taire de la théorie du centre de Bernstein (Proposition II1.7.1).

Le paragraphe IV est consacré aux opérateurs d’entrelacement: définition, démonstra-
tion de leur prolongement rationnel, propriétés usuelles. La preuve du prolongement
rationnel est inspiré des notes de Casselman [C].

Au paragraphe V, on exprime, grace a la Proposition 1.4.1 citée ci-dessus, le ‘terme
constant faible’ d’un coefficient d’une induite d’une représentation tempérée. Le terme
constant faible est par définition le terme principal de la valeur asymptotique de ce
coefficient. On définit et étudie la fonction p de Harish-Chandra.

Le paragraphe VI entre dans le vif du sujet. Pour un couple (O,P) comme
précédemment, on définit I'application ¢ — f, et on étudie ses propriétés.

Au paragraphe VII, on définit et étudie 'application inverse f — ¢¢[O, P].

La formule de Plancherel, ainsi que le résultat de finitude (iii) ci-dessus, sont enfin
démontrés au paragraphe VIII.

Silberger a publié une démonstration compléte de cette formule de Plancherel [Si]. Nous
espérons que notre rédaction ne fera pas double emploi avec cet article et apportera sur
certains points un éclairage différent.

I. Définitions de base

I.1.

On note F' un corps local non archimédien de corps résiduel fini F,. On va considérer
divers groupes algébriques définis sur F'. Pour alléger les notations, on utilisera I’abus
de terminologie suivant: une phrase comme ‘soit A un tore déployé’ signifiera ‘soit A le
groupe des points sur F' d’un tore défini et déployé sur F’. Soit G un groupe linéaire
algébrique réductif et connexe. On fixe un sous-tore Ay de G, déployé et maximal
pour cette propriété. On note M son centralisateur dans G. Si P est un sous-groupe
parabolique de G, on dit que P est semi-standard si P D Ay. Dans ce cas, P possede
un unique sous-groupe de Lévi M contenant Ag. On dit que M est un sous-groupe
de Lévi semi-standard. Pour un tel sous-groupe, on note P(M) lensemble des sous-
groupes paraboliques de Lévi M. Usuellement, ’expression ‘P = MU est un sous-groupe
parabolique semi-standard’ signifiera que P est un tel sous-groupe, M est son sous-
groupe de Lévi semi-standard et U son radical unipotent. On notera de méme P = MU
le sous-groupe parabolique de Lévi M opposé a P.

Si H est un groupe algébrique, on note Rat(H) le groupe des caracteres algébriques de
H définis sur F'. Si V est un espace vectoriel réel, on note V* son dual et V¢ son complex-
ifié. On pose ag = (Rat(Ap) ®z R)*. Si M est un sous-groupe de Lévi semi-standard, on
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note Ay le plus grand tore déployé dans le centre de M et ap; = (Rat(Ay) ®z R)*. On
sait que aps s’identifie & un sous-espace de ag et que 'on a une décomposition canonique

ag = apy D a™M.
Notons X'(Ajs) Pensemble des racines de Ay dans Lie(G). Alors X(Ajy) s’identifie & un
sous-ensemble de a};. A toute racine o € X (Aps), on peut associer une co-racine & € ap;.
Si P € P(M), on note X(P) le sous-ensemble des racines de Aj; positives relativement
a P, Xica(P) le sous-ensemble des racines réduites et A(P) le sous-ensemble des racines
simples. On note Ta%*, resp. Ta%*, 'ensemble des y € a}, de la forme

X = Z ToQ

a€A(P)

avec des coefficients z, > 0, resp. x, = 0.

On fixe un sous-groupe parabolique minimal Py de Lévi My. On pose Ay = A(F).
On dit qu'un sous-groupe parabolique P est standard s’il contient Py. Si P = MU est
standard, on note A}’ ’analogue de Ay quand on remplace G par M dans les définitions.
Alors A} est une base de a**. On pose

dar = {HGao; Ya € Ag, <0l7H> 20}'

On note Hom(G, C*) le groupe des homomorphismes continus de G dans C*. Pour tout
X € Rat(G), on note |x|r € Hom(G,C*) le caracteére défini par

IX|7(9) = Ix(9)|F-

On pose
G'= (] Kerlxlr, X(G)=Hom(G/G" C").
x€Rat(G)

Il y a une surjection
agc— X(G) =1 (1)

qui & x ® s associe le caractere g — |x(g)|%. Le noyau est de la forme (27i/log(g))R ou
R est un certain réseau de Rat(G) ®z Q (~ Rat(Ag) ®z Q C af;). Cela définit sur X (G)
une structure de variété algébrique complexe pour laquelle X (G) ~ C*?, olt d = dimg ag-.
Pour x € X(G), soit A € ag ¢ un élément se projetant sur x par 'application (1). La
partie réelle Re(\) € af, est indépendante du choix de A. Nous la noterons Re(x). Si
X € Hom(G,C*), le caractére |x| appartient & X(G). On pose Re(x) = Re(]x|). De
méme, si x € Hom(Ag,C*), le caractére |x| se prolonge de fagon unique en un élément
de X (G) & valeurs réelles > 0. On note encore |x| cet élément et on pose Re(x) = Re(|x|).

On pose Im X (G) = {x € X(G); Re(x) = 0}. C’est le sous-ensemble des éléments uni-
taires de X(G). L’application de restriction Im X(G) — Im X (Ag) est surjective de
noyau fini. On munit Im X (A¢g) de la mesure de Haar de masse totale 1 et Im X (G) de
la mesure pour laquelle I’application précédente préserve localement les mesures.
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On définit un homomorphisme Hg : G — ag par la relation

—{(x,Ha(9)

q ) = xlr(9)

pour tout x € Rat(G).

Remarque. On a glissé un signe — dans 'exposant de ¢q. Ce n’est pas la définition la
plus usuelle, mais elle est la mieux adaptée au cas des groupes p-adiques.

Le réseau R défini ci-dessus n’est autre que 'annulateur de Hg(G). Les définitions
ci-dessus s’appliquent a tout sous-groupe de Lévi M, en remplagant G par M. On pose
plus simplement Hy = Hjy,. On définit

My =Hy (af), A =M{ nA.

On fixe un sous-groupe compact maximal K de G, dont on suppose qu’il est le fixateur
d’un point spécial de appartement associé a Ag dans 'immeuble de G. On munit tout
sous-groupe algébrique fermé H de GG de la mesure invariante par translations a gauche
pour laquelle mes(H N K) = 1. On en déduit une distribution positive (une ‘mesure’) sur
l’espace des fonctions f : G — C localement constantes et a support compact mod H,
vérifiant f(hg) = 0 (h)f(g) pour tous h € H, g € G, ol 0 est le module du groupe
H. Pour tout espace topologique Z totalement discontinu, notons C*°(Z), resp. C.(Z),
I'espace des fonctions localement constantes, resp. & support compact, de Z dans C. On
pose C°(Z) = C*°(Z)NC.(Z). On supprime les signes oo, resp. ¢, si Z est discret, resp.
compact. Soit P = MU un sous-groupe parabolique semi-standard de G. Alors G = PK
et le groupe M N K vérifie relativement a M les mémes propriétés que K relativement
a G. Pour tout g € G, on choisit up(g) € U, mp(g) € M et kp(g) € K de sorte que
g =up(g)mp(9)kp(g). Dans le cas P = Py on notera simplement ug(g), mo(g) et ko(g)
ces éléments. Pour f € C°(G), on a les égalités:

/ flg)dg = / f(umk)dp(m)~t dk dm du,

G UxMxK

/ f(g)dg = ’Y(P)fl/  f(uma)sp(m)~" dadm du,
G UxMxU

ou

A(P) = [ sp(my(a) s
(3) Remarque. v(P) ne dépend que de M.

Preuve. On sait qu’il existe un sous-groupe ouvert compact H de K tel que, pour tout
P = MU semi-standard, on ait:

H—{ I1 (HﬂUa)}(HﬂM){ 1T (HﬂUa)}

a€Xrea(P) Q€ Zrea(P)
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ou U, est le sous-groupe radiciel associé & « et ot les éléments de X,eq(P), resp. Xyed(P),
sont pris dans un ordre fixé quelconque. Appliquons 1'égalité (2) & la fonction car-
actéristique de H. On obtient

mes(H) = v(P) "' mes(U N H) mes(M N H) mes(U N H).

Onames(UNH)=[UNK :UN H|]™!. En utilisant I'unipotence du groupe U, on vérifie
que [UNK :UNH] =[] ex,.,p)Ua N K : Uy N H]. Idem pour U. D’ou I'égalité

v(P) = mes(H) > mes(M N H) 1T [UsNK :Uy,NH]L

Q€ Xred (P)UX ed (P)
Cette expression ne dépend que de M. O

On note désormais y(G|M) le terme (P). Pour a € Xeq(P), notons A, la composante
neutre du noyau de a dans Ap; et M, le centralisateur de A, dans G. C’est un sous-
groupe de Lévi semi-standard. On pose

o(GIM) =~r@GM)~H T v (Ma|M).
a€Xrea(P)

Rappelons que le groupe Mg est compact et que I’on a la décomposition en union disjointe

¢= |J KmK (4)
mGM&r/M(}
On a _
il existe Cy,Cy > 0 tels que, pour tout m € M, 5)
C10o(m) ™t < mes(KmK) < Cado(m)™?,
ou 50 = 5130.

Preuve. On choisit un groupe H comme dans la preuve précédente. Soit m € MJ .Ona
mes(HmH) < mes(KmK) < [K : H> mes(HmH).
D’autre part
mes(HmH) = mes(H)[H : mHm™" N H] = mes(H)cy, (m)cag, (m)cg, (m),
o1, pour V = Uy, My, Uy,
cy(m)=[HNV :m(HNV)m~'n H].
On a:

cuy(m) = [m Y (HNUg)m : HNm ™ (H N U)m]
= mes(m ™' (H N Up)m) mes(H N Up) "¢y, (m)

= do(m)~ ey, (m),
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ot ¢y (m) = [HN Uy : HNm™'(H N Up)m]. D’ot:
mes(HmH) = 50(m)710'U0 (m)enr, (m)eg, (m) mes(H).
Or les termes cp;, (m), car,(m) et ¢y, (m) sont des entiers bornés pour m € My O
Fixons un plongement algébrique
7:G — GL,(F).

On peut supposer, et 'on suppose, que 7(K) C GL,(0), ou O est 'anneau des entiers
de F'. Pour g € G, écrivons
7(9) = (aij)ij=1,.ns  T(9) 71 = (bij)ij=1,..m»

posons
lgll = supsup(|as;|r, [bij|F)-

2,7

On vérifie que ||g|| = 1, |lg192ll < llg1llllg2]] pour tous g1,g92 € G et ||kigks|| = ||g|| pour
tous k1, ks € K, g € G. On pose
o(g) = log||gl|-

Munissons ay d’une norme euclidienne | - | invariante par 'action du groupe de Weyl
WG 1l existe Cy,Cs > 0 tels que pour tout m € My,

Ci(1+ |Ho(m)[) 1+ 0(m) < Ca(1 + |[Ho(m)]). (6)

I.2.

Soit M un sous-groupe de Lévi semi-standard. Notons p l'action par translations a
droite de A dans C*°(Apr). Soit V' un sous-espace de C*°(Ayr), stable par p et de
dimension finie. Alors il existe un sous-ensemble fini X C Hom(Aps, C*) et un entier
d € N tels que pour tout f € V et tout x € X, il existe un polynéme P, ; sur aps, a
coefficients complexes et de degré < d, de sorte que, pour tout a € Ays on ait ’égalité

f(a) =Y x(a)Pys(Hu(a)).

XEX

Supposons X minimal, i.e. pour tout x € X, il existe f € V tel que P, ¢ # 0. Alors pour
tous x € X et f € V, les fonctions

a—x(a) et aw x(a)Py s(Hum(a))

appartiennent a V.
Les deux conditions suivantes sont équivalentes:

(1) il existe n € N et, pour tout f € V, il existe C' > 0 tel que pour tout a € Ay, on
ait I'inégalité |f(a)| < C(1 + o(a))™;

(2) pour tout x € X, Re(x) = 0.
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Soient J C Hom(Aps, C*) un sous-ensemble fini et D un entier > 1. Supposons que
pour tout a € Ay, 'opérateur

[ (v(a) = x(a)”

xX€Y

annule V. Alors X C Y et ’on peut choisir 'entier d < D — 1.

Soit f € C*(Ap). Notons Vy le sous-espace de C™(Ajp) engendré par {p(a)f;
a € Ap}. Supposons f Aps-finie, i.e. Vy de dimension finie. Ce que l'on a dit ci-dessus
s’applique & V. La condition (1) pour V; est équivalente a:

il existe n € N et C > 0 tel que pour tout a € Ay, |f(a)| < C(1+o(a))”.

1.3.

Soit (7, V') une représentation admissible de G. Pour x € Hom(Ag, C*), posons
Vi={veV;3IdeN, Vac Ag, (r(a) - x(a))% = 0}.

On appelle exposant de m un caractére x tel que V), # 0. On note Exp(m) I'ensemble de
ces exposants. On a ’égalité
V= P W

X€EExp(T)
Soit P = MU un sous-groupe parabolique semi-standard de G. Notons Vp le module de

Jacquet de V relativement a P et jp : V — Vp la projection naturelle. On munit Vp de
la représentation admissible 7p de M définie par

—1/2;

mp(m)jp(v) = dp(m)~ "/ “jp(m(m)v)

pour tous m e M, v e V.

Soient maintenant P = MU comme ci-dessus et (7, V') une représentation admissible
de M. On définit la représentation induite (Igﬂ, IgV). C’est une représentation admis-
sible de G. Par définition, ISV est I’espace des fonctions f : G — V invariantes & droite
par un sous-groupe ouvert et telles que f(mug) = dp(m)*/?x(m)f(g) pour tous m € M,
uwuel, ged.

On a le théoreme de réciprocité de Frobenius: pour toute représentation admissible
(', V') de G

Homg (V', ISV) = Homy, (Vp, V).

Notons (#,V) la contragrédiente de (m,V). On définit sur ISV x ISV une forme
bilinéaire par

(. f) = /P @ 7@ ag

Cela permet d’identifier ISV & (I§V).
Si P’ = M'U’ est un sous-groupe parabolique semi-standard tel que P C P’, on a un
isomorphisme
G G (M’
ISV ~ IG,(IM V).
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Il associe & f € ISV la fonction
g (m' = Sp(m)"V2 f(mg)).

Soit maintenant P’ = M'U’ un sous-groupe parabolique semi-standard quelconque. On
peut choisir un systéme de représentants £ W' WS de 'ensemble de doubles classes
wM \ W& /WM et le munir d’un ordre total de sorte que les propriétés suivantes soient
vérifiées. Pour tout w € PWPF , posons

Gow = U Pw' P,

!
w' eP' WP w >w

alors G»,, est ouvert dans G et Pw= P’ est fermé dans G>w. Notons F,, le sous-
espace des f € IgV a support dans Gx,. La famille (Fy),cryp est une filtration
décroissante de IgV par des sous P’-modules. On peut définir le module de Jacquet
relativement & P’ de tout P’-module lisse, en particulier de F,, ou de F,,/F,+, ou 'on
note wt le successeur de w. Pour alléger les notations, pour tout w € W& et tout sous-
groupe parabolique semi-standard Q = RV, on posera w - Q = wQw ™!, w- R = wRw™!.
Si (7', V') est une représentation de R, on notera (wn’, wV') la représentation de w - R
ainsi définie: wV’' = V' et, pour tous v’ € V', g € w- R,

wr'(g)v" = 7' (wgw)v'.

Pour w € P/WP, introduisons le module de Jacquet (Tarnw-1.p7, Varnw-1.p1) €t la pro-
jection jarw-1.p 1 V = Varaw—1.p/. On définit une application

. M’
pw . fw — IM/mw_PwVme—l.Pl

par
pulF)on') = 3 (') /2 Jasew-r.pr (™ ') dt
(U'nw-P\U'
Alors p,, se factorize par F,,/F,+ (en posant F,+ = {0} si w est maximal) puis par
(Fuw/Fuw+)pr et définit un isomorphisme de M’-modules:

(Fu/Fuwt)pr =~ IJ]\\/I{/ﬁw'PwVMﬁw*LP’

(cf. [BZ, 2.12]). On déduit de I'exactitude du foncteur de Jacquet que la représentation
((I§7)pr, (IEV) pr) admet une filtration dont le gradué associé est

M’ M’
@ (IM’mw-PU”TMﬂw—l»P’vIM/mw-Pvaﬁw—l-P')~
weP' WP

1.4.

Soient (7, V') une représentation admissible de G, (7, V') sa contragrédiente et P = MU
un sous-groupe parabolique semi-standard. Introduisons les modules de Jacquet (7p, Vp)

de 7 relativement & P et ((7)p,(V)p) de 7 relativement & P et les projections
jpr—)Vp,jp:V%(V)p.
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Théoréme 1.4.1 (Casselman). Il existe un produit bilinéaire non dégénéré et invariant
par M sur Vp x (Vp), noté (-, ) p, de sorte que pour tout (v,v) € V x V, il existe € > 0
tel que, pour tout a € Ay vérifiant |o(a)|p < € pour tout a € A(P), on ait

(mp(a)jp(v), Jp(0))p = dp(a)~/*(n(a)v, ),
cf. [C, Proposition 4.2.3 et Théoréme 4.2.4].

Corollaire 1.4.2. La représentation ((7)p, (V)p) est isomorphe a la contragrédiente de
(7‘('137 Vp).

Pour m € MJ et t € R, définissons un sous-groupe parabolique standard P, ; =
My, tUn, ¢ par I'égalité

A = {a € Ag; (o, Ho(m)) < t}.

Proposition 1.4.3. Soit (v,7) € V x V. Il existe t > 0 tel que pour tout m € My, on
ait I'égalité

5p(m) =2 (w(m)v,8) = (mp(m)jp(v), jp(¥))p,
ou P = P,,,, cf. [C, Théoréme 4.3.3].

Corollaire 1.4.4. Pour tout (v,7) € V x V, il existe d € N et ¢ > 0 tels que pour tout
g € G, on ait
. d
[(m(g)v, 0)| < cllg]®

Si V est de longueur finie, on peut choisir d indépendamment de (v, ?).

Preuve. On utilise ’égalité (4) du paragraphe 1.1 et la proposition précédente. On est
ramené par récurrence sur le rang semi-simple de G au cas ou G = M, lequel se ramene
aisément au cas G = Ap. On doit voir que toute fonction Ag-finie sur Ag est majorée par
une fonction de la forme a — c[|a||?. C’est immédiat. O

L.5.

Soit B une C-algebre de type fini, commutative et ncethérienne. Une B-famille
algébrique de représentations admissibles de G est un couple (7, V') formé d’un B-module
V et d’un homomorphisme 7 : G — Autp(V) tels que

(i) pour tout v € V, le stabilisateur de v dans G est un sous-groupe ouvert;

(ii) pour tout sous-groupe ouvert compact H de G, le sous-module des invariants V7
est un B-module projectif de type fini.

Si (7, V) est une telle B-famille, on définit sa B-contragrédiente (7%, VE): VB est la
partie lisse de Homp(V, B). C’est encore une telle B-famille.

Si P = MU est un sous-groupe parabolique semi-standard de G et (w,V) une
B-famille de représentations admissibles de G, resp. M, on définit comme en 1.3 le
module de Jacquet (7p,Vp), resp. la représentation induite (I§m, ISV). C'est une B-
famille de représentations admissibles de M, resp. G (cf. [BD, 2.5, 3.1]). Avec ces

https://doi.org/10.1017/51474748003000082 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S1474748003000082

246 J.-L. Waldspurger

définitions, les résultats des parties 1.3 et 1.4, a I'exception de 1.4.4, restent valables
pour les B-familles algébriques de représentations admissibles. Donnons par exemple
la démonstration de l’analogue du Théoreme 1.4.1. Soient donc (w,V) une B-famille
algébrique de représentations admissibles de G, (75, VB) sa contragrédiente et P = MU
un sous-groupe parabolique semi-standard de G. Pour tout € > 0, posons:

Ap(e) = {a € Ap; |a(a)|r < € pour tout a € A(P)}.

On considérera dans la suite des sous-groupes ouverts compacts H de G. Ils seront
supposés tels que H = (HNU)(HNM)(HNU). Soit H un tel sous-groupe. Si € est
assez petit, on a les inclusions:

aHNU)a ' CHNU, o Y HNU)aCHNU,
pour tout a € Ap(e). Pour tout a € Ay, notons ¢ la fonction sur G définie par:

e (9) :{

0 sig¥é HaH,
Sp(a)/?mes(H)™' sige HaH.

Rappelons que de la représentation m de G se déduit une représentation de l’algebre
C (@), la structure d’algebre étant définie par le produit de convolution. Pour ¢ > 0
assez petit, les propriétés (1)—(4) qui suivent sont vérifiées.

(1) Pour tous a,a’ € Ap(e), p x ot = oH .
Cela résulte de l'inclusion aHa' = a(HNU)(HNM)(HNU)d' C Had'H.
(2) Pour tout v € VH et tout a € Ap(e), jp om(p?)(v) = wp(a)jp(v).

En effet, puisque HaH = (H NU)aH et v est invariant par H, on a:

(o )v = 6p(a)/? mes(H) "  mes(H N U) ™' mes(HaH) /HmU 7(ua)v du. (%)

D’ou:
jp 0wt (v) = 6p(a)"/? mes(H) ™ mes(HaH)jp o m(a)(v)
— 6p(a) mes(H) " mes(HaH)mp(a)jp ()
De plus mes(HaH) = §p(a)~! mes(H), cf. preuve de 1.1 (5).
(3) Pour tout a € Ap(e), m(p) annule VH N Ker(jp).

Pour tout v € Ker(jp), il existe un sous-groupe ouvert compact U, de U tel que
fUC 7(u)vdu = 0. Puisque V¥ est de type fini sur B et B est noethérien, V N Ker(jp)
est aussi de type fini. On peut donc fixer un sous-groupe U, commun pour tous les
v € VH NKer(jp). Choisissons € tel que aU.a™! € HNU pour tout a € Ap(e). La con-
clusion de (3) résulte de I'égalité (*).

(4) Pour tout a € Ap(e), jp se restreint en un isomorphisme de 7 () (V) sur VEM,
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Il est clair que jp(VH) C VE™  Soit v € (o) (VH) tel que jp(v) = 0. Soit v’ € VH
tel que v = m(pH)v’. Grace a (2), 0= jp(v) = 7p(a)jp(v’). Donc jp(v') =0. Alors,
grace a (3), v =7(p)v’ = 0. La restriction de jp & 7(oX)(VH) est donc injective.
Soit w € VEM™ On a aussi np(a) tw € VA™ . D’apres [BD, Proposition 3.5.2], jp
se restreint en une surjection de VH sur VA On peut donc choisir v, € VI tel
que jp(ve) = mp(a) tw. Posons v = m(pH)v,. Alors v € w(pX)(VH) et, d’apres (2),
jp(v) = w. Cela démontre (4).

Soit € tel que les propriétés (1)—(4) soient vérifiées. Grace a (1), pour a,a’ € Ap(e€), on
a les inclusions:

(i ) (V) 2 m(pan ) (V) S w(o) (V).

En appliquant (4) & a, @’ et aa’, on voit que ces inclusions sont en fait des égalités.
Le B-module 7(¢H)(VH) ne dépend pas de a € Ap(e). Notons-le SH et notons
st vHOM 5 §H Punique section de Iapplication jp.

Soit maintenant H’' un autre sous-groupe ouvert compact de G vérifiant les mémes
hypotheses que H. Supposons H' C H et posons e = . Alors:

VHOM

(5) pour w € VA™ on a Iégalité s&(w) = W(eH)sg,(w).

En effet, choisissons € tel que la conclusion de (4) soit vérifiée pour H comme pour H'.
Soit a € Ap(e) et fixons v, € VH tel que jp(v,) = mp(a) lw. D’apres la preuve de (4),

on a sf(w) = (gl va, s (

(o o = m(e)m(pl Yr(eM )va = m(e™ )m (0 Vv,

’ ’
w) = 7(eH Yv,. Or pl = e « "« efl donc

et (5) s’ensuit.
En appliquant les mémes constructions & VP et P, on construit pour tout H un
B-module S’g C VBH et une section 32 : v5HAM _, S’g. Remarquons que pour tout

PP
a € Ay, 7P(pH) est la transposée de m(pkl). De plus, pour a € Ay et € > 0, on a
a € Ap(e) si et seulement si a= € Ap(e). On a:

(6) pour tous v € SH et v € VEH NKer(jp), (v,0) = 0.

Choisissons € > 0 tel que la conclusion de (4) soit vérifiée ainsi que ’analogue de (3)
pour 78 et le groupe P. Soit a € Ap(e). Puisque SH = n(pX)(VH), il existe v’ € V tel
que v = (). Alors:

(v,0) = (m(g )", ) = (v/, 77 (pL1)0) = 0

car 75 (o )o = 0.
Soient w € Vp, w € VE. Choisissons H tel que w € VlﬁmM, w e Vlf’HﬂM
(s (w), 52 (w)) ne dépend pas de H. Il suffit de vérifier que si H' C H, on a I'égalité

(s (w), 55 (@) = (s (w), 58 (@)).

. Je dis que
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En utilisant (5), on a:
(sB(w), 55 (@) — (s (w), 58 (@) = (m(e™)sE (w), 58
(
= (sf (w), 58 (w) — 55 (0)).

Or 3% (w) — ég/ () € VBH N Ker(jp). La derniére expression ci-dessus est nulle d’aprés

(6) appliqué au groupe H'. On pose:
<w,1D>p = <Sl;’1(w)’ ég(w»

Comme on vient de le voir, ce terme ne dépend pas du choix de H. Cela définit un produit

B-bilinéaire sur Vp x Vg. Soit m € M. On vérifie aisément que pour w € VE™ on a
I’égalité:
SEHITOH (p (m) (w)) = Sp(m) ™2 (m) s (w).
Pour w, w comme ci-dessus, on a alors:
(mp(m)w, 73 (m)d) p = (s (wp (mw), SO (77 (m) )
= 6p(m)~/26p(m) "2 (x(m)sp (w), 77 (m)s (1))

= (sp (w), 53 (1))
- <w7 7“D>P-
Le produit (-, ) p est donc invariant par M.

Soient v € V et © € VB. Choisissons H tel que v et ¥ soient invariants par H. Soient
€ > 0 assez petit et a € Ap(e). On a:

(m(a)v,v) = (w(a)m(e™)v, 77 (™)v)
= (n(eM)m(a)m(e™)o, )
= 6p(a)*(m(f v, ).

On am(ptyw e SH et v — 5 0 jp € VEH NKer(jp). Done (m(pf)v, 5 — 8 (jp0)) =0
(

d’apres (6). D’autre part, puisque 7(pH)v e SH et jpon(pl)v=np(a)jp(v), on a
7(pH)v = s (7p(a)jp(v)). Les égalités précédentes entrainent:
(n(a)v,0) = 3p(a)!*(sF (mp(a)jp(v)), 83 (75 ()
= dp(a)'*(mp(a)jp(v), jp(0)) p-
La relation du Théoréme 1.4.1 est donc vérifiée. Montrons enfin que le produit (-, -)p est
une dualité parfaite, i.e. identifie Vp & la partie lisse de Homp(VZ, B) et VZ & la partie
lisse de Hompg(Vp, B). Il suffit de prouver que, pour tout H, (-,-)p se restreint en une

B, HOM L .
M o 2 H0OM Par construction, il suffit que (-, -) se restreigne

dualité parfaite sur V5
en une dualité parfaite sur SH x Sg. Or VH et VBH sont en dualité parfaite. On a:
VI =5t e (VT nKer(jp), VP =8 VT NKer(jp)).

D’aprés (6), SH annule V27 NKer(jp) et, de méme, S’g annule V7 NKer(jp). La
conclusion s’ensuit.
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I1.6.

Considérons ’espace
Clisse(G> = U C(H \ G/H),
H

ou H parcourt I'ensemble des sous-groupes ouverts compacts de G. Le groupe G agit sur
Chisse(G) par les représentations ¢, resp. A, définies par les translations & droite, resp. a
gauche. Pour f € Clisse(G), notons V,(f), resp. Va(f), resp. Voxa(f), le plus petit sous-
espace de Clisse(G) contenant f et stable par p, resp. A, resp. p x A. Notons py, resp. Ay,
la représentation déduite de p dans V,(f), resp. de A dans V) (f). Notons A,, resp. Ay,
Iensemble des f € Cligse(G) telles que py, resp. Ay, soit admissible.

D’autre part, pour toute représentation admissible 7 de G, notons A(7) le sous-espace
de Ciigse(G) engendré par les coefficients de 7. Posons

A@) = Am) = 3 A,

ou 7 parcourt I’ensemble des classes de représentations admisibles de G.

Lemme 1.6.1.

(1) Soit f € A,, resp. Ax. Alors V,ux(f) = A(py), resp. = A(\y).
(2) On a I'égalité A, = Ay = A(G).

Preuve. Soit f € A,. Pour g € G, définissons vy € V,(f)* par (vg, f') = f'(g) pour tout
[/ € V,(f). Soit H un sous-groupe ouvert compact de G tel que f € C(H \ G/H). Alors
V,(f) € C(H \ G). On voit que v, 0 pg(h) = v, pour tout h € g~ Hg. Donc v, € V,(f).
Notons V' le sous-espace de V,(f) engendré par les formes linéaires v, pour g € G. On a:

(i) si f' € V,(f) vérifie (v, f') = 0 pour tout v € V, alors f" = 0;
(ii) V est stable par ps: en effet, pour g,h € G, on vérifie que pr(h)vg = vgp-1.

Il résulte de (i) et (ii) que V = V,(f). Alors A(py) est espace engendré par les fonctions
g— (v, pr(g)f') pour v € V, f' € V,(f), ou encore par les fonctions g — (vg,, pr(991)f)
pour g1, g2 € G, i.e. par les fonctions A(gy ')p(g1)f. Donc A(p;) = V,xa(f). Un raison-
nement analogue vaut si f € A,.

Si feA, ona feV,ux(f)=A(pr) C A(G). Donc A, C A(G). L’inclusion opposée
est évidente, d’'ott A, = A(G). Idem Ay = A(G). O

Proposition 1.6.2. Soient f € A(G) et P = MU un sous-groupe parabolique semi-
standard de G. Il existe un unique élément fp € A(M) vérifiant la propriété suivante:
pour tout m € M, il existe € > 0 tel que pour tout a € Ay vérifiant |a(a)|p < € pour
tout o € X(P), on ait I’égalité

dp(ma)~'/2 f(ma) = fp(ma).
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Preuve. Supposons que deux éléments fp et fp de A(M) vérifient ces conditions. Pour
tout m € M, les fonctions sur Ay,

A fp(ma),  aw fp(ma)

coincident dans un ‘coéne’. Comme elles sont toutes deux Aj,-finies, elles sont égales.
Donc fp(m) = fp(m) pour tout m € M.
Pour prouver l'existence de fp, on peut fixer une représentation admissible (7, V') de

G, deux éléments v € V, ¥ € V, et supposer que f(g) = (w(g)v,d) pour tout g € G.
Alors la fonction fp définie par

fp(m) = (mp(m)jp(v),jp(0))p
convient, cf. Théoreme 1.4.1. O

On appelle fp le terme constant de f le long de P. Pour f € A(G), on définit une
application

find . G x G — A(M)
par f24(g1, g2) = (p(g2)A(g2) f) p- Alors f29 € 1G5 A(M) et application
AG) = IGXSAM), [ fpe

est un homomorphisme G x G-équivariant.
Soit P’ = M'U’ un sous-groupe parabolique semi-standard contenant P. Le diagramme

suivant est commutatif:
\

GxG 7M’'xM’
IP’XP/IM’HPXM’HPA(M)

\ /
T3 A

GxG
IP>><<P‘A(

Les fleches o, resp. 3, sont f + fiid resp. f s fiid § est déduit par fonctorialité de
I’application
M'x M’ ind
A(M) IM’(:PXM’ﬂPA(M)’ foM’ﬁP

et 7 est 'isomorphisme décrit en 1.3.

II. Majorations

IL.1.

Notons (1, C) la représentation triviale de My, (7, V) = (Igol, IgO(C), e I'unique élément
de V invariant par K et tel que e(1) = 1. Remarquons que (7, V) = (7, V). Pour g € G,
on pose

[

(9) = (m(g)e, €).
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On a l'égalité:
2(g) = / omo(kg))/ dk.
K

Lemme I1.1.1. La fonction = est bi-invariante par K. Il existe C'1,Cy > 0 et d € N tels
que pour tout m € MOJF, on ait

C18o(m)'/? < Z(m) < Cado(m)?(1 + o (m))™.

Preuve. La premiere assertion est claire. Fixons ¢t > 0 tel que la conclusion de la Propo-
sition 1.4.3 soit vérifiée pour le couple (e, e). Pour tout sous-groupe parabolique stan-
dard P, posons M (P) = {m € My"; P,,; = P}. Pour démontrer la deuxi¢me inégalité
de I’énoncé, on peut fixer P et supposer m € MJ (P). 1l existe un sous-ensemble
compact C' de My tel que My (P) C ApC. On peut donc fixer h € C et supposer
m € MJ (P) N Aprh. On sait calculer wp, cf. 1.3. On voit qu’il existe un entier d tel que
pour tout a € Ay, (mp(a) — 1)¢ annule Vp. 1l existe donc un polynome Q sur ap; de
degré < d tel que
(mp(ah)jp(e), jp(e))p = Q(Hum(a))

pour tout a € Ajps. De cette égalité et de la Proposition 1.4.3 se déduit la majoration
cherchée pour m € My (P) N Aprh.

Soit H un sous-groupe ouvert compact de K tel que H = (H N Up)(H N Mo)(H N Up).
Pour m € My, on a m™*(HNUy)m C K, d’ot Hm C UymK et &o(mo(hm)) = do(m)
pour tout h € H. Alors

=(m) > /H 5o (mo(hm)) /2 dh = mes(H)3(m) /2,

ce qui démontre la premiere inégalité de I’énoncé. O

Lemme I1.1.2. Il existe d € N et, pour tous g1,g92 € G, il existe C' > 0 tels que, pour
tout g € G, on ait
E(g1992) < CE(g)(1 + o (9))?.

Preuve. Soient ki,ky € K. Pour g € G, on a
E(g1k1gk2g2) = (m(g)v2, v1),

ot vy = m(kaga)e, v1 = 7(k; 'g; " )e. Le méme raisonnement que dans la démonstration
précédente prouve l’existence de d € N et C' > 0 tels que

Z(gikimkags) < Coo(m)2(1 + o (m))?

pour tout m € ]\7[6r . On peut choisir d indépendamment de g1, g2, k1, ko et C' indépendam-
ment de k1 et ko. En remplacant kymks par g dans I'inégalité ci-dessus, on obtient

E(g1992) < CCT'E(9)(1+ o (9))*,

ou C est la constante du lemme précédent. Il reste & appliquer 1.1 (4). |
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Lemme I1.1.3. Pour tous g1,g92 € G, on a

| Sloikes) ak = 2012 02).
K

Preuve. Posons v = fK 7(kga)e dk. Comme v est invariant par K, il est proportionnel &
e. On calcule le facteur de proportionnalité en calculant (v, e). On obtient v = Z(gz)e. Le
membre de gauche de I'inégalité de 1’énoncé est égal a (m(g1)v, e), i.e. & Z(g2){(w(g1)e, €),
ie. a E(g2)Z(g1). O

Lemme I1.1.4. Pour tout g € G, Z(g) = Z(971).
Cela résulte de 'égalité m = 7.

Lemme I1.1.5. Il existe d € N tel que l'intégrale

/ 2(9)*(1 + o(g)) " dg
G

soit convergente.
Preuve. D’aprés 1.1 (4), il suffit de prouver qu’il existe d € N tel que la série

> mes(KmK)E(m)*(1+ o(m)) ™
meM /ML
soit convergente. Grace & 1.1 (5) et au Lemme II.1.1, on est ramené & prouver que la série
Y. (+am)?
meM /M}
est convergente pour d assez grand. Ou encore, d’aprés 1.1 (6) que la série
> ()
HeHo (M)
Pest. C’est clair puisque Hy(Mp) est un réseau de ag. O

Notons que = est indépendant du choix du parabolique minimal Py (ils sont tous
conjugués sous K). Soit P = MU un sous-groupe parabolique semi-standard de G. On

définit une fonction =M sur M comme on vient de définir = sur G.

Lemme I1.1.6. Pour tout g € G, on a I'égalité

Z(g) = /K 5p(mp(kg))V2EM (mp (kg)) dk.
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Preuve. Quitte a changer Py, on peut supposer P O F,. Notons (WM,VM),eM les
analogues de (m, V), e pour M. Identifions V a ISVM. Alors e s’identifie & 1'élément de
ISVM tel que e(k) = e™ pour tout k € K. On a

E(g) = (n(g)e.e) = /P ethg) et an = / (e(kg), e(h)) dk.

K

Mais, pour k € K,
(e(kg), e(k)) = 6p(mp(kg)) > (x™ (mp(kg))e™, eM) = 6p(mp(kg)) *ZM (mp(kg)).

O

11.2.

Soit P = MU un sous-groupe parabolique standard de G. 1l existe un espace Ep de
dimension finie sur F, une base (e;);=1,..» de Ep et une représentation algébrique 7p de
G dans Ep vérifiant les propriétés suivantes:

(1) pour tous m € M, u € U, 7p(mu)e, = 658 (m)ey, ot 652(m) est le déterminant de
Ad(m) dans l'algebre de Lie de U (on a dp(m) = |5j§g(m)|p);

(2) pour tout ¢ =1,...,n, il existe x; € Rat(A4p) tel que
7p(a)e; = 538 (a)xi(a)e;
pour tout a € Ag;
(3) sii>2,il existe a; € Ag — AY et C; > 0 tels que — Re(x;) € Ciay + Fa§*;

(4) lapplication
U—>EP, fLHTp(ﬁ)el

est injective, & valeurs dans e; + Ep, ot E', est engendré par ea, .. ., e,.

En effet, notons F[G] l'espace des polyndmes sur G définis sur F' et Ep le sous-espace
des Q € F[G] tels que
Q(maug) = 5p5(m)Q(g)

pour tous m € M, @ € U, g € G. Notons 7p la représentation de G dans Ep par
translation & droite. Alors le couple (7p, Ep) vérifie les conditions ci-dessus.
Ces données étant fixées, on définit une hauteur sur Ep par

llell = sup{|zi|r; i=1,...,n}
pour tout e =", z;¢; € E. On a
(5) il existe C1,Cy > 0 tels que pour tous k € K, e € E,

Cillell < lITp(R)ell < Cafell-
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On a aussi

(6) il existe C,Cy > 0 tels que pour tout u € U,

Ci(1+loglrp(u)er])) < 1+ 0(w) < Ca(1 + log [|Tp(u)erl]).

Preuve. Comme les coefficients de 7p(ii)e; sont des polynémes sur U, il existe C' > 0
et un entier NV > 0 tels que

7P (@)er]l < Cllaf™ (7)

pour tout u € U.

Notons 6 I’application définie en (4). Son image est une orbite d’un groupe unipotent
agissant dans une variété affine. Elle est donc algébriquement fermée [H, Exercice 8,
p. 115]. D’autre part, 6 est injective. Si la caractéristique de F' est nulle, 6 est donc un
isomorphisme de U sur son image [H, Théoréme 4.6]. Pour tout polynome Q sur U, il
existe donc un polynoéme Q' sur E tel que Q = Q' o 0. Si la caractéristique de F est
p > 0, le corps des fonctions algébriques sur U est une extension purement inséparable
du corps des fonctions algébriques sur I'image de 6. Il existe un entler d > 0 et, pour tout
polynome @ sur U, il existe un polynoéme Q' sur E tel que Q” Q' 0 6. Dans les deux
cas, on en déduit que pour tout polynéme @ sur U, il existe C' > 0 et un entier N > 0
tels que

Q(@)|r < Cllrp(@)er||V
pour tout @ € U. Il existe donc C et N tels que

lall < Clirp(@)ed||™ (8)
pour tout @ € U. Notons que I'on a toujours o(@) > 0 et log||7p(@)e;|| = 0 d’apres (4).
Les inégalités (7) et (8) impliquent alors Iassertion. O
I1.3.

Lemme I1.3.1. Soit P = MU un sous-groupe parabolique semi-standard de G. 1l existe
C1,Cs > 0 tels que pour tous m € M, uw € U, on ait

Ci(1+ o(mu)) < 1+sup(o(m),o(u)) < Ca(l 4 o(mu)).

Preuve. La premiere inégalité résulte de l'inégalité o(mu) < o(m) + o(u). Fixons
a € Ay tel que |a(a)|rp < 1 pour tout a € A(P). Comme Ay est un tore déployé, 7(a) est
diagonalisable (cf. I.1 pour la définition de 7). Quitte a conjuguer le plongement 7, ce qui
n’a pas d’incidence sur Passertion & démontrer, on peut supposer que 7(a) est diagonale
et que, si on note (a;)i=1,....» ses termes diagonaux, on a |a1|r < |az|r < -+ < |an|F.
Définissons une décompositon n = ny + - -- + ny par

la1|r = lazlp = - = |an, [p <lan,41lp =+~

= |an1+nz|F << |an1+---+nt71+1 F=""= |an|F-
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Soit P’ = M'U’ le sous-groupe parabolique triangulaire supérieur par blocs de GL,,,
de blocs de tailles ny,ng,...,n;. Comme M commute & a, 7(M) C M’. Comme Ad(a)
contracte U, 7(U) C U’. Mais alors pour tous m € M, u € U, les coefficients non nuls de
7(m) sont des coefficients de 7(mwu). On en déduit I'inégalité

o(m) < o(mu).
Si o(m) > o(u)/2, on obtient
sup(a(m),o(u)) < 20(mu). (1)

Si o(m) < o(u)/2, on utilise les relations o(u) < o(m™1) + o(mu) et o(m) = o(m™1).
On en déduit I'inégalité (1) dans ce cas. Cela acheve la preuve. O

Lemme I1.3.2. Il existe C > 0 tel que pour tous m € My, g € KmK, on ait I'inégalité
do(m) < Cdo(mo(g))-

Preuve. Soit I' un sous-ensemble compact de My tel que M C I'Af. Introduisons
la représentation 79 = 7p, de II.2. Choisissons C; > 0 tel que pour tous e € Ep,,
he KUK, [ro(h=)el < Cile]. ]
Soient m € M et ¢ € KmK. Introduisons a € AT, h € KI' et k € K tels que
ma~! € I' et ug(g)mo(g) = hak. On a
do(mo(9)) ™! = l[7o(mo(g)~uo(g) ™ enll
= llro(k™ a™ h ™ )es |
< Cilo(a™ h™Yed|.

Ecrivons
n
To(hil)(h = inei.
i=1
Alors
T0(a™th ey = 631g(a)’1 Z zixi(a) e
i=1

Comme a € AJ, on a |x;(a)|z* < 1 pour tout 4 (cf. 1.2 (1) et (3)). Donc

ITo(a R Yeq || = do(a) "t sup{|zixi(a) ;i =1,...,n}
So(a) tsup{|z|r; i =1,...,n}
do(@) "M ro(h™ el

01(50(60)_1.

N

NN

D'out linégalité
So(mo(9)) ™" < Cdo(a)™".

Comme a=! € m™1T", §p(a)™t < 6o(m) Lt sup{do(h); h € I'}. On en déduit I'inégalité de
I’énoncé. O
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Lemme 11.3.3. Il existe C' > 0 tel que pour tous a € [18', pE Py,
L+a(apa™) < C(1 +a(p)).

Preuve. En inversant les roles de Py, et Py il suffit de prouver que pour a € flar et
pe pOa
1+o(a"'pa) < C(1+o(p)).

Soient m € My, @ € Uy, a € 14_137 P =ma. On a a 'pa = ma~'aa, d’olt
o(a™ pa) < o(m) + o(a ' ua).
Introduisons la représentation 79 = 7p, de I1.2. D’apres I1.2 (6),

1 +o(a  aa) < O1(1 +log ||mo(a taa)e ||),

ou C'1, comme les autres constantes introduites ci-dessous, est indépendant de m, @ et a.
Ecrivons

n
7'0(12)61 = Z €X;€;.
=1
Alors

n
mo(atua)e; = fol(a)xiei.
i=1

Pour tout i € {1,...,n},

;7 @)l = gt

Comme Hy(a) € af et Rex; € —ta§* (1.2 (1) et (3)), on a |x; *(a)|r < 1 pour tout i.
D’ou I'inégalité

1

[70(a™ " aa)er || < [|To(@)eq |-

D’apres 11.2 (6), 1 4 log||mo(@)e1 || < C2(1 + o(a)). Alors
1+ o(a taa) < C105(1 + o(a)),
puis
1+ o(a”"pa) < C3(1 + o(m) + o(a)).
On conclut en utilisant le Lemme I1.3.1. O

Lemme I1.3.4. Soit P = MU un sous-groupe parabolique semi-standard de G. Il existe
Cy,C1,Ca,C3 > 0 tels que pour tout @ € U, on ait

Cl(]. + 0'(71)) <Cy— 10g5p(mp(ﬂ)) < CQ(]. + O’(mp(ﬂ))) < CQ(]. + 0’(1_1,))
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Preuve. Comme 052 (cf. I1.2 (1)) est polynomial sur M, il existe Cy > 0 tel que
—logdp(m) < Cy(1+ o(m))
pour tout m € M. On en déduit I'inégalité centrale de I’énoncé. Pour % € U, on a
1+ o(mp(a)) < Cs(1+o(up(a)mp(n)))
d’apres le Lemme I1.3.1, et
o(up(@)mp(w)) = o(up(@)mp(a)kp(a)) = o(a).

On en déduit l'inégalité de droite de ’énoncé. Quitte a conjuguer P, on peut supposer
P standard. Introduisons la représentation 7p de I1.2. Alors

l+o(@) =1+ac(@ ") <Cs(1+log|rp(@ e
d’apres I1.2 (6). Mais
mp(a er = p(kp (@) 'mp(@)tup(@)er = 6% (mp() " e (kp(@)er.
D’ou d’apres I1.2 (5),
Irp (@™ er|| < Crop(mp(@) ™"
et
1+ log [lrp (@ Ve | < Cs — log 8p(mp(@)).
Cela prouve la premiere inégalité de 1’énoncé. O

Lemme I1.3.5. Soient P = MU un sous-groupe parabolique standard maximal de G,
a € Ay tel que AY = Ay —{a}, I' resp. I' des sous-groupes ouverts compacts de U,
resp. U. Alors il existe C > 0 tel que, pour tous a € A(J{, g € G, si

1+0(g) +o(aga™) < C{a, Ho(a)),
alors g € a™'I'aMT .
Preuve. Montrons que
(2) il existe C; > 0 tel que, pour tous a € AJ, g € KNUP, si
1 +o(aga™) < C{a, Hy(a)),

alors g € I'P.

On introduit la représentation 7p de I1.2 et des constantes Cs,...,Cs > 0 telles
que

e pour tout g € G, log||Tp(g)e1]] < C2(1 4+ a(g));
e pour tout g € K, —C3 < log ||7p(9)e1][;
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e pour tous i > 2, a € A, Cy{a, Ho(a)) < —(Re(x:), Ho(a));
e pour tout @ € U, si l'on écrit 7p(@)e; = Y i, y;e;, alors
sup{log|yi|r; i=2,...,n} < -Cs = aecl.

L’existence de C5 résulte du fait que Papplication 6 de la preuve de I1.2 (6) est un
homéomorphisme de U sur son image. Posons

Cy = 04(02 +Cs + 05)_1 log q.
Soient a et g vérifiant les hypotheses de (2). Ecrivons 7p(g)er = Y i, z;e;. Alors
mp(aga™)e; = ey + inxi(a)ei.
i=2
Pour i € {2,...,n},on a
log |z p + Cylog g{ev, Ho(a)) <loglzi|r — (Re(x:), Ho(a))log g
= log |z;xi(a)|F
<log|ltp(aga™ e
< Co(1+o(aga™™))
< C1Cs(a, Ho(a)).

D’ou
log |z;|r < (C1C2 — Cylog q){a, Ho(a)).
Notons que C;Cy — Cylogq < 0 et (a, Hy(a)) = C;* d’apres 'hypothese. Dot
log |zi|p < Cy — C4Cy 1 logqg = —C3 — Cs
pour tout i € {2,...,n}. D’autre part
—C5 < sup{log|z;|p; i=1,...,n}.

Donc
—Cg < lOg |J,‘1|F

Ecrivons g = @mu, avec & € U, m € M, et 7p(i)e; = Y 1, Yi€i- On a z; = yié;‘gg(m)
pour tout i. Pour ¢ € {2,...,n}, on a donc

log |yi|r = log |yi|r —log |y1|r = log |z;|p — log |z1]|r < —Cs.

Donc @ € I' ce qui prouve (2).
Montrons maintenant que

(3) il existe Cg > 0 tel que, pour tous a € A, g € G, si
1+0(g) +o(aga™) < Cola, Ho(a)),

alors g € I'P.
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Notons C7 la constante du Lemme I1.3.3 (on a C7 > 1), posons Cs = 0107_1. Ecrivons
g=kpaveck€ K,pc P. On a aka™! = aga lap~ta™!, d’ol

1+o(aka™) <1+ o(aga™) + o(apa™)
< Cr(1+o(aga™) +o(p))
Cr(1 +o(aga™) +o(g))

Cl <Oé, Ho(a)>.

N

Supposons d’abord g € UP. Alors k € UP donc, d’aprés (2), k € I'P puis g € I'P. Dans
le cas général, comme UP est dense dans G, on peut choisir ¢’ € UP aussi proche que
I'on veut de g et vérifiant la méme inégalité que g. Alors ¢’ € I'P. Donc g appartient &
la cloture de I'P. Ce dernier étant fermé, on obtient g € I'P.

En échangeant Py, resp. P, et Py, resp. P, on voit de méme qu'il existe Cg > 0 tel que,
pour tout a € A}, g € G, si

1+0(g)+ J(a_lga) < Cs{a, Ho(a)),

alors g € I'P. Posons maintenant C = inf(Cs, Cg). Soient g et a vérifiant les condi-
tions de 1’énoncé. Appliquons la relation ci-dessus, resp. la relation (3), & aga™?!, resp.
g~'. On obtient aga™' € I'P, g~' € I'P, i.e. g € a~'I'aP N PI'. Mais e 'I'aP N PI" =
a~'TaMT. Cela achéve la preuve. O

11.4.

Soit P = MU un sous-groupe parabolique standard de G. Pour tout entier n > 1,

posons
U(n) ={a € U; do(mo(a)) =q "}

Lemme 11.4.1. Il existe C' > 0 et d € N tels que pour tout n > 1,
mes(U(n)) < eq™?n.
Preuve. Pour a € Ay, posons y(a) = sup{|a(a)|r; o € A(P)}. Montrons que
(1) il existe C; > 0 et 7 > 0 tels que pour tous @ € U, a € Ay N Af,

8o(mo(a™ aa)) ™2 < C1[1 + ()"0 (mo(a)) ™2,

Introduisons la représentation 7y de I1.2. Soient u € U, a € Ay. Ecrivons

n
7'0(71_1)61 =e1 + Z$161
1=2

Alors

n
o(a tata)e; = e + inxz'(a)flei.
i=2
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Pour i € {2,...,n}, notons \; la projection de —Re(x;) sur a};. Alors |x;(a)™|p =
g~ PoHm(@) Dapres 1.2 (3), A; est combinaison linéaire & coefficients > 0 des éléments
de A(P). Je dis que si x; # 0, on a \; # 0. En effet si on choisit a tel que
y(a) < 1, la conjugaison par a~! contracte U donc lim,, s a ™@ 'a™ = 1. Alors
lim,, 00 |2ixi(a) ™| = 0 pour tout ¢ > 2, ce qui implique I’assertion. Il existe donc
r > 0, indépendant de @ et a, tel que |x;(a)™!|r < v(a)?" pour tout i > 2 tel que x; # 0.
On en déduit

(e a)er| < sup(1,7(@)* sup el i =2,....n})
< sup(1,y(a)? ||ro(@ e ).
Comme
(@ ")er = 7o(ko(@) )10 (mo (@)~ 7o (uo (@) ~ter = & & (mo (@)~ ro (ko (@) e,

I7o(@™ )ex ]| < Cado(mo(@) ™",

ou (5 est indépendant de @. De méme
Csdo(mo(a~'aa)) ™" < ro(a™ ' a  a)er .
On en déduit I'existence de C7 > 0 tel que
So(mo(a™taa)) ™t < CF sup(1,v(a)* do(mo(a)) ™).

D’ou l'inégalité (1).
Pour tout a € Ay, on a I'égalité

S(a) = 1(G| M)~ (a)'2 /U 5o (mo(a=1Tia)mo (7))2 da. @)

Avec les notations de II.1, on a

[1]

@= ] clgaets) s
P()\G
On déduit des formules d’intégration de 1.1 I’égalité
Z(a) = 7(G|M)*1/ / e(maa)e(ma)dp(m) =" dmda
U JPonM\M
= ’y(G’|M)*1/ / e(kua)e(ku) dk da.
U JKNM

Grace au changement de variables @ — k~'%k et en utilisant les faits que e est invariant
a droite par K et que a commute a M, on obtient

=(a) :7(G|M)*1/Ue(ﬂa)e(a)da.
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Par définition, e(@) = do(mo(@))"/?, e(tia) = do(mo(@a))'/? = 6o(a)*/250(mo(a aa))'/?,
d’ou I'égalité (2).
En utilisant (1), (2) et le Lemme II.1.1, on voit qu’il existe C3 > 0, 7 > 0 et d € N tels
que pour tout a € Ay N AJ,

/U[l +y(a)" 8o (mo(@)) /2]~ o (mo(w))'/? dit < C3(1 + o(a))”. (3)

Fixons a € Ay N Ag tel que y(a) < 1. Pour tout entier n > 1 notons m le plus petit
entier tel que y(a)™™ < ¢~™/2. Remplacons a par a™ dans 'inégalité (3). Notons que, la
fonction que l'on integre dans le membre de gauche étant a valeurs positives, 'intégrale
partielle sur U(n) est a fortiori inférieure au membre de droite. D’ot1 I'inégalité

[t ™ so(mo(a)) 2 amo()) /2 du < Ca(1 + o(a™)",

U(n)

D’aprés les définitions de m et U(n), le membre de gauche est > 2¢="/?mes(U(u)),
tandis qu'il existe Cy > 0 tel que le membre de droite soit < Cyn®. D’out I'inégalité de
I’énoncé. ]

Lemme 11.4.2. II existe un entier d € N tel que I'intégrale

[ dotmof@)! 21+ ()~ du
U
soit convergente.

Preuve. D’apres le Lemme 11.3.4, U est réunion d'un compact et des ensembles U(n)
pour n > 1. On peut remplacer le membre de gauche par la somme des intégrales sur U (n).
Or, si 'on note ici d’ lentier du lemme 11.4.1, ce lemme et le Lemme 11.3.3 impliquent
I'existence de C' > 0 tel que pour tout u > 1,

/‘ 8o(mo (@) /(1 + o(u)) ™ du < en” .
U(n)

11 suffit que d > d’ + 2 pour assurer la convergence de la somme sur n des termes ci-
dessus. d

Lemme 11.4.3. Il existe un entier d € N tel que I'intégrale
/_5P(mp(a))1/25M(mP(u))(1 +o(@) " da
U

soit convergente.

Preuve. Pour k& € K N M, effectuons le changement de variables @ +— kuk~! dans
Iintégrale de ’énoncé du lemme précédent puis intégrons en k € K N M. On obtient la
convergence de l'intégrale

/_ / 5o(mo(kik~)Y2(1 + (@)~ da dk.
U JKNM
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Mais mq(kuk™1) = mo(kmp()), d’ot

So(mo(kuk™")) = 65" [mo(kmp (@))]6p [mo(kmp (@))]

= 8! [mo(kmp(a))6p (mp(a)).

D’ou la convergence de I'intégrale
/ Sp(mp(@)/2(1 + a(a))_d/ 5M [mo (kmp (2))]/2 dk da.
U KnM
Or I'intégrale intérieure est égale & =M (mp(a)). O

Lemme I1.4.4. Il existe d € N et ¢ > 0 tels que pour tout m € M et tout u € U, on
ait I'inégalité
Z(ma) < cdo(m)280(mo(@)?(1 + o(ma))?.

Preuve. Pour m € My et u € U, soit h € M tel que mu € KhK (cf. 1.1 (4)). D’aprés
le Lemme II.1.1, on a

Z(mu) = Z(h) < Crdo(h)?(1 + o (h))",

I’entier d et la constante C, ainsi que Cs ci-dessous, étant indépendants de m et 4. On
a o(h) = o(ma). D’apres le Lemme 11.3.2,

50(h) < Cgéo(mo(mﬂ)) = Cg5o(m)50(m0(ﬂ))
Cela implique 'assertion de 1’énoncé. ([

Proposition I1.4.5. Soit d € N. Il existe d’ € N et ¢ > 0 tels que pour tout m € M, on
ait I'inégalité

6p(m)_1/2/ Z(ma)(1 + o(ma))~% du < eZM(m)(1 + o(m)) "
U
Preuve. Introduisons I’ensemble Méw * analogue de ]\7[5r quand on rempace G par M,
ie.

MMt = {m € My; Yo € A}, (a, Hy(m)) = 0}.

On a Pégalité M = (K N M)MM*T (K N M). On peut se limiter & démontrer I'inégalité

de Dénoncé pour m € M+, Soit donc m € MJ*™. Notons X (m) le membre de gauche

de I'inégalité de ’énoncé. Grace au Lemme 11.4.4, il existe C; > 0 et D € N tels que

X(m) < Cudalm)" 255 m) ™ | soona(@)! (1 + o)~

(les constantes sont indépendantes de m). D’apres le Lemme I1.3.1, on a une inégalité:

14+ o(ma) = Cy(1 +sup(a(m),o(a))).
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On a aussi:
1+ sup(a(m),o(@)) = (1+o(m))/*(1+o(u))'/.

Supposons d’ > D. On déduit des inégalités précédentes la relation:
(1+ o(ma)P~ " < P~ (1 + o(m) P21+ o(a) P~/
D’autre part, d’apres le Lemme I1.1.1,
So(m)Y25p(m)~ Y2 = M (m)Y/? < C3=M (m).
On obtient

X(m) g045M(m)(1+a(m))<D—d’>/2/_50(m0(a))1/2(1+a(a))<D—d’>/2da.
U

En choisissant d’ assez grand, I'intégrale est convergente (Lemme I1.4.2) et (D — d’) <
—d. On obtient alors la majoration de 1’énoncé. O

Remarque. Au début du paragraphe, on a supposé P standard mais le Lemme 11.4.3 et
la Proposition I1.4.5 sont aussi valables si P n’est que semi-standard (il suffit de changer
de Po)

ITI. Les représentations tempérées, ’espace de Schwartz—Harish-Chandra
I11.1.

Soit (m, V') une représentation admissible de G admettant un caracteére central unitaire.

On dit que 7 est de carré intégrable si tous les coefficients de 7 sont de carré intégrable
sur Ag \ G.

Proposition ITI.1.1. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(i) 7 est de carré intégrable;

(ii) pour tout sous-groupe parabolique semi-standard P = MU de G et pour tout
X € &p(np), Re(x) € Taf";

(iii) pour tout sous-groupe parabolique standard P = MU de G, propre et maximal, et
pour tout x € Exp(np), Re(x) € TaG*.

Cf. [C, Théoréme 4.4.6].

Corollaire II1.1.2. Supposons 7 de carré intégrable. Alors pour tout f € A(w) et tout
r € R, il existe ¢ > 0 tel que pour tout g € G, on ait I'inégalité

1f(9)] < cZ(g)(1 +0a(g) "
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Preuve. On peut supposer f de la forme f(g) = (n(g)v,?) pour des éléments v € V,
o € V. Grace a L1 (4) et & un argument de K-finitude, on peut se limiter & démontrer
I'inégalité pour g € M™ N G'. Un argument analogue & celui de la preuve du Lemme I1.1.1
nous conduit & fixer un sous-groupe parabolique standard P = MU de G, des éléments

vp € Vp et 9p € (V)p et & majorer la fonction
a s ()2 (mp(a)op, Bp)p 1)

pour a € A N Ay N GL. Une telle fonction est de la forme

a — (513(&)1/2 Z X(Q)Qx(HM(a))7

xX€E€E

ou £ est un sous-ensemble fini de Exp(mp) et, pour tout x, @, est un polynéme sur ayy.
D’apres le Lemme I1.1.1, il existe C7 > 0 tel que

5p(a)/? < C15(a)
pour tout a € Af. Il existe Cy > 0 et d € N tels que, pour tout y € € et tout a € Ay,

|Qx(Hat(a))] < Ca(1 + o(a))”.

Enfin, comme Re(x) € Ta$* pour tout x € Exp(mp), il existe C3 > 0 et € > 0 tels que
P

x(a)| < Caq=o®

pour tout x € & et tout a € AS’ N Ay NGL. Pour tout r € R, il existe donc ¢ > 0 tel que
la fonction (1) soit majorée par ¢=(a)(1 + o(a))™". O

Lemme III1.1.3. Toute représentation admissible de carré intégrable de G est unitaire
et semi-simple.

Preuve. Soit (7, V) une telle représentation. Soit V' une sous-représentation de type
fini de V et {v1,...,v,} un sous-ensemble fini de V' engendrant V’'. Notons AnnV’
Pannulateur de V' dans V. Alors V' = V/ Ann V’. L’application

URSED> /A JRODENL OIS

définit une forme hermitienne définie positive sur V', invariante par G. Notons que
les intégrales ont un sens d’apres le Corollaire I11.1.2 et le Lemme I1.1.5. Donc la
représentation de G dans V' est unitaire. Donc aussi celle de G dans V’. Toute
représentation admissible et unitaire est semi-simple. Donc la représentation de G' dans V'’
est semi-simple. Comme V est réunion de ses sous-représentations de type fini, (7, V) est
semi-simple. Toute sous-représentation irréductible étant unitaire d’apres ce qui précede,
(m,V) Dest aussi. O
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Soient (71, V1) et (w2, V2) deux représentations irréductibles de carré intégrable de G.
Supposons que les restrictions & Ag de leurs caractéres centraux coincident. Pour v; € V7,
U1 € V1, vg € Vo, U9 € Vo, posons

I(v1, 01, va, 2) =/ (m1(g)v1, 1) (v2, T2(g)v2) dg.
AG\G
Cette intégrale est convergente d’apres I11.1.2 et I1.1.5. On montre:
(2) sim % ma, I(v1,01,v2,02) = 0 pour tous vy, 01, va, U2;

(3) si (w1, V1) = (2, V), il existe un réel d(m1) > 0 tel que

I(vy, 01,02, 0) = d(my) ™" (v1, T2) (va, 01)

pour tous vi, U1, V2, V2.
Cf. [C, Proposition 5.2.4]. Le réel d(m) est appelé le degré formel de .

I11.2.

Notons C} (G) le sous-espace des f € Clisse(G) pour lesquelles il existe ¢ > 0 et 7 € R

tels que pour tout g € G,
1f(9)l < cZ(g)(1+0(g))"

On pose
A (G) = A(G) N Ce (G).

Soit (m, V) une représentation admissible de G. On dit que 7 est tempérée si A(m) C

AY(G).
Lemme II1.2.1. On a les égalités

A (@) = JA(m) =Y Aln),

™

ou m parcourt les représentations admissibles tempérées de G.

Preuve. Notons que A" (G) est stable par Paction p x A de G x G, ceci d’apres le
Lemme II.1.2. Si f € AY(G), on a donc V,xa(f) C AY(G). Alors py est tempérée
(cf. Lemme 1.6.1). Mais f € A(py). O

D’apres le Corollaire I11.1.2 toute représentation de carré intégrable est tempérée.

Proposition III.2.2. Soit (m,V) une représentation admissible de G. Les conditions
suivantes sont équivalentes:

(i) 7 est tempérée;

(ii) pour tout sous-groupe parabolique semi-standard P de G et tout x € Exp(mp),
Re(x) € Tag*;

(iii) pour tout sous-groupe parabolique standard P de G tel que P = G ou P soit propre
et maximal, et pour tout x € Ep(np), Re(x) € Tag*.
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Preuve. Supposons 7 tempérée et soient P = MU et x comme en (ii). D’apres 1.2 et le
Théoreme 1.4.1, il existe v € V, 9 € V et € > 0 tels que

x(a) = 8p(a)~2(x(a)v, )

pour tout a € Ay tel que |a(a)|F < & pour tout « € A(P). Comme 7 est tempérée, le
Lemme II.1.1 implique 'existence de ¢ > 0 et d € N tels que

x(a)] < e(1+0o(a))?

pour tout a comme ci-dessus. Ecrivons Re(x) = 2 + }_ ,ca(p) Ta; avec z € af; et 74 € R
pour tout a. Notons {ws; o € A(P)} la base de a§; (= ay N a®) duale de A(P). 1l
existe un réseau L C ag et un entier N tel que le réseau

L@( b ZNwa>

a€A(P)

soit inclus dans Hps(Apr). La majoration ci-dessus entraine qu’il existe ¢ > 0et N’ € N
tels que pour tout £ € L et tout (Ya)aca(p) € NAP) vérifiant y, > N’ pour tout «, on
ait
d
g~ (D= Ta Nzaya c’(l e+ Zya> '
[e3

Il en résulte que z = 0 et z, > 0 pour tout «, i.e. Re(x) € +ZLIG3*.

Inversement, supposons (ii) vérifiée. Le méme raisonnement que dans la preuve du
Corollaire II1.1.2 montre que tout coefficient de 7 est majoré par une fonction de la
forme g — ¢=(g)(1 + o(g))". La seule modification & la preuve de IIL.1.2 est que 'on a
seulement |y(a)| < 1 pour a € AT N Ajs. Done 7 est tempérée.

Evidemment (ii) implique (iii). Réciproquement, supposons (iii) vérifiée et soient P
et x comme en (ii). Quitte & conjuguer P, on peut supposer P standard. On peut
aussi supposer |A(P)| > 2 sinon la conclusion résulte immédiatement de (iii). Ecrivons
Re(x) = 2+ X ,en(p) Tae comme ci-dessus. Soit a € A(P). Introduisons le sous-
groupe parabolique standard propre et maximal P’ = M'U’ tel que A(P') = {alq,,, }-
En vertu de I'égalité mp = (mp/)pnp, la restriction Re(x)lq,, appartient a Exp(mwp:),
ie. z 4 rq0lq,, € Exp(rpr). Alors, d’apres (iii), z = 0 et 24 > 0. Ceci étant vrai pour
tout a, Re(x) € Ta&*. O

Lemme II1.2.3. Soient P = MU un sous-groupe parabolique semi-standard de G et
(m, V') une représentation admissible tempérée de M. Alors la représentation (IS, ISV)
de G est tempérée.

Preuve. On peut supposer P standard. Soit P’ = M'U’ un sous-groupe parabolique
standard de G. Notons "W DI'ensemble des éléments w € WY de longueur minimale
dans leur double classe WM wW™. D’apres le calcul du module de Jacquet (I§7)p,
effectué en 1.3, on a ’égalité

ep((IEmp) = |J {wx)lan; x € ED(Taraw-1.p)}-
weP’' WP
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Fixons w € P'W7F et x € Exp(Tpraw-1.pr)- Posons My, = M Nw=t - M', M = M'Nw -

M. Pour tout p € af, notons par exemple ppr = plq,, la restriction de p & apr. Comme

7 est tempérée, on a Re(y) € +d]‘1\ﬁ, i.e. Re(x) est de la forme

Re(x) = Z TaOM,
a€AM A
ou les z,, sont > 0. Ou encore
Reb) = (X aa) b
a€AM A
ot p € al™*. Alors
Re(wy) = < Z xawa> + wp.
acAM _AMw

Evidemment wpy € aé\/[“’*, a fortiori (wi)ar = 0. D’apres le choix de WP, wa € X(Py)
pour tout o € A} . Alors Re(wy) s est la restriction & apy d'un élément de *a§*. Un tel

élément appartient a +a§§;* . Les exposants de (Igw) pr vérifient donc la condition requise
au (iii) de la Proposition II1.2.2 pour que Igw soit tempérée. O

I11.3.

Soient (, V') une représentation admissible tempérée de G et P = MU un sous-groupe
parabolique semi-standard de G. On décompose le module de Jacquet (7p,Vp) en une
somme directe

(tp, Vp) = (7B, V) & (15, Vp)

en posant

Vp = @ Ve, Ve = @ 4%

x€&p(np); Re(x)=0 x€&p(mp); Re(x)#0

Lemme II1.3.1. La représentation ('3, V') est tempérée.

Preuve. Soit P = M'UM un sous-groupe parabolique semi-standard de M et
X € Ep((m8) par). Posons P’ = PMU. Alors x € Exp(mps). Comme 7 est tempérée,
Re(x) € Ta@r. De plus x|a, € Exp(7%). Done Re(x)|a,, = 0. Alors Re(x) € Tajy: et
7% vérifie la condition (ii) de la Proposition II1.2.2. O

On a la version suivante de la réciprocité de Frobenius: si (7, V') est une représentation
admissible tempérée de M,

Homg (V, ISV') = Homy (V& V).

Lemme I11.3.2. Soit (7, V) une représentation admissible tempérée de G admettant un
caractére central. Les conditions suivantes sont équivalentes:
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(i) 7 est de carré intégrable;
(ii) pour tout sous-groupe parabolique semi-standard propre P de G, V¥ = {0};

(iii) pour tout sous-groupe parabolique standard P de G, propre et maximal, V¥ = {0}.
Preuve. Cela résulte de la Proposition III.1.1 compte tenu des faits suivants:

e le caractere central de 7 est forcément unitaire;

e si P est propre et u € +a1§*, alors p # 0;

e si P est propre et maximal, si p € +&1G3* et pu #£ 0, alors p € +alci*.

O

Lemme II1.3.3. Soient P = MU, P’ = M'U’ deux sous-groupes paraboliques semi-
standards de G et (m,V) une représentation admissible tempérée de M. Alors (I§m)%,
admet une filtration dont le gradué associé est

’
@ I]\A/?’H&P(SW%OS*LP’)'

seP'wr

Rappelons que * ‘WP est un systéme de représentants de I’ensemble de doubles classes
WM\ we /WM,

Preuve. On peut supposer que P et P’ sont standards et que ' WP est ensemble des
éléments de longueur minimale dans leur double classe. On utilise le calcul de (I§)ps
effectué en 1.3. 1 est clair que si s € WP et y € EXp(IAJ‘ZI:mS_P(SF%QS,LP,)), alors
Re(x) = 0. Il suffit alors de prouver que si s € ©'W7 et x € Exp(IM .. p(sT1 1. p0))s
on a Re(x) # 0. Fixons de tels s, x. Soit x’ € Exp(wl\*/ms,l.P,) tel que x = (sx’)
Comme dans la preuve du Lemme II1.2.3, on a

lans -

Re() = (X waa) b
acAY —AY's

*

ol u € aéws et les x, sont > 0. Comme Y’ € Exp(wLms,LP,), il existe « tel que x4 > 0.
D’aprés la preuve du lemme cité, il suffit de prouver que si o € AYf — Aéwé', alors
(sa)pr #0. Orsia e AY — AéwS, il existe un sous-espace non nul g, de l'algebre de Lie
Lie(M Ns~1-U’) dans lequel Ay agit par la racine a.. Alors Ag agit par sa sur Ad(s)(ga)
qui est un sous-espace de Lie(U’). Comme 0 n’est pas valeur propre de l'action de Ap

dans Lie(U’), on a (sa)pyr # 0, ce qui acheve la preuve. O
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111.4.
Proposition III.4.1. Soit m une représentation admissible irréductible et tempérée
de G. Alors:

(i) il existe un sous-groupe parabolique semi-standard P = MU de G et une

représentation admissible irréductible de carré intégrable w de M tels que m soit
sous-quotient de Igw;

(ii) si (P = MU,w), (P = M'U’,w") sont deux couples vérifiant les conditions de (i),
il existe s € W tel que s- M = M’ et sw ~ w'.

Preuve. Notons V l'espace de . Soit P un sous-groupe parabolique semi-standard tel
que V¥ # {0} et P soit minimal pour cette propriété. Soit (w, E') un quotient irréductible
de (7%, V¥). Alors w est de carré intégrable d’aprés le Lemme II1.3.2. Par réciprocité de
Frobenius Homg(V, IS E) # {0}. D’ot (i).

Sous les hypotheéses de (ii), notons E et E’ les espaces de w, resp. w’. Remarquons
que l'induite d’une représentation de carré intégrable est unitaire donc semi-simple.
Un sous-quotient est donc aussi sous-module et quotient. On a Homg (V, IS E') # {0}
donc, par réciprocité de Frobenius Homyp (VE, E') # {0}. Comme V est quotient
de ISE, V¥ est quotient de (ISE)%,, donc Homyy ((ISE)%,, E') # {0}. D’apres le
Lemme II1.3.3, il existe s € "W tel que Homay (I}, p(8EYne1.p), E') # {0},
Fixons un tel s. En particulier EY, . p # {0} donc, d’apres le Lemme IIL.3.2,
Mns'- P =M, ie M C s '-M.Eton a Homp (I35, p(sE), E') # {0} ou
encore Hom ./ (E', IM, . p(sE)) # {0}. Donc Hompsins. p(EfY o prsE) # {0}. En parti-
culier B}, ns.p # {0}, donc M'Ns- P =M’ ie. M’ Cs-M. Finalement M’ =s- M et
Hom (E', sE) # {0}, ce que l'on voulait démontrer. O

I11.5.

Soit P = MU un sous-groupe parabolique semi-standard de G. Pour une fonction
f+Ayn — C, on écrit
lim f(a)=0
CLL>OO

si pour tous ,n > 0, il existe R > 0 tel que, pour tout a € Aj; vérifiant les conditions
(1) (o, Hp(a)) > R pour tout a € X(P);
(i) (a, Hpr(a)) > n{B, Hpr(a)) pour tous a, § € X(P),

on ait |f(a)] < e.

Lemme IIL.5.1. Soit f € A¥(QG). Il existe un unique élément f§ € A* (M) tel que pour
tout m € M,
lim [0p(ma)~Y2f(ma) — f5(ma)] = 0.
P
a—>o0
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Preuve. On peut supposer qu’il existe une représentation admissible tempérée (w,V)
de G et des éléments v € V et v € V tels que f(g) = (r(g)v,d). Notons jh : V — Vg,
Jjp:V =Vy, j; V= (f/);, Jp V- (f/)gg les projections naturelles. Définissons [} €
A" (M) par

fB(m) = (mp(m)jp(v), jp(0))p-

Fixons m € M, définissons une fonction ¢ : Ay; — C par

#(a) = fp(ma) — f5(ma).
On a I'égalité

p(a) = (1p(ma)jp (v), 75 (0)) -

Il existe un ensemble fini &€ C Hom(Ans, C*) et pour tout x € £, un polynéme Q, sur
apr de sorte que

pour tout a € Ay, p(a) = Z Qy(Hu(a))x(a),
xXEE (1)
pour tout x € &, Re(x) € Ta&* et Re(x) # 0.

Ces conditions assurent que

lim ¢(a) =0.

P

a—>00

Mais alors on a aussi

lim [5p(ma)~"/2f(ma) — f§(ma)] = 0.
a—> 00

Donc fp vérifie la condition requise.
Supposons que deux éléments f¥ et fr° de A (M) vérifient cette condition. Fixons
m € M et définissons une fonction ¢ : Ay; — C par

p(a) = fp(ma) — fp'(ma).

Il existe € et des polynémes @), comme ci-dessus de sorte que (1) soit vérifiée et Re(x) = 0
pour tout y € £. La fonction ¢ vérifie

lim ¢(a) =0.
GLOO

Il en est de méme de toute fonction dans ’espace engendré par les translatés de ¢ par
des élément de Aps. Or tout élément de £ appartient a cet espace. Donc

lim x(a) =0
ai)oo

pour tout x € £. Cela contredit I'unitarité des éléments de £, sauf si £ = (). Donc € = 0,
p=0c¢t f =f3. O
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On appelle f§ le terme constant faible de f le long de P. Pour f € A“(G), on définit
une application

fald. G x G — AY(M)

par f}.ﬁ”lnd(gl, g2) = (p(91)A(g2) f)%. Cette application vérifie des propriétés analogues a

celles de I'application fid.

I11.6.
Pour toute f € Clisse(G) (cf. 1.6) et tout r» € R, posons

vr(f) = sup{|f(9)|Z(9) " (1 + 0(9))"; g € G}.

Pour tout sous-groupe ouvert compact H de G, on note Cy 'espace des f € C(H\G/H)
telles que v,.(f) soit fini pour tout » € R. On munit Cyx de la topologie définie par les
normes v,. On pose

(@) =Jeu,
H

ot H parcourt I’ensemble des sous-groupes ouverts compacts de G. On munit C(G) de la
topologie limite inductive des topologies des Cy [B, §4.6]. L’espace C(G) est un espace
vectoriel topologique localement convexe et complet [B, § 4.6, Proposition 9]. On prendra
garde au fait qu’il n’est pas métrisable. La propriété suivante est vérifiée:

(1) si E est un espace vectoriel complexe, topologique, localement convexe et ¢ :
C(G) — E une application linéaire, alors ¢ est continue si et seulement si pour
tout H, ¢|c,, est continue.

L’espace C2°(Q) est inclus et dense dans C(G). Pour f € C(G) et g1, g2 € G, la fonction
p(g1)\(g2)f appartient & C(G) (cf. 1.6 et Lemme I1.1.2). L’application

G x G xC(G) = C(Q), (91,92, f) = p(g1)\(g2) f

est continue.
Si f1, f2 € Clisse(G) sont telles que pour tout g € G, U'intégrale

/ Fi(B) f2(h"g) dh
G

soit absolument convergente, on note f1 * f2(g) cette intégrale, ce qui définit une fonction

fl * f2 S Clissc(G)~

Lemme II1.6.1. Pour fi, fo € C(G), lintégrale ci-dessus est absolument convergente
pour tout g € G. La fonction fy % fo appartient a C(G). L’application

C(G)xC(G) = C(G),  (fi,fa) = frxfo

est séparément continue en chacune des variables.
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Preuve. D’apres (1), il suffit de fixer H et de démontrer 1’énoncé obtenu en remplagant
C(G) par Cp. Soient f1, fo € Cy, v, 7’/ desréels >0et g € G. On a

[ 180l ) ah < v (R () [ SWZB )1+ () (14 a(hg) " dh
G G

Pour tout h,
1+0(9) < (1 +0(h)1+o(h™tg),

d’on
[ 100 9l dh < v fn )1+ o0 [ SWZB )0+ o) dh.
¢ G

Remplacons h par kh dans lintégrale ci-dessus et intégrons sur k € K. Grace aux
Lemmes I1.1.3 et 11.1.4, on obtient

/G ) fa(h )| dh < v (f)or (F2) () (1 + 0(g)) " / S(h)2(1 + o ()" dh.

G
Si r’ — r est assez grand, I'intégrale ci-dessus est convergente d’apres le Lemme I1.1.5.
Cela démontre la premiere assertion de ’énoncé. On obtient de plus

vr(f1* f2) < evp (f1)ve(f2),
d’ou la continuité. O

Soit P = MU un sous-groupe parabolique semi-standard de G. Pour f € C(G) et

m € M, posons
£ ) =52 [ fome) du
11 résulte de la Proposition I1.4.5 appliquée & P qule I'intégrale est convergente et que la
fonction f() ainsi définie sur M appartient & C (M). De plus I'application
@) =em),  fefP
est continue. On définit un homomorphisme G x G équivariant
C(G) = IESEC(M),  fr fUIN

par
FE(gy, o) = (p(g1)A(g2) )T

pour tous g1,92 € G. Si P/ = M'U’ est un sous-groupe parabolique semi-standard
contenant P, on a comme en 1.6 un diagramme commutatif

\

GxG TM'xM’
IP’XP’IJW’OPXM’OPC(M)

o
N

GxXG !
Ip5p C(M)

GXxG
IPXPC
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I11.7.
Remarquons que si ¢ € Cf_ (G) et f € C(G), I'intégrale

lisse

/ f(9)e(g) dg
G

est absolument convergente et que ’application qui a f associe cette intégrale est con-
tinue. La preuve est identique a celle du Lemme II1.6.1 ol l'on choisit r € R tel que
vy () soit fini. En particulier, soient (m, V') une représentation admissible tempérée de
G,veV,veV.Pour f€C(G), l'intégrale

/ f(g)im(g)v, 5} dg
G

est absolument convergente. On vérifie qu’il existe un unique élément, noté 7(f)v, de V,
tel que pour tout v, 'intégrale ci-dessus soit égale a (7(f)v, v). Cela définit un opérateur
m(f) € Endc(V). On vérifie que m(f1 * f2) = w(f1)7(f2) pour tous fi, fo € C(G). Comme
7 est admissible, (f) est de rang fini pour tout f € C(G). On pose

0 (f) = tracew(f).

La forme linéaire ainsi définie sur C(G) est continue.

Soient (w, E) une représentation admissible de carré intégrable de G, f € A(w) et
o € C.(G/GY). Tl résulte du Corollaire I11.1.2 que la fonction produit f¢ appartient &
C(@G).

On note &(G) V'ensemble des classes de représentations admissibles irréductibles de
carré intégrable de G. Le groupe Im X (G) agit sur £(G) par (x,w) — w® x. Soit O une
orbite pour cette action. Si ’on choisit un point base w € O, on a une bijection

Im X (G)/ Staby g)(w) — O, X = w® X,

ot Staby (¢)(w) = {x € X(G); w® x =~ w} (c’est un groupe fini). On appelle polynome
sur O une fonction p : O — C telle qu’il existe un polynéme p’ sur X (G) de sorte que
plw ® x) = p'(x) pour tout x € Im X(G). Cette définition ne dépend pas du choix du
point base.

Proposition III.7.1. Soient O C &(G) une orbite pour laction de Im X(G) et p un
polynéme sur O. Pour toute représentation admissible tempérée (m, V') de G, il existe un
opérateur 7(p) € Endg V' de sorte que les propriétés suivantes soient vérifiées:

(i) si (w1, V1) et (me, V) sont deux représentations admissibles tempérées de G et
f € Homg(V1, V2), ma(p) o f = f omi(p);

(ii) si 7 est irréductible et m ¢ O, (p) = 0;

(i) si ™€ O, w(p) est 'homothétie de rapport p(r).
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Preuve. Fixons (w, E) € O. Pour tout sous-groupe ouvert compact H de G, notons g
et ¥y les fonctions sur G définies par

0, sigé¢ H,
enlg) = {(mesH)_l, sigeH,
Y (g) = tracelw(en)w(g)w(en))-
Soit ¢ € C.(G/G'). Posons gy = pihy. Comme ¢y € A(@), on a py € C(G). On vérifie
facilement les propriétés:
(1) sig €@, p(9M9)en = grg—;
(2) si H' est un sous-groupe ouvert compact de G contenant H, oy g = @g.
Soient (m, V) une représentation admissible tempérée de G et v € V. Soit H(v) un
sous-groupe ouvert compact de G fixant v. On vérifie grace a (2) que si H C H(v),
m(pu)v = m(PHw)v-

On définit un opérateur 7[¢] € End¢ V par

m[plv = m(pn)v,

ou H est n’importe quel sous-groupe ouvert compact de G fixant v. Pour ¢ € G, on a
7(9)m(pr)m(g71) = m(p(9)A\(g)¢r). On montre alors grace (1) que 7[¢] € Endg V.

Supposons 7 irréductible et calculons 7[p]. Soient v € V, & € V et H un sous-groupe
ouvert compact de G fixant v et 9. On a les égalités

flg) = /G1 Y (zg)(r(xg)v,v) de.

Introduisons les caracteéres centraux x, et xr de w et w. Il est clair que f = 0 si les
restrictions de x. et x» & Ag N G! sont distinctes. Supposons ces restrictions égales.
Posons

S={x € X(G); xlac = x=xi'}-
Alors S est un ensemble fini non vide. Par inversion de Fourier sur le groupe abélien fini
G'Ag \ G, on a I'égalité
£9) =Y x(9)fx,

XES
ou

K=[G:G A > Flox g)

geGTAG\G

— GGl AG! /A Pt 9 (0)dg
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D’apres II1.1 (2), qui se généralise au cas oll w2 est seulement tempérée, cette intégrale
est nulle si 7 2 w®x. Si T~ w® Y, elle vaut d(r)" (v, ) d’apres II1.1(3). Notons
qu’alors d(7) = d(w).

Posons alors

S(m) ={x € X(G); T ~w@x},
P,(m)=dw) G :G'Zg]™" dg.
(0 =) 62 T [, px(a)dg

On obtient
(mlelv, v) = P,(m)(v,0),
i.e. m[p] est 'homothétie de rapport P, ().

Comme 7 est tempérée, S(m) C Im X (G). On a S(m) # ¢ si et seulement si m € O.
D’autre part P,|o est un polynéme et en faisant varier ¢, on obtient ainsi tous les
polynomes sur O. Revenons alors au polyndéme p de 1’énoncé. On choisit ¢ tel que
pylo =p et Pon pose w(p) = w[p]. Les propriétés (ii) et (iii) de I’énoncé résultent du
calcul ci-dessus. La propriété (i) est immédiate. O

Corollaire II1.7.2. Soient w € £2(G) et (w, V') une représentation admissible tempérée
de G. Alors il existe une unique décomposition en somme directe:

(m, V) = (m1,V1) @ (2, V2)
telle que
(i) tous les sous-quotients irréductibles de m; sont isomorphes & w;
(ii) aucun sous-quotient irréductible de o n’est isomorphe a w.

Preuve. Soit O Vorbite de w. Pour v’ € O, w'|g ~ w|kx. Comme 7 est admissible,
I’ensemble X des w’ € O intervenant comme sous-quotient de m est fini. Soit p un
polynéme sur O s’annulant en tout point de X' — {w} et tel que p(w) = 1. Posons

Wi = ﬂ w(p)"V, Vo = U Kerr(p)".
neN neN

Ces sous-espaces sont invariants par G. Soit H un sous-groupe ouvert compact de G.
Comme V¥ est de dimension finie, il existe n(H) tel que pour tout n > n(H),

m(p)"VH =x(p)" VA (Kern(p)") NVH = Kern(p)")nVH. (3)

On en déduit aisément
m(p)" V" N (Kerm(p)") = {0} (4)

sin > n(H), puis, par comparaison des dimensions, toujours pour n = n(H):
VH =7(p)"V? @ (Kern(p)")n V) =V o V.

En faisant varier H, on obtient V = V| @& V5.
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On déduit de (3) et (4) que Popérateur 71 (p) est bijectif tandis que 72(p) est nilpotent.
Mais alors m1(p), resp. ma(p), agit sur tout sous-quotient irréductible de Vi, resp. Va,
par un scalaire non nul, resp. par 0. Or w(p) # 0 et, d’apres la définition de p, tout
sous-quotient irréductible 7’ de 7 pour lequel 7’(p) # 0 est isomorphe & w. On en déduit
les propriétés (i) et (ii) de 1’énoncé. O

Soient P = MU un sous-groupe parabolique semi-standard de G et w € E(M). Posons
W(GIM)={se W% s-M=M}/WM,

Pour s € W(G|M), la classe sw est bien définie. On dit que w est G-réguliere si w % sw
pour tout s € W(G|M) — {1}.

Corollaire I11.7.3. Supposons w G-réguliére. Alors pour tout P’ € P(M), (ISw)%, est
semi-simple et isomorphe a
D w

SseEW (G|M)

Preuve. Cela résulte des Lemmes I11.3.2 et I11.3.3 et du Corollaire II1.7.2. O

IV. Opérateurs d’entrelacement

IV.1.

Soient P = MU, P’ = MU’ deux sous-groupes paraboliques semi-standards de G, de
méme Levi, et (7,V) une représentation admissible de M. Posons

Oc={m®x; x € X(M)}

(m ® x désigne ici une classe d’isomorphie de représentations). Notons B lalgebre des
polynémes sur la variété algébrique X (M). Comme en II1.7, on définit la notion de
polynéme ou de fonction rationnelle sur O¢: une fonction f : O¢ — C est un polynéme
s'il existe b € B tel que f(m ® x) = b(x) pour tout x € X(M). Si U est un ouvert de O¢
et f:U — C, f est dite rationnelle s’il existe by, by € B tels que by (x)f(7 ® x) = ba(x)
et by (x) # 0 pour tout x € X (M) tel que # ® x € U. On peut dans ce cas prolonger f &
{r@x; x € X(M), bi(x) # 0}.

Pour éviter les confusions notons V, I'espace V' quand il est muni de la représentation
7 ® x. Notons IE .,V Despace des fonctions f : K — V invariantes & droite par un sous-
groupe ouvert de K, telles que f(muk) = n(m)f(k) pour tous me MNK,ue UNK,
k € K. L’application de restriction a K

resfg(w) : IgV — Iﬁﬂpv

est un isomorphisme. Remarquons que IlingVx = I{gnPV pour tout x € X(M). Sup-
posons donné, pour toute représentation (7', V') telle que 7’ € O¢, un homomorphisme
G-invariant

A"y - ISV — IS V.
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Supposons que A(7') ne dépende que de la classe de 7’ en ce sens que si (7”7, V") est
isomorphe & (7', V') et si ¢ : V' — V" est un isomorphisme, le diagramme ci-dessous
soit commutatif

gy AT, gy

l !

1§y 250, gy
ou les fleches verticales sont les isomorphismes déduits de ¢ par fonctorialité.
On peut identifier 'homomorphisme A(m ® x) & ’homomorphisme

resp, (7 @ x)A(T @ x)(res (1 ® x)) !

qui appartient & Home (15 5V, IE 5 V). Usuellement, on notera encore A(m ® x) cet
homomorphisme. On dit que A est polynomial si pour tout f € [ fgm pV, il existe des
ensembles finis {f1,..., fr} CIE~p/V, {b1,...,b-} C B tels que

Ar ) = 3OO,

pour tout x € X(M). De méme, si A(n’) est défini seulement pour 7’ € U, ot U est un
ouvert de Og¢, on dit que A est rationnel s’il existe b € B et, pour tout f € IfngV, il
existe {f1,..., fr} et {b1,...,b.} tels que

b(X)A(r @ X) f = Z bi(x) fi

et b(x) # 0 pour tout x tel que 7 ® x € U. On peut encore dans ce cas prolonger A a
{r®@x; x € X(M), b(x) # 0}. On peut aussi formuler ces définitions de la fagon suivante.
Pour m € M, notons b, € B le polynéme défini par b,,(x) = x(m). Introduisons la B-
famille algébrique (7, V) de représentations admissibles de M définie par

Ve =V ®c B, me(m)(v®b) = w(m)v ® b,,b

pour tous m € M, v € V, b € B. Pour tout x € X(M), notons B, I'idéal maximal
de B formé des fonctions qui s’annulent en . De (7p, Vp) se déduit une représentation
spécialisée en x, d’espace Vg ®p B/B,. Elle est isomorphe & (7 ® x, V). De méme, la
représentation déduite de (IS7g, I§Vg) par spécialisation en y est isomorphe & (1§ (7 ®
x), I§Vy). On note sp,, 'application de spécialisation en x (de Vp dans V) ou de ISVp
dans I§V,, etc.). Alors I'opérateur A ci-dessus est polynomial si et seulement si il existe
un homomorphisme de G'— B-modules Ap : I§Vp — IS, Vp tel que pour tout x € X (M),
A(m ® x) sp,, = sp, Ap. On traduit de fagon analogue le fait que A soit rationnel.
Soient f € ISV et g € G. Supposons qu’il existe v € V tel que pour tout v € v,

Iintégrale
[ e
UnUNU’
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soit abosolument convergente, égale & (v, ©). Dans ce cas nous poserons

/ fu'g)du’ = w.
UnuNU’

Supposons ces conditions vérifiées pour tous f, g. Alors on définit un homomorphisme
Jpllp(ﬂ') . IgV — Ig/V

par

(Tpp(m))(g) = / flulg) dul.

UnuN\U’

Nous dirons que Jp/ p(7) est ‘défini par des intégrales convergentes’. L’opérateur Jp/|p ()
est G-invariant.

Théoréme IV.1.1. Supposons 7 de longueur finie. Alors il existe R € R tel que si
(Re(x), @) > R pour tout a € X(P) N X(P'), Jp/ p(m ® x) soit défini par des intégrales
convergentes. L’opérateur Jp/ p ainsi défini sur un cone de Oc est rationnel.

Preuve. Supposons d’abord V = C, = triviale et P’ adjacent & P. Soient x € X (M),
f €ISV, et g € G. Notons que UNU'\U' ~U'NU. Pour v’ € U' NU, on a l'égalité

F'g) = x5 > (mp(u) f(kp(u')g).

11 existe donc C; > 0 tel que pour tout v’

[F(u'g)] < Ol (mp ()] (1)
Soit o 1'unique élément de A(P) N X(P’). Alors Hp(mp(u')) est proportionnel & &. On
en déduit
(Re(x), Hp(mp(u'))) = r(x)(Re(0p), Hp(mp(u'))),
ol
r(x) = (Re(x), &)(Re(dp),d)~".
D’ou

Ix(mp(u))| = dp(mp(u')) 0,

On peut supposer P standard. Soit «; l'unique élément de Ag tel que oo = aqlq,, et
soit M7 le Lévi standard tel que Ag/ll =AM U{a1}. Alors U'NU = M, NU. Pour
tout v’ € My NU, dp(mp(u)) = 5¥%M1 (mpany (u')). En appliquant le Lemme 11.3.4 au
groupe M et a son sous-groupe parabolique PN Mj, puis & Py N M7, on voit qu’il existe
Cy > 0 et 7 > 0 tels que pour tout v’ € M; NT,

S ptar, (mpanr, (1)) < Cody™ (mpyenr, ()"
Finalement il existe C5 > 0 tel que, pour tout v’ € M; N U,

£/ 9)] < Cdg" (mupypns, (u')) OO+,
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D’apres les Lemmes 11.3.4 et 11.4.2, I'intégrale

[ irtg)au
U'nu

est donc convergente pourvu que () soit assez grand, i.e. que (Re(x), &) le soit.

Supposons encore V' = C et 7 triviale, mais P’ quelconque. Soient x, f, g comme
ci-dessus. On a encore la majoration (1) et il s’agit de montrer que, sous les hypothéses
de I’énoncé, l'intégrale

/ oA (mp(u))| du 2)
U

'no
est convergente. On peut supposer x a valeurs positives. Pour deux paraboliques Py, P; €
P(M), posons d(Pr, Py) = §(Zred(P1) N Xrea(P)). Supposons d(P’, P) > 2. Fixons un
parabolique P” € P(M) tel que d(P’,P") =1, d(P",P) = d(P',P) — 1. Notons ep,
I'unique élément de I§V,, invariant par K et tel que ep, (1) = 1. On a

X6 2 (mp(u')) = epy (u)

pour tout v’ € U'NU. D’autre part U' NU =U" NU -U' NU". L'intégrale (2) est égale

a
/ / epy(u'u") du” du'.
u'nu” Jurnu

Comme la fonction a intégrer est a valeurs > 0, il suffit de montrer que l'intégrale
intérieure est convergente et que, si 'on note

e(h) = /U L ena(u )’ 3)

pour tout h € G, alors

/U'mU” e(u’) du’ (4)

est convergente. En raisonnant par récurrence sur d(P’, P), on peut supposer qu’il existe
R tel que si (Re(x),d&) > R” pour tout a € X(P)N X(P"), alors I'intégrale (3) est
convergente pour tout h. Mais alors e est proportionnel a epr . D’apres le premier cas
traité, il existe R’ tel que si (Re(x), &) > R’ pour tout a € X (P") N X(P'), 'intégrale (4)
soit convergente. Comme

L(P)NI(P) = [Z(P)nZ(P")] U [Z(P")n (P,

on obtient I'assertion de 1’énoncé.
Passons au cas général. Soient x € X (M), f € IgVX, g € G, v eV,. On doit étudier

[l o)
UnuN\U’
On a encore UNU'\U' ~U'NU. Pour v’ € U'NU,

(f('g),8) = xO4 (my(u))(m(mp (u')) f(kp(u')g), D).

https://doi.org/10.1017/51474748003000082 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S1474748003000082

280 J.-L. Waldspurger
Gréace au Corollaire 1.4.3, il existe C7 > 0 et d € N tels que
[(m(mp(u)) f(kp(u)g), 0)] < Cullmp(u')[|?
pour tout u’ € U' NU. Grace au Lemme 11.3.4, il existe donc Cy > 0 et r € R tels que
[(m(mp () f(kp(w)g),0)| < C2dp(mp(u))".

Mais alors 'intégrale (5) est majorée par

03/ xdE A (mp ()] du.
Unu
C’est l'intégrale (2) ou 'on a rempacé x par xdp. Il reste a appliquer le résultat du cas
précédent.

Démontrons maintenant la rationnalité. D’apres 1.3, la famille algébrique de représenta-
tions admissibles (I§Vg)p: est filtrée par (Fy pr)yer e et Uon a des isomorphismes

M
qw :fw’Pl/fw'*',P/ - IMﬂw-P(wVB,Mﬁw_1~P’)'

On peut supposer que 1 € Py P, L’image de g1 est Vp muni de la représentation 7. Le
groupe Ay agit dans chaque quotient F, pr/F,+ pr. Grace a 'isomorphisme ¢,,, on voit
que cet espace possede lui-méme une filtration finie dans les quotients de laquelle Ay
agit par des caracteres a valeurs dans B*. Notons £xp,, I’ensemble de ces caracteres. On
a

&xp,, = {(w/’[’)|A1vI (wuB”AM; ne gxp(ﬂ-Mﬁw*LP’)}v

ou up : Ay — B* est le caractére a — b,. On a
. P11 P _
stwe” W" —{1}, &p, NExp; =0. (6)
Sinon il existerait un élément u € Hom (A, C*) tel que pour tout a € Ay,

pp(w™ aw) = p(a)up(a),

i.e.
bwflaw = ,u(a)ba
ou encore

-1

x(w™ aw) = p(a)x(a)

pour tout y € X(M). Cela entraine u = 1 et wtawa™' € M! pour tout a € Ayy.

Rappelons que W agit dans ag. L’équation précédente implique
-1 M
w H—H €cay pourtout H € ay.

Pour tout H € ag, notons Hyy, resp. HM | sa composante sur ays, resp. a™. Pour H € ayy,
on a donc (w™rH)y = H. Dol

[H|* = [w™ H|* = [H]? + |(w™ H)MJ?
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et (w'H)M = 0. Finalement w™'H = H pour tout H € ay;. Mais alors w € WM,
i.e. w = 1. Cela démontre (6).
Introduisons le corps des fractions Frac(B) de B. On peut décomposer

(Fw,pr [ Fuw+,pr) ©p Frac(B)
en sous-espaces caractéristiques pour 'action de Aj;:

(Fu,pr/Fut pr) @5 Frac(B) = €D Hu

HEEXD,,

Puisque 7 est de longueur finie, tous les Exp,, sont finis et, pour tout w € ' WF et tout
1 € EXp,,, il existe un entier d(y, w) tel que pour tout a € Ay, (p(a) — p(a))¥H®) annule
Hw,u, out 'on désigne uniformément par p I'action de Ay déduite de Igﬂ'B dans chacun
des modules que l'on a introduits. On fixe de tels entiers d(u, w).

Si p et v sont deux caracteres distincts de Aps & valeurs dans B, on fixe a,,,, € Aps tel
que p(ay,,) # v(au,). Solent w € P'WP e Ep, et v € Exp,,. On a u # v grace a (6).
D’aprés la théorie du résultant, il existe des polynoémes @ .w(X), Ryuvw(X) € B[X]
tels que

(X = 1@ ) Qo (X) + (X = v(ap)) ™ ) Ry (X))
= (Iu’(au,l/) - l/(a/u,y))d(l"»l)-i-d(y,w)_l. (7)

On fixe de tels polynémes. Introduisons 1'algebre B[A)s] du groupe Aj; & coefficients
dans B. Pour p € &p, et w € P'WP 4w < 1, on définit R, w € B[Aum] et b, € B par

Ryw = H(a/t,v — ()" Ry (@),

v

bu,'u) - H(,Ut(a'u,,l/) - V(au,y))d(#71)+d(u,w)71’
v
ou v parcourt &xp,, si w < 1, E&xp; — {u} si w = 1. D’apres (7), Popérateur p(R,, ) agit
dans M, , par 'homothétie de rapport b, .. Siw < 1, il annule Fy, pr /Fpr pr. Siw = 1,
il annule #H; , pour tout v € Exp; — {u}. Définissons alors des éléments R € B[Ap/] et
b € B par

e S (I ) (I )

neEExp, ‘webxp, —{pu} w<l w1l

b= ] II b

peEExp, w<l

Alors (IS7g)p (R) envoie (ISVp)p dans Fy pr et agit sur chaque Hi1,., donc sur
Fi,pr/Fi+ pr tout entier, par ’homothétie de rapport b. Notons que b # 0.

Notons p; la composée de ¢; et de la projection Fy pr — Fy p//Fi+ pr. Soit j €
Hom s 5((ISVE)pr, Vi) application définie par

j(v) = pi[(IE7E) P (R)(v)]
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pour tout v € I gVB. Cette application est bien M-invariante puisque U'action de B[A /]
commute a celle de M. Par réciprocité de Frobenius, on déduit de j un élément
J e HOHIG7B(11§VB, Ig,VB>

Soit x € X (M) dans le cone de convergence de l'opérateur Jp/p(m ® x). Il reste a
prouver que .J se spécialise en b(x).Jp/|p(m @ X) au point y. Il suffit de prouver que pour
tout f € ISV, on a l'égalité

sp, [(J)(1)] = () [Jprp(m @ X)(spy f)](1) (®)

(les (1) signifient que 'on évalue les fonctions au point g = 1).
Par construction de R, il existe ¢ € F; tel que

(657 @ ISmR)(R)f — ¢ € (ISVR)(P'), 9)

ot ce dernier espace est le noyau de la projection de I$Vp sur son module de Jacquet.
Par définition de J, on a

unm=[ e

Alors
o [(JF)(1)] = / (5D, @) (t) dut’ = [T (7 © X)(5Dy, )] (1).

—
D’aprés (9),
(0 ® IE(m © X)) (spy R) 5Dy f — 5Dy 9 € (IEVL)(P).
Or lapplication ¢ — (Jp/p(7 ® x))(1) annule (I§V,)(P’). On obtient
Tpp(m ® x)(spy 2)1(1) = (T(spy ))(1),

ol
T = Jpip(r @ x) 0 (0p% @ IE (r @ X)) (5D R).

Comme Jp/|p(m ® X) est un entrelacement, on a aussi
T = (05" @ I§: (7 @ X)) (0, R) © Jpr (7 @ ),
puis, d’aprés la définition de Ig, Vs
(T(spy £))(1) = 7 @ x(spy R)[(Jpr|p(m @ X) (5P, £))(1)].

Or R agit dans Fy p//F1+ pr par 'homothétie de rapport b et les M — B-modules
Fi,pr/Fi+ pr et Vp sont isomorphes. Donc mp(R) est I'homothétie de rapport b et
7 ® x(sp, R) est celle de rapport b(x). En rassemblant les égalités ci-dessus, on obtient
Pégalité (8) qui acheve la preuve du théoreme. a
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Remarque. Fixons f € IE .V et v € V. Pour x € X (M) notons fx Vimage réciproque
de f dans IgVX par I'application res (7 ® x). Il résulte de la preuve du théoreéme que

I'intégrale
|l
UnuN\U’
est uniformément convergente quand g reste dans un compact de G et y dans un compact
du domaine de convergence.

Notons les propriétés supplémentaires suivantes des opérateurs Jp/p(m), que I'on con-
sidere comme des fonctions ‘rationnelles’ en 7,

Avec les notations de la preuve du théoreme, pour f € Fi, on a toujours
e 0 = [ (s, £ du
Unun\u’

En effet, c’est la définition du membre de gauche pour x dans le domaine de conver-
gence, et, comme le membre de droite est toujours convergent, 1’égalité se prolonge
algébriquement a tout x. Or il est facile de construire f € Fj tel que le membre de
droite soit non nul en x = 1.

(11) Pour tous f € IEV, ' € I&V, (Jpp(m)f, ') = (F, Toipr () ).
(12) Si P" € P(M) vérifie
d(P',P)=d(P',P")+d(P", P),
alors Jp: p(m) = Jpi pr(m)Jprp(T).
Cela a été prouvé au cours de la démonstration du théoreme.

(13) Si Jp/|p est singulier en 7, il existe u € Exp(rm), w € WE-WM v e Ep(Tarmw-1.p7)
tels que (wv)|a,, = p-
On vérifie en effet que, s’il n’existe pas de tel triplet, on peut choisir les a,, de la
preuve du théoreme de sorte que le polynéme b soit non nul en y = 1.
On peut en fait préciser 'ordre des singularités. Simplifions la situation en supposant
P propre maximal, P’ = P et 7 irréductible. Notons « I'unique élément de A(P). Pour
A € ajy ¢, notons x son image par la surjection ay, o — X (M). La fonction:

A= Jpip(m @ xa)

ne dépend que de la variable (\, &) et est méromorphe en cette variable. Notons x, le
caractere central de . Avec les notations de la preuve du théoréme, posons:

D= Z Z d(v,w).

wePWP\{1} vEEXD(T . —1.p)5 (WV)| 4y =X Ay,
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Corollaire IV.1.2.
(i) Sous ces hypothéses, 'ordre du péle en A = 0 de la fonction:
A= Ipip(m @ xa)
est au plus égal a D.
(ii) Supposons de plus 7 de carré intégrable. Alors:
e si P n'est pas conjugué a P, D = 0;
e si P est conjugué a P, D < 1.

Preuve. La fonction b que I'on a construite a un péle d’ordre au plus D en A = 0. Le (i)
en résulte. Supposons 7 de carré intégrable. Alors Y, est unitaire. Pour w € W et
€ B, 1.
définition de D, on peut donc remplacer EXp(mysnqy-1.p) Par Exp(m

), (wv)|4,, n'est pas unitaire, cf. preuve du Lemme II1.3.3. Dans la

Nrw-1.p)- Grice au

Lemme 111.3.2, on peut aussi ne sommer que sur les w € W \ {1} tels que w-M = M.
Si P n’est pas conjugué a P, cet ensemble est vide et D = 0. Si P est conjugué &
P, cet ensemble est réduit & un élément. Notons cet élément w. On a w™!- P = P,
Trrw-1.p =T EXD(Tpraw—1.5) = {Xx} €t d(xx, w) = 1. Donc D < 1. O

Notons plus précisément J G’I p l'opérateur noté jusqu’a présent Jp/|p. Soit P = M"U"
un sous-groupe parabolique semi-standard de G, supposons P C P”, P’ C P”. Rappelons
que l'on a des isomorphismes

ISV ~ 16, 1M, V, ISV ~ IS, 1M, V.
Alors
Jg,“;(ﬂ) est Popérateur déduit par fonctorialité de J%;;M,,’PQM,, (7). (14)
Iv.2.

On conserve les mémes hypotheses sur P, P’ et (m, V).

Proposition IV.2.1. Supposons 7 de longueur finie et tempérée. Si x € X (M) vérifie
(Re(x), &) > 0 pour tout o € X(P) N X(P'), alors I'opérateur Jpp(m @ x) est défini par
des intégrales convergentes.

Preuve. La preuve est analogue a celle du Théoréeme IV.1.1. On peut supposer P stan-
dard. On commence par traiter le cas ou ™ = I%ﬂMl et P’ est adjacent & P (1 est le
caractere trivial de Mj). La convergence résulte alors du Lemme I1.4.3. On généralise
ensuite aux cas P’ quelconque puis 7 quelconque. (Il

Proposition IV.2.2. Supposons 7 irréductible, de carré intégrable et G-réguliére. Alors:
(i) IS~ est irréductible;

(ii) I'opérateur rationnel Jp: p est régulier en 7 et Jp:/p(m) est un isomorphisme.
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Preuve. La représentation Igw est unitaire donc semi-simple. Pour montrer que Igﬂ' est
irréductible, il suffit de prouver que dime Homg(I§V, I§V) = 1. Cela résulte du Corol-
laire II1.7.3 et de la réciprocité de Frobenius.

Pour prouver (ii), il suffit, d’apres IV.1 (12) et (14), de considérer le cas ou P est un
sous-groupe parabolique propre et maximal et P’ = P. Notons « 'unique élément de
A(P). Pour A € a}; ¢, notons x, son image par la surjection a}, o — X (M). Il existe un
entier n 2> 0 tel que la fonction J définie au voisinage de 0 dans a}; ¢ par

TO) = )" Tl x0)

soit réguliere en A = 0. Supposons n minimal. Alors J(0) est un élément non nul
de Homg(I§V,I§V). Notons J(0)p I'élément de Homps((I§V)p, V) qui s’en déduit
par réciprocité de Frobenius. Introduisons la filtration (Fy),cryr de IS V. Notons
que (sp; Fu)yerwr est la filtration analogue de IgV. D’apres le Corollaire I11.7.3, =
intervient avec multiplicité 1 dans (IgV) p. D’autre part, d’apres 1.3, 7 intervient dans
(sp; F1) p- Donce m n’intervient pas dans (I§V) 5/(spy F1) p- Comme J(0) p # 0, la restric-
tion de J(0)p & (sp; F1)p est donc non nulle. Or pour tout f € ISV,

J(0)pip(f) = (J(0)f)(1).
Il existe donc f € Fi tel que
(J(0)spy f)(1) # 0.
Mais on a vu dans la preuve de IV.1(10) que, pour f € Fi, I'application
(Jp1p(T @ Xa) 5Py, f)(1)

était réguliere en A = 0. La non-nullité ci-dessus implique donc n = 0, i.e. Jpp est
régulier en 7. Alors Jp p(m) est non nul d’apres ce qui précede et c’est un isomorphisme
par l'irréductibilité. O

Iv.3.

Supposons 7 irréductible. On peut montrer qu’il existe ©’ € O¢ tel que Igﬂ'/ soit
irréductible [S, Théoreme IV.1]. Nous ne le démontrerons pas, mais, si 7w est de carré
intégrable, cela résulte de la Proposition IV.2.2. Admettons donc qu’il existe un tel 7’
Alors ’ensemble de ces 7’ est un ouvert de Zariski non vide de O¢. Pour 7’ dans cet
ensemble, I'opérateur

Jpip(n')Ipp(n') € Endg(IgV')

est une homothétie. Il existe donc une fonction rationnelle jp sur O¢ telle que cet
opérateur soit ’homothétie de rapport jp(7’). On considére maintenant = comme un
point quelconque de O¢. On a

jp(m) est indépendant de P € P(M). (1)
En effet, si P € P(M), on a

Jp(m)Jpp(m) = Jpipi(T) I pr pr () Jpr p (7).
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D’apres IV.1(12),

JP'\P'(W) = JP’lP(ﬂ')JP\P’(T")a
Jpipr () = Jpr p () I p pr (7).
D’ou
gp (m)Jpp(7) = Jpp(7)Jp o (W) Jpr p (%) T 5y pr (7) Jpr p ().
Toujours d’apres IV.1(12),

Jp1p () pr p(m) = Jp|p(m),
Ipip(m)Jprp(m) = Jp|p(T).
D’ou
jp(m)Jpip(m) = Jpip(m) I p p(m) I p p(7) = jp(7)Jprp (7).

Cela démontre (1).
On notera simplement j(7) le terme jp(7) pour n’importe quel P € P(M). On a:

J(m) = j (7). (2)

Cela résulte de IV.1 (11).
Siwe W, j(wr)=j(r) (3)

(wm est une représentation de w - M).
En effet pour tout P € P(M), la translation & gauche par w définit un isomorphisme

MNw): ISV — IS pwV
et, si P, P’ € P(M), le diagramme suivant est commutatif:

Jpr1p(m)

ISV 5 v’

lxw) A(w)l

Jw.plw.p(WT
16wy 22 P IS pwV

Pour une racine réduite « € X (Ays), on a introduit en I.1 le groupe M,. On note
Ja(m) le terme analogue & j(m) obtenu en remplagant G par M,,. Alors

pour P, P', P" € P(M), Jpupi(m)Jpip(m) = (I ja(r)) T prip(), (4)

ou le produit est pris sur Xyeq(P) N Zyea(P”) N Xyea(P).
Supposons d(P',P) = 1. Si d(P",P") + d(P',P) = d(P”,P), la formule résulte
de IV.1(12). Sinon d(P", P') = d(P", P) + d(P, P’). Alors, toujours d’apres IV.1 (12),

Jprip (1) = Jpr p(m)Jpp (T).
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L’unique élément o de Xyoq(P) N Xyed (P”) N Xrea(P’) est aussi la racine simple, unique
au signe pres, séparant P de P’. Il résulte de IV.1(14) que Jp|p/(m)Jp/p(m) est
I’homothétie de rapport j,(m). On obtient la formule (4). Une récurrence facile sur
d(P’, P) conduit au cas général.

En particulier pour P = P, P’ = P, on obtient

j(m) = I j,(m), produit sur les racines réduites de X'(Ays), au signe pres.  (5)

Enfin,
si w est de carré intégrable, j(mw) # 0. (6)

D’apres la formule précédente, on peut supposer M propre maximal. Soit P € P(M).
Fixons e € IX L,V tel que (Jp|p(m @ x)e)(1) soit régulier et non nul pour x = 1
(cf. IV.1(10)). Munissons V d’un produit hermitien défini positif, I%,V du produit
hermitien défini positif:

(. f) = /K (F(k), 7' (k)) dik

et I;gmpv du produit analogue. Pour x € Im X (M), f € IK .V, f' € I;gmBV, on a la

relation d’adjonction
(Tpip(m @ x)f, f1) = (£, Tpip(m @ X) f).-
Alors
J(r@x)(ee) = (e, Jpp(m @ x)Jpp(m @ x)e) = (Jpp(T @ X)e, Jpp(T @ X)e).
Si j(m) =0, on a donc
ii_>ml(=]15|P(7T ® x)e, Jpp(m @ x)e) = 0.

Or les éléments Jp p(m @ x)e restent dans un espace de dimension finie (ils sont fixés par
un méme sous-groupe ouvert compact). Leur convergence en norme vers 0 implique leur
convergence point par point vers 0. Donc

lim, (Jpyp (7 @ )e) (1) = O,

contradiction.

V. Termes constants faibles des coefficients de représentations induites; les
fonctions c et p d’Harish-Chandra

V.1.

Soient M le sous-groupe de Lévi semi-standard d’un sous-groupe parabolique semi-
standard de G et (wo, Fo) € E2(M). Posons

Oc={wo@x; x€ X(M)}, O={w®x; x €ImX(M)}.
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On a défini en IV.1 les notions de polynomes et de fonctions rationnelles sur O¢. On
dit qu’une fonction sur O est rationnelle et réguliere si c’est la restriction a O d’une
fonction rationnelle sur Og, réguliére en tout point de O. Cette définition admet diverses
généralisations. Par exemple, si P, P’ € P(M) et si, pour tout (w, E) € O, on se donne
un élément A(w) € Homg(ISE, IS E), on dit que 'opérateur A est rationnel et régulier
sur O si on peut prolonger A en un opérateur rationnel sur un ouvert de O¢ contenant
O, cf. IV.1.
Pour P € P(M) et (w, E) € Oc, on pose

Lw,P) = I$S(E @ B).

Le cas échéant, on notera plus précisément LY (w, P) cet espace. On définit une applica-
tion

EIC;.; : L(w, P) — Clissc(G)
de la fagon suivante. Identifions L(w, P) & (ISE) ® (ISE). Pour v € ISE, v € (ISE) et
g € G, on pose

EZ(v®0)(9) = (n(g)v, ),
oum= Igw. Par linéarité, on prolonge Eg a L(w, P) tout entier. Il est clair que I'image
de E§ est A(r). Si 7 est irréductible, ES est un isomorphisme de L(w, P) sur A(7).

Plus généralement, soit P’ = M'U’ un sous-groupe parabolique semi-standard de G

tel que M C M’ et soit P un sous-groupe parabolique de M’ de Lévi M. De 'application

EN LM (W, P) = Ciisse(M")
se déduit par fonctorialité une application notée

BE 16, LM (W, P) = ISXY, Cligse (M),

Soit maintenant P’ = M’'U’ un sous-groupe parabolique semi-standard de G quel-
conque. On pose

W(M'|GIM) ={se WS, s-M c M}, WM |GM)=WM\ WM'|G|M).

Ces ensembles peuvent étre vides. En fait, dans les formules qui suivent, on identifie
W(M'|G|M) & un systéme de représentants dans W(M'|G|M), les formules en question
étant essentiellement indépendantes du choix de ce systeme. Pour P € P(M) et s €
W(M'|G|M), définissons une application

cprip(s,w) : L(w, P) — I}C,;,XXCJ';,LM/ (sw,M'Ns-P)
de la fagon suivante. Introduisons les sous-groupes paraboliques de G:
P,=(M'ns-P)U', P,=(M'ns-P)U.
On a des isomorphismes naturels
L(w,P) ~ (ISE) @ (ISE),

Ig,xx%,LM/(sw, M'Ns-P)~(I§ sE)® (1§ sE).
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Moyennant ces identifications, pour v € IgE, v E IgE, on pose
cprip(s,w)(v x 0) = Y(G|M') [ Jp, s p(sw)A(s)v ® Ip1s.p(8@)A(5)0].

Rappelons que A(s) est la translation & gauche par s. L'opérateur cp/|p(s,w) est rationnel
en w. Il est régulier aux points G-réguliers de O, d’apres la propositon 1V.2.2.

On a défini en IIL.5 le terme constant faible d’un coefficient d’une représentation
tempérée.

Proposition V.1.1. Soient w un élément G-régulier de O et 1) € L(w, P). On a I’égalité

(ESY)p™ = Y Bl plepp(s,w)i).
SEW (M'|G|M)

Preuve. Posons m = I}Ciw, V= I}(,;E. On définit des applications

a:Vo P DieepsE, @V @ IifnpsE,
SEW (M'|G| M) SEW (M'|G| M)

v = (Us)seW(M/\G|M) (s (ﬁs)seW(M/\GIM)

par

pour tout m’ € M’. On a

(1) les applications «, resp. @&, se factorisent par les modules de Jacquet faibles V%,
resp. V5, et définissent par passage aux quotients des isomorphismes M ’_invariants
de ces modules sur les espaces d’arrivée.

On vérifie aisément que, pour tout s, 'application v — vy se factorise par le module de
Jacquet Vp: et définit un homomorphisme M'-invariant de Vpr dans I, . ,sE. Comme
le caractere central de cette derniere représentation est unitaire, I'application se fac-
torise méme par V3. Elle est non nulle d’apres la Proposition IV.2.2. Les représentations
1 J\]\//,[,/ﬁs, psw étant irréductibles et deux & deux non isomorphes (Propositions IV.2.2
et I111.4.1), a est surjective. On obtient alors l’assertion concernant o en appliquant le
Lemme III1.3.3. Idem pour d.

Toujours parce que les représentations I %:ms~ psw, resp. I AA//I[’IH& psw sont irréductibles
et deux a deux non isomorphes, les seuls produits bilinéaires M’-invariants sur

( P I%ms,PsE>><< D I%ms,PsE>
SEW (M'|G|M) SEW (M'|G|M)

sont de la forme

((vs), (Vs)) = Z ¥s (s, Vs ),

SEW (M'|G| M)
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pour des constantes v, € C. On en déduit qu’il existe des constantes, notées v(P, s,w)
telles que, pour tous v € V, v € V,

B ), 75 @) = Y. A(Ps,w){ve, b (2)
sEW(M'|G|M)

(rappelons que jp,, resp. j§,, est la projection de V' sur V), resp. de V sur Vlg",)
Soient v € V, ¥ € V, g1, 92 € G. Posons

p = (BE (0@ 0)) 5" (g1, 92)
et pour tout s € W(M'|G|M),
s = Eﬂ/ms.P(CP'\P(& w)(v @ 0))(g1, g2)-
D’apres la preuve du Lemme II1.5.1, on a I'égalité
p(m') = (wp, (m")jp: (w(g1)v), jp (7(92)0)) P
pour tout m’ € M’. D’aprés la définition des opérateurs cp/|p(s,w), on a I'égalité
ps(m') = ~(G|M") " Hmo(m') (w(g1)v)s, (7(92)D)s)

pour tout m’ € M’ et tout s € W(M'|G|M), ot wy = I}, psw. En comparant avec (2),
on voit qu’il suffit de prouver que (P, s,w) = v(G|M’)~! pour tout s.
Soient t € WY, P, € P(t~! - M). Montrons que l'on a 1’égalité

(P, s,w) = y(P1, st,t " w). (3)

Posons (w1, V1) = (I§t 'w,I§ ¢ E), affectons d’un indice 1 tous les objets relatifs &
cette représentation. Soient v; € Vi, v € V. Posons

v = Jp|t4pl (w))\(t)vl, ’Dl = )\(t_l)Jt.pl‘p((I))’lV).

OnawveV, o €Vi. Soit a € Ay, supposons |a(a)|F assez petit pour tout o € 2(P’).
On a alors les égalités

(npr(a)ji (v), 75, () pr = dpr(a) "2 (m(a)v, D),
(m1,pr(a)d1pr (v1), JY s (01))1,pr = O (a)™Y2(my (a)vy, 01).

En vertu de la formule d’adjonction IV.1(11) et d’une formule analogue pour les
opérateurs A(t), on a ’égalité

(m(a)v,0) = (m1(a)vy, 01).
D’ou I'égalité

(mpi(a)jp: (v), Jp.(0)) pr = (m1,pr (@) J1pr (v1), JF pr (D1))1, P
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Les deux membres sont des fonctions Ay, -finies en a. Leur égalité dans un cone ouvert
implique leur égalité partout. En particulier

(78 (0), 73, (0)) pr = (G1pr (01), J7 pr (D1))1, -
Appliquons la formule (2). Remarquons que 'on a ’égalité

W(M'|G|t™ - M) = {st; s € W(M'|G|M)}.
On obtient

Z Y(P, s,w)(vs, V) = Z Y( Py, st t ™ w) (V1 sty D1, st)-

seW (M'|G|M) seW (M'|G|M)
Soit s € W(M'|G|M). Pour m’ € M’ on a
vs(m') = dps (m’)_l/z(JpS‘S.p(sw)/\(s)Jp|t_p1 (W)A(t)v1)(m).
Il est clair que A(s)Jpj.p, (W) = Js.pjst.p, (sw)A(s). Soit x, € C* tel que
Jp,)s-P(5wW)Js.pst.p, (Sw) = 2sJp P, ,, (5w) TP, |st-P, (5W).

Alors
va(m') = 2.6p (M) "2 (Tp, 1y, (sw)v1,60) (M),

i.e. en utilisant IV.1 (14),
M/
Vs = stM’ﬁs-P|M’ﬁst-P1 (sw)v,st-

Idem

- M’ “\ -

V1,st = ySJM'mst~P1|M/ms~P(5w)USv
ou ys est tel que

Ip, pst-p (89) st py 15 P (50) = Ysdp, 15, I, 15 p(50)-

On montre facilement grace & IV.3(2) et (4) que x5 = ys. On obtient I’égalité

4 ~
V(Pv 5, w)x3<‘]]\]\j’ﬂs~P|M’ﬁst-P1 (Sw)vlystv US>

SEW(M'|G|M) B .
= Z V(P st 6 w) s (Vi,sts I apnstpy s p (59)Ds).-
sEW(M'|G|M)

Cette égalité étant vraie pour tous vi,®, donc pour toutes familles (v ), (0s), on a
pour tout s ’égalité des termes indicés par s. Il reste & appliquer dans M’ la formule
d’adjonction IV.1 (11) pour obtenir I’égalité (3).

Montrons maintenant que ’'on a

supposons P C P’; alors y(P,1,w) = y(G|M") ™ . (4)
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Posons (7', V') = (IM,  pw, IM, - E), identifions (m,V) & (IS, 1,V"). Soient v € V,
DeVetac Ay . On a I’égalité

(m(a)v, ) = /P | (#060.50) dg = (G / (o(@a), 5(@)) i,

U

ott les produits intérieurs sont le produit naturel sur V’ x V’. Supposons @ & support
dans P'(U’ N K). On peut remplacer U’ par U’ N K dans la derniere intégrale. Supposons
|a(a)|F assez petit pour tout o € X(P’). Alors v est invariant & droite par a1 (U’ N K)a
et ’on obtient

(m(a)v, ) = V(GIM’)’l/ opr(a)'*(m' (a)o(1), o(@)) du’

UNK

= (GIM) 6p(a)V? / (' (@)o(1), o(@)) i,

U
= (GIM") " 6p (@) (' (a)v (1), (Jpy pr (7)) (1))

par définition de I'opérateur Jp, p.(7'). En se rappelant la définition du produit (-, -) pr,
et puisque le caractére central de 7’ est unitaire, on obtient

(B (), 75, () pr = A(GIM") " (1), (Jprypr (7')0) (1))
Mais, avec nos définitions précédentes, on a 1’égalité
(v(1), (Jprpr(7)0)(1)) = (v1, 1)
On compare avec ’égalité (2). Notons que l'on peut trouver ¢ vérifiant les conditions
ci-dessus et tel que (Jp/ p/(7)0)(1) # 0. L'égalité obtenue étant vraie pour tout v, on
obtient (4).

Maintenant pour P € P(M) et s € W(M'|G|M), on a y(P,s,w) = v(s - P,ss7 !, sw)
d’apres (3), Aot v(P,s,w) = v(G|M’)~! d’apres (4). On a déja dit que cela achevait la
démonstration. (]
V.2.

On conserve les mémes hypotheses sur M, O et O¢. Pour w € O, on pose
pw) = j(w) ™ T v(Ma|M)?,
[0

ol « parcourt les racines réduites de Ay au signe prés. On notera parfois plus précisément
1% (w) = pu(w). Pour o comme ci-dessus, on posera simplement g, (w) = uMe (w).

Lemme V.2.1. La fonction u est une fonction rationnelle réguliere sur O. Pour tout
weO,ona

e puw) = 0;
o 1%(w) =TI, ta(w), olt a parcourt les racines réduites de Ay, au signe pres;

e pour tout s € WY, u(sw) = p(w);

o puw) = p(w).
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Preuve. Cela résulte des propriétés (2), (3), (5) et (6) de IV.3. O

Soit (w,E) € O et P € P(M). Munissons E d’un produit hermitien défini positif
invariant par G (pour nous, un tel produit est antilinéaire en la premiere variable).
L’espace E d’identifie & E et se retrouve lui-méme muni d’un tel produit. On définit un
produit hermitien sur I§E par

(v1,02) = /P (@)l ds.

On construit de méme un produit sur IgE. Ils sont définis positifs et invariants par G.
On munit alors I'espace L(w, P) du produit ainsi défini: pour vy, v € ISE, 91,9, € ISE,
on pose

(v1 ® U1, v ® ¥2) = d(w) " (v1, v2) (01, V2)

cf. 1I1.1 (3) pour la définition de d(w). I est défini positif, invariant par G x G. Il ne
dépend pas du produit choisi sur E' car, si I’on multiplie celui-ci par A > 0, le produit
sur E est multiplié par A~!.

Plus généralement soit P’ = M'U’ un sous-groupe parabolique semi-standard de G
tel que M C M’ et soit P un sous-groupe parabolique de M’ de Lévi M. On munit

IS,XX%,LM ' (w, P) d’un produit analogue a celui ci-dessus.

Pour tout espace muni d’un produit hermitien défini positif, on note || - || la norme
déduite de ce produit.

Lemme V.2.2. Soient w un élément G-régulier de O, P € P(M), ¢ € L(w,P), P' =
M'U’ un sous-groupe parabolique semi-standard de G et s € W(M'|G|M). On a I'égalité

e(M'|s - M)* € (@)leprp (s, w)dl|* = e(GIM)* ™ (sw) [

Preuve. Munissons comme ci-dessus 1’espace E de w d’un produit hermitien défini posi-
tif. On en déduit de tels produits sur E et les représentations induites. Soient v € IICD;E7
v € ISE. D’aprés les définitions (cf. V.1), on a 1’égalité

leprp(s,w)(v @ 0)[|2 = d(w) Y (GIM") 72| Tp,1s.p (sw) M (5)0 12| 5, 5. p (50)A(5)8]|%.
Gréce a des formules d’adjonction analogues & IV.1(11), on a les égalités
[p,1s-p(s0)A(s)0l> = 2|0l [1Tp, . p(s2)A(s)3]* = yl|5]|?,
ol x et y sont les scalaires tels que

Js.p|p, (5w)Jp,|s.p(sw) = zid,
Jo.p|p,(59)p |5 p(s0) = yid.

On a donc

lepip(s.0)( © )2 = 1(GIM')2ayd(w) ™ [o]?|o]]
= A(GIM) ayllo © 5.
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On calcule grace a IV.3(2) et (4):
xy = I jq(sw),

ott le produit est pris sur X% (s - P) — XM (M’ N s - P), avec une notation évidente. On
vérifie alors 1’égalité

AGIM') 2y = c(Gls - M2 (sw)e(M']s - M)~2uC (50) !
c(GIM)2 M (sw)e(M|s - M) 72 (w) .

On obtient ’égalité de I’énoncé. O

Corollaire V.2.3. Soient P € P(M), P’ = M'U’ un sous-groupe parabolique semi-
standard de G et s € W(M'|G|M). Alors I’application
M

w = pG (W)™ (sw) " eprp(s,w)

est rationnelle et réguliere sur O.

Preuve. Fixons (w,E) € O. Pour \ € ajrcs notons x son image par la surjection
ayr.c — X(M). On peut identifier L(w @ x», P) & IR enp(EQFE) et I}C,;,XX%,LM,(s(w®
Xr), M'Ns-P)a Ifgrfngmp,Iﬁg%:rfs{(;%;nM,ms,P(sE(@sE‘). Notons que si A € ia%,, les
normes hermitiennes sur les premiers espaces s’identifient en des normes indépendantes
de A sur les seconds. On peut identifier cp/|p(s,w ® xx) & une application

KxK - KxK KNM'x KnM' -
Igapxknp(BE@E) = L2p renpl knnrns pxknmrns p(SE @ sE).

Il résulte des définitions et de IV.1(12) qu’il existe un polynéme @ sur a}, tel que

e Q est de la forme Q(\) =[], (A, &)™), ot a parcourt les racines réduites de Apy,
au signe pres, et les n(«) sont des entiers > 0;

o Vapplication A+ QS (w @ xa)u™ (s(w ® x2) " eprp(s,w ® xa) est régulicre
en A =0.

On suppose les n(«) minimaux. Notons C(\) Iapplication ci-dessus. Soit « une racine
réduite de Aps. Supposons n(«) > 0. Notons H, C a?\/l,c I'annulateur de & et U 'ensemble
des \ € i}, tels que w ® xy soit G-réguliere. Pour ¢ € Ik K p(E@E) et A €U, on
a

ICONUIE = o(GIM)2e(M|s - M) Q)P (w @ )i (sw @ o))" (1)

d’apres le Lemme V.2.2. Notons que

1C(w @ xa) ™ (s(w @ x2)) 7 = Hpa(s(w @ x)),

ot a parcourt X< (s P) — Er]‘g(;(M’ N s - P). Cette fonction est réguliere. Comme U est
dense dans ia};, on déduit par continuité de (1) que ||C(A)| = 0 pour A € H, Nia},,
i.e. C(A\) = 0 pour A € H, Nia},. Comme H, Nia}, est Zariski-dense dans H,, C est
nulle sur H,. Mais alors (\,&)~1C est encore réguliere en A = 0, ce qui contredit la
minimalité de n(«). On conclut que Q = 1 et que la fonction de 1’énoncé est réguliere. O
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V.3.
On pose simplement
W(GIM) = W(M|G|M), W(G|M) =W (M|G|M).
Pour P,P' € P(M), s € W(G|M), et w € O, on définit
’cprp(s,w) € Homgxa(L(w, P), L(sw, P"))
par
‘cprp(s,w) = CP/|p/(1,SW)_1CP/‘P(S,LU>.

Lemme V.3.1. La fonction w + °cp/p(s,w) est réguliére sur O. Soit w € O. Alors
°cpr|p(s,w) est un opérateur unitaire et, pour tout ¢ € L(w, P), on a I'égalité

E§ (“cprp(s,w)) = BBt

Preuve. Pour w G-réguliere, l'unitarité résulte du Lemme V.2.2. On en déduit la
régularité comme dans le Corollaire V.2.3. Par définition

®cprp(s,0) = Jprs.p(sw)A(8) @ Jpr pr (50) ™ T prjs.p (s0) A(5)-
Grace a IV.1(12),
Jprpr (50) T T pry.p (@) = Jopipr (s0) ™ T pry.p (50) ™ T oy p (50)
= Js.pip(sw) 7"
D’ou
cprp(8,w) = Jprjs.p(sw)A(s) ® J.pipr(50) T A(s). (1)
La derniére relation de 1’énoncé résulte de IV.1 (11). O

Lemme V.3.2. Pour s,t € W(G|M), P,P',P" € P(M) et w € O, on a I'égalité
OCP//‘p/(S,tu})OCp/|p(t,UJ) = OCp//‘p(SIf,w).

Preuve. Cela résulte de la formule (1). O

VI. Des paquets d’ondes aux fonctions de Schwartz—Harish-Chandra

VI.1.

Soient P = MU un sous-groupe parabolique semi-standard de G et O € (M) une
orbite pour Paction de Im X (M). Notons que si (w, E), (W', E') € Oetsiw ~w',ily aun
isomorphisme canonique de L(w, P) sur L(w’, P): on fixe un isomorphisme F ~ E’, on en
déduit un isomorphisme E =~ E’, d’ott un isomorphisme I$XS(E @ F) ~ ISXS(F' ® E')
qui ne dépend pas du choix du premier isomorphisme. Soit ? une fonction qui, & un
élément (w, F) de O, associe un élément v, € L(w, P). On demande que 1,, ne dépende
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que de la classe de w: si (w, E) ~ (W', E'), ¥, est I'image de v, par 'isomorphisme ci-
dessus. On peut comme en IV.1 donner un sens a 'expression ‘¢ est rationnelle réguliere’.
De méme on peut donner un sens & lexpression ‘¢) est C°°’. Fixons (w, E) € O, posons

Lic(w.P) = IE5K o p(E® E).

Pour tout x € Im X(M), L(w ® x, P) s’identifie & Lx(w, P) par restriction & K. La
fonction ¢ s’identifie & une fonction sur Im X (M) a valeurs dans Ly (w, P). Alors 9 est
C® si cette derniere fonction l'est. Notons Stabx () (w) le stabilisateur de la classe de
w dans X (M). 11 est inclus dans Im X (M). 11 agit sur C*°(Im X (M)) par translations.
Il agit aussi sur Ly (w, P): pour x € Staby(a)(w), on a un automorphisme de L (w, P)
qui rend le diagramme suivant commutatif

LK(W7P) ;> LK(waP)

| |
L(w,P) —— Lw®x,P)

Les fleches verticales sont les restrictions a K, la fleche du bas 'isomorphisme canonique
défini ci-dessus.

Donnons un exemple concret ou la fleche du haut n’est pas triviale. Supposons G =
P = M = GL(2). Le groupe Im X (M) est 'ensemble des caracteres de M de la forme

g — | det(g)|%, ot
se iR/QmZ
log(q)

Soit xo I’élément quadratique non trivial de Im X (M), autrement dit le caractere
g — | det(g)|™/1°8(@) Soit (w, F) une représentation cuspidale irréductible de GL(2) telle
que w ~ w® xo (il en existe). Alors Stabx s (w) = {1, x0}. Soit A un automorphisme
de E qui réalise I'isomorphisme w ~ w ® xo, autrement dit tel que (w® x0)(9)A = Aw(g)
pour tout g € M = G. On a évidemment Ly (w, P) = FE® E. Pour x = xo, la fleche
horizontale supérieure du diagramme ci-dessus est égale & A® *A~1. Cet automorphisme
n’est pas l'identité car A n’est pas une homothétie.

Notons C*° (0O, P) 'ensemble des applications 1 comme ci-dessus qui sont C*°. Alors
C>(0, P) s’identifie a I’espace des invariants sous l’action diagonale:

[C>°(Im X (M)) ®¢ L (w, P)]StPxan (),
VI.2.
Lemme VI.2.1. Soit ¢ € C*(O, P).
(i) Pour tout g € G, I'application w + (ES1,,)(g) est C> sur O.

(ii) Pour tout sous-groupe parabolique semi-standard P’ = M'U’ de G et tout m’ € M’,
les applications w — (ES,) p/(m') et w = (ES1,)% (m') sont C° sur O.
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Preuve. Le (i) est immédiat. Comme en IV.1, notons B l'algébre des polyndmes
sur X(M), fixons (w,F) € O et introduisons la B-famille algébrique (wp,Ep) de
représentations admissibles de M. Remarquons qu’avec les notations de 1.5, on a un
isomorphisme

(wp)”,(Ep)?) ~ (wp, Ep).

On pose
L(wp, P) = I5(5(Ep ® Ep).

Pour tout x € X (M), on a 'application de spécialisation
sp, : L(wp, P) = L(w® x, P).
Au voisinage de w, tout élément de C°(O, P) est combinaison linéaire de fonctions

w® x > p(x)spy ¥

pour ¢ € L(wg, P) et ¢ une fonction C* a valeurs complexes définie dans un voisinage
de 1 dans Im X (M). Il suffit donc de fixer ¢ € L(wp, P) et de prouver que les applications
X = (EE sp, 1) p(m') et x — (EF sp, ¥)% (m) sont C* sur Im X (M). On va montrer
qu’elles sont rationnelles régulieres.

On définit EGy et A(ISwp). Grace & 1.5, on montre comme & la Proposition 1.6.2 qu'il
existe (ESY)pr € A((ISwp)pr) tel que pour tout m’ € M’ et tout a € App ‘assez positif
relativement & P”’, on ait 1’égalité

(BE)(am') = 6p: (am') /2 (BF ) pr(am).
Alors, pour tout x € X(M),
(EE spy ) pr(am’) = spy [(EEY) pr(am)).
Les deux membres étant A, -finis, ils sont égaux pour tout a, d’ou
(EE spy ) pr(m') = sp, [(EE ) p (m)].

Le membre de droite est un polynéme en x, ce qui démontre la premiere assertion de (ii).
Posons & = &p((ISwp)p:). En notant pup : Ag — B> le caractere défini par

ps(a)(x) = x(a), on a

&= U {(wp)la,, (wup)|a,,; 1€ Epwrprnw-1.p)}-
weWM \WGE /WM

La représentation (Ing) pr admet une filtration finie sur les quotients de laquelle A,y
agit par des éléments de £. Pour tout v € &£, notons n(v) le nombre de quotients de la
filtration sur laquelle Ay agit par v. Notons £, resp. £1 Iensemble des éléments de
&€ de la forme (wp)|a,, (wpup)|a,, o Re[(wu)|a,, ] =0, resp. Re[(wp)|a,, | # 0. Fixons
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a € Ay tel que |a(a)|p < 1 pour tout a@ € X(P’). La théorie du résultant entraine
lexistence de polyndomes Q(X), R(X) € B[X] tels que

Q(X) H (X — V(a))n(u) + R(X) H (X — V(a))"(’/) _

vEEW velt

ou

b= [ I wa -+ (@)"@mt".

veEW pegt
Posons S = R(a) [[,ce+(a — v(a))"™). Clest un élément de B[Ay].
Soit x € Im X (M). Posons (my, Vy) = (I (w @ x), I§ E ). Comme sp,, yup est unitaire,
il est clair que

Exp(my pr) = {sp, v; v € Exp"}, Sxp(W;P,) = {sp, v; ve&xpT}.

Pour tout v € Exp(my, pr), on définit la multiplicité n, (v) comme on a défini plus haut
n(v) pour v € Exp. On a I'égalité

ny(v) =Y n(),

sommé sur les v/ € Exp tels que sp, v’ = v. On en déduit que 'opérateur m, p(sp, S)
annule VXJf pr et agit sur V5, par 'homothétie de rapport b(x). Or b ne s’annule pas sur
Im X (M). En effet, si v € £, Re(sp, v) = 0 donc |(sp, v)(a)| = 1. Tandis quesi v/ € £,
Re(sp, V) € +aGr d’apres la Proposition 111.2.2 et Re(sp, v') # 0 d’apres la définition
de £, donc |(sp, ¥')(a)| < 1. L’assertion en résulte.

L’opérateur b(x)~'my, pr(sp, S) est donc rationnel et régulier sur Im X (M), il annule

VXfP, et agit par I'identité sur V\*p,. On a alors I'égalité

(EE sp, ) f = b(x) " p(spy S)(EF sp, ) pr.

Le membre de droite est rationnel et régulier sur Im X (M). Celui de gauche ’est donc
aussi, ce qui acheve la preuve. O

Lemme VI1.2.2. Soit ¢ € C*(O, P). 1l existe C > 0 tel que pour tout w € O et tout
g € G, on ait I'inégalité
(BB ) (9)] < CZ(g).

Preuve. On se ramene facilement & prouver assertion suivante: soient (w,F) € O,
ve IR pE, veIE pE; alors il existe C > 0 tel que pour tous y € Im X (M) et tout
g € G, on ait

[{IE (W@ x)(9)v,9)| < CZ(g).

Notons v, 1’élément de IIC;?EX dont la restriction & K est v. Pour tout ¢ € G, on a
15w @0 = [ (k). 50 d

- /K 0N (mp (kg)) (w(mp (kg)w(kp (kg)), (k) dk.
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Quand k et g varient, les éléments v(kp(kg)) de E, resp. ©(k) de E, restent dans des
sous-espaces de dimension finie. D’apres le Corollaire I11.1.2, il existe donc C > 0 tel que,
pour tout g € G et tout k € K, on ait

[{w(mp(kg))v(kp(kg)), b(k))| < CEM (mp(kg)).

Alors
IS (w® ) (g)v.5)] < C /K 542 (mp(kg)) EM (mp (kg)) dk

et il reste a appliquer le Lemme II.1.6. ]

Si P’ = M'U’ est un sous-groupe parabolique standard de G et ¢ un réel > 0, on pose
Dy (8) = {m € My; Ya € Ay — AN, (o, Ho(m)) = 8| Ho(m)|}.

Pour tout f € A%(G), on pose fi = fpr — f¥.

Lemme VI.2.3. Soient P’ = M'U’ un sous-groupe parabolique standard de G, § un
réel > 0 et ¢ € C(O, P). Alors il existe ¢ > 0 et C > 0 tels que, pour tous w € O et
m € Dy (9), on ait I'inégalité

(EE ) h (m)] < CEM (m)e—elHoml,

Preuve. On suppose P’ propre sinon (ngw);, = 0. Comme dans le Lemme VI.2.1, on
peut fixer (w, E) € O, ¥ € L(wp, P) et remplacer dans I'énoncé ci-dessus ¢, par sp, ¢
pour x € Im X (M).

Montrons qu’il existe t > 0, C; > 0 et d € N tels que pour tout x € Im X (M) et tout
m € My tel que (o, Ho(m)) > t pour tout v € Ag — A}, on ait 'inégalité

(EE sp, ) b (m)] < CLEM (m) (1 + o (m))“. (1)

D’apres 1.5 et la Proposition 1.4.3, il existe ¢ > 0 tel que, si m vérifie les conditions
ci-dessus, on ait ’égalité

(EE¥)p(m) = 6p:(m) ™2 (EEY) (m).

Grace au Lemme VI1.2.2, il existe donc Cy > 0 tel que, sous les mémes hypotheses sur m,
et pour tout x € Im X (M),

(B sp, ) pr(m)] < C2Z(m)dp: (m) 2.

D’apres le Lemme I1.1.1, il existe C3,Cy > 0 et d € N tels que, pour tout m € Mgr, on

ait:
Z(m) < Csdo(m)2(1L+a(m))?,  Cagd" (m)!/? < ZM (m).

D’otu l'inégalité:

S(m)dpr(m) "2 < GO EM (m) (1 + o (m))".
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On en déduit une majoration analogue & (1) pour le terme constant (E§ sp,, 1) p:(m).
D’apres la preuve du Lemme VI.2.1, il existe un élément a € Ay N MJ, un entier n et,
pour tout i € {0,...,n}, une fonction rationnelle b;, réguliere sur Im X (M), de sorte que
pour tous x € Im X (M), m’ € M’, on ait ’égalité

(EE spy ) B/ (m') = Y bi(X)(EE spy ) pr(a'm).
=0

Les fonctions b; sont bornées d’aprés la compacité de I'ensemble Im X (M). De la majora-
tion déja démontrée de (ES sp, ¥) pr(m), on déduit alors une majoration analogue pour
(E§ spy ¥) . (m') puis, par différence, la majoration (1).

Reprenons les notations de la preuve du Lemme VI.2.1. Pour x € Im X (M), posons

re(X) = ] (X —spy v(a))"™).
veet

Développons ce polynome:
N
Tx (X) = Z Ti7XXN_i .
i=0

Pour tout v € &%, |sp, v(a)| est indépendant de x et appartient a l'intervalle ]0, 1.
Quitte a remplacer a par une puissance convenable, on peut donc supposer que pour
tout ¢ € {1,...,N} et tout x € Im X (M),

|7"i,x‘ < 27iNTL
Montrons que
(2) il existe C5 > 0 tel que pour tout x € Im X (M), tout n € N et tout m € M tel
que (o, Ho(m)) >t pour tout a € Ag — A}, on ait Dinégalité
(ES spy )5 (@™ m)] < C52~" 2 (m) (1 + o(m))*
(t et d sont comme en (1)).

On pose
Cs = Crsup{2"(1 + o(a™)% 0 <n < N — 1}
(en supposant N > 0; si N = 0, on va voir que (ES SDy ¥)5, est nul). Pour n < N, la
majoration (2) résulte de (1). Soit n > N, supposons la majoration (2) prouvée pour
tout n’ < n. Rappelons que 'opérateur (1§ (w ® x)) 5 (ry(a)) est nul donc p(ry (a)) annule
(E§ SDy ¥) 5. Pour tout m € M, on a donc I'égalité

N

(BEspy 0)pi(a"m) = = rin(EE spy ) p (a"'m).
i=1

La majoration cherchée du membre de gauche résulte de I’hypothese de récurrence et de
la majoration des coefficients r; , (si N = 0, on obtient la nullité du membre de gauche).
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L’ensemble
{m € Dy (8); |Ho(m)| <t6'}

est compact. Pour tout € > 0, on peut donc trouver C' > 0 tel que la majoration de
I’énoncé soit vérifiée pour m dans cet ensemble. Posons

D = {m € Dy (8); |Ho(m)| >t6~'}.
Soit m € D, notons n la plus petite des parties entieres de
(6| Ho(m)| — t){e, Ho(a))~*

quand « parcourt Ag— Aé‘/[/. D’apres la définition de D/ (0), 'élément ma™" appartient
a M et vérifie 'inégalité (o, Ho(ma™"™)) > t pour tout a € Ag — A}’ En appliquant (2)
a ’élément ma™" et a 'entier n, on obtient

|(BE sp, ) b (m)] < G527 "2 (ma™")(1 + o (ma~"))*

pour tout x € Im X (M). On a 'égalité =M (ma=") = M (m). Il existe C > 0 et r > 0,
indépendants de m, tels que

1+ o(ma™™)
r[Ho(m)]

On obtient
(S sp, )b (m)| < C5Cd27mHotml (1 4 [Ho (m) )22 (m),
Enfin, il existe ¢ > 0 et C7 > 0 tels que pour tout x > 0,
277 (1 + 2) < Cree".

On obtient alors la majoration cherchée pour tout m € D et tout y € Im X(M). Cela
acheve la démonstration. ]

VI.3.

On munit C°°(Im X (M)) de sa topologie usuelle. Fixons provisoirement (w, E) € O.
Pour tout sous-groupe ouvert compact H de K, I'espace des invariants Ly (w, P)H*H
est de dimension finie, donc muni d’une topologie canonique. L’espace

C>®(Im X (M)) ®¢ Ly (w, P)*H

est muni de la topologie produit. Grace a la description donnée en VI.1, son sous-espace
C>=(0, P)#*H se retrouve muni d'une topologie. On munit C°°(O, P) de la toplogie
limite inductive des topologies de ces sous-espaces quand H décrit I’ensemble des sous-
groupes ouverts compacts de K.
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On a muni Im X (M) d’une mesure. On munit O d’une mesure telle que Papplication
ImX (M) — O, X w® X

préserve localement les mesures.
Pour ¢ € C*° (O, P) définissons une fonction f, sur G par

folg) = /0 (@) (ES.) (g) do.

Proposition VI.3.1. Pour tout ¢ € C*(O, P), fy € C(G). L’application
C>*(0,P) — C(Q), Y fy
est continue.

Preuve. Fixons (w, F) € O, ¢ € L(wp, P) et un sous-groupe ouvert compact H de G
tel que H x H fixe 9. Pour ¢ € C*°(Im X (M)) et g € G, posons

foulg) = / <o M 0200 (B s, 4)(0) (1)

Il s’agit de prouver que f, . € Cy (cf. IIL6) et que I'application
COO(IIHX(M))*)CH, (pl—>f%w

est continue. On a défini en II1.6 la norme v, pour r € R. Notons D™ I’ensemble des
ensembles finis d’opérateurs différentiels sur Im X (M), & coefficients constants. Pour
D € DM et p € C°(Im X(M)), posons

vM(D,p) = sup{|dp(x)]; d € D, x € Im X (M)}.

Il s’agit de prouver que pour tout r € R, il existe D € DM tel que pour tout ¢ €
€ (Im X(M)), vy(f.0) < M (D, ).

Pour m € M, posons s(m) = sup{|{«, Ho(m))|; o € Ag}. Pour tout sous-ensemble
J C Ay, posons

Mg (J) = {m € Mg"; {a € Ap; (a, Ho(m)) = s(m)} = J}

(si Ag =0, on pose My (0) = M. Pour f € Chgse(G), 7 € R, J C Ay, posons
vr(f) = sup{|f(m)|Z(m) " (1 + a(m))"; m € My (J)}.

En vertu de L1 (4) et de I'égalité

M= |J Mg (),
JCAg

il existe un ensemble fini F C L(wg, P) tel que pour tout ¢ et tout r,

Vr(ft,a,w) = SUP{VT,J(f%d)’); w/ ceF, JC A0}-
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Quitte a remplacer ¢ par les éléments de F, il sufit donc de prouver que pour tout
r € R et tout J C Ay, il existe D € DM tel que pour tout ¢ € C*°(Im X (M)),
Vg (fpw) S VM(D, ). Fixons J C Ag. Soit P’ = M'U’ le sous-groupe parabolique
standard de G tel que Aé”/ = Ag — J. D’apres 1.5 et la Proposition 1.4.3, il existe t > 0
tel que pour tout m € My (J) vérifiant s(m) > ¢, et pour tout x € Im X (M), on ait les
égalités
(EB spy ¢)(m) = 6p:(m)?(EE sp, ¢) pr(m)
= 6p1(m)'2[(EE sp, ) (m) + (EE spy ) 5 (m)].
Fixons un tel t. Pour ¢ € C*°(Im X (M)), définissons des fonctions f2',, et f;;w sur M’
en remplagant dans l'intégrale (1) le terme (Ef sp, ¢)(g) par (E§ sp, ¢)%,(m’), resp.
(ES sp, ¥)} (m/). Fixons r € R. Posons
() = sup{|fp,u(m)|Z(m) " (L + o (m))"; m € My (J) et s(m) < t},
n* () = sup{| £, (m)|p: (m) > Z(m) " (1 + a(m))"; m € Mg (J)},
n* () = sup{| f 1., (m)[5p: (m)*Z(m) = (1 + o (m))"s m € M ()}

Alors vy 7 (fou) < n(p) + n(p) + nt(p). En définitive, on est ramené & prouver

il existe D € DM tel que pour tout ¢ € C*(Im X (M)),
sup(n(), " (p), n* () <vM(D, ).

Pour x e ImX (M), AeImX(G) et g € G, on a
(EE spay ¥)(9) = Mg) (EE spy ¥)(9)-

Pour g € G et p € C*°(Im X (M)), définissons une fonction ¢, sur Im X (M) par

ey() = / PO)AM9) dA. 3)
Im X (G)

Alors
foulg) = / 1w ® )0g () (ES sp,, 1)(9) dx.
Im X (G)\Im X (M)

La théorie usuelle de la transformation de Fourier sur le groupe abélien compact Im X (G)
nous dit qu’il existe D € DY tel que pour tout ¢’ € C>°(Im X (G)) et tout g € G, on ait

/I X(G) #(MA) dA’ < (14 (Ha(g) "ve(D,¢). (4)

En utilisant le Lemme VI.2.2, on en déduit qu'il existe D € DM tel que pour tout
p e C®(ImX(M)) et tout g € G, on ait I'inégalité

|foar(9)l < (L+ [Ha(9)) " Z(g)v™ (D, ¢).
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Remarquons qu'il existe C' > 0 tel que si m € My vérifie s(m) < ¢, alors
1+o0(m) <C(1+ |Hg(m)|).

On en déduit V'assertion (2) pour le terme n(p) (pour peu que r soit > 0, ce que l'on
peut évidemment supposer).

Notons que si Ag = 0, on a nt(p) =0, n*(p) = n(p) et (2) est donc démontrée (en
fait l'introduction de n%(y) ne sert & rien dans ce cas). On suppose désormais Ag # 0.
On peut alors supposer J # (), sinon M (J) = (.

D’apres la Proposition V.1.1 et le Corollaire V.2.3, pour tout s € W (M'|G|M), il existe
une application rationnelle

cprp(s): L(wp, P) — LM (swp, M’ N's - P) @p Frac(B)

telle que x > sp, ¢p|p(s) soit réguliere sur Im X (M) et telle que pour tout m’ € M’ et
tout x € Im X (M), on ait 1’égalité
o X)EEsp, B (m) = > i (s(w® X)) (Erins.p 5Py Eprp(s)0)(m).

sEW (M’|G|M)

Pour s € W(M'|G|M), notons sO lorbite de sw sous Im X (s - M); choisissons des
ensembles finis F, C LM (swpg, M’ N5 - P) et pour tout ¢/ € F, ¢y € C(Im X (s - M))
de sorte que pour tout x € Im X (M),

SDy Cp ()Y = Y Pur(5X) sPey ¥

P EFs

Pour tout ¢ € C°°(Im X (M)) et tout m’ € M’ on obtient ’égalité

vam) = ) / 1M (sw @ x)p(s ™ y)
seW (M'|G|M) Y Im X (s-M) )
X Y oy ) (Erfing. pspy ') (m) dy.

p'eFs

E DY Y Filoyen

SEW (M'|G| M) o' €F,

Autrement dit

ot 'exposant M’ signifie comme toujours que I’on remplace G par M’ dans les définitions.
Comme J # (), le rang semi-simple de M’ est strictement inférieur & celui de G. En
raisonnant par récurrence sur ce rang, on voit que pour tout réel r/, il existe D, € DM
tel que pour tout ¢ € C*°(Im X (M)) et tout m’ € M’, on ait 'inégalité

[ (m")] S VM (D @) ZM () (1 + o (m) " (5)
D’autre part, d’apres I1.1.1, il existe ¢ > 0 et 7’/ € R tels que

"

SHAm)EM (m) < eZ(m)(1+ o(m))" (6)
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pour tout m € M0+~ En appliquant la majoration ci-dessus pour r’ = r 4+ r”, on obtient
Passertion (2) pour le terme n™ ().

1l existe § > 0 tel que My (J) C AgDar(8), cf VL2, Soient a € G et m € Dy (). En
utilisant la définition (3), on a I’égalité

S plam) = / (W © X)am (X)(EE spy ) 1 (am) dx
Im X (G)\Im X (M)

pour tout ¢ € C*°(Im X (M)). Remarquons que
|(EE spy ) (am)| = |(EE spy )b (m')].

En utilisant le Lemme VI.2.3 et les relations (4) et (6) ci-dessus, on voit qu'il existe
e>0,r" € Ret D e DM tels que pour tout ¢ € C°(Im X (M)), tout a € Ag et tout
m e DM/((S),

SR (m)| £, (am)| < vM(D,@)(1+ o(m))™" (1 + [Hg(am)|) = e ot = (m).

—

Remarquons que dp(m) = §p/(am), Z(m) = Z(am). Notons H§ (m) la projection sur
a§ de Ho(m). Il existe ¢ > 0 tel que

1+ 0(am) < e(1 +|Ho(am)]) < e(1 + | Hg (am)|)(1 + | H (m)])

pour tous a € Ag, m € My. Sous les hypotheéses ci-dessus (en en supposant r > 0), on
obtient

1/2
2 am)| £, (am)]
< CWM(D, @)1+ o(am)) " Z(am) (1 + [HE (m)])" (1 + o (m))"" e <Holml,
Il reste a remarquer que la fonction
m = (L4 [HE (m)])7 (1 + o (m))"" e~ <Holm)]

est bornée sur My pour obtenir I'assertion (2) pour le terme n™(p). Cela acheve la
démonstration. |

Notons © l’ensemble des couples (O, P = MU) ou P est un sous-groupe parabolique
semi-standard de G et O C £(M) une orbite sous I'action de Im X (M). On pose

cx©)= @ c=o,p).
(0,P)eO

Pour ¢ € C*°(0), on note ¢[O, P] sa composante dans C° (O, P). On définit une appli-
cation & : C*(0) — C(G) par

R)= Y CGIM) >y (GM) WM WP (M) fyio,p)-
(0,P=MU)€O
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Notons C*(0)™ le sous-espace des ¢ € C>(O) vérifiant la condition suivante: pour
tout s € W&, tous (O, P = MU) € O, tout P' € P(s- M) et tout w € O,
Tﬁ[SO, P/}Sw = OCP/\P(Sa w)¢[07 P]w

Notons que si s € WM et P’ = P, cette condition est automatique: 1[0, P],, ne dépend
que de la classe de w. On pourrait remplacer ci-dessus W& par un ensemble de
représentants de W /WM. On note  la restriction de & & C>(Q)™.

On définit un projecteur PV : C°(0) — C*°(O)™ par:

(Pinvw)[O,P]w _ |WG|71"P(M)|71 Z Z Ocp/|P(S,w)71w[SO7P’]su.
seWG P'eP(s-M)

Lemme VI.3.2. L’application % se factorise par le projecteur P™.

Preuve. Cela résulte du Lemme V.3.1. (I
VI1.4.
Soient de nouveau P = MU un sous-groupe parabolique semi-standard de G et

O C &(M) une orbite pour l'action de Im X (M). Rappelons qu’a une fonction f € C(G)
et & un sous-groupe parabolique semi-standard P’ = M'U’ de G, on a associé en II1.6
un élément fP1d de 1GXG, c(M").

Proposition VI.4.1. Soient 1 € C>°(O, P) et P’ = M'U’ un sous-groupe parabolique
semi-standard de G.

(i) Si le rang semi-simple de M’ est inférieur ou égal a celui de M et M' n’est pas
R (P"),Ind
conjugué a M, fw =0.

(ii) Supposons M’ = M. Alors pour tous g1,92 € G, m € M, on a 'égalité

g1, 92)(m)

= (G|M)c(G|M)? Y EMICerp(s,w)in) (g1, 92))(m) dw
seW(G|M)

P’),Ind
£

(pour (w, E) € O, °cpip(s,w)po, appartient a L(sw, P'), (°cpp(s,w)thw)(91,92)
appartient 4 sSE®sE et EY : sE®@sE — C(M) est I'application ‘coefficient’ définie
en V.1).

Preuve. Pour tout w € O, le groupe G x G agit sur L(w, P). Nous noterons p; X ps
cette action. On notera p; X p2 'action qui s’en déduit sur C*°(O, P). Fixons m’ € M’
et un sous-groupe ouvert compact H de K tel que

e H=(HNUYHNM)HNU";

e il existe Cy > 0 tel que pour tout ¢ € C*°(H),

/ o(h)dh = CH/ o(u'mia’) da’ dm) du';
H HOU'x HAM/ x HOU'

e p2(m/'~1)y soit invariante par H x H.
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Fixons a € App tel que |a(a)|r < 1 pour tout o € X(P’). Pour n € N, posons
U =a ™"(HNU)a"

Par définition,
f(P )( ) = 5pr (m/)l/Q/ fw(mlu/) du',
U/

= 0p/(m)Y? lim fp(m'u")du’,

n—o0 Jrr/
n

n—oo

= 6pi(m")/? lim (5p/(a)_”/ fo(m'a " a™) du'. (1)
HAU'

Pour tout n € N,

/ fw(m/afn / n / / EP,I/}W ( / 7”’11,/ n) dwdu
HAU' HAU'
Notons que (ES,)(m'a™"u'a™) = (ES p1(u'a™)pa(m'~1)ib,)(a™™). Posons

VYn =/ p1(u'a™)pa(m/~ 1)y du’.
HAU'
Alors
[ petmaidatyaid = [ (B d 2
U'NH B o
Comme o "(HNM")(HNU")a™ C H, on a 'égalité

ty =C p1(u/m @' a™) po(m/~ e da’ dm/y dud,
HAU’x HAM’ x HNOU'

— ooy / pr(ha™)pa(m' Yo,
H

ott C =mes(HNM')"tmes(HNU')". Donc ¢, € C®(0O, P)HI*H Tl résulte de la
description donnée en VI.1 que C=(O, P)*H est un C>°(Im X (M))-module de type
fini, engendré par ses éléments rationnels réguliers. D’apres 1.5 et la Proposition 1.4.3, il
existe N € N tel que si n > N, on ait les égalités

(BE¥nw)(@™") = 0pi(a) " *(BE¢nw) pr(a™),
= 6p(a) " PI(EEYnw) B (a7") + (EEYnw) f (e,
pour tout w € O. En reportant ces égalités dans (2) puis (1), on obtient
£y = x4 Xt (3)

ou

XV = 5pr(m' ) lim (@) [ ) (B0 do
(@)

n—oo

X* = 8p(m')2 lim 5ps(a) "/ /O () (B )b (™) do,

n—oo

pour peu que ces limites existent.
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Montrons que
(4) il existe ¢ > 0, C > 0, et d € N tels que pour tout n € N tout w € O, on ait
I'inégalité

(EEYnw) b (a™™)| < Cpr(a)"/(1+ o(a™))te<IToleL,

Comme O est compact, il suffit de prouver que pour wy € O, on a une telle
majoration dans un voisinage convenable de wy. Fixons wg € O et un ensemble fini
F C C=(0, P)H*H formé de fonctions rationnelles régulieres, tel que {1/, ; 1’ € F} soit

wo?
une base de L(wg, P)H*# 1l existe un voisinage U de wy dans O tel que, pour tout w € U,

{W; ¢ € F} soit encore une base de L(w, P)*H . Pour tout 9" € C>°(O; P)*H et
tout w € U, on peut donc écrire de fagon unique

Y=Y CWL e w)l.
P eF

Quitte a restreindre U, on peut supposer qu’il existe C; > 0, tel que pour tout
" € C(0; PYH*H et tout w € U, on ait I'inégalité

Do, v w) < Crsup{|(¥L, v0)|; ¢ € F}

YEF

(le produit hermitien intervenant dans le membre de droite est celui de V.2). Il est clair
qu’en conjugant la situation, on peut supposer P’ standard. Choisissons § > 0 tel que
a~" € Dy (0) pour tout n € N. D’apres le Lemme VI.2.3, il existe ¢ > 0 et C2 > 0 tels
que, pour tout ¢’ € F, tout w € O et tout m € Dy (6), on ait I'inégalité

(EEwL)E, (m)] < Co=M' (m)e eI Holm)l,

Pour w € U et n € N, en remarquant que 5M (a=") =1 et Hy(a™") = —Hy(a™), on
obtient

(EStnw) 5 (a™™)| < Coe o@Dl |C (g by, w)]
Y eF

< O} CpeclHo(a")] sup{|(¥},, ¥nw)l; V' € F}. (5)

Fixons ¢’ € F. Pour w € U, on a ’égalité

(6, ) = / (6 p1 (' a™)pa(im'~Yeh) Al

HNU’

— / (o (L 1 (@)oY
HNU’

— mes(H N U") (6, pr(a®)pa(m' )i,

car ¢, est invariant par H x H. D’autre part soit (w, E) € O. On définit un produit
sesquilinéaire

L(w, P) x L(w, P) = L(w, P), (¢1,02) = p1 X @2
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de la facon suivante. Munissons IS E et IgE de produits hermitiens comme en V.2.
Notons 6 : IgE — IgE I’application antilinéaire telle que pour tous vi,ve € I}C,’E7
(v1,v2) = (va,0v1). Alors, pour vy, vy € ISE, 91,05 € ISE, on pose

(171 ® ’Dl) X (1}2 X ’DQ) = d(w)_l(fjl, 172)1}2 ® Ov.
On vérifie que pour @1, 92 € L(w, P) et g € G, on a 'égalité

(o1, p1(9)p2) = (EE (1 % 92))(g).

Pour 1,12 € C*(O, P) on définit une fonction ¢y x 19 sur O par (Y1 X ¥2), =
1w X P2, € L(w, P) pour tout w € O. On vérifie que ¢4 x ¢y € C(O, P). Revenons
a notre calcul. Pour w € U, on obtient I’égalité

(Yl ¥nw) = mes(H N U BB (W' x pa(m/~))u] ().

D’apres le Lemme VI.2.2, il existe donc C'3 > 0 tel que pour tout w € U, tout n € N et
tout ¥’ € F,
‘W{w ¢n,w)| < 035(a”)

Ou encore, d’apres le Lemme I1.1.1, il existe Cy > 0 et d € N tels que pour tous w, n, ¥,

\(¢;7¢n,w)| < 0450(01)n/2(1 + o(a"))d.

En remarquant que §p(a) = dp/(a), cette inégalité jointe & I'inégalité (5) démontrent la
propriété (4).

On déduit de (4) Dégalité X+ = 0.

Sous les hypotheses du (i) de I'énoncé, on a W (M'|G|M) = 0, donc (EStnw)s, (a™™) =
0 pour tous n, w d’apres la Proposition V.1.1. Alors X% =0 et ffb = 0. Cela démontre
le (i) de I’énoncé.

Supposons maintenant M’ = M, notons simplement m ’élément noté jusqu’a présent
m'. Pour tous n € N, w € O, on a les égalités

(ESn.0)% (a™™)

- / (B o) % e, m=) (@) du,
HNU'

= B @) g )2 [ (B 1) )

= (@) 28 () [ (B D))

’
n

= 0pr(a)"?5p (m) 2 | Spi(mps (u) P (BE ) 5™ (kp (0)), 1)) (mampy (') du'.
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ou
e(u) = /O @) (B o) 5™ (kpr(u'), 1)) (mmp (u)) du
D’aprés VI.3(5), pour tout r € R, il existe ¢ > 0 tel que pour tout ' € U’, on ait
I'inégalité
le(w)| < e2M (mmp () (1 + o (mmp (u)) "
Grace au Lemme I1.4.3, I'intégrale
Spr(mp: ()2 le(u)| du’

U/

est donc convergente. On obtient
XY= &p(mp () ?e(u)du.
UI

Pour € > 0, posons
X¥(e) = / S5 (mps (u) /2D ee(u) du'

Grace au Lemme I1.3.4, cette intégrale est absolument convergente, uniformément en ¢.
La fonction X est donc continue en 0.
Pour s € W(G|M), w € O et ' € U’, posons pour simplifier

e(s,w, ') = Ef (cprp(s,w)thn) (kp (u'), 1).

On a e(s,w,u’) € Cligse(M), cf. V.1. D’apres la Proposition V.1.1, pour tout u’ € U’ et
tout élément G-régulier w € O, on a 'égalité

@) (BEv) 5™ (kp (), D] (mmp, (u)) = > p(w)le(s, w, u)](mmp (u)). (6)
SEW (G|M)

Mais, d’apres le Corollaire V.2.3, les applications
w i p(w)e(s,w,u’)

sont rationnelles régulieres sur O. L’égalité ci-dessus se prolonge a tout w € O. De plus,
grace au Corollaire I11.1.2, il existe ¢ > 0 tel que pour tous v’ € U', w € O, s € W(G|M),

[(w)le(s,w, u))(mmp (u))| < cZM (mmp: (u)).

Pour s € W(G|M) et € > 0, posons

X¥(e) = /O [ b m ()72 s, 0,0 mmp () o . ()

Cette expression est absolument convergente d’apres les Lemmes 11.3.4 et 11.4.3. D’apres
Pégalité (6), on a ’égalité

XU =Y. X¥e.

SEW (G|M)
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Notons Ys(w,e) 'intégrale intérieure du membre de droite de 1’égalité (7). Nous allons
prouver

(8) il existe g¢ tel que Y; soit bornée sur Ox]0, o[; pour presque tout w € O,
lim Y, (w.6) = (GIM)e(GIME [(ep (s, ) (L D](m)
En admettant cela, et en utilisant les égalités

(P") _yw _ 1: w T w
fp l(m)=X"=1lm X¥(e)=1lm ) X(e),
SEW (G|M)

on obtient 1'égalité (ii) de 1’énoncé pour g1 = g = 1. Le cas général s’en déduit en

remplagant ¢ par p1(g1)p2(g2).
Pour prouver (8), fixons (w, E') € O. Par restriction & K, on identifie tous les espaces de

représentations induites intervenant & des espaces fixes (par exemple [ II((ﬁ pE, I II((Q pSE,

etc.) et tous les opérateurs d’entrelacement & des opérateurs entre ces espaces fixes. Pour
velIK pE, vell LB, xeImX(M),e>0etu €U’ posons

e(s,0,0,x,u) = Eff (cprp(s,0 @ x) (v @ 0))(kpi (u'), 1),

Yo(v,0,x,€) = [ 6p/(mp(u)*2 pu(w @ x)[e(s, v, 5, x, w')] (mmp (u')) du’.
U/

Il existe des ensembles finis {v;; 1 < i < n} C IE pE, {o;; 1 <i < n} C I pF,
{¢i; 1 <i<n} CC®ImX(M)) de sorte que pour tout x € Im X (M),

Yooy = 3 @i (i ® B7),
i=1
d’ou
Y, (w®x,e) Z‘pz <(vi, Biy X ).

11 suffit donc de prouver une propriété analogue & (8) pour les intégrales Y (v, , X, €).
Fixons donc v, ¥, posons pour simplifier Y (x, e) = Ys(v, 0, x, €), e(x, u') = e(s,v, 0, x,u’).
Notons Z C Im X (M) la réunion des ensembles des poles des fonctions

X+ Iprs.p(s(w®@Xx)), XHJP/‘S,P(S(d}@X_l)), X+ Jppr(s(w®x)).
C’est un ensemble fermé de mesure nulle. Pour x € Im X (M) — Z, posons
U[X] = JI:’/|5-P(S(U‘) b2y X)))‘(S)U7
elx] = s(@@x ) (m H[(Jpsp(s(@@x1))A(s)0)(1)].
Onav[x]el

KHP/SE, ¢[x] € sE. D’apres les définitions de V.1, pour x € Im X (M) — Z
et u' € U’, on a 'égalité

e(x,u') = Y(GIM) ™ {s(w & x) (mp (u) [vx] (kp: (u))]; €[x])-
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Pour & > 0, notons V. P'espace de la représentation induite 1§, [s(w ® x) ® 6%,] et v[x]:
Pélément de V. dont la restriction & K est égale & v[x]. Pour tout «’ € U’, on a ’égalité

0ps (mpr(u')) /22 s(w @ x) (mp (u)) ) (ki (u))] = X ().

Donc pour x € Im X (M) — Z et € > 0,

Y (x,€) = 7(GIM) " pfw @ x) / (olx]e (), e[x]) d

’

Par définition de 'opérateur d’entrelacement et grace a la Proposition IV.2.1, c’est aussi

Y(x,e) = 9(GIM) ™ ulw ® ) (Tprpr[s(w @ x) ® 65, ]v[x]) (1), €[x])- 9)

Pour prouver (8), il suffit de fixer x € Im X (M) et d’étudier le comportement de Y au
voisinage du point (x,0). Quitte & remplacer w par w ® Y, il suffit d’étudier le comporte-
ment de Y au voisinage du point (1,0).

Pour A € aj ¢, notons x son image par 'application naturelle a}, ¢ — X (M), posons
pour simplifier wy = w ® xx, p = 3 Re(dp/). Pour tout a € Zyeq(P), il existe n(a) € N
de sorte que la fonction

o | I 0@t

a€Xrea(P)

soit holomorphe au voisinage de 0 et non nulle en 0. Comme p est a valeurs > 0 sur O,
les n(«) sont tous pairs. Le méme argument que celui de la preuve du Corollaire V.2.3
montre que les fonctions

A I @)™ @2 Tp e p(swa) ® Jprjsp(s@-y)
"€ Xrea(P) -

et

A= H <>\,6&>n(a)/2 JP"[:’/(S(U)\)
"€ Xred (P) -

sont holomorphes au voisinage de 0. Notons que swy ® 0%, = swyyoc5-1,. Posons

C(\e) = H [N, &)™@/2(\ 4 26571, G)~n(@)/2],
aezred(P)

Les considérations ci-dessus prouvent l'existence d’un voisinage ¢/ de 0 dans ia};, d'un
réel €9 > 0 et d’une fonction continue y : UX| — gg, eg[ — C tels que l'on ait I’égalité

Y(X)xv 6) = <(>H €)y()\, 6)

pour tout (A,e) € U'x]0,e0[, ot U' ={XelU; xr ¢ Z}. Pour ¢ € ]0,g¢[, les deux
membres de 1’égalité ci-dessus sont continus en A. L’égalité est donc vraie pour tout
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(A, e) € Ux]0,e0[. Mais la fonction ¢ est bornée sur ia}; xR car pour tout (A, ¢) € ia, xR
et tout a € Xyeq(P),

[\ @) <[+ 28571, @)

La fonction Y est donc bornée sur {xx; A € U} x]0,&0[. D’ou la premiere assertion de (8).
Pour x € Im X (M) — Z, on a d’apres (9):

lim ¥ (x, &) = 9(GIM) ™ ulw @ x){(Tpr pr(s(w @ x))vx]) (1), €[x])- (10)
Gréace a IV.3 (4), on prouve ’égalité
T (300 © X)) p (3009 X)) © T p(s(3 @ X))
=j(w®X)Jpsp(s(W®X) @ Jopp(s@® X))

Il résulte alors des définitions que

((Jprypr(s(w @ X))o (1), X)) = j(w @ X)EAf [(Ccprip(s,w @ x) (v @ 0))(1, 1)) (m).

Il reste & se rappeler que pu(w ® x) = v(G|M)?c(G|M)?j(w @ x)~! pour déduire de (10)
la deuxieme assertion de (8). Cela acheve la démonstration. O

VII. Des fonctions de Schwartz—Harish-Chandra aux paquets d’ondes

VII.1.
Soient P = MU un sous-groupe parabolique semi-standard de G et (w, E) € £(M). On
définit une application

C(G) = L(w, P), f flw,P)

de la facon suivante. Posons 7 = I$w. Notons f la fonction sur G définie par f(g) =
f(g™). On a f € C(G), on peut donc définir 7(f) € End(I§E), cf. IIL7. D’autre part,
on a un plongement

L(w,P) = (ISE) ® (ISE) — End(ISE). (1)

Comme f est bi-invariante par un sous-groupe ouvert compact de G, m( f) appartient a
I'image de cette application et s’identifie donc & un élément de L(w, P). Alors f(w, p)
est le produit de cet élément par d(w).

Notons 65 le caractere de , cf. IIL.7. D’autre part, si X est un espace muni d’une
mesure, si f1, f sont deux fonctions sur X telles que fifo € L'(X), posons

(fhf2)x=/xf1(x)f2(x)dx.
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Lemme VIIL.1.1. Soient f € C(G), g,h € G et 1 € L(w, P). On a les égalités
(i) (p(@AR)[)(w, P) = (n(g) @ 7(h)(f(w, P));
(i) (ESY, fla = (¥, f(w, P));

(iii) (ESf(w,P))(g) = dw)0S(M9)f).

Preuve. Pour (i), le calcul est immédiat. Munissons F d’un produit hermitien défini
positif invariant par G et IgE, IgE des produits qui s’en déduisent. On peut sup-
poser que Y = v ® U, avec v € IgE7 v E IgE. Introduisons des ensembles finis
{v;; 1<i<n}C IIC;VE7 {9;; 1<i<n}C IgE tels que

f(w, P) :d(W)ZUi®17i-

D’apres la définition du produit dans L(w, P), on a

D’autre part
(Efw. e = [ (a)0.0)1(g) do
G

Soit v’ I'élément de ISE tel que pour tout v” € ISE, (v",5) = (v',v"). On vérifie que
I'on a aussi (v/,9") = (9,9") pour tout ¥ € ISE. Alors

(ESy, f)g = /G W7 (@)) f(g) dg

- /G (v, 7(g~ ') f(g) dg
= (v, 7(f)v')

D’ott (ii).
Avec les notations ci-dessus, on a

(BEf(w, P)(1) = d(w) D (vi, 0i).
i=1

Mais on vérifie aisément que la composée de la fonction trace avec 'application (1) est
Papplication déduite par bilinéarité de ’application v ® ¥ — (v, ). On obtient

(EEf(w, P))(1) = d(w) tracen(f) = d(w)6 (f)-
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On en déduit (iii) en remplagant f par p(g)f, en utilisant (i) et en remarquant que

Ma)f = (p(9)f)- O
Pour f € C(G), on a défini f() € C(M) en TI1.6. On peut donc définir

FPNw, M) e LM (w,M)=E® E.

On déduit de cette construction un élément noté f(F)1d(w) € mdEXS(EQFE) = L(w, P),
défini par
FEY W) (g1, 92) = (171 (g1, 92) (w0, M)

pour tous g1,¢92 € G.
Lemme VII.1.2. Pour tout f € C(G), on a Iégalité f(w, P) = fF)Md(y),

Preuve. Soient v € ISE, v € ISE, f € C(G). D’apres le (ii) du lemme précédent,
(0@, f(w,P) = (EE(v® D), fla
- [ @001 dg
G
— [ [ lhgr s ss) dndg.
¢JpP\Gc

Il résulte de la preuve du Lemme VI.2.2 et du Lemme II.1.5 que cette derniere intégrale
est absolument convergente. On permute les intégrales:

(v®6,f(w,P))—/P\G/G<v(g)J)(h)>f(h1g)dgdh
- /(P\G)2 /M /U (v(umg), v(h)) f(h~ umg)dp(m)~" dudmdg dh.
Mais

(v(umg), v(h)) = 6p(m)**{w(m)v(g), o(h)) = 6p(m)**Ex] (v(g) ® v(h))(m)

et
/ f(hflumg) du = 5P(m)l/2f(P)7Ind(9» h)(m).
U

Dot I'égalité

woufer)= [ (o). 0 ) dgdn

En appliquant le Lemme VII.1.1(ii) pour le groupe M, on obtient

owfep)= [ (w6 @uh, f )0 1) dga.
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Mais il résulte de la définition du produit hermitien dans L(w, P) que cette derniére
intégrale n’est autre que (v ® o, f(F)d(w)). Dot égalité

(v @0, f(w,P)) = (0@, [P (w)).
Ceci étant vrai pour tous v, v, on obtient ’énoncé. O

Soit O une orbite dans E;(M) pour 'action de Im X (M). Pour f € C(G), on définit
une fonction 95 [O, P] sur O par:

Vr[O, Ply = f(w, P)
pour tout w € O.

Proposition VII.1.3. Pour tout f € C(G), la fonction 1 ¢[O, P] appartient &4 C*>°(O, P).
L’application
C(G) = C=(0,P), [0, P]

est continue.

Preuve. Grace au Lemme VII.1.2 et & la continuité de I’application f — (), on est
ramené au cas M = G. Fixons (w, E) € O et un sous-groupe ouvert compact H de G.
Pour v € E¥ 9 € B f € Cy, x € Im X(G), posons

Cuga,s () = d(w @ X){(w @ X)(f)v, 7).
L’énoncé résulte des assertions suivantes: pour tous v € EM, 9 € EM on a:
e pour tout f € Cy, Cyrgp,r € C*(Im X(Q));

e l'application
Co — C*(ImX(G)), [ Cugur

est continue.

Notons que d(w® x) = d(w) pour tout x € Im X (G). Les propriétés ci-dessus résultent
de la majoration suivante. Soient v € EH, v € E¥, D un opérateur différentiel & coeffi-
cients constants sur Im X (G). Alors

il existe ¢ > 0 et r € R tels que pour tous f € Cy,

; ) (2)

[ 1@ etg)e. 9D (x(9)) dg < ().
G
Pour A € iaf;, notons x, son image par l'application iaf, — Im X (G). Il existe un
opérateur différentiel & coefficients constants D’ sur iag, tel que, pour tout g € G et tout
A € ia, D(xa(9)) = D'(xalg)) = D'(g~MHe))), On en déduit qu'il existe n € N et
C7 > 0 tels que
ID(x(9))] < C1(1 + |Ha(g))"
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pour tous x € Im X(G), g € G. D’autre part, il existe Cy > 0 tel que

l(w(g)v,v)| < C2=(g)

pour tout g € G, cf. Corollaire ITI.1.2. La majoration (2) résulte alors du Lemme II.1.5.
O

Sous les mémes hypotheses on a le lemme suivant.

Lemme VII.1.4. Pour tout f € C(G), tout s € WY, tout P' € P(s- M) et tout w € O,

wf[sou Pl]sw = OCP/|P(S7W)QZ)f[O7 P]w

Preuve. Pour ¢ € L(w, P), on a les égalités

(Ceprip(s, W), f(sw, P')) = (EG.cprp(s,w)¥, fa,

= (ESY, f)e

= (¥, f(w, P)),

(OCP'\P(S W), ? CP’IP(S w)f(w,P))7

grace aux Lemmes VII.1.1(ii) et V.3.1 appliqués deux fois. Cela démontre 'assertion. O

VII.2.

Soient P = MU un sous-groupe parabolique semi-standard de G et O C Ey(M) une
orbite pour Iaction de Im X (M).

Proposition VII.2.1. Soient i) € C*(O, P) et w’ € E(M). On a égalité

fw(w/a P) = ’Y(G‘M)C(GlM)Q Z OCP|P(57 5_1(“)/)1#3*10.:"

SEW(G|M); s~ lw €O

Preuve. Supposons d’abord M = G. Notons E’ ’espace de w’. Pour toute représentation
lisse m de G admettant un caractere central, notons x la restriction a Ag de ce caractere.
Soit ' € E' ® E'. On a 'égalité

(ESY, fu)a = /G (S0 (9)folg) dg = /A & G)el0)ds

ou

w(g) = N fw(ag)xw/(afl)da.

On a I'égalité
o(g) = / Yor(a™) / (ES4.,)(9)xw () dw da.
Ag O

La restriction & Ag N K de x, ne dépend pas du point w € O. Si cette restriction
est différente de celle de x,, on a p(g) = 0. Supposons ces restrictions égales. Comme
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la fonction w + (ES,,)(g) est continue, on peut appliquer la formule d’inversion de
Fourier. Compte tenu des définitions de nos mesures, on obtient

elg)= Y.  (B&bu)(9)-
weO; Xw=Xu/
D’ou I'égalité

(BSY fp)a= > (B&Y,E§vw)acc-

weO; Xw=X/

Des formules analogues a II1.1(2) et (3) (pour des produits hermitiens) impliquent que

0 siw' 2w,

G 1 G — ’
(Egl/) 7EG1/}LU)AG\G - {(w/’¢w)7 siw ~w.

On obtient

0, siw' ¢ O,

(V' o), siw €0.

En comparant avec 1’égalité (ii) du Lemme VII.1.1, on obtient la formule de 1’énoncé.
Dans le cas général, appliquons la Proposition VI.4.1(ii). Pour g1, g2 € G, on a ’égalité

(ng/’ fw)G = {

FEM Y g1, g0) = A(GIM)(GIM)E N
sEW(G|M)

I'exposant M signifiant comme toujours que G est remplacé par M dans les définitions,
oil, pour tout s, 1 est 'élément de C°M (5O, M) tel que

ws,w = (OCP|P<S> S_lw)¢s*1w)<glvg2)

pour tout w € sO. En appliquant le Lemme VIIL.1.2 et ce que l'on vient de démontrer
pour le groupe M, on obtient la formule de ’énoncé. O

Proposition VII.2.2. Soient P = MU, P’ = M'U’ deux sous-groupes paraboliques
semi-standards de G, O C E(M), O' C E(M') des orbites pour Iaction de Im X (M),
resp. Im X (M'), vb € C°(O; P), ' € C(O', P").

(i) Si M’ n’est pas conjugué a M dans G, (fy, fy)a = 0.
(ii) Si M’ est conjugué a M dans G, on a I’égalité
(fors fo)a = 2(GIM)e(GIM)?
x 3 / (@)W, 2y (5,w)ib) o,
o

sEW(M'|G|M); sO=0"
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Preuve. On a I'égalité

(fur- fm—// NEEUL)(9) 4 f(9) dg

D’apres le Lemme VI.2.2, I'intégrale double est absolument convergente. On obtient

(ortde = [ ) EE fy)o s

d’otr, d’apres le Lemme VIL.1.1(ii),
(Fontde = [ ne o Fole! P 1)

Supposons le rang semi-simple de M’ inférieur ou égal a celui de M. En utilisant le
Lemme VII.1.2 et la Proposition VI.4.1 (i), on obtient

WL, oW, P) =0

si M’ n'est pas conjugué & M dans G. Donc (fy, fy)e = 0 dans ce cas. Si le rang
semi-simple de M’ est strictement supérieur a celui de M, il suffit d’appliquer la relation
(fur, fo)a = (fy, fyr)a pour achever la preuve du (i) de I'énoncé.

Supposons M’ conjugué & M. Le Lemme VII.1.4 et la Proposition VII.2.1 calculent
le terme fw (W', P"). Un changement de variables simple conduit & la formule (ii) de
I’énoncé. O

Corollaire VII.2.3. Soient P = MU, P' = M'U’ deux sous-groupes paraboliques
semi-standards de G, O C E(M) une orbite pour 'action de Im X (M), ' € E3(M’) et
1 € C*(0; P). Supposons M’ non conjugué a M. Alors fy(w', P") = 0.

Preuve. Notons O Vorbite de w’ pour I'action de Im X (M’). Soit ¢’ € C*(O'; P').
D’apres le (i) de la proposition précédente et la formule (1) de sa preuve on a 1’égalité

/,u(w”)(w;mfw(w”, P'))dw” = 0.

Cette égalité valant pour tout 1)’, elle entraine ﬁ/, (w”, P") =0 pour tout "’ € O'. O
On a défini en V1.3 I'espace C>°(6)V et I'application
K C®(O)™ = C(G).

Pour 1,1’ € C>(0)™, posons
W)= > GIM) Py (GIM)T WM WP (M)
(0,P=MU)cO

x / (@)W [0, Pl $[0, PL.) dw.
(@]

Cela définit un produit hermitien défini positif invariant par G x G sur C*(©)"v.
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Remarque VII.2.4. Les définitions de ce produit et de 'application s font intervenir
beaucoup de termes en fait égaux. On peut formuler les définitions de fagon différente.
Disons que deux éléments (O, P = MU) et (O', P = M'U’) de © sont associés s'il existe
s € WY tel que s- M = M’, sO = O'. Fixons un sous-ensemble ©/ass représentants
dans © des classes d’association. Pour (O, P = MU) € ©, posons

Stab(O, M) = {s € W(G|M); sO = O}.

Pour 9,7’ € C*(O)™, on a alors

K() = > co(GIM) ™2y (G|M) ™| Stab(O, M)| ™! fy(0.p],
(O,P=MU)€O/ass
(W', p) = > o(GIM)2(G|M) ™| Stab(O, M)|~!

(O,P=MU)€BO/ass

< [ We)W10.PLL.vIO. PL) do
Théoréme VII.2.5. L’application k est une isométrie de C*(0)™" sur son image. Pour
€ C®(O)™ et (O, P) € O, on a I'égalité

¢n(¢)[07p] = Q/J[O7P]

Preuve. Cela résulte des Propositions VII.2.1, VII.2.2, du Corollaire VII.2.3 et du
Lemme VII.1.4. (]

VIII. La formule de Plancherel
VIII.1.

Notre but est de démontrer le théoreme suivant.
Théoréme VIII.1.1. L’application k est surjective.

En vertu du Théoréme VII.2.5, cette assertion est équivalente aux assertions (1) et (2)
suivantes:

(1) pour tout f € C(G), 'ensemble des (O, P) € O tels que (O, P] # 0 est fini;
(2) pour tout f € C(G), on a I'égalité

F= > dGIM)AGIM) WM W T P(M) T fy 0.
(0,P=MU)€O

En vertu du Lemme VII.1.1 (iii) et de la Remarque VII1.2.4, (2) est aussi équivalent &
(3) pour tout f € C(G) et tout g € G, on a I'égalité

flg) = > c(G|M)™?y(G|M) ™| Stab(O, M|~
(O, P=MU)€EO/ass
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Notons O lensemble des orbites dans £2(G) pour Paction de Im X (G). On identifie
O¢ a un sous-ensemble de © par O — (O, G). Soit H un sous-groupe ouvert compact
de G. Pour (O, P) € O et (w, E) € O, la propriété ‘IgE possede des éléments non nuls
invariants par H’ ne dépend pas du choix de (w, E) € O. On note © I'ensemble des
(O, P) tels que cette propriété soit vérifiée pour un (ou pour tout) (w, E) € O. On pose
08 = 65 N O, Nous allons démontrer le théoréme suivant.

Théoréme VIII.1.2. Pour tout sous-groupe ouvert compact H de G, O est fini.

Remarque VIII.1.3. Supposons le Théoreme VIII.1.2 vrai pour tout sous-groupe de
Lévi d’un sous-groupe parabolique semi-standard, resp. et propre, de G. Alors

(i) ©F, resp. © — O est fini pour tout sous-groupe ouvert compact H de G;

(ii) pour tout f € C(G), 'ensemble des (O, P) € O, resp. © — O, tels que 1¢[O, P] # 0
est fini.

En effet, pour (i), on peut supposer que H est un sous-groupe distingué de K. Pour
(O, P =MU) € O, on a alors (0, P) € O si et seulement si O € O,

D’autre part si f € C(G) et si H est un sous-groupe ouvert compact de G tel que f
soit bi-invariante par H, il est clair que, pour (O, P) € O, ¢¢[0, P] # 0 seulement si
(0,P) € 6.

Pour démontrer les deux théorémes, nous raisonnerons par récurrence sur le rang semi-
simple de G. Nous supposerons désormais les deux théorémes démontrés pour tout groupe
de rang semi-simple strictement inférieur a celui de G.

VIIIL.2.

Soit f € C(G@). En vertu de I'hypothese de récurrence et de la Remarque VII.1.3, on
peut définir ¢ € C*°(O) par
0, si P =G,

vio. Pl = {zpf[o,P], siP 4G,

pour tout (O, P) € ©. On a ¢ € C°°(0)™ d’apres le Lemme VII.1.4. On pose
°f = — k),

et °C(G) = {°f; feC(G)}.

Lemme VIII.2.1. Pour f € C(G), f appartient a °C(G) si et seulement si f(©)nd = (
pour tout sous-groupe parabolique semi-standard propre P de G.

Preuve. Si f vérifie cette derniere condition, on a ¢ ;[O, P] = 0 pour tout (O, P) € ©
tel que P # G, d’apres le Lemme VII.1.2. Donc f =°f.

Inversement soit f € °C(G). D’apres la définition de cet espace et le Théoreme VIIL.2.5,
on a ¢¢[0, P] = 0 pour tout (O, P) € O tel que P # G. Soient P = MU un sous-groupe
parabolique semi-standard propre de G et g;,gs € G. Posons fM = f(F):Ind(g, g.). Soit
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(O, PM = M'UM) € OM ' € O’ et mi,ma € M. Posons P’ = PMU. D’apres le
Lemme VII.1.2 et le diagramme commutatif de II1.6, on a les égalités
FM @ P (e ma) = [P0 iy o) (@, M),
= 8p(m1) 7?8 p (ma) T2 [F I (my g1, mage)] (W, M)
= dp(m1)26p(ma) T2 F(W, PT)(magr,mags)
= 6p(ma1) 26 (ma) T 2P0, Pl (mi g1, mags)

Donc fM(w’, PM) =0et Ym0 PM] = 0. Mais alors la formule (2) de VIIL.1 appliquée
pour le groupe M montre que fM = 0. Cela achéve la démonstration. (Il

Remarque VIIL.2.2. Pour f € C(G) et x € Im X(G), on a les égalités
CH=°.  °f=°h,  CHx=°"(fn-

Cela résulte des définitions et des égalités suivantes. Pour un sous-groupe parabolique
semi-standard P = MU de G, pour w € &(M) et G € G, on a

0S (g™ ) = 0S (M) ).
05 (M(9)f) = 65 (A (9) 1),
X(@)05 (M) ) = 052, (M9) (FX))
ww® x) = p(w).

Lemme VIIL.2.3. Pour f; € °C(G) et fo € C(G), on a les égalités
fixfo=f1x°fs, fax fi="f2x f1.
Preuve. Il suffit de prouver que si (O,P) € ©, P # G, et si ¢y € C*°(O, P), on a
Ji*fp=fp*f1=0.

Soit g € G, notons fi la fonction définie par fi(h) = fi(gh~!). On a I'égalité

(fr* fu)(9) = (f1 fy)e-

On montre comme en VIL.2 (1) que

(fl fu)a = /O (@) (FL (w0, Pt o

Mais f1 € °C(G) d’apres le Lemme VIII1.2.1, donc f{(w, P) = 0 pour tout w. On en déduit
fix fy =0.Idem fy * f1 =0. (]
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VIII.3.

Proposition VIIIL.3.1. Soient fi € °C(G), f2 € C(G) et r € R. Alors il existe ¢ > 0 tel
que pour tout a € Ag N G*, on ait I'inégalité

] /G fi(aga™) a(g) dg| < cdo(a)(1 + o(a)) "

Preuve. Si G = My, Ag N G est compact et 'assertion est claire. Supposons G # My,
pour a € Ag, posons

Ag () = {a € Ag; VB € Ao, (B, Ho(a)) < (a, Ho(a))}.

Il suffit de prouver que pour tout a € Ag, on a la majoration de ’énoncé pour tout
a € Af (a) N G*. Fixons donc a € Ag. Remarquons qu'il existe C; > 0 tel que

1+0(a) < Ci(1+ (a, Ho(a))) (1)

pour tout a € Af () NG*. Soit P = MU le sous-groupe parabolique standard de G
tel que A} = Ay — {a}. Fixons des sous-groupes ouverts compacts I, resp. I", de U,
resp. U, tels que fi, resp. fo, soit invariante & gauche par I', resp. a droite par I". Pour
a € Af (o) N G, posons

S(a) =G —a 'TaMT.

Remarquons qu’en vertu de I'inégalité (1), le Lemme I1.3.5 implique lexistence de Cy > 0
tel que

1+0(a) < Ca(1+0(g) +o(aga™)) (2)
pour tout a € A (a) N G* et tout g € S(a).

Montrons que

il existe C3 > 0 tel que pour tout a € Af (o) N G*, on ait I'inégalité

/S( : |f1(aga™") f2(g)|dg < C3d0(a)(1 + o(a)) " (3)

Notons I(a) le membre de gauche de cette inégalité. Soient 7/, 7"/ > 0 que I'on précisera
plus tard. Pour tout a, on a l'inégalité

I(@) < v (f)¥rrgre(f2) /s< Elaga™) (@)1 + olaga™ ) (1 +olg) T do
Grace & (2), il existe donc Cy > 0 tel que, pour tout a € A () NG,
I(a) < Ca(1 + 0(a)) ™" /S . Elesa™)Z )+l dg

<ailt+ol@)™ [ a2 +0(0) " ds
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Dans cette derniere intégrale, on peut remplacer g par hgk, avec h, k € K, puis intégrer
en h et k. Grace aux Lemmes I1.1.3 et I1.1.4, on obtient

I{a) < Ca1 + ()™ Z(a)” /G%)?u +a(g) " dg.

On fixe r” tel que cette derniére intégrale soit convergente (Lemme I1.1.5). D’apres le
Lemme I1.1.1, il existe alors C5 > 0 et d € N tels que

I(a) € C5(1+ o(a)) ™" T96(a).

11 suffit de choisir " > r 4 d pour obtenir l'inégalité (3).
Pour a € A (a) N G*, posons

@ = [ filaga ) fale)dg
a='TraMTI’
On a l'égalité
J(a) = ~v(GIM)~! / firlaumaa™) fo(uma)dp(m) =t da dm du.
a~lTaxMxT

Pour m € M, posons

p1(a,m) = 6p(m)_1/2/ fi(mata™") da,

r
pa(a,m) = 5p(m)_1/2/ fa(um) du.
a~1la
D’apres les choix de I' et I, on a 1'égalité
J(a) :7(G|M)_1/ ©1(a,ama™) 2 (a, m) dm.
M

Montrons que

(4) pour tout d € N, il existe Cg > 0 tel que pour tout a € Ag et tout m € M, on ait
I'inégalité
|p2(a,m)| < Ce=™ (m) (1 + a(m)) .

En effet, soient d’ € N et C7 > 0 vérifiant la Proposition 11.4.5 pour le groupe P. On a
les inégalités:
|(p2(aa m)l < Var (fg)ép(m)_l/Q/ 1 E(um)(l + U(umD_d/ du
a=1I'a

< v ()8p(m)*2 [ S(mu)(1-+ a(ma) " du

< C71/d/(f2)EM(m)(1 + a(m))fd.

Cela démontre (4).
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On a I'égalité
v1(a,m) = 6p(a)§p(m)_1/2/i f1(ma) da.
al'a=1

Comme f; € °C(G), on a fl(P) =0 (Lemme VII.2.1), donc

[ fitmmyda=o,
U

d’olt
©1(a,m) = —8p(a)dp(m)~1/? / ~ fi(ma)da.
U—al'a=1
Pour a € A (a) NG et § > 0, posons
U,0) ={acU; 6(1+0(a)) <1+0o(a)}

Je dis qu'il existe § > 0 tel que pour tout a € A (o) NG,

U—al'a™t C U,(9).
En effet, pour @ € U —al'a™!, on a a~'ua € S(a), donc, d’apres (2),
1+ 0o(a) < Cy(1 +o(ataa) + o(a)).
Mais, d’apres le Lemme I1.3.3, il existe Cg > 0 tel que pour tout a € fla' et tout @ € U,
1+ o(a'aa) < Cs(1 + o(a)).

On en déduit I'assertion. Fixons donc un tel &, posons simplement U, = U, (§). On obtient

[o1(a,m)] < 3p(@p(m) V2 [ |fi(mn)|du. (5)

a

Pour 7' >0, a € Af (o) NG et m € M, posons

Yi(r',a,m) = 6P(m)71/2/ Z(ma)(1 + o(ma))~" di.

Ua
Montrons que

(6) pour tout d’ € N, il existe 7/ > 0 et Cg > 0 tels que pour tout a € Al (a) N G* et
tout m € M, on ait I'inégalité

Ui (r' a,m) < Co(1 + a(a))~ ¥ EM(m).

Le membre de droite est bi-invariant par K N M en la variable m. Celui de gauche ’est
aussi car U, est invariant par conjugaison par K N M. On peut se limiter a démontrer
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I'inégalité pour m € Z\Zé\/fﬂ analogue de ]\_40"' quand on remplace G par M. D’apres les
Lemmes I1.3.1 et 11.4.4, il existe D € N et C1¢ > 0 tels que

1 (1, a,m) < Crodp(m) ~/280(m)' /> (1 + o (m))P~""/?

x /U dalmol@)"/2(1 -+ o(@)7 "/ dn

pour tout a € AJ (o) NG et tout m € M. Notons que §p(m)~1do(m) = 6% (m). Grace
au Lemme II.1.1, si v’ > 2D, il existe C1; > 0 tel que

5p(m) ™80 (m)! (1 4 o (m) P72 < CLi =M (m)

pour tout m € Mg'+.
Introduisons les ensembles U(n) de I1.4. Grace au Lemme I1.3.4 appliqué & Py et a la
définition de Uy, il existe C1o > 0 et € > 0 tels que

f6o<mo<a>>1/2<1+o<a>>D*T’/2da<012 S g2 n)P  mesUn),

Ua n>eo(a)

pourvu que o(a) soit assez grand, ce que 'on peut supposer. Grace au Lemme 11.4.1, on
voit que si 7’ est assez grand, il existe C13 > 0 tel que cette derniere série soit majorée
par

Crs(1+ ()~

Cela acheve la preuve de (6).
En utilisant (4), (5) et (6), on voit que pour tous d,d’ € N, il existe C14 > 0 tel que,
pour tout a € AJ () NG, on ait 'inégalité

1J(a)| < Cradp(a)(1+o(a))~¢ /M EM(m)EM (ama™1) (1 + o(m)) "4 dm.

Le méme raisonnement que dans la preuve de (3) conduit & la majoration
17(@)] < Crabp(a) =M ()2(1 + o (a) / =M (m)2(1 + o(m))~* dm.
M

En appliquant les Lemmes I1.1.1 et I1.1.5, on voit qu’en choisissant d et d’ assez grands,
on obtient une majoration

[J(a)] < Ci5d0(a)(1 + 0 (a))™"

pour tout a € Af () NG*. Jointe & (3), cette majoration entraine 1'inégalité de I’énoncé.
]

Corollaire VIII.3.2. Soient fi € °C(G) et f2 € C(G). Alors l'intégrale

»/AG\G

/G f1(hgh™) fa(g) dg| dn

est convergente.
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Preuve. Il existe un sous-ensemble compact I" de My tel que I'’ensemble

U Kal'K
a€(AFNGY)/(AfnMY)

se projette surjectivement sur Ag \ G. En utilisant la lissité de f; et fa, la Proposi-
tion VIII.3.1 montre que pour tout r € R, il existe C; > 0 tel que pour tout a € AS‘ NnG1,

\/Kal—'K

D’autre part, d’apres 1.1 (5), il existe Co > 0 tel que

/Gfl (hgh™) f2(g) dg‘ dh < Cymes(Kal'K)do(a)(1+o(a))™".

mes(Kal'K) < Cgéo(a)_l

pour tout a € AJ. Si r est assez grand, la série

> (1+0o(a))™"

a€(AFNGY) /(AT M)
est convergente. Cela acheve la démonstration. O
VIII.4.
Notons AG I’ensemble des caracteres unitaires de Ag, i.e.
Ag = {x € Hom(Ag,C*); Re(x) = 0}.

Pour x € Ag, notons Clisse(G)y 'espace des fonctions f : G — C, bi-invariantes par un
sous-groupe ouvert compact et vérifiant ’égalité

flag) = x(a)f(g)
pour tout a € Ag et tout g € G. On définit une application
Px : C(G) = Clisse(G)y
par la formule

(pef)(9) = /A " (a)f(ag) da.

L’intégrale est absolument convergente.
Pour tout sous-groupe ouvert compact H de G, posons °Cy = °C(G) N Cpy, cf. TIL6.

Proposition VIII.4.1. Pour tout sous-groupe ouvert compact H de G et tout x € Ag,
lespace p, (°Cr) est de dimension finie.
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Preuve. On peut supposer que la restriction de x a Ag N H est triviale, sinon
Py (°Cr) = {0}. Notons e la fonction caractéristique de H, introduisons la fonction e.
Elle a les propriétés suivantes:

e °¢c € °Cy: cela résulte de la relation évidente °(p(g1)A(g2)f) = p(g1)A(g92)°f pour
toute f € C(G) et tous g1, 92 € G;

e °¢ est a valeurs réelles: °¢ = °(€) = e, d’apres la Remarque VIII.2.2;

e °c est & support dans G': pour x € Im X(G), on a x°e = °(xe) = °e, d’apres la
méme remarque.

Pour g1, 92 € G, posons
a(gn,92) = mes(H) " [ “e(gr hoa) dh,
H
an(org2) = [ alnia g @da= [ algragexia)da.
Ag Ac
Pour g» € G, on note af-,g2), resp. ay (-, g2), les fonctions sur G' qui & g1 associent

a(g1,92), resp. Oéx(91792)- On a 04("92) € °Cy, donc @x('792) = pxa('792) € px(ocH)~
Pour f1, f2 € py(°Cr), posons

(f1, f2)ac\c :/ fi(g)f2(g)dg.

Ac\G

L’intégrale est absolument convergente. En effet il existe un sous-ensemble compact I" de
G tel que G'I" se projette surjectivement sur Ag \ G. D’autre part, on vérifie aisément
que pour tout f € p,(°C(G)) et tout r € R, il existe ¢ > 0 tel que, pour tout g € G', on
ait I'inégalité

[f (@)l < cE(g)(1+0a(g)"

Cela assure la convergence. L’espace p, (°C(G)) est ainsi muni d’'un produit hermitien
défini positif invariant par I’action de G x G.
Montrons que

pour tout f € py(’C) et tout g € G, (ax (", 9), f)ag\c = [(9)- (1)

Soit ¢ € °Cy tel que f = pyp. Alors

(o (+9)s P = / (@ 9eld)dg

= mes(H // / g thag)x " (a)p(g') dhdadg’.
Ag

Cette expression est absolument convergente et on obtient:

(ax (), Fao = mes(H) 2 /A /H o % %c(hag)x (@) dh da.
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Comme ¢ € °Cy, on a, d’apres le Lemme VIII.2.3,
p*%e=pxe=mes(H)p.

L’intégrale en H disparait par invariance de ¢ a gauche et 'on obtient

(o (9), Facnc = /A olag)x~*(a)da = f(g).

G

Cela prouve (1).

Notons F le sous-espace de p, (°Cgr) engendré par les fonctions a, (-, g) pour g € G.
Comme en fait ces fonctions ne dépendent que de la classe de g dans H \ G/H, qui est
dénombrable, F est de dimension dénombrable. Il existe une base orthonormée (f;);cr
de F, ou I est un ensemble dénombrable. Fixons une telle base. Pour g € G, écrivons

ay(9) = cil9)fi,

iel

avec des coefficients ¢;(g) € C. En appliquant (1) & une fonction f;, on voit qu’en fait
¢i(g) = fi(g) pour tout i, i.e. pour tous g1, g2 € G,

ax(g1,92) = Z fi(g1) fi(g2).

i€l

Alors l'intégrale

/ oy (g,9)dg
AG\G

est convergente si et seulement si [ est fini. Or, par définition, pour tout g € G,

ax(9,9) = L”e(g‘lg’g)w(g’)dgﬂ
ou ¥ est la fonction sur GG définie par

¥(g) =0, sig¢ AgH,
Y(ah) = x(a) mes(Ag N H)mes(H) ™%, sia€ Ag, h€ H.

Comme °e est & support dans G', on peut remplacer ¢ par le produit ¢ de 1 par la
fonction caractéristique de G*. Alors

/ ax(g,g)dg:/ /Oe(g’lg’g)so(g’)dg’dg-
Ac\G Ac\G JG
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Comme ¢ € C(G) et %e € °C(G), cette expression est convergente d’apres le Corol-
laire I111.3.2. Alors I est fini, i.e. F est de dimension finie. D’apres (1), 'orthogonal de F
dans p, (°Cg) est nul. Donc p, (°Cr) = F et py(°Cr) est de dimension finie. O

Pour x € Ag, notons £ (G), Pensemble des w € E(G) tels que la restriction x,, & A
de leur caractere central soit égale a y. Posons

A(@) = P Aw).

weE(G)y
C’est un sous-espace de Cligse (G), (la somme est directe dans cet espace d’apres I11.1 (2)).

Théoréme VIIL.4.2. Pour tout x € Ag, on a I'égalité
Px(°C(G)) = A2(G)y

Preuve. Soit w € &(G)y. Notons O son orbite pour 'action de Im X (G). Soit ¢ €
C*(0,G). D’apres le Théoreme VIIL.2.5, on a I'égalité °f,, = fy, donc fy, € °C(G). Pour
tout g € G, on a les égalités

(pefu)(g) = /Q x~(a) f(ag) da

G

= / X_l(a)/ (ESv.)(ag) dw' da
Ag @]
= [ @) [ xo@E§u6)a da
Ac @]
Par inversion de Fourier, on obtient

(nxfo)(9) = Y (BEdw)(9),

w' €0y

ou Oy = {w' € O; xu = x}. Cest un ensemble fini contenant w. Pour tout ¢ € A(w),
on peut trouver ¢ € C*(0, Q) tel que 1,y =0 si w’ € Oy — {w} et ES1, = p. Pour un
tel 9, on a ¢ = p, fy donc ¢ € p, (°C(G)). D’ou l'inclusion A2(G)y, C py(°C(G)).

Inversement, soit H un sous-groupe ouvert compact de G. Notons °C(H \ G) le sous-
espace des éléments de °C(G) invariants & gauche par H. Posons V = p, (°C(H \ G)). Le
groupe G opere dans V par translations a droite. On note p cette action. La représentation
(p, V) est unitaire: on a défini un produit hermitien défini positif et invariant par G
dans la preuve de la Proposition VIII.4.1. Elle est admissible: pour tout sous-groupe
ouvert compact H' de H, l'espace des invariants V7 " est inclus dans Dy (°Crrr) qui est
de dimension finie. Elle est donc semi-simple. L’espace des coefficients A(p) est engendré
par les fonctions

g~ (f1,0(9)f2) ac\c
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pour f1, fo € V. Calculons un tel produit. Soient donc fi, fo € V, g € G, introduisons
1,2 € °C(H \ G) tels que f1 = pyp1, fo = pyp2. On a les égalités:

(f1,0(9)f2) = f1(g') f2(g'9) dg'

;b\
Q
—
Q

:/ f1(g)2(g'ag)x ' (a) dadg’

f1 g'g)dy’

B /G/AG 1(ag’)x(a)p2(g'g) dadg’
- /AG /fol(a)%(g’)sﬁz(g’ag) dgda

— [ @i palag) da.
Ac

La permutation des intégrales est justifiée car, si 'on remplace ¢; et @9 par leurs valeurs
absolues, la derniere intégrale est absolument convergente. D’ou 1’égalité

(f1,0(9)f2) ac\a = (Dx (D1 * ©2))(9)- (2)

En particulier cette fonction est de carré intégrable sur Ag \ G. Donc toute sous-
représentation irréductible de (p, V) est de carré intégrable. Comme la restriction a
Ag du caractére central d’une telle sous-représentation est évidemment égale & x, on
a A(p) C A2(G)y. Soit maintenant f € V. Appliquons I'égalité (2) & fo = f et
fi = py°e, ol e est la fonction caractéristique de H. On choisit ¢; = %e. D’apres
la Remarque VIIL.2.2, %¢ = %, D’aprés le Lemme VIIL.2.3, puisque ¢ € °C(H \ G),
%e * g = e * g = mes(H )ps. D’oll Iégalité

f(g) = mes(H) " (py%€, p(9) f) ac\G-

Donc f € A(p). Cela démontre I'inclusion V' C A3(G)y. Comme p, (°C(G)) est réunion
des py (°C(H \ G)) quand H parcourt les sous-groupes ouverts compacts de G, on obtient
I'inclusion p, (°C(G)) C A2(G)y. Cela acheve la démonstration. O

VIII.5.

Démontrons le Théoreme VIII.1.2. Soit H un sous-groupe ouvert compact de G. Notons
AH 'ensemble des x € A sont la restriction & Ag N H est triviale. Le groupe Im X (@)
agit sur A par multiplication. Le quotient AX ¢/Im X (G) est fini. Fixons un ensem-

ble de representants X de ce quotient. D’autre part pour tout x € A , hotons EQ(G)f
I'ensemble des (w,E) € &(G)y tels que I'espace des invariants EH soit non nul. On

définit une application

U &@)y —ed

XEX
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qui & w associe son orbite pour I'action de Im X (G). Cette application est surjective.
Il suffit donc de fixer x € X et de prouver que &(G)Y est fini. Mais, d’apres le
Théoreme VIIIL.4.2, et puisque p, est G x G-invariante, on a

D AwWTH cpCn),

MGEQ(G);I

ol Pexposant, H x H désigne les invariants par H x H. Pour tout w € &(G)¥, A(w)#*H

{0}. Comme p, (°Cp;) est de dimension finie (Proposition VIIL4.1), £(G)% est fini. Cela
démontre le Théoreme VIII.1.2. g

Démontrons maintenant le Théoreme VIIL1.1. Soit f € C(G). D’apres la Remar-
que VIII.1.3(ii), on peut définir v» € C°(O) par

w[OaP] :¢f[O7P]

pour tout (O, P) € ©. Posons ¢ = f — k(¢)). On va montrer que ¢ = 0. Il est clair
que ¢ € °C(G). De plus ¥,[0,G] = 0 pour tout O € O¢ (Théoreme VIIL.2.5). Donc
P(w,G) = 0 pour tout w € E(G), i.e. w(p) = 0 pour tout w € E(G). Supposons ¢ # 0.
Par inversion de Fourier sur le groupe Ag, il existe x € Ag tel que pyp 7# 0. D’apres le
Théoreme VIII1.4.2, on peut alors trouver

o (w,E) € &(G)y, Vespace E étant muni d'un produit hermitien défini positif invari-
ant par G,

e v,v2 € B,
de sorte que l'intégrale

/ (v1,w(g)v2)pyip(g) dg
Ac\G

soit non nulle. Mais cette intégrale est égale a

/ (o, (@) elg) dg,
G

ol encore &
[ (l@u)els™) do,
G
ie. a (vg,w(P)vr). Or w(p) = 0. Contradiction qui démontre le Théoreme VIIL.1.1. O
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