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'MAJORATIONS EFFECTIVES POUR
L'EQUATION DE FERMAT GENERALISEE

ALAIN KRAUS

REsUME.  Soient A, B et C trois entiers non nuls premiers entre eux deux a deux,
et p un nombre premier. Comme conséquence des travaux de A. Wiles et F. Diamond
sur laconjecture de Taniyama-Weil, on explicite une constante f (A, B, C) telle que, sous
certaines conditions portant sur A, B et C, I équation AxP + ByP + CZ’ = 0 n’aaucune
solution non triviale dans Z, si p est > f(A, B, C). On demontre par ailleurs, sans con-
dition supplémentaire portant sur A, B et C, que cette éguation n'aaucune solution non
trividledans Z, s p divise xyz, et s pest > f(A, B, C).

0. Introduction. Cetravail concernela conjecture suivante :

CoNJECTURE (F). Soient A, B et C trois entiers non nuls, premiers entre eux deux
a deux, et p un nombre premier. Il existe une constante f(A, B, C), telle que si p est >
f(A, B, C), I'’éguation

(@) AXP + By + CZ’ = 0,
n'a pasde solution x, y, zdans Z, avec xyz distinct de 0, 1 et —1 et pgcd(x,y, 2) = 1.

La conjecture (F) est une consequencede la conjecture (abc) (cf. [20], 3). Elle resulte
aussi de conjectures géenérales de G. Frey sur la comparaison galoisienne des modules
des points de p-torsion des courbes elliptiques (cf. [12], et [4], p. 148).

L es résultats dgja demontrés sur la conjecture (F) utilisent ceux obtenuspar A. Wiles
et F. Diamond sur la conjecture de Taniyama-Weil ([30] et [9]). || semble que ce soient
les suivants:

(1) Soient o unentier > 0 et L un nombre premier appartenant al’ ensemble

{3,5,7,11,13,17,19, 23, 29, 53, 59}..

Soit p un nombre premier > 11, et distinct deL. L'éguationx’+y?+L.“Z’ = 0n'a
alorsaucune solution x, y, zdans Z avec xyznon nul (cf. [26], 1.4, et [24] p. 202,
th. 2).

(2) Soient L un nombre premier impair qui ne soit ni un nombre de Fermat ni un
nombre de Mersenne. Soient o un entier > 1, et 3 un entier > 0. Alors la con-
jecture (F) est maintenant demontrée, de fagon non effective, pour I’ équation

X +20yP + L7 =0
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(cf.[11], p. 54 ; s 3 = 0, voir aussi [24], p. 204, alinéa (4)). Des résultats ana-
logues non effectifs peuvent aussi étre obtenus dans d’ autres cas particuliers a
partir d'un résultat de G. Frey, sur les représentations galoisiennes définies par
les points de p-torsion des courbes elliptiques (cf. [11], p. 53, prop. 6.2).

(3) Soient p un nombre premier > 3 et « un entier vérifiant 2 < o < p. K. Ribet a
prouvé que I’ équation xP + 2*y? + 2 = 0 n'a pas de solution X, y, zdans Z avec
xyz non nul (cf. [21], th. 3).

(4) Réecemmentil H. Darmonet L. Merel ont prouvélaconjecture(F) pour I’ équation
xP+2yP+77 = Qavecf(l, 2, 1) = 2(cf. [5]), complétant ainsi lesrésultats obtenus
par P. Dénes et K. Ribet sur cette équation (cf. [8] et [21]).

Toujours en utilisant les travaux de A. Wiles et F. Diamond sur la conjecture de
Taniyama-WEeil, nous démontrons dans cet article, dans des cas particuliers, la conjec-
ture (F) de facon effective (cf. §2). A titreindicatif, supposonspar exempleque R = ABC
soit impair. Posons N = 2rad(R), ol rad(R) est le produit des nombres premiers qui di-
visent R. Supposonsde plus qu'il n’existe pas de courbe dliptique sur Q@ de conducteur
N ayant tous ses points d’ ordre 2 rationnels sur Q. Alors la conjecture (F) est vraie pour
I’équation (1), avec pour f (A, B, C) une constante explicite ne dépendant que del’indice
du sous-groupe de congruence I'g(N) dans SL»(Z), et de la dimension de I’ espace vec-
toriel engendré par les newforms de poids 2 pour [o(N) (cf. loc. cit. et I’ appendicel) ; si
R = L% oU « est un entier > 0, et ou L est un nombre premier impair qui ne soit ni un
nombre de Fermat ni un nombre de Mersenne, on peut prendre

L+l .\ °
f(1,1,L%) = (« T+1) ,

Si L appartient a I'ensemble {37,41,43, 47}, la constante f(1,1,L*) = 7 convient
(cf. £6).

Nous obtenons par ailleurs un énonceé effectif relatif au deuxiéme cas de la conjec-
ture (F). Plus précisément, on détermine une constante f(A, B, C), telle que si I'on a
I'inégalite p > f(A,B,C), I'’équation (1) n’a pas de solution X, y, z dans Z, avec xyz
non nul et divisible par p.

Leplan de cetravail est le suivant :

1. Notations
. Enoncé des résultats sur la conjecture (F)
. Représentations modulaires et courbes elliptiques
. Courbe de Frey
Démonstrations des résultats sur la conjecture (F)
. Exemples
. Appendice| : Sur la partie new de Sy(n)
. Appendicell : Sur les congruencesmodulo un idéal desformes modulaires
Références
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1. Notations. Etant donnéun entier n > 1, on notera pour toute la suite :
- o(n) le sous-groupe de SL»(Z) formé des matrices ( i 3) telles que n divise

c;
- u(n) I'indice de Mp(n) dans SL,(Z). Ona
@ am=n ] (1+|1).

In
| premier

- $(n) le C-espace vectoriel des formes modulaires paraboliques de poids 2 et de
caractere trivial pour [o(n) ;
- go(n) la dimension du C-espace vectoriel S(n). Les formules donnant go(n) se
trouvent par exemple dans [27], pp. 23-25;
- §(n) le sous-espace vectoriel de S;(n) engendré par les newforms au sens des
définitions qui figurent dans[2] (voir aussi [23], pp. 199-201) ;
- gp(n) ladimension du C-espace vectoriel SS*'(n). On détermine dans|’ appendice
I g§(n) en fonction des go(d) ou d parcourt I’ ensemble des diviseurs de n.
Si | est un nombre premier, on noterapar ailleursv;(n) I’ exposant de | dansla décom-
position de n en facteurs premiers, et rad’(n) le produit des nombres premiers impairs
divisant n, i.e., le plus grand entier impair sans facteur carré qui divisen.

2. Enoncé desreésultats sur la conjecture (F). Soient A, B et C trois entiers non
nuls, premiersentre eux deux a deux. PosonsR = ABC et désignonspar N I’ entier défini
delafagon suivante:

[Zrad’(R) siva(R) = 0ouvy(R) > 5
) _ i 22 radi(R) sivy(R) =1
2°rad(R) sivo(R)=20u3
rad'(R) si v2(R) = 4.
On pose:
Ty 2 gy(N)
@ F(N):( @u) o

THEOREME 1. Soitpunnombrepremier > Max(F(N), 3). Supposonsquep nedivise
pasR et quel’on ait vi(R) < p pour tout nombre premier |. Supposonsde plusquel’une
des conditions suivantes soit réalisée :

(@ onavy(R) = 0ouvy(R) > 4, et il n’existe pas de courbe elliptique définie sur @

de conducteur N, ayant tous ses points d’ordre 2 rationnels sur Q ;

(b) onave(R) = 1, etil n’existe pasde courbeelliptique dé&finie sur @ de conducteur

N ni N/16, ayant tous ses points d’ ordre 2 rationnelssur Q ;
(c) onavy(R) = 2 ou 3, et il n'existe pas de courbe elliptique définie sur Q de
conducteur N ni N /4, ayant tous ses points d’ordre 2 rationnels sur Q.
L’ éguation AxP + By + CZ’ = 0 n'a alors aucune solution x, y, zdans Z avec xyz # 0.

Rappelons qu’un nombre premier n’est pas un nombre de Fermat ni un nombre de
Mersennes'il ne s écrit pas souslaforme 2" + 1. Le theoreme 1 permet d’ expliciter une
version effective du résultat (2) signalé dans|’introduction :
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COROLLAIRE 1. Soient L un nombre premier impair qui ne soit ni un nombre de
Fermat ni un nombre de Mersenne et p un nombre premier tels que

p> («/8(L F1) + 1)2 =

Soient « et 3 deux entiers > 0, avec a non multiple de p. L' équation x° + 20yP +1L.°72° = 0
n’'a alorsaucune solution X, y, zdans Z avec xyz # 0.

Danslecasou 8 = 0 (cf. [24], p. 202, th. 2) ou 3 = 4 (cf. [11], p. 54), nous obtenons
les deux énoncés suivants :

COROLLAIRE 2. Soient L un nombre premier impair qui ne soit ni un nombre de
Fermat ni un nombre de Mersenne et p un nombre premier tels que

p>( T+1) .

S o estunentier > 0, I'éguation xP + yP + L*Z° = 0 n'a aucune solution X, y, zdans Z
avec xyz # 0.

COROLLAIRE 3.  Soient L un nombre premier impair distinct de 17 et p un nombre
premier > 5, distinct de L, tels que

L+1 )6
p>( T+1) .

S o est unentier > 0, I'équation x° + 16yP + L*Z° = 0 n’a aucune solution x, y, z dans
Z avec xyz # 0.

L’ énoncé qui suit fournit une version effective du deuxiéme cas de la conjecture (F) :

THEOREME 2. Soit punnombrepremier > Max(F(N),5). Supposonsquep nedivise
pasRetquel’onaitvi(R) < p pour tout nombrepremier |. L’ éguation AxXP+ByP+CZ’ = 0
n’'a alorsaucune solution x, y, zdans Z, avec xyz # 0 et divisible par p.

3. Représentations modulaires et courbes éliptiques. On reprend les notations
introduites dans | e paragraphe 1.

3.1 Enoncé des résultats. Considérons dans ce paragraphe une courbe elliptique E
définie sur @ et p un nombre premier > 5 fixés. Soient Q@ une cloture algébrique de
Q et E(Q) le sous-groupe des points de p-torsion de E(Q) ; ¢’est un Z / pZ-espace vec-
toriel dedimension 2. Le groupe Gal(Q / Q) opére sur E,(Q) et son action est donnée par
un homomorphisme B B

pp: Gal(Q/Q) — Aut(Ey(Q)).

A une telle représentation, J.-P. Serre associe un poids k qui est un entier > 2, et un
conducteur N(pp) qui est un entier > 1 premier ap ([24], §1). Supposons désormais que
les conditions suivantes soient réalisées:
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(a) lacourbe E est modulaire;

(b) lareprésentation py est irréductible ;

(c) lepoidskde pp est 2.

Soient Ng le conducteur de E, et 3" a(E)n~= la fonction L de Hasse-Weil deE. La
condition (a) signifie que lafonction d&finie sur le demi-plan de Poincaré par

r—Y aB)  olg=e",
n=1

appartient a S;(Ng). Cette condition est réalisee si E a réduction semi-stable en 3 et 5
(cf. [30] et [9]). Si p est > 11, lacondition (c) signifie que E a réduction semi-stable en
p et que I'exposant de p dans le discriminant minimal de E est multiple de p (cf. [24],
p. 191, prop. 5, et [17], th. 1).

Identifions désormais @ & un sous-corps de C. Il est maintenant demontré que les
conditions (a), (b) et (c) entrainent le fait que pp, dans laterminologie de [26], soit mo-
dulaire de poids 2 et de caractéretrivial pour Fo(N(pp)) (cf. [26], p. 6, Remarques (2)) ;
celasignifie qu'il existe une forme modulaire parabolique

f=>aq"

dans Sz( N(pp)) , normalisée par a; = 1, fonction propre des opérateurs de Hecke T pour
| ne divisant pas pN(pp), et une place p de Q de caractéristique résiduelle p, telles que
pour tout nombre premier |, I’on ait

(5) a = a(E) mod g, si | nedivise pas pNg,

(6) a = +(l +1)mod g, si | divise Ng et | ne divise pas pN(pp).

Enfait f est une newformde S (N(pp)) (cf. [24], p. 197, alinéa (5)).

Nous allons énoncer un critére pour que les coefficients a, de f puissent étre choisis
dans Z. Si tel est le cas, cela signifie qu’il existe une courbe elliptique modulaire E’
définie sur Q, de conducteur N(pp), dont lafonction L de Hasse-Weil soit 3- a,n~*. Pour
tout nombre premier | sauf un nombre fini, on aalors la congruence

a = a(E) modp,

et d aprés la condition (b), les représentations de Gal(Q / Q) définies par les points de
p-torsion de E et E’ sont isomorphes (cf. par exemple[18], prop. 3).
Etant donné un entier n > 1, posons (cf. (4)) :

(@) F(n) = N @+ 1)295@.

Nous obtenons e résultat suivant :
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THEOREME 3. Soit p un nombre premier > 5. Supposons que E soit modulaire et
que pp soit irréductible de poids 2. Alors, si p est tel que

p> F(N(Pp)),

il existe une courbe elliptique modulaire E’ définie sur @, de conducteur N(pp), telle que
les sous-groupes des points de p-torsion de E(Q) et E'(Q) soient isomorphes de fagon
compatible al’action de Gal(Q / Q).

REMARQUES. (1) Le conducteur de pp divise toujours le conducteur Ne de E ([24],
ou[17], I, prop.). Le théoreme 3 n’adonc d' intérét que si N(pp) est un diviseur strict de
Ne (si N(pp) = Ng, lacourbe E satisfait &la conclusion du théoréme).

(2) Soitnunentier > 1. On al’inégalite

F(n) < p(n)%®.
(3) Soit nunentier > 2. Posonsg(n) = n (1 +log logn). En utilisant e lemme de
[16], on peut demontrer I'inegalite

F(n) < o)™,
Enongonsmaintenant un résultat qui préciselethéoreme 3lorsquelacourbe E posséde
toussespointsd’ordre2 rationnelssur Q, et qui est lasituation quel’ on rencontreradans
la suite. Etant donné un entier n > 1, on note

p(ppcm(4, n)) . 1) 2
EE— ,

{ [
® G(n) =

g
(9) H(n) = Max(F(n), G(n)).

THEOREME 4. Conservonsles hypothéses du théoréme 3. Supposons de plus que E
possede tous ses points d’ ordre 2 rationnels sur Q. Alors, si p est tel que

p > H(N(gp)).

il existe une courbeelliptique modulaireE’ définiesur Q, de conducteur N(pp), ayant tous
ses pointsd'ordre 2 rationnels sur @, telle que les sous-groupes des points de p-torsion
de E(Q) et E'(Q) soient isomorphes de fagon compatible & I'action de Gal(Q / Q).

3.2 Démonstration duthéoréeme3. Démontronsd’ abord lelemme préliminaire suivant :

LeEMME 1. Soient M unentier > 1letf = Y51 a,q" une newform de S¥(M) nor-
malisée par a; = 1. Supposons que pour tout nombre premier | < ;(M)/6, & apparti-
enned Z. Alors pour tout entier n, a, appartient & Z.

DEMONSTRATION.  Les coefficients a, de f appartiennent & I’anneau d'entiers d'un
corps de nombres (cf. [23], p. 203, (iii)). Pour tout élément de de Gal(Q / Q), 3~ o(an)q"
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est le g-développement al’infini d’ une newform f de S*¥(M) (cf. loc. cit. (i)). Puisque
a appartient & Z pour tout nombre premier | < ;(M)/6, on aen fait ’f = f pour tout
o de Gal(Q/Q), autrement dit tous les a, sont dans Z (cf. [7], p. 252, 4. et 5. A, ou la
prop. 1 del’appendicell). D’ ou le lemme.

Prouvons maintenant le théoreme 3. D’ apres hypothesesfaites, il existe une newform
f = 5" a.q” de S (N(pp) ), normaliséepar a; = 1, et uneplace o de@ decaractéristique
résiduelle p, telles que les congruences(5) et (6) soient satisfaites. Supposons desormais
gu'il existe des entiers n pour lesquels les coefficients a, de f ne soient pas dans Z, et
quel’on ait p > F(N(pp)). D’apréslelemme 1, il existe alors un nombre premier

M(N(pp))

< ~——72
- 6

tel quea n’appartienne pas a Z. Nécessairement | ne divise pasN(pp), car sinon, f étant
une newform normalisée de S (N(py)), & serait 0 ou +1. Par ailleurs, | est distinct de
p; en effet, I'existence de f implique g5 (N(pp)) > 1, de sortequel’on a

N
F(N(pp)) > Lépp)),

et par hypothése, on ap > F(N(pp)). D’aprés les congruences (5) et (6), on est donc
dans|’un des deux cas suivants:

(i) onaa = a(E)modgp si | nedivise pas Ng

(i) onaa = +(+1)modgp si | divise Ng.

Considéronsalors |’ extension K de @ engendrée par les coefficientsa,, def ; le corps
K est uneextensionfiniede Q et lesa, appartiennent al’ anneau desentiersdeK (cf. [23],
p. 203, (iii)). Il résulte des congruences ci-dessus que p divise la norme de K sur @ de
a — a(E) oudea =+ (I + 1) (qui est dans Z), suivant que |’ on soit dansle cas (i) ou (ii).
Puisque a n'est pasdans Z, a est distinct de a (E) et de (I + 1). Ainsi p est mgjoré par
lavaleur absolue de lanorme de K sur @ dea — a(E) oude g £ (I + 1). Par ailleurs,
K est un corps de nombres totalement réel dont le degré sur Q est < QS(N(pp)), et pour
tout plongement o de K dansR, on al’inégalité | o(a) |< 2v/1 (cf. [6], p. 302, th. 8.2).
Puisque’on a| a(E) |< 2v/1 ([28], p. 131, th. 1.1), on obtient dans les deux cas (i) et
(ii) ci-dessus, I'inégalité
)2 QS(N(/’D))

pé(«ﬂ+1

Mais| &tant < 1(N(pp)) /6, celaentraine p < F(N(pp)), ce qui contredit I’ hypothése
faite sur p. Celatermine la demonstration du theoreme 3.

3.3 Démonstration du théoreme 4. Supposons que I'on ait p > H(N(pp)). Soit E
une courbe elliptique de conducteur N(pp), satisfaisant & la conclusion du théoréme 3.
Désignons par 3 an(E’)n—S la fonction L de Hasse-Weil de E’. Etant donné un nom-
bre premier g en lequel E a bonne réduction (et donc aussi E’), notons ng(E) le nom-
bre de points sur Fq de la courbe élliptique sur Fq déduite de E par réduction modulo
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q, et ng(E") son analogue en ce qui concerne la courbe elliptique E’. Posons M(pp) =

ppem(4, N(pp)).-
Nous allons demontrer I’ assertion suivante :

(*) pour tout nombre premier | qui ne divise pas 2N(pp), 4 divise ni(E').

En effet, supposonsqu’il existe un nombre premier | qui ne divise pas 2N(pp), tel que
4 nedivise pasn(E'). D’ apresle corollaire de I’ appendice I, on peut supposer que I'on
a

(10) I < M.
6

Prouvons que E a bonne réduction en |. Supposons le contraire, autrement dit que E
ait mauvaise réduction en |. D’ apres I'inégalité (10) et le fait que p soit > G(N(pp)), I
est distinct de p. Par ailleurs, p est > 5 (par hypothese) et | divise le conducteur de E
sans diviser N(pp). On déduit de |a que la réduction de E en | est de type multiplicatif
(cf. [17], 11, prop.). Les représentations de Gal(Q / Q) définies par les points de p-torsion
de E et E étant isomorphes, et 12 ne divisant pas NeN(pp), on adonc :

(11) a(E)=£(+1)modp (cf. [18], prop. 3).

Puisque |a(E")| < 21, on al’inégditée |a(E') + (I + 1)] < (v/1 + 1) Or a(E') est
distinct de £(I + 1). D’aprés (11), p est donc < (+/1 + 1)2, ce qui conduit & I'inégalite
p < G(N(pp)) (cf. (10)). Cela contredit I’ hypothese faite sur p et demontre le fait que E
abonneréductionen|.

Puisgue le conducteur de E’ divise celui de E, E' aaussi bonneréductionenl, et I'on
adonc

a(E) = a(E') mod p (cf. [18], prop. 3).

On déduit de la que a(E) = a(E) : en effet, i a(E) # a(E'), on ales inggalités
p <4Vl < (VI+1)? < G(N(pp)), ce qui n'est pas. On adonc ny(E) = ny(E'), et d’ apres
I"hypothese faite sur |, 4 ne divise pas n(E). Mais cela conduit a une contradiction car
E possede tous ses points d ordre 2 rationnels sur Q@ (cf. [28], p. 176, prop. 3.1). Cela
demontre notre assertion ().

Pour tout nombre premier |, sauf un nombrefini, 4 divise n|(E’). Celaentraine que E’
est liée, par une isogénie définie sur Q de degré < 2, a une courbe elliptique E” sur @
ayant tous ses points d’ordre 2 rationnels sur Q : en effet, E' possede un point P d’ ordre
2 sur @ (cf. [25], IV-6), et s P est le seul point d'ordre 2 de E'(Q), la courbe elliptique
E’ = E'/ < P > convient. Comme p est distinct de 2, |es représentations de Gal(Q / Q)
dansles points de p-torsion de E’ et E” sont isomorphes. Lacourbe elliptique E” satisfait
donc ala conclusion de I’ énoncé du théoréme 4, ce qui termine sa démonstration.
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4, CourbedeFrey. Soient A, B et Ctroisentiers non nuls, premiersentre eux deux
a deux, et p un nombre premier > 5 fixés. On pose

R = ABC.

On suppose que les deux conditions suivantes sont realisées:
(c1) onavy(R) =0;
(c2) pour tout nombre premier | on av(R) < p.

Soient a, b et ¢ trois entiers non nuls, premiers entre eux deux a deux, tels que:
(12) AaP +BbP + CcP = 0.

Lesentiers AaP, BbP et CcP sont aussi non nuls et premiers entre eux deux a deux. Sup-
posons pour toute la suite, ce qui N’ est pasrestrictif, quel’ on ait

(13) Aa® = —1mod4 et BbP =0mod2.

Onaains v2(R) = v2(B) et vp(abc) = vo(b).
Considéronsalorslacourbed liptique E, dite de Frey, associéeal’ égalite (12). Il s agit
dela courbe elliptique d’ équation

(14) y? = x(x — AaP)(x + BbP).

Rappel ons quelques propriétés de la courbe E utiles pour la suite. Lesinvariants stan-
dards c,4 et A associésal’ eéquation (14) sont (cf. [29], p. 36) :

(15) Cs = 16(A%a® + B?b™ + AB(ab)’) et A = 16R’(abc)®.

Lemodele (14) est donc minimal en tout nombre premier impair, et E a reduction semi-
stable en dehors de 2. En fait E a réduction semi-stable en 2 si et seulement si 16 divise
BbP (cf. [20], I, 1, et (13)). Soit Ayin(E) le discriminant minimal deE ; ona

A si 16 nedivise pas BbP
(16) Bain(E) = [ A/22 i 16 divise BbP

(cf. loc. cit.). Si n est un entier > 1, rappelons que I’ on désigne par rad’(n) le plus grand
entier impair sansfacteur carré qui divisen. Si Ng est le conducteur de E, on alerésultat
suivant :

LEMME 2. (@) 9 V»(R) = 0ouV,(R) >5,onaNe = 2 rad'(d).
(b) 91<v,y(R) <4, ets bestpair,onaNg = 2 rad'(d).
(c) S 1<wvy(R) <4, ets bestimpair,ona
25 rad()) s Va(R) =1
Ne - {

2 rad(8) s Va(R) = 20u3
radd) s v(R) = 4
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DEMONSTRATION.  Si | est un nombre premier impair qui divise A, onavi(Ng) = 1
car E aréduction multiplicative en |. Déerminons maintenant vo(Ng). Si b est pair, ce
qui est en particulier le cas si R est impair, ou bien si 'on av,(R) > 5, la courbe E a
réduction de type multiplicatif en 2 (car 32 divisealors Bb®) et I'on avo(Ng) = 1. Lecas
oul < vy(R) < 4etoub estimpair résulte directement de I’ étude faite dans[10]. D’ ou
le lemme. _

Notons py, la représentation de Gal(Q/Q) définie par le sous-groupe des points de
p-torsion de E(Q) et N(pp) son conducteur.

LEMME 3. (a) S v2(R) = 00ouVvx(R) > 5,0naN(pp) = 2 rad'(R).
(b) S v2(R) = 4, 0naN(pp) = rad'(R).

() S 1<vy(R) <3 etsibestpair,onaN(pp) = 2 rad'(R).

(d) S 1<w(R) <3, ets bestimpair,ona

N(pp) = {25 rad(R) i va(R) = 1
PPP= ) 28 rad'(R) s vo(R) = 2 0u3.
DEMONSTRATION. (1) Soit | un nombre premier impair distinct de p. Vérifions que
_ [0 silnedivisepasR
(n NG) = {7 3 Gviser

Eneffet, si| nedivisepasA, Eabonneréductionenl, etl’onay, (N(pp)) = 0. Supposons
guel divise A. D’ apreslesformules (15) et (16) on a

Wi (Brin(E)) = 2u(R) + 2pvi(abo).

Lacourbe E aen| réduction de type multiplicatif. D’ apres la condition (c,), I’ exposant
del dansAnin(E) est multiplede p si et seulement si | nedivise pasR. Celaentraine (17)
(cf. [24], p. 201, (4.1.12), ou [17], II, prop.).

(2) Déterminons maintenant v,(N(pp)). Remarquons d' abord que si 16 divise BbP,
i.e., si E aréduction semi-stable en 2, on ala congruence

vg(Amm(E)) = 2v»(R) — 8modp (cf. formules (15) et (16)).
Puisquel’on ava(R) < p (condition (cz)), on déduit dans ce cas que p divise vz(Anin(E))
si et seulement si I'on av,(R) = 4.

(2.1) Supposonsvz(R) = 0 ou v,(R) > 5. Lacourbe E aréduction multiplicative en
2 (lemme 2). Par ailleurs, p ne divise pas v2(Anin(E)) ; onadonc
(18) va(N(op)) = 1.

(2.2) Supposonsv,(R) = 4. Si b est pair, E aréduction multiplicative en 2 (loc. cit.)
etp divisevz(Amin(E)) . Si b estimpair, E abonneréductionen 2 (loc. cit.). Dansles deux
casonadonc:

19) V2(N(py) = 0.
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(2.3) Supposons1 < v»(R) < 3 et b pair. La courbe E a en 2 réduction de type
multiplicatif, et p ne divise pas v(Amin(E)) ; on adonc

(20) vo(N(py)) = 1.

(2.4) Supposons1 < vo(R) < 3 et bimpair. Lacourbe E aréduction de type additif
en2etl’onal(cf. [17], Il, prop.) :

(21) v2(N(pp)) = Va(Ng).

Le lemme 3 résulte alors de la condition (c;), des formules (17) a (21) et de I’ asser-
tion (c) du lemme 2.

LEMME 4. Lareprésentation py est irréductible.

DEMONSTRATION. Si E est semi-stable, cette assertion résulte directement de la
proposition 6 de[24], p. 201 (onap > 5). Supposonsque E ne soit pas semi-stable. On a
alors 1 < vp(R) < 3(cf. lelemme 2), et I’ équation (14) est un modeéle minimal deE. Le
triplet (Va(R), v2(A), v2(ca)) est (1,6,4), (2,8,4) ou (3,10,4). Lacourbe E apotentiellement
bonneréduction en 2. Soit ®, le groupe, défini par J.-P. Serre dans[22], p. 311, mesurant
le défaut de semi-stabilité de E en 2. D' apreslecorollaire p. 357 de[15], on constate que
I’ordre de @, est danstous les cas distinct de 2, 3, 4, et 6 : il est d'ordre 8 ou 24. Cela
entraine que pp, est irréductible (cf. [22], p. 313, prop. 23, (b)). D’ou le lemme 4.

LEMME 5. Lepoidsde p, est 2.

DEMONSTRATION.  Puisque p est # 2, E aréduction semi-stable en p. Par ailleurs, p
ne divise pas R (condition (c;)), et donc I’ exposant de p dans e discriminant minimal de
E est multiple de p. Celaimplique le lemme (cf. [24], p. 191, prop. 5).

5. Démonstrationsdesrésultats sur la conjecture (F).

5.1 Démonstration du théoréme 1.

Considérons trois entiers non nuls a, b et ¢ tels que AaP + BbP + Cc? = 0. On peut
supposer que a, b et c sont premiers entre eux. Puisquel’ on avi(R) < p pour tout nombre
premier |, lesentiersa, b et c sont alors premiers entre eux deux adeux. Quitte aeffectuer
une permutation convenable sur le triplet (AaP, BbP, CcP), on peut par ailleurs supposer
que les congruences (13) sont réalisées. Soient E la courbe de Frey associée a I’ égalité
ci-dessus comme dans|le paragraphe4, p, la représentation de Gal(Q / Q) dans|les points
de p-torsion de E(Q) et N(pp) son conducteur. Par hypothésep est > 5 et les conditions
(cp) et (c2) du paragraphe 4 sont satisfaites.

Vérifionsd abord quel’on a

(22) F(N) > F(N(pp)).

En effet, si vo(R) = 4, onaN(pp) = N (lemme 3 et formule (3)). Si vo(R) est distinct de
4, N(pp) est pair et appartient a{N, N /4, N/16} (cf. loc. cit.). On a par conséquent

(23) #(N) > 1(N(pp)),
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et d’apres laremarque (a) deI’appendicel, ona

(24) go(N) > g5 (N(pp))-

D’ou I'inegalité (22) ((23) et (24)).
On est alors amené a distinguer plusieurscas:
(1) supposonsquel’on ait g5(N) > 2. Onaalorslesinégalites

2

o (T (L (R

la derniére inégalité ayant lieu car, sous I'hypothese (1), N(pp) est > 2. D’ou, par
définition de la constante G(N(pp)) (formule (8)) :

(25) F(N) > G(N(py)).
D’ apres lesinegalités (22) et (25), on adonc
(26) F(N) > H(N(pp)),

(cf. formule (9)). Per ailleurs, lareprésentation pp est irréductible et de poids 2 (lemmes 4
et 5) et E est modulaire (cf. [30] et [9] : E est semi-stable en 3 et 5). Le theoréme 1 dans
ce cas résulte alors du théoreme 4.

La représentation pp est modulaire de poids 2 et de niveau N(pp) (cf. le para-
graphe 3) : soit f = 5~ an(f)g" une newform normalisée de S (N(pp)) qui est associée
app comme dansloc. cit.

(2) Supposonsquel’on ait gj(N) = 0. D’ apreslaformule (24) onagg(N(pp)) = 0. 11
N’ existe donc pas de newform de poids 2 et de niveau N(pp), ce qui contredit I’ existence
def et prouve le theoreme sous |’ hypothese (2).

(3) Supposonsquel’onaitv,(R) # 4etgi(N) = 1. PuisqueN est un entier delaforme
2u, 8u ou 32u, ou u est un entier impair sansfacteur carré, N appartient al’ ensemble:

{14,24,30, 32, 34,40, 42, 46, 70, 78}

(cf. laremarque (c) de I’ appendicel). Par hypotheseil n’existe pas de courbe elliptique
sur @ de conducteur N ayant tous ses points d’ ordre 2 sur Q (conditions (a), (b) et (c) du
theoréme 1). Par ailleurs, une courbe elliptique sur @ de conducteur N étant modulaire,
laliste des courbes elliptiques de conducteur N qui se trouvent dansles tablesde [3] est
exhaustive, et I’on aen fait

N e {14, 34,46}.

On déduit de la que N(pp) = N (lemme 3 et formule (3)). Mais p &tant par hypothese
> F(N), onaainsi p > 11. Par ailleurs, on a (cf. [24], p. 203, lemme 1) :

Omodp  si Eabonneréductionen3

27) a(f) = +4modgp s Earéduction multiplicative en 3,
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+2modgp s Eabonneréductionen5

(28) 3(f) = +6modgp s Earéduction multiplicative en’5,

ou g est une place de Q de caractéristique résiduelle p. 1l résulte aors du lemme 2 de
loc. cit., et des congruences (27) et (28), quef ne peut exister. D’ ou le theoreme dans ce
cas.

(4) Supposonsenfin quel’on ait vo(R) = 4 et gj(N) = 1. OnaN = N(pp) (lemme 3
et formule (3)). Par les mémes arguments que ceux utilisés dans |’ alinéa (3) précedent,
N étant impair sans facteur carré, on constate quel’on a

N € {11,19}.

Supposons N = 11. On a F(11) = (v/2 + 1)? et donc p est > 7. On a dans ce cas

as(f) = —1 (cf. [3], p. 244) et les congruences (27) entrainent que f n’existe pas. Si

N = 19, on doit avoir ag(f) = —2 (cf. loc. cit.) et laencoref ne peut exister.
Celatermine ladémonstration du théoréeme 1.

5.2 Démonstration des corollaires 1, 2 et 3.
Prouvons d'abord le lemme suivant :

LEMME 6. Soient k un entier > 0 et g un nombre premier impair. Supposons qu'’il
existe une courbe elliptique définie sur @, de conducteur 2¢g, ayant tous ses points
d ordre2rationnelssur Q. Alorsq est un nombre de Fermat ou un nombre de Mersenne.
S deplusk=0,onaq=17.

DEMONSTRATION.  Considérons une courbeelliptique E définie sur @ possédant tous
ses points d’ ordre 2 rationnels sur Q. Soit (W) un modéle entier minimal de E :
(W) Y2 + aiXy + agy = XC + apx + aux + as.
En effectuant le changement de variables

X = 4x
Y = 8y + 4(a1x + ag),

on obtient comme nouveau modélede E :
(W) Y2 = X3 + byX? + 804X + 16bg,

ou by, b, et bg sont les invariants standards associesa (W) (cf. [29], 1, (1.2) et (1.6)). Le
modele (W) est entier et minimal en dehors de 2 . Dans ce modéle les coordonnées des
points de 2-torsion de E sont dans Z. |1 existe donc a et b dans Z tels que

Y = x(x — a)(x+b),
soit un modele entier de E minimal en dehorsde 2. Soient c4(W) et A(W) lesinvariants
standards associésa (W). On a
(ab(a+b))*

(29) caW) =a’+b’+ab et AW) = 5
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Supposonsquele conducteur de E soit 2¢q. Le produit des nombres premiers qui divisent
ab(a+b) divise donc 2q et est divisible par g. Par ailleurs, E ayant réduction semi-stable
en tout nombre premier | impair, si | divise a, alors | ne divise pas b. On déduit de la
I’existence d’entiersr, s, t et u, avecs > 1, telsquel’on ait

(30) +2 £ g2t + 24 = 0.

On anécessairementr = t out = u; en effet, dansle cas contraire, on aurait r = u, ce
qui entraine s = 0 et conduit a une contradiction. Il existe donc un entier ntel quel’on
ait g° = 2" + 1, cequi entraine le fait que q soit un nombre de Fermat ou de Mersenne.

Supposonsde plus quel’on ait k = 0. Dans ce cas E a bonne réduction en 2. On doit
donc avoir v;(ab(a + b)) = 4 (cf. (29)). Celaentraine que q € {3,5,7,17} (cf. (30)),
ce qui prouve le lemme, car il n’existe pas de courbe elliptique sur @ de conducteur 3, 5

ni 7.
Posons aors
L+1 &
A= (VBLFD+1)* 7Y, B = ( 5=+ 1)
L+1 \°©

g C.= ( + 1) .
Rappelons que go(L) (resp. go(2L)) désigne la dimension du C-espace vectoriel S(L)
(resp. $(2L)).

(1) Prouvons maintenant le corollaire 1. On peut supposer 0 < g < petl < a <p.
Puisque par hypothesep est > A, onap # L et p > 5. Par ailleurs, on a (formule (3))

(2L s3=0o0uB>5
N:i32l‘ sg=1

8L s3=2o0u3

L sg3=4.

D’aprés le lemme 6, L n’étant pas un nombre premier de Fermat ni de Mersenne, il
N’ existe pas de courbe elliptique sur @, de conducteur N ni 2L, possédant tous ses points
d'ordre 2 rationnels sur Q. Les hypothéses du théoreme 1 sont donc satisfaites. Il s agit
alorsde vérifier I'inggalité

F(IN) < AL

ce qui d’ apresle théoreme 1, prouverale corollaire 1. On remarque pour celaquel’on a

oo < ({F2Tq) ™,

otrd. = Max(g5(L), gg(2L), g5(8L), g5(32L) ). Tout revient alors a démontrer quel’on a
d. = L — 1. Par hypothéseL est > 5. Onagj(L) = go(L) et g5(2L) = go(2L) — 2go(L)
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(cf. th. del’ appendicel). En utilisant les propositions 1.40 et 1.43 de[27], on vérifiealors
guel’'ona

(42 siL=1mod12
L2 sL=5mod12
+ — 12
D =115 G =7mod12

L-11 : —

De méme on constate que

-

1 g L =3mod4
1 §L=1mod4,

-
|

do(8L) = {

|

et quegi(32L) = L —1.Onadoncd(L) = L — 1; d oulecorollaire 1.

(2) Demonstration du corollaire 2 : on peut supposer 0 < o < p.Onap#L,p>5
et N = 2L (formule (3)). D’ apres les formules (31) on aF(N) < B,. Lecorollaire 2 se
déduit alors directement du lemme 6 et du théoréme 1.

(3) Démonstration du corollaire 3 : la encore on peut supposer 0 < o < p (cf. par
exemple[21], th. 3). OnaN = L et gj(L) = go(L) < L1 (cf. [27], prop. 1.40 et 1.43).
D’ou F(N) < C, et lecorollaire 3 (cf. le lemme 6 et le th. 1).

5.3 Démonstration du théoreme 2. On utilise le lemme suivant :

LEMME 7. Soit A un courbe elliptique définie sur Q ayant un point d’ordre 2 ra-
tionnel sur Q. Soient | un nombre premier impair en lequel A a bonne réduction, et
>~ apn~Slafonction L de Hasse-Weil de A. Onaa # +1.

DEMONSTRATION.  Soit n; le nombre de points sur F; de la courbe elliptique déduite
de A par reduction modulo|. Onaa = 1+1 —n,. Supposonsa, = +1. Onaalorsn, = |
ou |l +2. Or A ayant un point d’ordre 2 rationnel sur Q, et | éant impair, 2 divise n;, ce
qui conduit a une contradiction. D’ ou le lemme.

Démontrons maintenant le theoreme 2. Considérons trois entiers a, b et ¢ non nuls
vérifiant AaP + BbP + CcP = 0, avec a, b et ¢ premiers entre eux deux a deux, tels que p
divise abc, et que les congruences (13) soient réalisées (celan’est pas restrictif). Soient
E la courbe de Frey associée a cette égalité (cf. §4), p, la représentation de Gal ® /Q)
dans les points de p-torsion de E(Q) et N(pp) son conducteur. Par hypothéseonap > 7,
et les conditions (c;) et (cz) du paragraphe 4 sont satisfaites.

(1) Supposons gj(N) > 2. La représentation p, étant irréductible et de poids 2
(lemmes 4 et 5) et E étant modulaire, le couple (E,p) satisfait aux hypothéses du
théoreme 4. Par ailleursonaF(N) > H(N(pp)) (formule (26)). Il existe donc une courbe
elliptique E’ définie sur Q, de conducteur N(pp), ayant tous ses points d ordre 2 sur Q,
telle que les Gal(Q / @)-modules des points de p-torsion de E et E’ soient isomorphes
(th. 4). Lacourbe E’ a bonne réduction en p, car p ne divise pas N(pp). Par ailleurs, E a
en p réduction de type multiplicatif, car p divise abc. On déduit delaquel’on a

(32) ap(E') = £1modp,
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ou ap(E") est la trace de |’ endomorphisme de Frobenius de la courbe elliptique déduite
de E’ par réduction modulo p (cf. [18], prop. 3 (iii)). Orona| a,(E)£1 |< 2,/p+1<p
(pest> 7 par hypothése) ; d’ ot I’ égalité a,(E') = £1, cequi contreditlelemme 7. D’ oul
le théoréme 2 sous |’ hypothese (1).

Lareprésentation py, est modulaire de poids 2 et de niveau N(pp) ; soit f = 3~ a(f)q"
une newform normalisée de %M(N(pp)) associeea pp comme dans le paragraphe 3.

(2) Sig5(N) = 0:onagj(N(pp)) = O(inégalite (24)) et f n'existe pas, cequi prouve
en particulier le theoreme 2 dans ce cas (cf. dem. du th. 1, 2).

(3) Supposons gj(N) = 1. On adonc g5(N(pp)) < 1, et I'on peut supposer que
95(N(pp)) = 1. D' apréslaremarque (c) del’ appendicel, etlelemme 3, N(pp) appartient
al’ensemble

{11, 14,15, 17,19, 21, 24, 30, 32, 33, 34, 40, 42, 46, 70, 78}..

SiN(pp) = 110u 19, f n’existe pas(cf. dém. du th. 1, 4). Si N(pp) est distinct de 11 et 19,
> an(f)n~s est lafonction L d'une courbe elliptique E’ ayant au moins un point d’ ordre
2 sur @ (cf. [3], pp. 90-96). La congruence (32) est encore satisfaite, ce qui contredit de
nouveau le lemme 7.

Celatermine la démonstration du theoreme 2.

6. Exemples. On se propose dans ce paragraphe de préciser I' énoncé du corollaire
2 du théoréme 1 pour quelques nombres premiers L. La méthode suivie est analogue a
celle utilisée par J.-P. Serre pour demontrer le theoreme 2, p. 202, de [24].

On reprend les notations du paragraphe 1. Par ailleurs, si n est un entier > 1 et |
un nombre premier qui ne divise pas n, on note H;(n) le polyndme caractéristique de
I’ opérateur de Hecke Ti|gen () agissant sur S2¥(n). Dansladémonstration du théoreme 5
ci-dessous, on a utilise la formule des traces de Selberg pour S(n) qui se trouvent
dans [13], ainsi que la méthode des graphes qui est présentée dans [19]. La formule
destraces pour S;(n) ainsi que celles permettant de déterminer H,(n) (cf. [13] et I’ appen-
dicel), ont été implantées sur ordinateur par E. Halberstadt, al’ aide dulogiciel decalculs
PARI.

THEOREME 5. Soient p un nombre premier > 11,  un entier > 0, et L un nombre
premier distinct de p appartenant &’ ensemble

{37,41,43,47}.

L'équation x° +y? + L2’ = O n'a alorsaucune solution x, y, zdans Z avec xyz non nul.

DEMONSTRATION.  On peut supposer 0 < o < p. Soient a, b et c trois entiers non
nuls premiers entre eux deux a deux vérifiant I’ égalite a® + b + L*c? = 0. Soient E la
courbe de Frey associée a cette egalité comme au paragraphe 4, 3~ a,(E)n~° safonction
L de Hasse-Weil, et p, la représentation donnant I action de Gal(Q/Q) sur Ey(Q). Le
poids de pp, est 2 et son niveau est 2L. Puisgue E est modulaire, il existe une newform
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f = Y an(f)g" de S*'(2L), normalisée par a1(f) = 1, et une place p de Q au-dessus de
p, telles que pour tout nombre premier | # p en lequel E abonne réduction, I’ on ait

(33 a(f) = a(E) mod .

Nous allons maintenant démontrer que f n’existe pas.

(1) SupposonsL = 37.0nagy(74) = 4 et Ha(74) = (X* —3X — 1)(X2+X —1). Le
C-espace S}*'(74) est donc engendré par quatre newforms normalisées, deux conjuguées
sur Q(+/5) et deux autres conjuguées sur Q(+/13). Le coefficient az(f) est donc une unité
de Q(v/5) oude Q(v/13) ; d aprésle lemme 1 de[24], on adonc

as(f) = £4mod .

En considérant les normes de Q(v/13) sur @ de as(f) + 4, on constate que f ne peut
étre rationnelle sur Q(+/13) (car p est # 3). Par ailleurs, la norme de Q(v/5) sur @ de
ag(f) + 4 est 11 ou 19. On adonc nécessairementp = 11 ou p = 19. Par ailleurs on a
Hs(74) = (X? — X — 11)(X? + X — 3). On déduit de la que as(f) est racine de X? — X — 11.
Puisguel’on a

as(f) = £2 ou £ 6mod g,

celaentraine en fait p = 19.

Il reste ademontrer quef n'existe passi p = 19. On utilise pour celala méthode des
graphes (cf. [19]). Elle permet d expliciter les premiers coefficients des g-développe-
ments al’infini des deux newforms normalisées de S*¥(74) qui sont a coefficients dans
I’ anneau d’ entiers A de Q(+/5) (cf. loc. cit., p. 227). Posonsw = 1%@ On constate alors
que les coefficients a;, pour | premier compris entre 2 et 37, du g-développement 3 a,q"
d’ une de ces deux newforms, sont donnés par le tableau suivant :

I{2] 3 5 7 1 13 17 19 23 29 31 |37
a|ll—-1+w|2—-3w|—2+2w|—2—w|—1+3w|—-2+4w|2—4w|1—3w| -5+ 7w|8+w| —1

[N

Soit 19 I'idéal de A engendré par 4w — 1. C'est I’ un des deux idéaux de A au-dessus
de 19. On veérifie que pour tout nombre premier | # 2,37, comprisentre 2 et 37,1'on a
a = I+1mod 19, et que par ailleurs —2. 38 est dans 1. || résulte delaproposition 2 de
I’appendicell, quecette congruenceest valable pour touslesnombrespremiers| # 2, 37.
On déduit de la que pour tout nombre premier | # 2, 37,

af)=1+1modP,
ol P estI'un desidéaux de A au-dessusde 19. 11 résulte alors de la congruence (33) que
a(E) =1+ 1mod19,

pour presgue tout nombre premier |. Mais cela contredit le fait que p1g soit irréductible
(cf. [25], IV-6). Cela démontre le theoremesi L = 37.
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(2) SupposonsL = 41. Onag;(82) = 3 et H3(82) = (X + 2)(X? — 2). Le coefficient
ag(f) est donc -2 ou est racine du polyndme X? — 2. On constate alors directement que
I’on ne peut avoir ag(f) = 0 ou + 4mod, car p est > 11. D’ou le resultat dans ce cas.

(3) SupposonsL = 43. La demonstration du theoreme dans ce cas est analogue a
celle du cas (1) ci-dessus. On a gy (86) = 4 et H7(86) = (X? — 20)(X — 2)2. Par ailleurs,
ona

a7(f)=0 ou =4 ou +8mod g,

(celaseprouve commelelemme 1 de[24]). On déduit delaquel’ on doit avoir p = 11, et
quef est|’une desdeux newforms normalisées de S*¥(86) dont les g-développementsa
I'infini sont & coefficientsdans|’ anneau d’ entiers A de Q(+/5). Posons encorew = 1"7“5 .
En utilisant de nouveau |la méthode des graphes, on constate que les coefficients a;, pour
| premier compris entre 2 et 43, du g-développement al’infini 3 a,q" d'une de ces deux
newforms, sont donnés par le tableau suivant :

1 |2]3 5 7 11 13 17| 19 23 29 31 37 41 43
aliw|—1—-—w|2—4w|—4+4w|—-2+4w|—w|5+wW|3 —3w|—-2—3w|6+w| -2 —w| —1—3w| -1

Pour tous les nombres premiers | #£ 2,43, compris entre 2 et 43, on ala congruence
a = |+1mod 11, 0l 11 estI’idéal de A engendrépar 3+2w. L’idéal 13 contient -2.44.
Pour tout nombre premier | # 2,43, on adonc a(f) =1+ 1modP, ot P estunidéal de
A au-dessus de 11 (prop. 2 de I’appendiceIl) ; d’ ot a(E) = | + 1mod 11 pour presgue
tout | premier, ce qui conduit encore a une contradiction, et prouve quef n’existe pas.

(4) SiL = 47,0nag{(94) = 3 et Hy(94) = X(X? — 8). La congruence as(f) =
Oou £ 4mod g, entraine que az(f) = 0, et que les coefficients du g-développement de
f al’infini sont dans Z. Par ailleurs, on aHs(94) = X(X? — 4X + 2) ; d’ ol ag(f) = 0 qui
ne peut &tre congru modulo p a+2 oua=+6, car pest > 11. D’ ou lerésultat dansce cas,
et le theoréme.

7. Appendicel : Sur lapartienew de S;(N). On reprend les notations introduites
dansle paragraphe 1. Etant donnésun entier n > 1 et unentier k premier an, on note par
ailleurs:

- Ti|s,m) e k-ieme opérateur de Hecke agissant sur Sy(n). Le sous-espace S(n)
de S(n) est stable par Tys, r)- On note Ty|gew(n) Cet Opérateur agissant sur S3*(n)
par restriction ;

- Tr(Tk|s,m) latrace de Ty|s,m) ;

. TI‘(Tk|sge/v(n)) latrace de Tk|$e/v(n).

Considérons désormais un entier N > 1 fixé. On détermine ici g§(N), et pour tout
entier k > 1 premier a N, Tr(Ti|g=(n)) en termes des Tr(Ti|s,q)), ot d parcourt les
diviseursdeN ; ils setrouvent dans[13] les formules permettant de calculer Tr(Ty|s,(q))-

Soit A: N* — N lafonction arithmétique définie par les conditions suivantes:

(@ onai()) =1;
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(b) onaX(mn) = A(m)A\(n) si m et n sont deux entiers > 1 premiers entre eux (i.e.,
A est une fonction multiplicative) ;
(c) si pestun nombre premier, onai(p) = —2, A\(p?) = 1et \(p') = Osir est > 3.

THEOREME. Soit k unentier > 1 premier aN. On a les égalités:

oy Tr(Tilg=ny) = > Tr(Tkls,@) A(g),
dN
) — N
2 G0N =39 A( - )

DEMONSTRATION.  Pour tout entier d > 1 soit Ry I’ opérateur qui aunefonction g sur
le demi-plan de Poincaré associe la fonction 7 — g(dr). Etant donnés deux entiers d et
M > 1telsque dM|N, désignons par S(d, M) le sous-espace vectoriel de S;(N) engendré
par leséléments Ry(f), ot f parcourt S*¥(M). D’ apresthéoreme 2.5. de[2] onal’égalité

3 S(N) = D Sd,M).

dM|N

Déemontrons d’ abord I’ égalité (2). Soit o lafonction qui a un entier n > 1 associele
nombre des diviseursde n. D’ apres laformule (3) on a

oo N
N = 32 G5(M) o3

Autrement dit lafonction go est le produit de convolution desfonctionsn — g (n) et oo
(cf. [1], p. 29) : avec lesnotations deloc. cit., on ago=g§*oo. Lafonction o posséde un
inverse ot pour cette opération qui est donné par I’ égalite

oot = pk i,

ou p est la fonction de Mobius usuelle (cf. loc. cit., p. 24, 2.2 et p. 39 th. 2.20). Tout
revient alors ademontrer quel’on a

TENTECDY

Lafonction 05! est multiplicative (car oo I'est) (loc. cit. p. 36, th. 2.16), et par hypothese
il en est demémede . Il suffit donc de vérifier laformule ci-dessus pour les puissances
de nombres premiers, ce qui resulte directement des définitions.

En cequi concernelaformule (1) ladémonstration est analogue: les espacesS(d, M) et
S (M) sont isomorphesvia Ry de fagcon compatible al’ action des opérateursde Hecke.
On déduit delal’egalité

Tr(Tlsmg) = > Tr(Tlgevom),
dMIN
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N
Tr(Tdsmy) = 2° Tr(Telgevo) Uo(—)-
M]N M
Laformule (1) résulte alors de nouveau du fait que o5t = A. D’ ol le theoreme.

REMARQUE. Lafonction n— g(n) possedeles propriétés suivantes:
(8 si Nestunentier pair > 2, onagj(4N) > gi(N) ;
(b) onagi(N) = 0si et seulement si N appartient al’ensemble

{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 12, 13, 16, 18, 22, 25, 28, 60} ;
(c) onag{(N) = 1si et seulement si N appartient al’ensemble

{11,14,15,17,19, 20, 21, 24, 27, 30, 32, 33, 34, 36, 40, 42,
44,45, 46,48, 49,52, 64, 70, 72,76, 78, 100, 108, 180}

Ces assertions sont utilisées dansla demonstration desthéoremes 1 et 2. Leur preuve,
qui m’a été généreusement communiquée par E. Halberstadt, est trop longue pour étre
décriteici.

8. Appendicell : Sur les congruencesmodulo un idéal desformes modulaires.
Considérons un corps de nombres K et N un entier > 1. Notons Ok I’ anneau des entiers
de K. On conserveles notations du paragraphe 1 ; en particulier si nest un entiern > 1,
w(n) est I'indice de IN'o(n) dans SL»(Z) (cf. formule (2)).

PrOPOSITION 1. Soient kunentier > 0, y un caracterede Dirichlet de conducteur N
et f uneformemodulaire de poidsk et de caracterey pour I'g(N), dont le développement
deTaylor al’infini n>0 anq" est & coefficients dans Ok . Soit J unidéal de Ok. Alors, si
an appartient & J pour tout n < u(N)k/12, a, appartient & J pour tout n.

Si K = Q, cet énoncé est essentiellement celui de la prop. de [18] p. 273, a ceci pres
gu’il convient de remplacer la constante (M(N) — 1) k/12 par ;(N)k/12 (on obtient un
contre-exemple a la prop. de loc. cit. en prenant pour f la forme modulaire de poids 2
pour I"o(4) introduite dansla demonstration dela prop. 2 ci-dessous) ; laligne 15 en haut
delap. 274 de [18] comporte une erreur ; avec les notations deloc. cit., il faut changer
(1(N) —i)mpar (;(N) —i)(m—1). En tenant compte de cette rectification on obtient |a
prop. 1si K = Q. Lecasoul’on remplace Q par K sedémontrealors, ades modifications
mineures pres, par les mémes arguments.

PropPosITION 2. Soit f une newform normalisée de S*¥(N) dont |e développement
de Taylor a I’infini ¥n>1 anq" est a coefficients dans Ok. Soient P un idéal premier de
Ok et mun entier > 1. Posons M = ppcm(4, N). Supposons réalisées les conditions
suivantes :

(i) pour tout nombre premier | < n(M)/6 nedivisant pas 2N, on a

a=Il+1modP™;
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(i) pour tout nombre premier | < (M) /6 divisant 2N tel que 12 ne divise pas 4N,
(I + 1)(ay — 1) appartienta P™.
Alors, pour tout nombre premier | qui nedivisepas2N,onaa =1+ 1modP™.

On déduit de la proposition 2 le résultat suivant :

COROLLAIRE. Soit E unecourbeelliptique modulaire définie sur @ de conducteur N.
Etant donnéun nombre premier | qui nedivise pasN, soit n; lenombrede pointssur F; de
lacourbeedlliptiquesur F; déduitedeE par réductionmodulol. PosonsM = ppcm(4, N).
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) pour tout nombre premier | < n(M)/6 qui nedivise pas2N, 4 divisen; ;

(if) pour tout nombre premier | qui ne divise pas2N, 4 divise n;.

DEMONSTRATION DU COROLLAIRE. Supposons que la condition (i) soit réalisée.
Notons 3" ay(E)n~S la fonction L de Hasse-Welil de E. Puisque E est modulaire, le g-
développement 3~ ay(E)q" est une newform de S©¥(N). Considérons un nombre premier
| < p(M)/6. Sil nedivisepas 2N, onag(E) = 1+1 — ny, et I’hypotheése faite entraine
la congruence a(E) = | + 1mod4. Supposons maintenant que | divise 2N et que |12 ne
divise pas4N. Dans ce cas| est impair, E aen | réduction de type multiplicatif, et I'on a
a(E) = £1. Ainsi 4 divise (I +1)(a(E) — 1) ; lesconditions (i) et (ii) de laproposition 2
sont donc satisfaitesavecK = Q, P = 2Z et m= 2. D’ ol le corollaire.

8.1 Démonstration de la proposition 2. Elle est analogue a celle de la prop. 4 p. 263
de [18]. Etant donné un entier n > 1, on note R, |’ opérateur qui a une fonction h sur le
demi-plan de Poincaré H associelafonctionr — h(nr), et o1(n) lasomme des diviseurs
den.
Considérons lafonction g définiesur H par
T— > o(n)g" avecq= €.
n>1

n impair
Lafonction g est une forme modulaire de poids 2 et de caractére trivial pour le groupe
Io(4), et est fonction propre de tous les opérateurs de Hecke (cf. [14], p. 145, 10 et
p. 174, 2). Lasérie de Dirichlet Ly associéea g définie par

L= > ou(nns

n>1
n impair

possede donc un produit eulérien qui est donné par |’ égalité

1
Ly(s) = cf. loc. cit., p. 160, prop. 36 et p. 163).
9() pprl;[”l’l_ier 1- (p+1)p—5+pl—25 ( p prop D )
Impar

Rappelons que la série de Dirichlet L associéeaf possedeaussi un produit eulérien qui

est donné par
1
Lt(s) = _ —_— (cf. loc. cit.).
! p prl;lnier 1- a_pp—S + pl—ZS p prlgnier 1- app_s
(PN)=1 pIN
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Onaa, = +1si pdiviseN et p? nedivise pasN, et a, = 0si p? divise N.

Considérons alors un nombre premier | < n(M)/6. Soit i I’exposant de | dans N.
Définissons des opérateurs 'V, et V[ delafagon suivante (cf. dém. delaprop. 4 de[18]) :

(i) sil=2eti=0,0onposeV, =1—aR +2R et V), =1;

(i) sil=2eti=1,0onposeVy =1—aR et V) =1;

(i) sil=2eti >2,0nposeVo, =V, =1;

(iv) sil #2eti=0,onposeV, =V, =1;

(v) sil#2eti=1onposeV, =1letV|=1—-(+1—a)R;

(vi) sil#2eti>2,0onposeV,=1letV/=1—(1+1)R +IR..

Notons F et G les fonctions définies par

F:( il V|)(f) et Gz( I V()(g)-

1<p(M)/6 1<pu(M)/6

Ce sont des formes modulaires de poids 2 pour I'g(M). Les séries de Dirichlet associees
aF et G possedent des produits eulériens dont les facteurs en les nombres premiers <
(M) /6 sont des séries de Dirichlet a coefficients congrus modulo P™. Les développe-
ments de Taylor de F et G sont donc congrus modulo P ™ en degrés < 1(M) /6 ; ils sont
donc congrus modulo P™ (prop. 1). Par ailleurs, si | est un nombre premier > (M) /6,
les coefficients d’indice | des développementsde F et G sont respectivement a et | + 1.
Celaentraine le résultat.
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