RECHERCHES AXIOMATIQUES SUR UN THEOREME
DE CHOQUET CONCERNANT L’EFFILEMENT

M. BRELOT

Offert pour le soixantiéme anniversaire du Professeur Noshiro.

1. 11y a quelques années, CHOQUET a démontré [5], en théorie classique
du potentiel (ou pour certains noyaux) que I’ensemble E des points ou un
ensemble e est effilé est contenu dans un ouvert o, tel que wne soit de capacité
arbitrairement petite. Cela contient les résultats-elefs, connus depuis longtemps
que Ene est polaire et que si e est ouvert, p. ex. borné, ENnde est de mesure
harmonique nulle en tout point de e. La partie nouvelle du résultat général est
que les points de Ce ou e est effilé peuvent étre enfermés dans un ouvert o tel
que wNe soit de capacité arbitrairement petite et I’effilement n’intervient plus
pour un ensemble qu’aux points du complémentaire, d’une fagon équivalente
a la notion de topologie fine. C’est cet aspect fort important que nous allons
approfondir dans des conditions axiomatiques trés générales, en développant
nécessairement un peu une théorie du “poids” généralisant la capacité (donc
plus ou moins examinée par CHOQUET) et comparant les notions de ‘“‘conti-
nuité fine” et de “‘quasi-continuité,” comme il était connu dans le cas classique,
notions récemment approfondies axiomatiquement aussi par FUGLEDE [6,7].
Nous considérerons enfin des cas particuliers fournis par la théorie axiomatique
des fonctions harmoniques. Nous trouverons ainsi pour divers poids divers

équivalents de la propriété de Choquet.

2. Definitions
Soit [3] sur un espace topologique 2, un cdne convexe @ de fonctions réelles
> 0 semi-continues inférieurement, contenant la fonction +oo0 (€@ u € @
avec 0. =0)
La topologie fine sur 2 est la moins fine des topologies plus fines que celle de
2 et rendant continues les fonctions de @. L’adhérence fine de e sera notée é.
Leffilement de e en x,& e signifie que Ce est un voisinage fin de z,. On appellera

Received July 21, 1966.
1) On rappelle que R;@J > 0, e Q) signifie inf (¥ €0, u > ¢ sur e), que R¢=Rf et que

Ieffilement de e en =, & e est caractérisé par inf RS7%(x)) < 1 (o voisinage de ,)
a
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poids p(e) de e, toute fonction de e réelle > 0 et croissante de e, nulle pour e
vide. On dira que:’ p est finsi p(é)=p(e)
est dénombrablement sous additif (d.s.a) si p(Ue,) < 1p(e,)
est continu a droite (c.d) si p(e) =inf p(w), o ouvertde.
p-quasi-partout ou seulement quasi-partout (q.p) signifiera “sauf sur un
ensemble de poids nul.”
p étant fixé, on appellera:
quasi-ouvert un ensemble o tel qu’il existe o’ ouvert avec o' Do, Pl —o0) <e
arbitrairement choisi
quasi-fermé le complémentaire d’un quasi-ouvert avec définition directe ana-
logue
Une fonction f(2 —» Q') est quasi-continue, s’il existe un ensemble « de poids <e
tel que f|Ca (restriction & Ca) soit continue
De méme pour f réelle les notions de quasi-semi-continuité.
Remarques faciles:

a) sipestcd:
S quasi-continue ) f~!(«’ ouvert) quasi ouvert (ve’).
Si p est d.s.a, et 2’ & base dénombrable:

vo', f~1(o’ ouvert) est quasi ouvert ) f quasi-continue,
et résultats analogues pour la semi-continuité

b) On appellera poids extérieur p*(e)=inf p(w) > p(e) (w0 ouvertoe) Alors
(p*)*=p*; p* est un poids c.d; il est fin, resp d.s.a si p Dest.
Dans la théorie classique du potentiel, 2 est un espace de Green (en particulier un
domaine borné de R*, n >2), ® ’ensemble des fonctions hyperharmoniques
> 0 (surharmoniques > 0 ou +). La capacité extérieure greenienne est un
exemple de poids fin, d.s.a et c.d.

3. On connaissait en théorie classique, pour la capacité, le théoréme
suivant qui se démontre de la méme facon en général:

THEOREME 1 Si le poids p est fin, toute fonction f quasi-continue est finement
continue q.p; toute fonction quast semi-continue (s. ou t) est finement semi-continue (5. ou )
g.p.

On choisit ’ensemble «, tel que f|Ca, soit continue et p(a,) <1/n. -Alors
pa,) <1l/m dou p(N&,)=0. Si x&¢Nna,, x&a,, pour n, convenable; Cain, est
un ouvert fin et f|Cdn, continue en z,y est aussi finement continue d’ou la
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continuité fine en z de f dans 2. De méme pour la semi-continuité.

CoRroLLAIRE. Si p est fin, tout e quasi-fermé est contenu dans e, finement
fermé, avec p(e,;—e)=0

4. La propriété de CHOQUET (relative & un poids p). Ce sera par
définition:

Pour tout ¢, les points finement extérieurs (c’est-a-dire les points de Ce ou e
est effilé) peuvent étre enfermés dans un ouvert o tel que wNe soit de poids
arbitrairement petit, ce que équivaut immédiatement a: Tout ouvert fin est
quasi-ouvert ou bien tout fermé fin est quasi-fermé. Un poids possédant cette
propriété sera dit du type de CHOQUET ou t.C.  Noter que cette propriété est
conservée par diminution du poids et, lorsque 2 est & base dénombrable et que
p est d.s.a., elle posséde le caractére local (relatif & un voisinage ouvert de
chaque point). En reprenant exactement le raisonnement de CHOQUET
[5] on étend sa propriété de décomposition:

THEOREME 2. Si p est fin et 1.C, tout ensemble e est la réunion e, Ue,, ol
p(e;) < ple) et ple,) < e arbitraire > 0.

Car ¢ contient ¢, fermé tel que p(é—e,) < e tandis que p(e,) < p(€)=p(e) Alors
eNe, et enCe, peuvent étre pris pour ¢, et e,.

5. Equivalences.

THEOREME 3.  Soit p un poids d.s.a. et t.C.

Alors toute fonction f (& valeur dans 2' a base dénombrable) finement continue q.p.
est quasi-continue ; toute fonction réelle finement semi-continue (sup. ou inf.) q.p. est
quasi-semi continue (s ou 1)V

Soit f finement continue dans 2, w, une base d’ouverts de 2/, e¢,=f"w,),
¢, un ouvert contenant e,, tel que p(¢/,—e,) <e.27m Si E=Ul(e,—es,),
p(E) <e. Voyons que f|CE est continue. On considére les images récipro-
ques d’ouverts et il suffit de voir que ¢,NCE est ouvert dans CE; cela vient de
ce que ¢,NCE=¢,NCE puisqu’un point de ¢’, non dans e, est dans E. Soit
f finement continue aux points de Ca avec p(e)=0. On remplace 2 par 2—a
en remarquant que la propriété de CHOQUET s’y applique. La quasi-conti-
nuité dans 2—« donne la quasi-continuité dans 2.

1) Raisonnements inspirés de Doob, donnés pour un poids particulier dans un cours a
Paris en 63-64. Le résultat pour les potentiels classiques et la capacité remonte & CARTAN
(1945).
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Si f est finement s.c.s dans £, on considére e,={z, f(x) <2.}, A, dense, ¢,
ouvert De, tel que p(e’,—e,) < 27" etc Démonstration analogue.

COROLLAIRE. Premier résultat d’équivalence Pour un poids fin. d.s.a.,t.C.:
a) si f est a valeurs dans ' & base dénombrable
S quasi-continue <= f finement continue q.p.
b) st f est réelle

S quasi semi continue (s.ou i.) <> f finement semi-continue (s. ou i.) g.p.

THEOREME 4.*  Supposons que p soit d.s.a. et c.d. et aussi que Q soit a base
dénombrable.

Alors st Uenveloppe inférieure d’une famille quelconque de fonctions de @ est quasi
semi-continue supérieurement, la propriéié de Choquet relative a p est vraie.

Soit ¢ quelconque, {w,} une base d’ouverts de 2 et e,={x, R*N“+(z) < 1}.
L’ensemble des points de Ce ou e est effilé est U(e,Nw,). Comme I’enveloppe
Ry°Ne» est quasi semi-continue supérieurement, il existe un ouvert a,, tel que
Pla,) <e2-* et que R,*N*|Cq, soit s.c.s. Comme ReN@» > 1 sur eNw,, cela
s’étend & (eNw,)\a,. Donc CleNw,)\anDe, et CleNw,)\a, Nw,De,No, tandis que
CleNw)\a,NeNw,Ca,, formule valable quels que soient les ensembles de cette
formule, méme sans signe d’adhérence. Alors U(C(eNw,)\a,Nw,) est un ouvert
contenant les points de Ce ou e est effilé et coupant e selon un ensemble de
poids <e.

CoRroOLLAIRE.  Eguivalence de la propriété de Choquet.
Soit 2 a base dénombrable et p, d.s.a. et c.d. Alors la propriété de Choquet équivaut a
la suivante : Toute fonction réelle > o finement s.c.s. est quasi s.c.s.

6. Exemples généraux de poids.

a) Si p est un poids, L(z) >0 croissante de x > 0, L(p) est un poids avec des
propriétés faciles & déduire de celles de p et L.

b) Soit ¢ >0, x,, a fermé, fixés. Ry(x,), R,%*(x,) sont des poids croissant
avec ¢; si ¢ est s.c.1. ils sont fins; si ¢ est finie continue > 0, ils sont c.d.;
si @ est fermé par addition dénombrable, ils sont d.s.a.

Réle de la propriété de Choquet. D’abord une remarque immédiate:

* Jusqu’ici on peut, au lieu d’introduire @, ne prendre qu’une topologie fine arbitraire,
plus fine que celle de £ (Choquet)
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Si R¢(x,) est ¢.C, tout ensemble finement fermé « contient un fermé e, tel
que a—a, P x, et soit effilé en z,

(Cela a lieu comme on verra en particulier dans le cas classique, ce qui ne semble
pas connu).

Evident si «, & « en prenant a,=¢; sinon il existe dans « un fermé «,, tel que
Rpo—so(zy) <e <1 d’ott a—a, P2, et Peffilement de a—a,.

THEOREME 5. Supposons que pour F > o sur Q, Ri(x,) soit un poids c.d., d.s.a. et
t.C. Alors pour toute f finement s.c.s. (méme seulement q.p.) < F: méme résultat si
lepoids est seulement c.d. f quasi s.c.s. inf Rr—o(2,)=0 (¢ variable > 0, s.c.s., < f,
f—¢ pris nul ld ot f=¢p=+0c0) ’

En effet, d’aprés le théoréme 3, il existe w ouvert de poids Ry(x,) <e tel que
f|Cw soit s.c.s. En prolongeant cette fonction f par 0 sur » on obtient f;s.c.s.
et Rrr,(2,) < Rp(xy) < e
THEOREME 6. Soit F finie continue > 0. On suppose que pour toute f >0
Sfinement s.c.s. et < F, izzf Rr—o(x)=0 (¢ = 0, s.c.5. < f)

Alors Ri(x,) est du type de Choquet.

On considére E finement fermé; alors Fe=Fzg(2x; indicateur ou fonction
caractéristique) est finement s.c.s. et si ¢ > 0 est s.c.s. majorée par Fy, ’ensemble
a, ol ¢ > F/2 est fermé et contenu dans E. Sur E—a,, Fz—¢=F—¢> F|2,
d’oit Rr,—¢ > RE/;“:—;— RE=* Donc R%E *(x,) est arbitrairement petit pour un
¢ convenable, c’est-a-dire que REZ™*(x,) est arbitrairement petit pour un « fermé

convenable CE, ce qui est la propriété de Choquet.

CoroLLAIRE. Equivalence de la propriéié de Choquet pour le poids Ri(x,) od F
est finie continue > 0.  On le suppose d.s.a.

Alors la propriété de Choquet équivaut a:

vf = 0, finement s.c.s., < F, inf. Rr—o(,)=0 (¢ > 0, s.c.5., < f)
Variantes. On peut donner qi)ien des variantes. Par exemple: supposons £
localement compact & base dénombrable et ¢ fermé pour ’addition dénombr-

able. Alors pour F finie continue > 0, la propriété de Choquet pour Rg(zx,)
est indépendante de F, équivaut a cette propriété pour R{(z,) localement (c’est-

a-dire pour ¢ dans un voisinage de chaque point) et a la propriété inf Rr—4(x,)=0
¢
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(¢ =0, s.c.s., < f) pour toute f > 0 finement s.c.s., localement bornée.

7. Exemples dans la théorie axiomatique des fonctions harmoniques
Considérons I’axiomatique (Brelot [1]) avec I'espace 2 (localement compact,
non compact, connexe, localement connexe) pourvu d’un faisceau de fonctions
“harmoniques” satisfaisant aux axiomes 1,2,3. On ajoutera l’existence d’une
base dénombrable d’ouverts et d’un potentiel >0. On prend pour @
Pensemble des fonctions hyperharmoniques > 0.
Lemme [4] Soit », un ouvert relativement compact, 2, € o, dps’ la mesure

harmonique, V, une fonction surharmonique > 0 finie continue. Si ’axiome D

est vérifié, Sﬁf,o dpy® est un poids (fin, c.d., d.s.a.) du type de Choquet et si

L, . . -/—‘?w
pour e, » décrit les ouverts contenant les points de 2 ol e est effilé, inf R{"“=0

THEOREME 7.
Soit ¢ dans 2, localement bornée supérieurement et inférieurement par des nombres > 0

et xy€ 2. Pour que le poids R, (x,) soit du type de Choquet, il faut et suffit que
Paxiome D soit satisfait .

Vu la remarque finale du »° 6, il est équivalent de supposer ¢=1 ou bien V.
Supposons I’axiome D. La propriété de Choquet est satisfaite pour Rf (x,) et
tout ¢ ne coupant pas un voisinage ¢ de x, (Voir [2], ou utiliser le lemme avec
®, ouvert C@,Cd et Sﬁf}o dp =R} (x,)) Il reste & examiner le cas de 2, € €. Si

e est effilé en =,, il suffit de remarquer que R{{°(x,) est arbitrairement petit
pour § convenable et considérer les points d’effilement de e dans Cs et ceux
situés dans 6. Supposons e non effilé en x,., On considére des voisinages
décroissants de zy, 6,20+, Nd,={x,}; tout point d’effilement de e est dans
I'un des ensembles ou les enCs, sont effilés; on choisit pour chaque » un

ouvert o, contenant les points ot eNCa, est effilé, tel que Rp"*(x,) <e27";

U, résout la question.

Réciproquement, supposons Ry, (2,) du type de Choquet et reprenons w,>x,.
Pour toute V surharmonique > 0, il existe d’apres le th.3, puisque Ry, (x,) est
c.d., un ouvert o tel que V/Co soit continue et Ry (x,) < e. Comme Ri‘}-o est sur-

harmonique, S V. dpat <e et le th. 26.3 de Mme Hervé [8] entraine I’axiome D.
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Premiére extension. Le th.7 s’étend au poids Sﬁ’; dm, ol m est une mesure
> 0 mais =% 0, ne chargeant pas les ensembles polaires et, soit de support com-

pact, soit telle que SVdm< oo §’il existe V' surharmonique=¢.

e . ./'A\ ,
Si D est vérifi¢, le lemme entraine inf R{"“=0 et aussi inf R;"*=0 d’od l'on
24 w

. P
déduit une suite décroissante d’ouverts o, de la famille des o, telle que inf R}"*»
=0 d’aprés un lemme topologique de Choquet (Voir [1] p. 3) d’ou inf RZ"»
=0 sauf sur un ensemble polaire et SI?;’,““’"”"dm—> 0 (K compact). On en

déduit pour chaque 2, d’une suite croissante telle que 2,c2,cQ, UQ2,=2

un ouvert o, tel que SR;““”“Q”dm <e27? et Uw, permet de conclure a la
propriété de Choquet.
Réciproquement, partons du poids supposé ¢.C. et soit 2, un point adhérent

au support de m. Si § est un domaine contenant z,, on voit que pour
ecCd, et o ouvert contenant les points d’effilement de e sur Ce,

RN“(xy) <2 Sﬁ;”“’dm ol 21> 0 est indépendant de ¢ et o, grace a la propriété
de Harnack de R;"” harmonique dans 6. D’ou la propriété de Choquet
pour ecCés et lepoids R;(x,) ou R (x,). Un raisonnement du th. précédent
fait passer a un ensemble quelconque, c’est-a-dire que RY (z,) est £.C., ce qui
entraine I’axiome D.

Cas particulier. On peut prendre pour m la mesure harmonique d p3’.

Remarque 1. On notera que l’axiome D équivaut au résultat que pour une
fonction ¢ (localement entre deux nombres > 0), tout ensemble e posséde la

propriété inf R;"“=0, o décrivant les ouverts contenant les points de 2 ol e est
w
effilé.

Car cette propriété équivaut a iu{lf S R dpie=0

Remarque 2. On peut démontrer sans I’axiome D que le poids Sﬁ; dm pour ¢
finie continue > 0 est continu 4 droite (méme m).
Seconde extension. Dans le théoréme 7, au moins pour x, non polaire et dans

son extension a SR; dm, on peut remplacer pour ¢ la condition de borne
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supérieure locale par la majoration par une fonction surharmonique W telle
que SW dm< co, en ajoutant les hypothéses suivantes: (Voir[8])

proportionalité des potentiels & support ponctuel,
existence d’une base de domaines complétement déterminants,
identité de I’effilement et de I’effilement adjoint.

La seule partie nouvelle est qu’avec D I’on trouve que les poids considérés
sont du type de Choquet.

Tout dérive du résultat obtenu dans [4] grace & la théorie des fonctions har-
moniques adjointes de Mme Hervé [8], que si W est surharmonique > 0:

T
inf RH*=0

(o ouvert variable contenant les points o1 ¢ est effil€).

Méme raisonnement. Le cas ou m est la masse unité en z, non polaire donne
dans ce cas la premiére partie.

Remarquer la conséquence: Sous toutes les conditions précédentes (et avec D),
on a pour un ensemble ¢ effilé en x, non polaire, x,ée, et W surharmonique

> 0, inf R%%(2,)=0. (Voisinages ¢ de z,)
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1) Dans la note 5 au bas de page il est sous-entendu que ’on suppose ’axiome D et une
base dénombrable d’ouverts.
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