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Offert pour le soixantieme anniversaire du Professeur Noshiro.

1. II y a quelques annees, CHOQUET a demontre [5], en theorie classique

du potentiel (ou pour certains noyaux) que Γensemble E des points oύ un

ensemble e est eίfild est contenu dans un ouvert ω, tel que ω Π e soit de capacite

arbitrairement petite. Cela contient les resultats-elefs, connus depuis longtemps

que EΠe est polaire et que si e est ouvert, p. ex. borne, Eπde est de mesure

harmonique nulle en tout point de e. La partie nouvelle du resultat general est

que les points de Ce oύ e est effile peuvent etre enfermes dans un ouvert ω tel

que ωf)e soit de capacite arbitrairement petite et Γeffilement n'intervient plus

pour un ensemble qu'aux points du complementaire, d'une faςon equivalente

a la notion de topologie fine. C'est cet aspect fort important que nous allons

approfondir dans des conditions axiomatiques tres generates, en developpant

nέcessairement un peu une theorie du "poids" generalisant la capacite (done

plus ou moins examinee par CHOQUET) et comparant les notions de "conti-

nuite fine" et de "quasi-continuite," comme il etait connu dans le cas classique,

notions recemment approfondies axiomatiquement aussi par FUGLEDE [6,7].

Nous considererons enfin des cas particuliers fournis par la theorie axiomatique

des fonctions harmoniques. Nous trouverons ainsi pour divers poids divers

Equivalents de la propriete de Choquet.

2. Definitions

Soit [3] sur un espace topologique Ω, un cone convexe Φ de fonctions reelles

> 0 semi-continues inferίeurement, contenant la fonction +c» ( M G Φ C ) ^ £ Φ

avec 0. oo = 0)

La topologie fine sur Ω est la moins fine des topologies plus fines que celle de

Ω et rendant continues les fonctions de Φ. L'adherence fine de e sera no tee e.

Veffilement de e en x^e signifie que Ce est un voisinage fin de x^λ On appellera

Received July 21, 1966.
χ) On rappelle que Re

φ(ψ > 0, eaΩ) signifie inf u(uEΦ, u > ψ sur e), que Rφ=R^ et que

Γeffilement de e en xQ ί e est caracterise par inf R*na(x0) < 1 {a voisinage de x0)
a
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poids p(e) de e, toute fonction de e reelle > 0 et croissante de e, nulle pour e

vide. On dira que: p estfin si p{e)=p(e)

est denombrablement sous additif (d.s.a) si p(Uen) < Σp(e»)

est continu a droite (c.d) si p(e)=mϊp{ω), ω ouvertz>£.

p-quasi-partout ou seulement quasi-partout (q.p) signifiera "sauf sur un

ensemble de poids mil."

p etant fixe, on appellera:

quasi-ouvert un ensemble ω tel qu'il existe ωr ouvert avec ω'zxy, p(ωf—ω)<ε

arbitrairement choisi

quasi-ferme le complementaire d'un quasi-ouvert avec definition directe ana-

logue

Une fonction f(Ω -> Ωf) est quasi-continue, s'il existe un ensemble a de poids <e

tel que f\Ca (restriction a Ca) soit continue

De meme pour f reelle les notions de quasi-semi-continuite.

Remarques faciles:

a) si p est c.d:

/ quasi-continue c> f~1(ωf ouvert) quasi ouvert (Va/).

Si p est d.s.a, et Ωf a base denombrable:

Vω', f~ι(ω' ouvert) est quasi ouvert O / quasi-continue,

et resultats analogues pour la semi-continuite

b) On appellera poids extέrieur p*(e)=mΐ p{ω) > p{e) (ω ouvertD^) Alors

(p*)*=p*. p* e s^ u n poids c.d; il est fin, resp d.s.a si p Test.

Dans la theorie classique du potentiel, Ω est un espace de Green (en particulier un

domaine borne de Rn, n > 2), Φ Γensemble des fonctions hyperharmoniques

> 0 (surharmoniques > 0 ou +oo). La capacite exterieure greenienne est un

exemple de poids fin, d.s.a et c.d.

3. On connaissait en theorie classique, pour la capacite, le theoreme

suivant qui se demontre de la meme facon en general:

THEOREME 1 Si le poids p est fin, toute fonction f quasi-continue est finement

continue q.p; toute fonction quasi semi-continue (s. ou ϊ) est finement semi-continue (s. ou i)

q.p.

On choisit Γensemble an tel que f\Can soit continue et p{an) < \\n. Άlors

p{άn)<\ln d'oύ p{f)άn) = 0. Si x<£Γ)άn, x$άno pour nQ convenable; Cα«β est

un ouvert fin et /|Cαn0 continue en x, y est aussi finement continue d'oύ la
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continuity fine en x de / dans Ω. De meme pour la semi-continuite.

COROLLAIRE. Si p est fin, tout e quasi-ferme est contenu dans ex finement

ferme, avec p(e1—e) = 0

4. La propriete de CHOQUET (relative a un poids p). Ce sera par

definition:

Pour tout e, les points finement exterieurs (c'est-a-dire les points de Ce oύ e

est effile) peuvent etre enfermes dans un ouvert ω tel que ωΓ\e soit de poids

arbitrairement petit, ce que equivaut immediatement a: Tout ouvert fin est

quasi-ouvert ou bien tout ferme fin est quasi-ferme. Un poids possedant cette

propriete sera dit du type de CHOQUET ou t.C. Noter que cette propriete est

conservee par diminution du poids et, lorsque Ω est a base denombrable et que

p est d.s.a., elle possede le caractere local (relatif a un voisinage ouvert de

chaque point). En reprenant exactement le raisonnement de CHOQUET

[5] on etend sa propriete de decomposition:

THEOREME 2. Si p est fin et t.C, tout ensemble e est la reunion ex U e2y ou

p(ex) < p(e) et p(e2) < ε arbitraire > 0.

Car e contient eQ ferme tel que p{e—eQ) <ε tandis que p{eQ) < p(e) = p{e) Alors

eΓ\eQ et ef]CeQ peuvent etre pris pour e1 et e2.

5. Equivalences.

THEOREME 3. Soit p un poids d.s.a. et t.C.

Alors toute fonction f (a valeur dans Ω' a base denombrable) finement continue q.p.

est quasi-continue toute fonction reelle finement semi-continue {sup. ou inf.) q.p. est

quasi-semi continue [s ou i)V

Soit / finement continue dans Ω, ωn une base d'ouverts de Ω', en=f~1{ωn):>

e'n un ouvert contenant en, tel que p(ef

n—eJ < ε.2~n. Si E=\J{er

n—en),

p{E) <ε. Voyons que f\CE est continue. On considere les images recipro-

ques d'ouverts et il suffit de voir que enf]CE est ouvert dans CE; cela vient de

ce que ennCE = er

nC\CE puisqu'un point de e'n non dans en est dans E. Soit

/ finement continue aux points de Ca avec p{a) = 0. On remplace Ω par Ω—a

en remarquant que la propriete de CHOQUET s'y applique. La quasi-conti-

nuite dans Ω—a donne la quasi-continuite dans Ω.

χ) Raisonnements inspires de Doob, donnes pour un poids particulier dans un cours a
Paris en 63-64. Le resultat pour les potentiels classiques et la capacite remonte a CART AN
(1945).
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Si / est finement s.c.s dans Ω> on considere en={x, f{x) <λn}, λn dense, e'n
ouvert Z)en tel que p{ef

n—en) <ε2~n etc Demonstration analogue.

COROLLAIRE. Premier resultat d'equivalence Pour un poids fin. d.s.a. J.C.:

a) si f est a valeurs dans Ω' a base denombrable

f quasi-continue <—> f finement continue q.p.

b) si f est reelle

f quasi semi continue (s.ou i.) <==> f finement semi-continue (s. ou i.) q.p.

THEOREME 4.* Supposons que p soit d.s.a. et c.d. et aussi que Ω soit a base

denombrable.

Alors si Γenveloppe inferieure d'une famille quelconque de fonctions de Φ est quasi

semi-continue supe'rieurement, la propriete de Choquet relative a p est vraie.

Soit e quelconque, {ωn} une base d'ouverts de Ω et en={x,R1

er]0)n{x) <l}.

L'ensemble des points de Ce oύ e est effile est {J{enf)ωn). Comme Γenveloppe

Rλ

e^ωn est quasi semi-continue superieurement, il existe un ouvert any tel que

p(an)<ε2~n et que J?ienω«|C«:n soit s.c.s. Comme i?^^'- > 1 sur eΓ)ωn:) cela

s'etend a {e Π ωn)\an. Done C(eΓ\ωn)\an^en et C(e Π ω n)\an C)ωn^enf)ωn tandis que

C{eΓ\ωn)\anf)eΓ)ωn<^an, formule valable quels que soient les ensembles de cette

formule, meme sans signe d'adherence. Alors U (C(eΠωΛ)Wn Π ωn) est un ouvert

contenant les points de Ce oύ e est effile et coupant e selon un ensemble de

poids < e.

COROLLAIRE. Equivalence de la propriete de Choquet.

Soit Ω a base denombrable et p, d.s.a. et c.d. Alors la propriete de Choquet equivaut a

la suivante: Toute fonction reelle > o finement s.c.s. est quasi s.c.s.

6. Exemples generaux de poids.

a) Si p est un poids, L(x) > 0 croissante de x > 0, L(p) est un poids avec des

proprietes faciles a deduire de celles de p et L.

b) Soit <p > 0, #0, a ferme, fixes. Rφ(x0), Rφ

e\«{xQ) sont des poids croissant

avec φ; si φ est s.c.i. Us sont fins; si ψ est finie continue > 0, ils sont c.d.;

si Φ est ferme par addition denombrable, ils sont d.s.a.

Role de la propriete de Choquet. D'abord une remarque immediate:

* Jusqu'ici on peut, au lieu d'introduire Φ, ne prendre qu'une topologie fine arbitraire,
plus fine que celle de Ω (Choquet)

https://doi.org/10.1017/S0027763000012332 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0027763000012332


RECHERCHES AXIOMATIQUES SUR UN THEOREME DE CHOQUET CONCERNANT L ' E F F I L E M E N T 43

Si RI(XQ) est t. C, tout ensemble finement ferme a contient un ferme aQ tel

que α—α0 $ xQ et soit effile en xQ

(Cela a lieu comme on verra en particulier dans le cas classique, ce qui ne semble

pas connu).

Evident si xQ <$ a en prenant aQ = φ; sinon il existe dans a un ferme α0, tel que

jpi«-«o(a;o) < ε < 1 d'ou a—ao$xQ et Γeffilement de a—a0.

THEOREME 5. Supposons que pour F> o sur Ω, RF{xQ) soit unpoids c.d., d.s.a. et

t.C. Alors pour toute f finement s.c.s. (meme seulement q.p.) < F- meme resultat si

lepoids est seulement c.d. f quasi s.c.s. inf R/~.φ(xo) = 0 (φ variable > 0> s.c.s., < / ,
φ

f—φ pris nul la oύ f=φ = -\-oo)

En efFet, d'apres le theoreme 3, il existe ω ouvert de poids Rp{xo) < ε tel que

f\Cω soit s.c.s. En prolongeant cette fonction / par 0 sur ω on obtient / 0 s.c.s.

THEOREME 6. Soit F finie continue > 0. On suppose que pour toute f > 0

finement s.c.s. et < F, inf R/-φ{xQ) = 0 (φ > 0, s.c.s. <f)
φ

Alors Re

F{xQ) est du type de Choquet.

On considere E finement ferme; alors FE=FXE{XE indicateur ou fonction

caracteristique) est finement s.c.s. et si φ > 0 est s.c.s. majoree par FE, Γensemble

a0 oύ φ > F/2 est ferme et contenu dans E. Sur E—α0? FE—φ = F—φ> F/2,

d'ou RFE~Ψ > R§]2** = -ψ R§~~** Done i?f ~ β(aj0) est arbitrairement petit pour un

φ convenable, e'est-a-dire que Rp"Λ(xQ) est arbitrairement petit pour un a ferme

convenable aE, ce qui est la propriete de Choquet.

COROLLAIRE. Equivalence de la propriete de Choquet pour le poids RF(XQ) oύ F

est finie continue > 0. On le suppose d.s.a.

Alors la propriete de Choquet equivaut a:

V/ > 0, finement s.c.s., < F, inf. R/~φ{x0) = 0 (φ > 0, s.c.s., < /)
ψ

Variantes. On peut donner bien des variantes. Par exemple: supposons Ω

localement compact a base denombrable et Φ ferme pour Γaddition denombr-

able. Alors pour F finie continue > 0, la propriete de Choquet pour Rp{xQ)

est independante de F, equivaut a cette propriete pour Rl{x0) localement (e'est-

a-dire pour e dans un voisinage de chaque point) et a la propriete inf R/-φ{xQ) = 0
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(φ > 0, s.c.s., < /) pour toute / > 0 finement s.c.s., localement bornee.

7. Exemples dans la theorie axiomatique des fonctions harmoniques

Considerons Γaxiomatique (Brelot [1]) avec Γespace£ (localement compact,

non compact, connexe, localement connexe) pourvu d'un faisceau de fonctions

"harmoniques" satisfaisant aux axiomes 1,2,3. On ajoutera Γexistence d'une

base denombrable d'ouverts et d'un potentiel > 0. On prend pour Φ

Γensemble des fonctions hyperharmoniques > 0.

Lemme [4] Soit ω0 un ouvert relativement compact, xQ e ω0, dp^ la mesure

harmonique, Vo une fonction surharmonique > 0 ίinie continue. Si Γaxiome D

est verίfie, \ RVo dp^ est un poids (fin, c.d., d.s.a.) du type de Choquet et si

pour e, ω decrit les ouverts contenant les points de 42 oύ e est effilέ, inf i?in ω = 0
ω

THEOREME 7.

Soit φ dans Ω> localement bornee superieurement et inferieurement par des nombres > 0

et x0 e Ω. Pour que lepoids Re

φ{x0) soit du type de Choquet, il faut et suffit que

Vaxiome D soit satisfait.

Vu la remarque finale du n° 6, il est equivalent de supposer ^ = 1 ou bien Vo.

Supposons Γaxiome D. La propriete de Choquet est satisfaite pour R[ (#0) et

tout e ne coupant pas un voisinaged de x0 (Voir [2], ou utiliser le lemme avec

ωQ ouvert ciώQc:δ et \ RVo dpζo° =RVo(xQ)) II reste a examiner le cas de x0 e e. Si

e est effile en x0, il suffit de remarquer que Rv^
d(xQ) est arbitrairement petit

pour 3 convenable et considerer les points d'effilement de e dans Cδ et ceux

situes dans δ. Supposons e non effile en xQ. On considere des voisinages

decroissants de xOi δnz)δn+u Πδn={xQy; tout point d'effilement de e est dans

Γun des ensembles oύ les eΠCδn sont effiles; on choisit pour chaque nun

ouvert ωn contenant les points oύ eΠCδn est effile, tel que Rv

nJ]e{x{i) < ε 2~n;

U ωn rέsout la question.

Reciproquement, supposons RVQ{XQ) du type de Choquet et reprenons ωo38o.

Pour toute V surharmonique > 0, il existe d'apres le th.3, puisque Rγo(xQ) est

c.d., un ouvert ω tel que V/Cω soit continue et Rγo(
χ^ < ε Comme Rγ0 est sur-

harmonique, \ Ryo dp"* < ε et le th. 26.3 de Mme Hervέ [8] entraίne Γaxiome D.
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Premiere extension. Le th.7 s'etend au poids I Re

φ dm, ou m est une mesure

> 0 mais ^ 0, ne chargeant pas les ensembles polaires et, soit de support com-

pact, soit telle que \Vdm < oo s'il existe V surharmonique >. φ .

Si D est verifiέ, le lemme entraίne inf Re^ω = 0 et aussi inf Re

φ

nω= 0 d'oύ Γon

d&luit une suite ddcroissante d'ouverts ωn de la famille des ω, telle que inf i?*nα)n

= 0 d'apres un lemme topologique de Choquet (Voir [1] p. 3) d'oύ inf R^na)n

0)

= 0 sauf sur un ensemble polaire et \Re

φ

Πωnΐ)hdm-^0 (K compact). On en

dέduit pour chaque Ωv d'une suite croissante telle que ΩvdΩpc:Ω, UΩP = Ω

un ouvert ωp tel que \R™ωp(yΩpdm <ε2~p et \jωp permet de conclure a la

propriete de Choquet.

Reciproquement, partons du poids suppose t.C. et soit x0 un point adherent

au support de m. Si δ est un domaine contenant xQ> on voit que pour

eaCδ, et ω ouvert contenant les points d'efϊilement de e sur Ce,

Rtnω(%<>) <*[ RφΠωdm oύ λ > 0 est independant de e et ω, grace a la propriete

de Harnack de Re

φ

nω harmonίque dans δ. D'oύ la propriete de Choquet

pour eaCδ et lepoids Rφ(xQ) ou Rl(xQ). Un raisonnement du th. precedent

fait passer a un ensemble quelconque, c'est-a-dire que R{ (xQ) est t.C9 ce qui

entraϊne Γaxiome D.

Cas particulier. On peut prendre pour m la mesure harmonique dp%£.

Remarque 1. On notera que Γaxiome D equivaut au resultat que pour une

fonction φ (localement entre deux nombres > 0 ) , tout ensemble e possede la

propriete inf i?*nω = 0, ω decrivant les ouverts contenant les points de Ω oύ e est

effile.

Car cette propriete equivaut a inf \ Re

φ

nω dp% = 0

Remarque 2. On peut demontrer sans Faxiome D que le poids 1 Re

φ dm pour ψ

finie continue > 0 est continu a droite (meme m).

Seconde extension. Dans le theoreme 7, au moins pour xQ non polaire et dans

son extension a \ Re

ψ dm, on peut remplacer pour φ la condition de borne
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superieure locale par la majoration par une fonction surharmonique W telle

que yV dm< oo, en ajoutant les hypotheses suivantes: (Voir[8])

proportionality des potentiels a support ponctuel,

existence d'une base de domaines completement determinants,
identitέ de Γeffilement et de Γeffilement adjoint.

La seule partie nouvelle est qu'avec D l'on trouve que les poids consideres

sont du type de Choquet.

Tout derive du resultat obtenu dans [4] grace a la theorie des fonctions har-

moniques adjointes de Mme Herve [8], que si M^est surharmonique > 0:

inf R$ω = 0
ω

(ω ouvert variable contenant les points oύ e est effile).

Meme raisonnement. Le cas oύ m est la masse unite en x0 non polaire donne

dans ce cas la premiere partie.

Remarquer la consequence: Sous toutes les conditions precedentes (et avecZ)),

on a pour un ensemble e effile en xQ non polaire, xQ<£e, et W surharmonique

> 0, inf R$σ(x0) = 0. (Voisinages a de xQ)
a
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2) Dans la note 5 au bas de page il est sous-entendu que Ton suppose Γaxίome D et une
base denombrable d'ouverts.
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