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Introduction. Il s'agit d' étudier les automorphismes 

infinit es émaux (a. i. ) de certaines structures presque 

cosymplectiques liées aux variétés finsiériennes. 

V désigne If espace temps de configuration, 

W l'espace fibre des directions orientées tangentes à V 
^ B n+1 

c t é D a n s l ' é t u d e du m o u v e m e n t d' un s y s t è m e d y n a m i q u e c a r a c t é r i s é 

p a r s o n l a g r a n g i e n h o m o g è n e o£ e t p a r le t e n s e u r f o r c e S 

a n t i s y m é t r i q u e , J . K l e i n [ 3 ] i n t r o d u i t la 2 - f o r m e : 

F = d* A d x % - ^ S ( x . v l d x ^ A d x P ( i = 8 . < £ ) . 
a 2 aÇ> a a 

on 
Nous démontrons que lf ensemble ( GO - l dx , F) définit sur W 

a 
une structure presque cosymplectique. Dans le cas ou F est 

fermée nous étudions l'algèbre Lpc des (a. i. ) de cette 

structure. Lf algèbre horizontale HLpc associée "a Lpc est 

isomorphe, entant qu'espace vectoriel, 'a l'espace (de dimen­

sion infinie) des 1-formes basiques fermées; au sous-espace 

des 1-formes basiques homologues à zéro correspond un idéal 

HLpc tel que HLpc/HLpc soit abélien. 

Dans le cas ou la variété V est compacte, HLpc 
n+1 

est isomorphe "a 1' algèbre de Lie définie par la "parenthèse de 
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P o i s s o n " s u r 1' e s p a c e des fonct ions b a s i q u e s v é r i f i a n t l e s 
cond i t i ons de n o r m a l i s a t i o n . Enfin nous é t a b l i r o n s pour 
l ' a l g è b r e HKpc de d i m e n s i o n s finie le t h é o r è m e de r é d u c t i v i t é 
de M. E i c h n e r o w i c z [5] . 

1. Connex ions S - f i n s l é r i e n n e s . Soit V t une v a r i é t é 
— — — — — n+1 

oc 
d i f fé ren t i ab le de d i m e n s i o n n + 1 et de c l a s s e C . Nous 
d é s i g n e r o n s pa r V 1' e s p a c e f i b r e de s v e c t e u r s non nu l s 
t a n g e n t s "a V , pa r W l ' e s p a c e f i b r e de s d i r e c t i o n s 

n i 1 
o r i e n t é e s t a n g e n t e s "a V . p a r IT, TI et p r e s p e c t i v e m e n t 

n+1 
l e s a p p l i c a t i o n s canon iques de V -• V . de V ~> W et de 

n+1 
W «• V . E n t r e tr, ri et p v i en t la r e l a t i o n 

n+1 
Tr = p o r j . 

Soit U un v o i s i n a g e de V ; a u x c o o r d o n n é e s l o c a l e s 
n+1 

(x )( Q•= 0, 1, . . . , n) ds un point x ^ U , nous f a i s o n s c o r r e s p o n d r e 

l e s c o o r d o n n é e s (x , v ) du point z € TT (U)(TTZ - X) OÎI l e s v 
sont l es c o m p o s a n t e s p a r r a p p o r t au r e p è r e n a t u r e l d' o r ig ine x 
du v e c t e u r de TTTZ défini p a r z. Une s t r u c t u r e de v a r i é t é 
f i n s l é r i e n n e su r V e s t définie ic i p a r la donnée df une 

n+1 
fonction o£(x, v) (>0) su r V, p o s i t i v e m e n t homog'ene de d e g r é 1 
en v te l que le t e n s e u r 

(1 .1 ) g (x ,v ) = d &£Z) ( 9 . = — ) 
ap cm 2 a r, a 

d v 
soi t p a r t o u t défini positif , E tan t donnée une 2 - f o r m e s u r W 
définie pa r : 

(1 .2 ) S = - S ( x , v ) d x a A dx^ 
2 ap> 

ou S e s t un t e n s e u r a n t i s y m é t r i q u e h o m o g è n e de d e g r é 0 

en v. A ce t t e 2 - f o r m e e s t a s s o c i é e la I n f o r m e définie p a r : 

( 1 . 3 ) X = - i(v)S = S v ' d x ^ , 
ap 
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oti i désigne I! opérateur du produit intérieur, d, oîi 

i(v)X = 0 . 

Soit co une connexion linéaire régulière sur W[l], nous 
désignerons encore par ô> son image inverse sur V par r\, 

rapportée au corepere (dx ,V v ) elle s! écrit 

(1.4) «3° = r * dx^ + T* f v ^ ( < vY = 0) 

où V désigne la dérivée covariante dans 70 . Les coefficients 
r et T sont respectivement homogènes de degré 0 et -1 
en v. La forme de torsion de cette connexion sf écrit 

(1. 5) S
X = ÛK AdxP = ± S \ dx*A dxP + T \ V VP A dx" 

_ 1 
La connexion co sera dite S-finslérienne si elle satisfait aux 
conditions suivantes: 

(D Vg . = o , 
ap 

II T = T 
a$ $a 

(m) sx = - / s . (i = v/£) 
ap aÇ> 

Des conditions I et II nous obtenons le tenseur T: 

(1.6) T = | a - g (T = g TV ) . 
XaÇ> 2 p Ka kafi X v tf p 

Ainsi T coincide avec le tenseur de torsion de la connexion 
finslérienne associée ci g[2] et les coefficients "f sont 

déterminés au moyen des coefficients T de la connexion 
finslérienne et du tenseur S par: 

1) 
La détermination de cette connexion est due "a J. Klein. 
Voir [3] p. 50-55. 
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( 1 - 7 ) 

— * . X n X U. X n 

r 0 = r „ - x j T r + T TK - T TK ) 
o p v a p \ X uv a p fip ycr H1** P \ 

1 , X X X 
+ - X_ (/ T o + I T - / T ) 

Ù K y ap p ya a p-y 

- -X(s TX + s TX - s TX ) 
Z yX a p pX ya a\ Py 

Z a (3 y p y a y aÇ> 

oh n o u s a v o n s p o s é 

-o- * *cr 

a p y acr py a>py a<r p y 

e t l e s X s o n t l e s c o m p o s a n t e s d e la I n f o r m e X p a r r a p p o r t 

a u c o r e p e r e n a t u r e l ( dx ) de la b a s e . 

Z. S t r u c t u r e p r e s q u e c o s y m p l e c t i q u e s u r W. A u c h a m p 

c a n o n i q u e s u r W de v e c t e u r s u n i t a i r e s £ =v/^t n o u s a s s o c i o n s 

la 1 - f o r m e 

(Z. 1) u, = i d x ^ 
a 

Z 
c o n s i d é r o n s la Z - f o r m e "a v a l e u r s s c a l a i r e s s u r W d é f i n i e p a r 

(Z. Z) F = dcj + S = d i A d x a + - S d x ^ A d x P . 
a Z ap 

N o u s a l l o n s m o n t r e r q u e l ' e n s e m b l e (u> ,F) d é f i n i t s u r W u n e 

s t r u c t u r e de v a r i é t é p r e s q u e c o s y m p l e c t i q u e . E n e f f e t d é s i g n o n s 

p a r V la d é r i v é e c o v a r i a n t e d a n s la c o n n e x i o n f i n s l é r i e n n e e t 

p o s o n s 

(Z. 3) "p = Vi P = Vf 
a a a a 

Z) 
F e s t la Z - f o r m e f o n d a m e n t a l e de la m é c a n i q u e a n a l y t i q u e 
ou S^p e s t le t e n s e u r - f o r c e ; v o i r J . K l e i n [ 3 ] , la 1 - f o r m e 
u e s t l1 i n v a r i a n t i n t é g r a l r e l a t i f df E . C a r t a n [Z] p . 8 - 9 . 
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1 étant unitaire l e s p et P satisfont: 
a a 

— et a 

M =o , p i =o 
a r a 

de (1 .7 ) il v ien t 

( 2 . 4 ) ? = P + 7 S dx^ + X. T X dxY - - r V ( X I + | X )dxV 

# 
L e s coeff ic ients r de la connexion f i n s l é r i enne é tant 

P\ 
s y m é t r i q u e s p a r r a p p o r t a u x deux ind ices i n f é r i e u r s nous 
ob tenons 

(2 .5 ) du = di Adx^ = p A dx^ , 
ûr a 

c o m p t e - t e n u de (2 .4) la 2 - f o r m e F , s ! é c r i t 

(2. 6) F = "p A d x * . 

L1 e n s e m b l e (dx , p ) définit un s y s t è m e de g é n é r a t e u r s pour 
l e s 1 - fo rmes de lf e s p a c e v e c t o r i e l t angent à W en y € W et 

^ a — et 
i l en e s t de m ê m e pour 1! e n s e m b l e (dx , p ) c a r d1 a p r è s (2. 4) 

l e s r e s t r i c t i o n s des P et des P^ ci la f ibre p (x) sont 
a a r 

i d e n t i q u e s . A chaque y € W nous a t t achons un r e p è r e o r t h o -
n o r m e de la b a s e (e , e ) (a = 1, 2, . . . , n) t e l que e = I 

o a o 
nous avons 

( 2 . 7 ) 

i = 1 P = 0 8 = 0 
o o r o 

i = 0 p =o> p =w (a = 1,2, . . . , n ) 
a a ao r a ao 

P a r r a p p o r t ci ce r e p è r e la m é t r i q u e de V s1 é c r i t 
n+1 

2 2 n 2 
ds = (o ) + 2 (u) ) 

o 4 a 
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e t la i - f o r m e u), d é f i n i e p a r ( 2 . 1) , s ! é c r i t d a n s c e r e p a r t 

n n 

„ a a o o a a 
a=0 a=4 

A i n s i la m é t r i q u e de V d e v i e n t 
n + 1 

2 2 n 2 
(2 . 8) ds = (OJ) + S(c^ ) . 

a 
1 

D! autre part la 2-forme F s1 écrit 

n n 

( 2 . 9 ) F = Z (3 Aco = S p A w , 
_ a a a a 

a=u a=l 

la matrice associée à cette 2-forme est: 

'o -E 
(2.10) 

E 0 
n 

ou E est la matrice unité d1 ordre n. Il en résulte que F 
n 

est de rang 2n sur W et uA F est partout différent de zéro. 

Ainsi l'ensemble (oo, F) définit sur W une structure presque 

cosymplectique. Nous poserons 

P - cj ^ ( a * = a + n) 
a a * 

la forme F s! écrit 

F = 2u> A cj 
a* a 

Munissons 1' espace W de la métrique riemannienne 

2 2 n 2 2 n 2 
( 2 . 11) dô- = ( u ) + S ( u ) + 2 (w ,) , 

1 n + 1 
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c o m p l é t o n s la b a s e (e , e ) p a r n v e c t e u r s e de façon 
o a a* 

que l ' e n s e m b l e (e , e , ê ) dé f in i s se une b a s e o r t h o n o r m é e , 
o a a* 

dans la m é t r i q u e (2. 11), de l ' e s p a c e v e c t o r i e l euc l id i en 
t angen t a W en y € W. Nous avons a l o r s 

a) (e ) = 6 (6 e s t le symbole de K r o n e c k e r ) 
Av B AB y 

où A et B p r e n n e n t l e s v a l e u r s (0, 1,2 . . . 2n). Il en r é s u l t e 

(2. 12) i(e )w = 1 
o 

(2. 13) i(e )F = 0 . 
o 

En chaque point y£ W l1 équat ion co - 0 définit un s o u s - e s p a c e 
n ^ 2n 

— 2 2 
IT de Ty de d i m e n s i o n 2n. Soit é = 2 (co ) + S (co ) 

1 nf 1 
la m é t r i q u e indui te s u r II, d1 a p r è s (2. 10), i l e s t c l a i r que F 
e s t échangeab le avec $ p a r conséquen t induit s u r II une 
s t r u c t u r e que nous appe lons p r e s q u e h e r m i t i e n n e . Cet te 
s t r u c t u r e s e r a di te p r e s q u e k a h l é r i e n n e s i , de p l u s , F e s t 
f e r m é e . La n1^3116 p u i s s a n c e e x t é r i e u r e de F e s t 

n(n+l ) 
•n ? — — 

(2 .14) F = n ! ( » l ) . w , A u 0 A . . . A u> A P ,A . . . A p 
1 2 n i n 

d»où 

n(n+l ) 
F n

 2 

(2 .15) c o A - r = (-1) . a) A co, A . . . A a) A P A . . . A p n r l 

Po s on s 

F n 

(2 .16) r\ = c o A — • 
n: 

3. S t r u c t u r e Pfaff ienne. P a r r a p p o r t au r e p è r e 
o r t h o n o r m é (e ;e ) de la b a s e , la 2 - f o r m e dto, def ini te p a r 

o a 
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(2. 5), peut être mise sous la forme: 

(3.1) du) = S (3 Aw . 
. a a 

a=l 

La matrice associée a du) est donc de la forme (2. 10), il en 

résulte que du,- est de rang 2n sur W et u>A(du))n est partout 

différent de zéro, ceci prouve que I' ensemble (u) , du>) définit 

sur W une structure pfaffienne. Si nous munissons maintenant 

W de la métrique définie par: 

2 2 n 2 2 n 2 
( 3 . 2 ) do- = (w) + 2 (w ) + S (w J 

a a * 
1 n + 1 

ou nous avons posé u> = p (a* = a + n), du» s* écrit: 
a * a 

(3. 3) du) = 2 u) Au> . 
a* a 

Comme dans le paragraphe précédent nous complétons la base 

(e , e ) par n vecteurs e de manière que l' ensemble 
o a a* 

(e , e , e ) définisse une base orthonormée, dans la métrique 
o a a* 

(3.2), de l! espace vectoriel tangent a W en y € W nous avons 

alors 

i(e )u) = 1 
o 

(3.4) 

i(e )du) = 0 . 
o 

Soit II le sous-espace de Ty, de dimension 2n, défini par 

1' équation u) = 0, désignons par $ la métrique induite sur IT 

par (3.2), on voit alors que du) est échangeable avec $, par 

suite détermine sur II une structure que nous appellerons 

presque kahlérienne et nous avons: 

n(n+l) 
/ j v n 2— 

(3.5) W A V " =(-1) . U A U / . . . A " A P . A . . - A P . 
nî 1 n 1 n 
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En reportant l ' e x p r e s s i o n de p , définie par ( 2 . 4 ) , dans (2. 15), 
a 

compte tenu de (2. 7) nous obtenons 

(3.6) „ = uA-^ = uA^f£ 
ni ni 

Si S = 0 la structure presque cosymplect ique (a), F) coincide 
avec la structure pfaffienne (u>,du)). 

^' C a s ô 1 F e s t f e r m é e . Dans l e s paragraphes qui 
précèdent nous avons montré quf i l ex i s te un champ canonique 
de v e c t e u r s sur W sat isfaisant aux relat ions (2. 12), (2. 13) et 
( 3 . 4 ) . Désignons par E ce champ de vec teurs et écr ivons c e s 
re lat ions 

(4. 1) i(E)u) = 1 

(4 .2 ) i (E)F = i(E)dw = 0 . 

U équation co = 0 définit sur W un champ de 2n-plans II 
appelés "horizontaux11. Un champ de v e c t e u r s Z sur W sera 
dit horizontal s i pour tout y€ W -*• Zy « Ily, c ' e s t - à - d i r e 
co(Z) = 0 . Soit K l 'anneau des fonctions à va leurs r é e l l e s 
sur W, tout champ de vec teurs X sur W peut s1 é cr i re 

(4. 4) X = f . E + HX (i(X)co = f € K) . 

HX es t la partie horizontale de X, fE sera appelée la partie 
'Vert ica le" de X. Nous dés ignerons par L.(X) l1 opérateur de 
la dérivée de Lie par X, rappelons l e s formules suivantes [7]: 

(4 .5 ) L(X) = i(X)d + di(X) 

(4 .6 ) i ( [ X , Y ] ) $ = L(X) i (Y)$ - i(Y)L(X)$ 

dti $ es t une forme différentiel le et X, Y sont deux champs 
de v e c t e u r s . Une forme différentiel le \\t sur W sera dite 
"semi -bas ique" si i (E)4 '=0 , e l le sera dite "basique" si de 
plus e l le e s t invariante par E. Nous dés ignerons par Kf 

l 'anneau des fonctions bas iques sur W. Dans la suite nous 
supposons que F e s t f ermée: 
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( 4 . 7 ) d F = 0 . 

A ins i S e s t f e r m é e . F , du; e t S sont donc d e s f o r m e s 
b a s i q u e s . C o n s i d é r o n s l ' a p p l i c a t i o n : 

(4. 6) JJL:HX - • | = - i ( H X ) F . 

£; étant m a n i f e s t e m e n t s e m i - b a s i q u e , de p lus nous a v o n s 

F n _ 1 

i(HX)r, = « A t A — , . 

M a i s T) e s t p a r t o u t d i f fé ren t de z é r o , s i £ = 0 on a n é c e s s a i r e ­
m e n t HX = 0 . Ains i §JL défini t un i s o m o r p h i s m e d e s c h a m p s 
de v e c t e u r s h o r i z o n t a u x s u r l ' e s p a c e d e s 1 - fo rme s s e m i -
b a s i q u e s . Soit y un c h a m p de v e c t e u r s h o r i z o n t a u x i n v a r i a n t s 
pa r E , de la f o r m u l e ( 4 . 6 ) i l r é s u l t e 

i ( [E , y ] )F = i ( M E ) y ) F = L ( E ) i ( y ) F - i ( y ) L ( E ) F = L (E) i (y )F = 0 , 

d' ou i ( y )F e s t b a s i q u e . I n v e r s e m e n t s u p p o s o n s que i (y )F 
soi t ba s ique oti y e s t h o r i z o n t a l a l o r s i ( [E»y j )F = 0, d ' a u t r e 
p a r t i ( [E , y])u> = 0, d ' o \ i [ E , y ] = 0 , a i n s i y e s t i n v a r i a n t 
p a r E. Il en r é s u l t e que lf i s o m o r p h i s m e u indui t un i s o ­
m o r p h i s m e de K ' - m o d u l e d e s c h a m p s de v e c t e u r s h o r i z o n t a u x 
i n v a r i a n t s p a r E s u r le K f - m o d u l e de s 1 - f o r m e s b a s i q u e s . 
Enfine nous r e m a r q u o n s que u> , nf é t an t p a s f e r m é e le c r o c h e t 
de deux c h a m p s de v e c t e u r s h o r i z o n t a u x nf e s t p a s h o r i z o n t a l . 

5. A u t o r n o r p h i s m e s . 

A. Un c h a m p de v e c t e u r s X su r W e s t un a u t o m o r p h i s m e 
i n f i n i t é s i m a l (a. i. ) de la s t r u c t u r e p r e s q u e c o s y m p l e c t i q u e 
(u,, F = do + S) ( d F = 0) s i : 

(5. 1) L(X)co = 0 

{5. 2) E ( X ) F = 0 . 

C o m p t e t enu de la d é c o m p o s i t i o n de X, l e s r e l a t i o n s 
p r é c é d e n t e s s ' é c r i v e n t 

48 

https://doi.org/10.4153/CMB-1965-007-9 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CMB-1965-007-9


(5. l ) f i(HX)dco + df - 0 , 

(5 .2) f d i (HX)F = 0 . 

En mu l t i p l i an t l e s deux m e m b r e s de (5. 1)' p a r i (E) , nous 
voyons que f € Kf ; en fa i san t i n t e r v e n i r I1 i s o m o r p h i s m e \i 
nous avons 

fi(HX) = df - i(HX)S , 
(5 .3 ) 

di(HX)S = 0 . 

I n v e r s e m e n t la r e l a t i o n (5. 3) p rouve que X = fE -f HX es t un 
(a . i . ) de la s t r u c t u r e . A ins i pour qu ! un c h a m p de v e c t e u r s X 
su r W dé f in i s se un (a. i . ) de la s t r u c t u r e p r e s q u e c o s y m p l e c t i q u e 
e n v i s a g é e , i l faut et il suffit qu1 il s a t i s f a s s e à (5. 3). Il e s t 
c l a i r que (JL(HX) e s t une 1-forme bas ique f e r m é e . Nous 
dé s ignons pa r Lpc l ' a l g è b r e de Lie des (a. i. ) de ce t t e s t r u c t u r e . 
Soient X et Y deux é l é m e n t s de Lpc ; 

X = fE + HX , Y = gE + HY , f, g € K! ; 

c a l cu lons le c r o c h e t : 

[X ,Y] = [ f E , g E ] + [ f E , H Y ] + [ H X , g E ] + [HX,HY] , 

de la r e l a t i o n (4. 6) il r é s u l t e 

i ( [ f E , g E ] ) w = 0 , i ( [ f E , g E ] ) F = 0 , 

d ' o t i 

[ f E . g E ] = 0 . 

Nous ob tenons de m ê m e : 

[ fE ,HY] = -(i(HY)df)E , [ H X , g E ] = (i(HX)dg)E 

ou 

(5 .4 ) i(HX)dg = - i ( H Y ) d f e K ! 

et enfin 
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[HX,HY] = (i(HY)df)E + H[HX, HY ] 

ou H[HX, HY] e s t la p a r t i e h o r i z o n t a l e de [HX, HY]. A i n s i 
[X, Y] s ' é c r i t 

( 5 .5 ) [X ,Y] - (i(HX)dg)E + H[HX,HY] 

on en déduit 

(5 .6 ) H[X, Y] = H [ H X , H Y ] . 

B . Soit H le p r o j e c t e u r 

H : X € Lpc -> HX = x . 

Nous d é s i g n e r o n s p a r HLpc le K ! - m o d u l e e n g e n d r é p a r la 
p a r t i e h o r i z o n t a l e de Lpc , 

DEFINITION. Soient X et Y deux é l é m e n t s de L p c , 
x = HX et y - HY € HLpc nous appe lons a c c o l a d e { x, y} dans 
HLpc l1 e x p r e s s i o n : 

(5 .7 ) { x , y } d = f H[X,Y] . 

I,1 a c c o l a d e r e s t e inchangée si nous r e m p l a ç o n s X et Y p a r 
X' et Y' € .Lpc t e l s que HX' = HX et HY ! =HY. En effet 
nous ob tenons d ! a p r è s ( 5 . 6 ) : 

H[X,Y] = H[HX,HY] = H[HX» , H Y f ] = H [ X ! , Y f ] . 

L E M M E . L ' o p é r a t i o n x, y € HLpc -> { x, y} définit dans 
HLpc une s t r u c t u r e d ' a l g è b r e de L i e . 

E c r i v o n s l ' i d e n t i t é de J a c o b i pour X, Y» et Z € Lpc ; 

[ X , [ Y , Z ] ] 4 [ Y , [ Z , X ] ] + [ Z , [ X , Y ] ] = 0 

p r o j e c t o n s ce t t e r e l a t i on p a r H, en t enan t c o m p t e de la 
défini t ion (5 .7) nous avons pour le p r e m i e r t e r m e 

H [ X , [ Y , Z ] ] - { x , H [ Y , Z ] } = { x 3 { y , z } } 
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et il en e s t de m ê m e pour les deux a u t r e s t e r m e s , d' ou: 

{ x , { y , z } } + { y , { z , x } } + { z, { x, y} } =0 . 

Appe lons HLpc l ' a l g è b r e h o r i z o n t a l e a s s o c i é e ci L p c . Soit 
M l ' e s p a c e des 1 - fo rmes b a s i q u e s f e r m é e s . Nous avons m o n t r é 
que HLpc e s t , en t an t q u ' e s p a c e v e c t o r i e l , i s o m o r p h e à M. 
Soit x = HX, y = HY € H L p c , nous avons : 

u ( { x , y } ) = - i ( { x , y } ) F = - i ( H [ X , Y ] ) F 
(5 .8 ) 

= - i (H[HX,HY])F = - i ( [ H X , H Y ] ) F = d F ( H X , HY) . 

A i n s i (ji({x,y} ) e s t une 1- forme bas ique homologue à z é r o , 
Dés ignons p a r HLpc la s o u s - a l g è b r e des v e c t e u r s dont 1' i m a g e 
p a r \i e s t homologue à z é r o , la r e l a t i o n p r é c é d e n t e prouve que 
HLpc e s t un idéa l de HLpc t e l que H L p c / H L p c soi t abé l i en . 

T H E O R E M E . Soit Lpc l ' a l g è b r e de Lie des a u t o -
m o r p h i s m e s i n f i n i t é s imaux de la s t r u c t u r e p r e s q u e c o s y m p l e c t i q u e 
(GJ ;F ) (dF = 0 ) . Soit HLpc l ' a l g è b r e h o r i z o n t a l e a s s o c i é e a 
Lpc . HLpc e s t i s o m o r p h e , en tant quf e s p a c e v e c t o r i e l a 
l ' e s p a c e M (de d i m e n s i o n infinie) des 1 - fo rmes b a s i q u e s 
f e r m é e s ; au s o u s - e s p a c e M des 1 - fo rmes b a s i q u e s homologues 

— •• •• '—— O ' jg 

a z é r o c o r r e s p o n d un idéa l HLpc de HLpc te l que H L p c / H L p c 
soi t abé l i en . 

6. P a r e n t h è s e de P o i s s o n . Soient X et Y € L p c , 
x = HX, y = HY € HLpc nous avons 

(JL(X) = df - i(x)S 

H(y) = dg - i(y)S 

oti fi(x) et jJi(y) sont des 1 - fo rmes b a s i q u e s f e r m é e s . 
Si x, y € H L p c , a l o r s fi(x) et u(y) sont h o m o l o g u e s "a z é r o , 
p o s o n s : 

i(x)S = d c r x f - cr x = $ 

i(y)S = dory g » <r y = ^ 

oh § et ^ K ' : 
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u(x) = d $ , fjt(y) = d^ . 

A i n s i , d ' a p r è s ( 5 . 8 ) , à l ' a c c o l a d e { x, y} € HLpc c o r r e s p o n d 
la fonction F ( x , y ) . Nous a p p e l o n s " p a r e n t h è s e de P o i s s o n " 
de <$ et <\J l ' e x p r e s s i o n : 

(6. 1) (§,v|i) = F ( x , y ) . 

Sur l ' a n n e a u des fonc t ions b a s i q u e s nous d é f i n i s s o n s une r e l a t i o n 
d1 équ iva l ence : 

deux fonc t ions b a s i q u e s s e r o n t d i t e s é q u i v a l e n t e s s i e l l e s 
ne d i f fèrent que p a r une c o n s t a n t e . Soit N l ' e s p a c e des 
c l a s s e s des fonct ions b a s i q u e s . Si J e t ^ sont deux 
r e p r é s e n t a n t s des c l a s s e s { <*>} et { ^} a l o r s ($ ,4^ e s t un 
r e p r é s e n t a n t de la c l a s s e { (<£, 4;)} qui c o r r e s p o n d e l ' a l g è b r e 
de Lie indui te su r N pa r 

{($,4^)} = ({$} , U } ) 

T H E O R E M E . L ' a l g è b r e de Lie HLpc e s t i s o m o r p h e "à 
1 ' a lgèb re de Lie indui te s u r l ' e s p a c e N des c l a s s e s des 
fonct ions b a s i q u e s , dé f in ies à une c o n s t a n t e add i t ive p r è s , 
p a r la p a r e n t h è s e de P o i s s o n de la s t r u c t u r e p r e s q u e 
c o s y m p l e c t i q u e . 

o 
7. Cas ou V . | e s t c o m p a c t e . Soient x, y € HLpc et 

fji(x) = d<$>, u(y) = dqj ($, + € K ! ) ci { x , y } c o r r e s p o n d la p a r e n t h è s e : 

(§,vjj) = F ( x , y ) = - i ( x ) i ( y ) F = i(x)d4j , 

d' oli 

n n n n 
($ ,* ) — = ( i ( x ) d ^ ) — = i ( x ) ( d ^ A — ) + d ^ A i ( x ) — 

ni n! n! ni 

n - 1 n - 1 
= d ^ A i ( x ) F A 7 — - = d ^ A d ^ A - — - , 

(n- 1): (n- 1 ): 

m u l t i p l i o n s e x t é r i e u r e m e n t l e s deux m e m b r e s p a r OJ nous 
ob tenons 
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F n - 1 
(§,^)r| = d§Ad^A o)A r̂ TJTT 

D! autre par t considérons la 2n-forme 

(7.1) a = 

sa différentielle est 

* F " " 1 

rl/v — 

F " ' 1 

^ A " A ^Tï)T 

F
n 

- SHIIJ A — 4 
F n " d 

Mais le deuxième te rme du second membre est 0, puisque 
est basique et il en est de même du dernier te rme car S est 
de la forme: 

S = — S , OJ Aco, (a,b = 1, 2 . . . n) 
2 ab a b 

n-1 
et F est de degré n-1 en w ; ainsi 

a 

(7.2) ($.+)TI = àa 

LEMME. (^i^Jn est une (2n+l)-forme homologue à zéro 
sur W. Supposons V n + ^ compacte, dans chaque classe { $} 
choisissons la fonction J de façon que 

/ $n = o . 
w 

Nous dirons que § est normal i sée . Si § et L̂  sont deux 
fonctions normal i sées , nous avons df après le lemme précédent 

/ ($,+)TI - 0 . 
W 

THEOREME. S\_ V n + 1 est une var ié té compacte, 
1! algèbre de Lie HLpc est isomorphe par fi(x) = d§ à 1! algèbre 
de Lie définie par la parenthèse de Poisson sur l ' e space N des 
fonctions basiques vérifiant la condition de normalisat ion. 
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8. Réduc t i v i t é . Soient x et v deux é l é m e n t s de H L p c , 
— . Q r 

(i(x) - d$ et |i(y) = dO ou J et ù € N . Sur HLpc nous 

dé f in i s sons un produi t s c a l a i r e : 

(8. 1) A(x,y) = f $ . ^ . 
W 

c 
A(x, y) e s t une f o r m e b i l i n é a i r e su r HLpc t e l l e que A(x, x) > 0 
et A(x, x) = 0 e n t r a i n e § = 0, c? e s t - à - d i r e x = 0. Soit 
Z É H L p c , en v e r t u de ( 5 . 8 ) , et l1 a c c o l a d e { z , x } c o r r e s p o n d 
pa r f.x la fonction b a s i q u e : 

F ( z , x ) - - i ( z ) i ( x ) F = i (z)d§ . 

A ins i nous ob tenons 

( 8 . 2 ) A ( { z , x } , y ) + A ( x , { z , y } ) - J i ( z ) d ( $ , ^ ) t | . . 

W 

Nous a l lons m o n t r e r que l ' e x p r e s s i o n sous le s igne d ' i n t é g r a t i o n 
es t homologue a z é r o . A ce t effet c o n s i d é r o n s 

n n - 1 
i ( z ) ( d ( c . ) A w A T ) - i(z)d($,*)Ti + d ( W A u A i ( z ) F A — - . 

Ma i s le p r e m i e r m e m b r e e s t nu l , a i n s i 

F 1 3 " 1 

(8 .3 ) I U ^ C M T ! - -d(cR,)A uj A i ( z ) F A - r — T T , » 
(n -1 ) ! 

D ! a u t r e p a r t c o n s i d é r o n s la 2 n - f o r m e 

( 8 .4 ) p - ($ù)A u A i ( z ) A — • — , 
(n- 1 )ï 

i ( z ) F étant une 1- forme b a s i q u e f e r m é e , on a 

n - 1 n 

dp = d(o^)A w A i ( z ) F A ^ — r r + ( ^ ) i ( z ) F A ^ - — 
(n- 1 )i (n- 1)1 

n - i 
- ( $ v ) i ( z ) F A S A -

(n-1) ! 
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L e s deux d e r n i e r s t e r m e s s ' a n n u l e n t donc df a p r è s ( 8 . 3 ) , nous 
ob tenons : 

i(z)d(§+)n - -dp 

La v a r i é t é V . é tant c o m p a c t e , la r e l a t i on (8 .2) s1 é c r i t 
n+1 

( 8 . 5 ) ^ A ( { z , x } , y ) + A ( x , { z , y } ) = 0 . 

Le p rodu i t s c a l a i r e défini s u r HLpc e s t donc i n v a r i a n t pa r la 
r e p r é s e n t a t i o n adjointe de H L p c . Soit Kpc 1' a l g è b r e de Lie 
de d i m e n s i o n finie f o r m é e pa r l e s t r a n s f o r m a t i o n s i n f i n i t é s i m a l e s 
p r e s q u e c o s y m p l e c t i q u e s , W étant c o m p a c t , Kpc définit un 
groupe de Lie de t r a n s f o r m a t i o n s p r e s q u e c o s y m p l e c t i q u e s . 
Soit HKpc 1' a l g è b r e h o r i z o n t a l e a s s o c i é e à Kpc et soi t 

HKpc = HKpc 0 HLpc , 

O G 

HKpc e s t un idéa l de HKpc, ad(HKpc) o p é r a n t s u r HKpc et 
l a i s s e i n v a r i a n t le p rodu i t s c a l a i r e . Soit P un s o u s - e s p a c e de 
HKpc i n v a r i a n t p a r ad(HKpc) soit Q l1 o r t h o c o m p l é m e n t de P 
au s ens de p rodu i t s c a l a i r e p r é c é d e n t . Q e s t a u s s i i n v a r i a n t 
p a r ad(HKpc) . A i n s i ad(HKpc) définit su r HKpc une 
r e p r é s e n t a t i o n et ce t t e r e p r é s e n t a t i o n e s t c o m p l é m e n t r é d u c t i b l e . 

c 
En p a r t i c u l i e r nous pouvons p r e n d r e pour HKpc, HKpc lu i -
m ê m e a i n s i un idéa l que lconque de HKpc a d m e t un idéa l sup ­
p l é m e n t a i r e . 

T H E O R E M E DE LICHNEROWICZ. Supposons V R + 1 

c o m p a c t e , s i Kpc e s t l ' a l g è b r e de Lie de d i m e n s i o n finie des 
t r a n s f o r m a t i o n s i n f i n i t é s i m a l e s p r e s q u e c o s y m p l e c t i q u e s , si 
HKpc e s t 1' a l g è b r e h o r i z o n t a l e a s s o c i é e à Kpc et si 
HKpc = HKpc O l4Lpc a l o r s , ad(HKpc) o p é r a n t su r l ' i d é a l 

o •" :—! ! — 

HKpc définit une r e p r é s e n t a t i o n c o m p l è t e m e n t r é d u c t i b l e . 
En p a r t i c u l i e r HKpc e s t une a l g è b r e de Lie r educ t i ve [5 ] , [6] . 

9. C a s p a r t i c u l i e r . Soit Kpc l ' a l g è b r e de Lie de 
d i m e n s i o n finie des ( t . i . ) p r e s q u e c o s y m p l e c t i q u e s . Soit LE 
1 ! e s p a c e v e c t o r i e l e n g e n d r é pa r la p a r t i e v e r t i c a l e de Kpc. 
C o n s i d é r o n s le s o u s - e s p a c e de Kpc défini pa r LE + HKpc, 
df a p r è s (5. 5) et (5 . 7), i l e s t c l a i r que c ' e s t une s o u s - a l g e b r e 
de Lie de Kpc. 
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o 
Supposons que l ' a lgèbre LE + HKpc soit t ransi t ive sur W. 

Soit 

c 
x € H K p c — fa(x) = £ 

H- : 

y * H K p c -* |jL(y) = dijj 

ou £ e s t une 1 - forme b a s i q u e f e r m é e e t ^ e N on a a l o r s : 

H({x ,y} ) = d F ( x , y ) = -d i (y)£ . 

c 
P o u r que x a p p a r t i e n n e au c e n t r a l i s a t e u r de HKpc d a n s HKpc, 

il faut et il suffit que V y € HKpc, i(y)£ soi t c o n s t a n t e , o r 

- i ( y ) | = i (y) i (x)F = - i ( x ) i ( y )F = i(x)cty - cte 

W étant c o m p a c t , ^ a t t e i n t un e x t r e m u m pour l eque l d^ = 0. 
A i n s i i ( y ) | = 0 Vy € HKpc d ! ou 

V Y € L E + HKpc => i(Y)g = 0 . 
o 

D ! a u t r e p a r t L E + HKpc é tan t t r a n s i t i v e s u r W a l o r s 
i(Y)£ - 0 => £ = 0, c ' e s t - c i - d i r e x = 0. Le c e n t r a l i s a t e u r de 
HKpc dans HKpc qui e s t a u s s i le c e n t r e de HKpc se r é d u i t 
a z é r o , c o m m e HKpc e s t r e d u c t i v e , a l o r s e l le e s t s e m i - s i m p l e . 

C O R O L L A I R E . Si l1 a l g è b r e de Lie L E + HKpc e s t 
t r a n s i t i v e s u r W a l o r s I-TKpc e s t s e m i - s i m p l e . 
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