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Eléments unipotents réguliers
des sous-groupes de Levi

Cédric Bonnafé

Résumé. Nous étudions la structure du centralisateur d’un élément unipotent régulier d’un sous-
groupe de Levi d’un groupe réductif, ainsi que la structure du groupe des composantes de ce cen-
tralisateur en relation avec la notion de systéme local cuspidal définie par Lusztig. Nous déterminons
son radical unipotent, montrons 'existence d’un complément de Levi et étudions la structure de son
groupe de Weyl. Comme application, nous démontrons des résultats qui étaient annoncés dans un
précédent article de Pauteur sur les éléments unipotents réguliers.

Abstract. 'We investigate the structure of the centralizer of a regular unipotent element of a Levi sub-
group of a reductive group. We also investigate the structure of the group of components of this
centralizer in relation with the notion of cuspidal local system defined by Lusztig. We determine its
unipotent radical, we prove that it admits a Levi complement, and we get some properties on its Weyl
group. As an application, we prove some results which were announced in previous paper on regular
unipotent elements.

Dans un précédent article [Bon1], auteur avait défini une application entre I'en-
semble des classes unipotentes régulieres d’'un groupe réductif sur un corps fini et
Pensemble des classes unipotentes régulieres d’un de ses sous-groupes de Levi. Nous
espérions alors pouvoir préciser un théoreme de Digne, Lehrer et Michel sur la res-
triction de Lusztig des caracteéres de Gel’fand-Graev en bonne caractéristique [DLM?2,
Théoréme 3.7].

Nous sommes aujourd’hui parvenus a ce but : la publication de ce résultat sera
faite dans [Bon4] et [Bon5]. Pour ce faire, reprenant la preuve de [DLM2] utilisant
les faisceaux-caracteres, nous avons eu besoin d’obtenir des résultats assez fins sur les
éléments unipotents réguliers des sous-groupes de Levi d’un groupe réductif. Le but
de ce papier est de rassembler ces résultats relativement hétéroclites dans un contexte
indépendant de celui des caracteres de Gel'fand-Graev.

Soient G un groupe réductif défini sur un corps algébriquement clos IF de ca-
ractéristique p > 0, P un sous-groupe parabolique de G et L un complément de
Levi de P. Notons w: P — L la projection canonique. Soit # un élément unipotent
régulier de G, que nous supposons appartenir a P. Alors v = m(u) est un élément
unipotent régulier de L. D’autre part, puisque Cg(u) C P, I'application 7 induit un
morphisme surjectif HY: Ag(u) — ApL(v). Si € est un caractere linéaire de Ag(u)
(qui est abélien), on peut montrer que la paire (u, £) est cuspidale au sens de [Lu] si
et seulement si Ker HE ¢ Ker ¢ pour tout sous-groupe de Levi L d’un sous-groupe
parabolique propre P de G tel que u € P (voir proposition 3.8).

Par ailleurs, si on note Z(G) le groupe des composantes du centre de G, alors
Papplication canonique h¢: Z(G) — Z(L) est surjective. Lorsque p est bon, 'appli-
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cation canonique Z(G) — Ag(u) est un isomorphisme et, via cette identification, h{
coincide avec HP.

Ces remarques nous ont conduit a étudier systématiquement les applications h{
et HE. Pour cela, nous posons la définition suivante : le groupe G est dit cuspi-
dal (respectivement quasi-cuspidal) si, pour tout sous-groupe de Levi L d’un sous-
groupe parabolique propre P de G contenant u, on a Ker h¢ # {1} (respectivement
Ker HE # {1}). Ces deux notions coincident bien stir lorsque p est bon pour G. Il se
trouve que, dans la majorité des cas, un groupe (quasi-)cuspidal admet un systéme
local cuspidal supporté par la classe unipotente réguliere. Nous obtenons dans les
sections 2 et 3 des résultats de classification concernant ces deux notions.

Dans [Bon4] et [Bon5], il est apparu que I’étude du centralisateur Cg(v) de v
dans G nous serait particulierement utile. Nous avons donc étudié le centralisateur
des éléments nilpotents réguliers des sous-algebres de Levi de ’algebre de Lie g de G
(lorsque la caractéristique est bonne, c’est-a-dire dans le cas qui nous intéresse pour
les applications aux caracteres de Gel’fand-Graev, les deux questions sont équiva-
lentes).

Si n est un élément nilpotent de g, des informations sur la structure de Cg(n)
peuvent étre obtenues a partir du diagramme de Dynkin-Richardson de n. Il y a peu
de temps encore, 'existence de ce diagramme (ainsi que les propriétés mentionnées)
n’était prouvée que lorsque p est bon pour G, et la preuve reposait sur la classifica-
tion des groupes réductifs pour les petites valeurs de p (voir [BC], [Pol] et [Po2]).
Récemment, A. Premet [Pr] a donné une preuve générale de cette existence et a aussi
retrouvé la décomposition de Levi du centralisateur de n dans G a partir du dia-
gramme de Dynkin-Richardson.

Lorsque # est un élément nilpotent régulier de I’algebre de Lie d’un sous-groupe
de Levi de G, nous retrouvons par des méthodes élémentaires le résultat d’A. Premet.
Nous 'améliorons méme légérement dans ce cas particulier : notre preuve reste valide
en mauvaise caractéristique. Nous obtenons aussi des précisions supplémentaires sur
la structure de Cg(n) : nous en donnons un sous-groupe de Borel explicite (voir
théoréme 5.7) et nous déterminons dans plusieurs cas (notamment lorsque le sous-
groupe de Levi est cuspidal) la structure du groupe de Weyl de Cg(n). Ces résultats
sont contenus dans les section 4 et 5. Dans la section 6, nous supposons que p est
bon, ce qui nous permet de relever ces résultats au cas du centralisateur de v dans G.

Pour finir, lorsque p > 0 et IF est une cloture algébrique de son sous-corps pre-
mier [, et si G est muni d’une isogénie F: G — G dont une puissance est un en-
domorphisme de Frobenius de G, 'auteur avait défini [Bon1] une application res®
entre 'ensemble des classes unipotentes réguliéres de G et I’ensemble correspondant
pour L (lorsque F(L) = L). Certaines propriétés de cette application étaient aussi
annoncées sans preuve. Lobjet de la section 7 est de combler cette lacune. Le plus
difficile est de montrer la transitivité des applications res:. Les résultats des sections 4,
5 et 6 jouent alors un rdle primordial (notamment ceux concernant la structure du
groupe de Weyl de Cg(v)).
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1 Notations et préliminaires
1.A Notations générales

Soit F un corps algébriquement clos dont on notera p la caractéristique (p > 0).
Si H est un groupe algébrique défini sur F, on notera H° la composante connexe de
H contenant I’élément neutre, D(H) le groupe dérivé de H, R, (H) son radical uni-
potent, Z(H) son centre et Z(H) le groupe fini Z(H)/Z(H)°. Si h € H, on notera
Ag(h) le groupe fini Cy(h)/Cg(h). On notera X(H) le réseau des caractéres ration-
nels H — F* et Y(H) Pensemble des sous-groupes a un parametre F* — H. Si H
est abélien, alors Y (H) est un groupe abélien (c’est méme un Z-module libre de rang
fini) et on notera ( , ) (ou {, )u s’il y a confusion possible) la forme Z-bilinéaire
X(H) x Y(H) — 7 définie par

x(y(t)) — &)

pour tous x € X(H), y € Y(H) et t € F*. Lorsque H est un tore, c’est une dua-
lité parfaite. Dans ce cas, nous ’étendrons en une dualité parfaite toujours notée
() (X @z,Q) x (Y(H) Q) — Q.

Si H est un groupe abélien, on notera Hor, (respectivement H),/) le sous-groupe
de H formé des éléments de torsion (respectivement de torsion premierea p si p > 0
ou simplement de torsion si p = 0). Si E est une partie de H, on notera (E) le sous-
groupe de H engendré par E. On notera i, le groupe des racines de I'unité de F* et
on choisira un isomorphisme

1 (Q2) 5 U

et on notera 7 le morphisme surjectif de groupes abéliens Q) — p ., obtenu en com-
posant ¢ avec le morphisme canonique Q — (Q/Z)ors — (Q/Z),:. Si H est un
groupe algébrique abélien, on notera

n: Y(H) ®,Q — H
y®z — y(i(r).

C’est un morphisme de groupes.

Si G est un groupe quelconque, et si E est une partie ou un élément de G, nous
noterons Ng(E) son normalisateur dans G (si E est un élément, on a alors Ng(E) =
Cg(E)). Si Ej,...,E, sont des parties ou des éléments de G, nous noterons
Ng(Ey, ..., E) le groupe Ng(E;) N --- N Ng(E,).

1.B Le contexte

Tout au long de cet article, on fixe un groupe réductif G défini sur F. On choisit
un sous-groupe de Borel B de G ainsi qu'un tore maximal T de B. On note U le
radical unipotent de B. On note g, b, 1 et t les algeébres de Lie respectives de G, B,
U et T. On note ® le systéme de racines de G relatif a T, A la base de ® associée
au choix de B, et W le groupe de Weyl de ®, c’est-a-dire le groupe de Weyl de G
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relatifa T: W = Ng(T)/T. A a € ® sont associés une réflexion s,, une coracine
aV, un sous-groupe unipotent unidimensionnel U,, (dont on notera 1, 'algebre de
Lie), un isomorphisme de groupes algébriques x,,: F — U, (qui n’est pas défini de
maniére unique) et on pose e, = (dx,)(1) (e, est un générateur de I'algebre de Lie
Uy).

Si I est une partie de A, on notera ®; le sous-systeme de racines de ¢ de base
I, Wy le sous-groupe de W engendré par les (sq)qcr, Py le sous-groupe parabolique
BW;B de G, V; son radical unipotent, L; le sous-groupe de Levi de P; contenant T,
B, le sous-groupe de Borel B N L; de L; et Uy le radical unipotent de B;. Alors ®; est
le systeme de racines de L; relatif a T et W, est le groupe de Weyl de L; relatif a T.
Remarquons que B = B; x V; et U = U; x V.. On note 7;: P; — L la projection
canonique. On notera w; I’élément de W; de plus grande longueur (pour la longueur
définie par I ou A) et P, désignera le sous-groupe parabolique de G opposé a P; par
rapportal;et V; =R, (P, ).

Pour finir, on se fixe un sous-groupe de Levi L d’un sous-groupe parabolique P
de G. On notera V le radical unipotent de P, hy (ou hf) le morphisme canonique
Z2(G) — Z(L) et m,: P — L la projection canonique.

1.C Limites et sous-groupes paraboliques

Nous rappelons une définition classique. Si X est une variété algébrique et si
@: F* — X est un morphisme de variétés, on dit que lim,_o ©(t) existe (et est égale
a x € X) s’il existe un morphisme de variétés ¢: F — X étendant ¢ (et vérifiant
®(0) = x). Silim,_,¢ p(t) existe, sa valeur est uniquement déterminée.

Fixons maintenant A € Y(G). Nous posons alors

P(\) ={gcG| }51?) A(£)gA(t) ™ existe }

et nous notons V() le radical unipotent de P(\) et L(\) le centralisateur de Im A
dans G. On rappelle le fait suivant (voir par exemple [R, section 7]).

Proposition 1.1  Soit A € Y(G). Alors:

(a) P(A) est un sous-groupe parabolique de G et L(\) est un sous-groupe de Levi
de P()\).
(b)

VO = {g € G| lim ADgA®) ' = 1}
et

L) = {g € G| im A(t)gA(t) ™" =g}

En particulier, si g € P(\), alors lim,_o A\())gA\(t) ™' = m\(g) ot my: P(N) —
L(\) est la projection canonique.

(C) Si\e Y(T)) alors P(A) = <T7 (Ua)<a,/\>20>’ V()\) = <T7 (Ua)<u,/\>>0> et L(>\) =
<T7 (Ua)((y,)\>:0>'
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(d) Si\ e Y(T),alors

) =te (P ),

(a,A\) =0
N = P u
(a,A)>0
et
I()\):t@( P u)
(a,\)=0

1.D Parties auto-opposées

Soit I une partie de A. On pose

W) ={weWw|wl) =1I}
et

Wl ={wew|wl) c A}.

1l est clair que W(I) C W/ et il est bien connu que Ny (W;) = W(I) x W;. Si
a € A —1,on pose
Wia = Wiu{a}WI-

Notons que wy, € wl,
La partie I est dite auto-opposée (ou W -auto-opposée s’il est nécessaire de préciser
le groupe ambiant) si W (I) = W1,

Proposition 1.2 Soit I une partie de A. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) I est auto-opposée.

(2) Pour toute partie | de A contenant I, w; normalise W/.

(3) Pour tout « € A — I, wygo) normalise Wi.

(4) Pour tout o € A — I, wr, normalise W7.

(5) Pourtouto € A — I, wr, € W(I).

Démonstration cf. [H]. [ |

Proposition 1.3 Si I est auto-opposée, alors (W(I), (WI,G)QEA_I) est un groupe de
Weyl (pour son action sur lorthogonal de IV dans X(T)).

Démonstration ¢f. [H]. |

Sil est une partie de A, on posera

W= ﬂ w(l).

wew!
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Alors IV est une partie de I et I'') = I si et seulement si I est auto-opposée. On peut
ainsi définir par récurrence une suite (I™),cy en posant :

10 —
1) = (1) pour tout n € N.

La suite (I"),,cny est décroissante et stationnaire a partir d’un certain rang. On posera
100 = ﬂ@O I, La proposition suivante est immédiate.

Proposition 1.4 Si I est une partie de A\, alors I est la plus grande partie de I qui
est W -auto-opposée.

Nous terminons cette section par quelques définitions qui nous seront utiles par la
suite. Un morphisme 7: G — G entre groupes réductifs connexes est dit isotypique
si Ker 7 est central dans G et Im 7 contient le groupe dérivé de G. Un sous-groupe
de Levi L d’un sous-groupe parabolique de G est dit auto-opposé (ou G-auto-opposé
s’il est nécessaire de préciser le groupe ambiant) s’il est conjugué a un L; ol I est
une partie auto-opposée de A. Le groupe réductif connexe G est dit universelle-
ment auto-opposé si pour tout morphisme isotypique G — G et pour tout groupe
réductif connexe I dont G est un sous-groupe de Levi d'un sous-groupe parabolique,
le groupe G est f‘—auto—opposé.

Exemple 1.5 S’il existe un élément unipotent u de G et un caractere irréductible £
de Ag(u) tel que la paire (u, £) est cuspidale, alors le groupe G est universellement
auto-opposé [Lu, théoréme 9.2]. ]

Remarque 1.6 Si L est auto-opposé, alors il existe une unique partie I de A telle
que L soit conjugué a L;. En effet, si I et J sont deux parties de A telles que L soit
conjugué a Ly et Ly et si I est auto-opposée, alors il existe w € W tel que w(I) = J.
Par suite, w € W/, donc w € W(I) car I est auto-opposée. Doncw(l) =I=]. ®
2 Cuspidalité
2.A Rappels sur le groupe Z(G)

Nous rappelons quelques résultats classiques.

Proposition 2.1  Le morphisme canonique X(T) — X(Z(G)) induit un isomor-
phisme

X(2(G)) ~ (X(T)/((I)))p,.
Corollaire 2.2  Le morphisme hy,: Z(G) — Z(L) est surjectif.

Corollaire 2.3  Le groupe Ng(L) agit trivialement sur Z(L).

Un autre résultat utile sur le groupe Ker Ay, est le suivant.
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Proposition 2.4 Soient I et ] deux parties de A. Alors
Ker hy,,, = (Ker hy,) - (Ker hy,).

Remarque 25 Ona LIﬂ} =L;N L] et <L], L]> = LIU]- |

Remarque 2.6 Dans [DLMI, lemme 1.5], le résultat suivant est annoncé : “Soient
L, et L, deux sous-groupes de Levi de sous-groupes paraboliques de G tels que L; N L,
contienne un tore maximal de G. Alors Ker hy,nr, = (Ker hy,) - (Ker hy,).” En fait,
sous cette forme générale, ce résultat est faux.

En effet, si G = SLy(IF), si p # 2, si T est le tore maximal de G formé des matrices
diagonales, si

x y 0 0
. z t 0 0 o PV S AN
L= 00 x y (xt —y2)(x't' —y'z') =1
00 2z ¢t
et si
x 0 y O
_ 0 x 0 y I, I
L, = 2 0 ¢t 0 (xt —yz)(x't' —y'2) =1,
0 2z 0 t

alors le résultat de [DLM1, lemme 1.5] est faux dans ce cas car 2(G) =~ p,(IF),
Ker hy, = ker hy, ~ u,(F) et Ker hy, A1, ~ 14 (F). Lerreur dans la preuve de [DLM1]
est contenue dans le fait suivant : il n’est pas vrai en général que Z(L; N L,)° =
Z(L,)° - Z(Ly)°. En effet, dans I'exemple précédent, cette derniere égalité n’a pas lieu
(pour des raisons de dimension).

En revanche, si L; et L, sont standard (par rapport au choix d’une base de ®),
alors Z(L; N L)° = Z(L,)° - Z(L,)°, et leur preuve s’applique. On obtient alors
notre proposition 2.4. Nous en rappelons tout de méme une preuve (qui différe tres
légerement de la preuve de [DLM1, lemme 1.5]). [ |

Démonstration Montrons tout d’abord que
(%) Z(Ling)° = Z(Ly)° - Z(L))°.

D’une part, il est clair que Z(L;)° - Z(Lj)° C Z(Lny)°. D’autre part, dim Z(L;) =
dimT — |I|. De plus, on a, d’aprés la remarque 2.5,

(%) Z(Lyyy) = Z(L;) N Z(Ly).
Par conséquent,
dimZ(L;) - Z(L;) = dim Z(L;) + dim Z(L;) — dim Z(L;) N Z(Ly)
= (dimT — |I|) + (dimT — |J]) — (dimT — |[IU J|)
=dimT - |[IN]]
= dim Z(Ljn)-
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Cela termine la preuve de ().

Reprenons maintenant la preuve de la proposition 2.4. Tout d’abord, il est clair
que (Ker hy,) - (Ker hy,) C Ker hy,,. Réciproquement, soit z € Z(G) N Z(Lin))°.
Alors, d’apres (x), il existe z; € Z(L1)° et z; € Z(Lj)® tels que z = z;2,.

Mais alors z; = zz;1 € Z(Ly). Par suite, z; € Z(L;)° NZ(L;). Donc, d’apres (sx),
et puisque hy, , est surjective (cf. corollaire 2.2), il existe x; € Z(L;u;)° C Z(L;)° N
Z(Lj)° et y1 € Z(G) tels que z; = x; 1. De plus, y; = zlxl_1 € Z(G) N Z(L;)°.

De méme, il existe x, € Z(Lyuj)° et y, € Z(G) tels que z; = x,¥,. Onaaussi y, €
Z(G) N Z(Lj)°. On a alors z = y; y,x1x,. Cela montre que x1x; € Z(G) N Z(Lyj)°,
et donc que z € (Ker hy,) - (Ker hy) - (Ker hy, ;). Mais, Ker hy,,, C Ker hy,. Dot le
résultat. [ |

Siw € W/, alors @,,) = w(®;), donc L) = “L; et donc Ker hy, = Ker hy,,. Il
résulte donc de la proposition 2.4 que

2.7) Ker hy, = Ker hL,<oo>‘

Nous allons maintenant décrire le groupe Ker hy, en fonction du systéme de ra-
cines de G. Lensemble A est une base du Q-espace vectoriel Q ®7 X(T/Z(G)°) :
on notera () )aeca sa base duale dans Q ®7 Y(T/Z(G)°) (pour la dualité définie
par ( , )1/z(G)e)- 1l est alors immédiat que Z(G) = (i/z@p(w,) | @ € A). Le
résultat suivant est démontré dans [DLM2, lemme 2.6]. Nous en proposons une
preuve légerement simplifiée.

Proposition 2.8  Soit I une partie de . Alors le groupe Ker hy, est engendré par la
famille (ZT/Z(G>O (w(\{)) weA_T

Démonstration Sans que cela porte a conséquence, nous supposerons, pour alléger
les notations, que Z(G)° = 1. On a donc par exemple Z(G) = Z(G).

Dans ce cas, (0, )aea 1 est une base du Q) -espace vectoriel Q ®7 Y (Z(L;)°). Nous
cherchons a déterminer Ker hy, = Z(G) NZ(L;)°. Pour simplifier les notations, nous
posons iy = Iz(,)e-

Tout d’abord, il est clair que I1/zG)- () = Ii(wy) € Z(G) N Z(L;)°. D’autre
part, soit Y o\ _; nawy € Q ®z Y(Z(LI)") . Alors 713 ca_ 1a@y) € Z(G) si
et seulement si 7(n,) = 1 pour tout @« € A — I. Si p = 0, cela signifie que n, € Z
pour tout « € A — I et cela termine la démonstration. Si p > 0, cela signifie que
N, € Z[%] pour tout @« € A — I. On conclut alors en utilisant le fait que Z(G) est
d’ordre premier a p. ]

Cette proposition 2.8 aurait pu étre utilisée pour donner une preuve immédiate
de la proposition 2.4.

Corollaire 2.9  Si G est quasi-simple, et si K est un sous-groupe de Z(G), alors il existe
I C A tel que K = Ker hy,.

Démonstration En effet, dans ce cas, on a, d’aprés [Bou, Chapitre VI, section 2,
corollaire de la proposition 6], Z(G) = {1}U{ir/zc)(w,]) | @ € A}. La conclusion
provient alors immédiatement de la proposition 2.8. ]
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2.B Morphismes isotypiques

Fixons nous dans cette sous-section, et seulement dans cette sous-section, un mor-
phisme isotypique 7: G — G. Notons L. = 7 '(L) et P = 7~ (P). Alors P est
un sous-groupe parabolique de G et L est un sous-groupe de Levi de P. De plus, le
diagramme

(2.10)

hy,
1 — Kerhf —— Z(G) — (L) > 1

Th T2(G) T2(L)

h
| — > Kerhy —— > 2(G) —— > L) —> 1

est commutatif et les lignes de ce diagramme sont des suites exactes (les applications
Th, T2(G) et Tz) sont induites par 7).

Proposition 2.11  Les applications my, Ty ) et Ty L) Sont sutjectives.
Démonstration cf. [Bon2, Proposition 1.1.2]. ]

En théorie au moins, la commutativité du diagramme 2.10 et la proposition 2.11
permettent de ramener le calcul de Ker Ay, au cas ou G est semi-simple simplement
connexe (et méme quasi-simple par produit direct).

2.C Définition d’un groupe cuspidal

Le groupe G est dit cuspidal si Ker by, # {1} pour tout sous-groupe de Levi L d’un
sous-groupe parabolique propre de G. Le résultat suivant découle facilement de la
proposition 2.11.

Proposition 2.12  Si G est cuspidal et siw: G — G est un morphisme isotypique, alors
G est cuspidal.

Remarque 2.13 1l est a noter que la définition de groupe cuspidal donnée ici coincide
avec celle donnée dans [Bonl, section 1]. [ |

Remarque 2.14 Un groupe cuspidal est universellement auto-opposé. Cela résulte
des propositions 2.12, 1.4 et de I’égalité 2.7. ]

Exemples 2.15 (1) Un tore est cuspidal.
(2) Le groupe SL, () est cuspidal si et seulement si p ne divise pas n.

https://doi.org/10.4153/CJM-2004-012-0 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-2004-012-0

Eléments unipotents réguliers des sous-groupes de Levi 255

(3) Le groupe G = Sp4(IF) n’est pas cuspidal. En effet, si p = 2, alors Z(G) = {1}.
D’autre part, si p # 2, alors Z(G) ~ 7/27 et il existe un sous-groupe de Levi L
d’un sous-groupe parabolique de G qui est isomorphe & SL,(IF) x F*. On a alors
Z(L) ~ Z/27 et comme le morphisme Z(G) — Z(L) est surjectif, on en déduit que
Ker by, = {1}. [ |

2.D Classification

Si K est un sous-groupe de Z(G), nous noterons £ (K) (ou bien LG(K) s’il est néces-
saire de préciser le groupe ambiant) I'ensemble des sous-groupes de Levi L de sous-
groupes paraboliques de G tels que Ker by C K. Nous noterons Lmin(K) (ou
Lgin(K )) Pensemble des éléments minimaux (pour l'inclusion) de £(K). Le lemme
suivant résulte facilement des définitions et de la proposition 2.4 (voir aussi [Bonl,
lemme 1.5]).

Lemme 2.16

(a) Un élément de L (K) est cuspidal.
(b) Deux éléments de L in(K) sont G-conjugués.
(c) SiL estcuspidal, alors L € L (Ker hr).

Démonstration (a) Soit L € L.,;n(K) et soit M un sous-groupe de Levi d’un sous-
groupe parabolique de L tel que Ker hk; = {1}. Alors par transitivité, Ker h§ =
Ker h¢ C K. Donc M € L(K) et donc M = L par minimalité de L.

(b) Soient I et J deux parties de A telles que L; et L appartiennent & L, (K).
Alors, d’apres la proposition 2.4, on a Ker by, = (Ker hy,) - (Ker ;) C K. Dong,
par minimalité de Ly etLj,onal=1NJet J=1N]J. DoncI = J.

(c) est évident. [ |

Gréce a la proposition 2.11, déterminer les éléments de L,;,(K) se raméne au
cas ot G est semi-simple simplement connexe et quasi-simple. Une classification
complete dans ce cas est donnée par la table 2.17.

Supposons donc jusqu’a la fin de cette sous-section que G est semi-simple, sim-
plement connexe et quasi-simple. Puisque L, ( Z(G)) est la classe de conjugaison
des tores maximaux, nous n’avons pas inclus ce cas dans cette table. En particulier, si
Z(G) = 1, alors le groupe G n’apparait pas dans la table. Ce cas a lieu si et seulement
si on est G est de type Es, Fy ou Gy, ou G est de type B, Cou Det p = 2, ou G est de
type Eg et p = 3, ou G est de type E; et p = 2 ou G est de type A, et ¥ + 1 est une
puissance de p.

Cette table se lit de la fagon suivante. Dans la premiére colonne est donné le type
de G. Dans la deuxieme est donné le groupe Z(G) (u,, désigne le groupe des racines
n-iemes de I'unité de IF*, méme lorsque # n’est pas premier a p). Dans la troisieme
colonne est donnée la liste de tous les cas possibles pour le groupe K. A chaque cas est
associé dans la quatrieme colonne le type de L, dans la cinquiéme colonne le groupe
Z(L) et dans la derniere, le diagramme du couple (G, L) dans lequel L est représenté
par les sommets noirs.
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Nous devons cependant donner quelques explications supplémentaires pour le cas
du type D,,. Dans ce cas, si 1 < i < 2r, nous notons w,” I’élément wX’, défini dans
la section 2 (ici, les racines sont numérotées comme dans [Bou, chapitre VI, Planche
v)).

2.E Conséquence de la classification

Pour montrer le résultat suivant, il suffit de se ramener au cas ou G est semi-simple,
simplement connexe et quasi-simple grace a la proposition 2.12 et d’utiliser la
table 2.17.

Proposition 2.18  Si G est cuspidal, alors toutes les composantes irréductibles de ®
sont de type A.

3 Quasi-cuspidalité
3.A Définition

Fixons un élément unipotent régulier u de G appartenant a U et posons u; = 7;(u)
pour toute partie I de A. Remarquons que ug = 1 et up = u. Alors uy est un élément
unipotent régulier de L; et, d’apres [Lu, corollaire 7.3 (d)], 7y induit un morphisme
naturel HLGI : Ag(u) — Ay, (ur) qui est surjectif (le fait que 7y induise ce morphisme
découle de ce que Cg(u) C Pp). Sl n’y a pas d’ambiguité sur le groupe ambiant,
nous noterons Hy, le morphisme Hf .

Le groupe G est dit quasi-cuspidal si Ker Hy, # {1} pour toute partie propre I
de A. La proposition suivante rappelle les propriétés classiques du centralisateur
d’un élément unipotent régulier (voir par exemple [SpSt]), ce qui permet de faire le
lien entre les notions de groupe cuspidal et de groupe quasi-cuspidal.

Proposition 3.1

(a) Cg(u) = Z(G) x Cy(u) et Cg(u) est abélien.

(b) Ag(u) = Z(G) x Ay(u) et Ag(u) est abélien.

(c) Sip estbon pour G, alors Cy(u) est connexe, et donc Ag(u) = Z(G). En particulier,
le morphisme Hy, coincide avec le morphisme hy,.

(d) Si p est mauvais pour G et si G est quasi-simple, alors Ay(u) est cyclique engendré
par Pimage de u. De plus, |[Ay(u)| = p sauf si p = 2 et G est de type E; ou Eg,
auquel cas |Ay(u)| = p* = 4.

Corollaire 3.2 Si G est cuspidal, alors il est quasi-cuspidal. Si p est bon pour G, alors
G est quasi-cuspidal si et seulement si il est cuspidal.

Exemple 3.3 Si p = 2, le groupe Spa4(IF) est quasi-cuspidal mais n’est pas cuspidal
(voir 'exemple 2.15(3) et la proposition 3.1(d)). [ |

Proposition 3.4 Si G est quasi-simple et si p est mauvais pour G, alors Ag(u) est
cyclique.
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Type Type de .
2(G K Z(L D de (G,L
de G (G) L e Loin(K) (L) iagramme de (G, L)
/Lr+1/d A X XA
A, Wy |oud|r+1 uﬁ 1y Ay }—%Ad,l Po c0— A4y
et p /{/d % fois
Byri1 My 1 Al X - X Ay Ity e—O—e—O - -O—==—@
—_————
P # 2 r+1 fois
Bar Ha 1 Ap X - XAy 1, e O e O - -e==0
————
P # 2 r fois
C, Ly 1 Ay Ly oO—O0— -+ —O——O0==—e
pF#2 (grande racine)
)
1 Al X+ XA XA;| M4 | &—O0—@ ... —0 S
A )
D2r+1 Ly r—1 fois
/o
p#2 Ha A X A ta | o——0——-- —o——=(_
.
/o
1 A X - XAy [y X [ty @&—O—8—0- H\
—_————
r+1 fois L4
/o
Dy, (Tr(oy_1))| A1 X -+ X Ay yu, | e—o—e——o- —o—o\
————
1y X [, 7 fois L4
/o
pP#2 (Tr(wos))) Ay X oo X Ay yu, | e—o—e—o- —o—o\
—_———
r fois o
/o
(Tr(wy)) Al X Ay u, |o—mo— + —0—0
\o
Es s 1 Ar X Ay 3 *—e —O——9o —@
b !
E; Iy 1 Al X A) X Ay U, |o0—O0——0—e—0—e
b :
Table 2.17
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Démonstration En effet, Z(G) est un p’-groupe et Ay(u) est cyclique (voir la pro-
position 3.1(d)). Il suffit donc de montrer que Z(G) est cyclique. Cela se fait en regar-
dant la classification des systemes de racines. Le seul cas ot le groupe (X(T)/(®)) tors
nest pas cyclique se produit en type D,, : ce groupe est alors isomorphe a Z/27 x
7./27. Mais, puisque p est supposé mauvais (c’est-a-dire égal a 2 dans ce cas), on a
alors (X(T)/(CI)))p, =1. [ |

3.B Morphismes isotypiques

Soit 7: G — G un morphisme isotypique. Soit # I'unique élément unipotent de G
tel que m(71) = u et, si I est une partie de A, soit 7i; 'unique élément unipotent de
L; = 77 1(L;) tel que 7 (1) = uy. Alors le diagramme
(3.5)

Hi,

1] —— Keng - > AG(IQ) - > At](ﬁ[) — 1

HLI
1 — KerH, ——— Ag(y) ——— = A, () —— 1

est commutatif et les lignes de ce diagramme sont des suites exactes (les applications
Ty, T et m, sont induites par ). En effet, cela résulte de la commutativité du dia-
gramme 2.10 et du fait que 7 induit un isomorphisme de groupes Ay (i) ~ Ay(u).
Ce méme fait combiné avec la proposition 2.11 montre la proposition suivante.

Proposition 3.6  Les applications Ty, T, et T, sont surjectives.

Corollaire 3.7  Sim: G — G est un morphisme isotypique et si G est quasi-cuspidal,
alors G est quasi-cuspidal.

3.C Quasi-cuspidalité et systemes locaux cuspidaux
Les notions de groupes quasi-cuspidaux et de paires cuspidales sont reliées par la

proposition suivante et ses corollaires.

Proposition 3.8  Soit u un élément unipotent régulier de G et soit £ un caractere
irréductible de Ag(u). La paire (u,) est cuspidale (au sens de [Lu, introduction]) si
et seulement si Ker Hy, ¢ Ker & pour toute partie propre I de A.

Remarque 3.9 Le groupe Ag(u) est abélien donc tous ses caracteres irréductibles
sont linéaires. [ |
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Démonstration Nous rappelons ici une preuve de ce résultat bien connu. Soit I une
partie de A et soit v un élément unipotent de L;. Posons

Y., = {§CL,(")Vi € G/C;, (W)V; | g 'ug € vV},

et soit S,, lensemble de ses composantes irréductibles de dimension égale a
dim Cg(u) — dim Cy, (v)/2 (cet ensemble peut étre vide). Le groupe Ag(u) agit sur
Su,y et nous noterons €,, la caractére de permutation de Ag(u) associé a cet en-
semble. Par définition [Lu, Introduction], la paire (u, £) est cuspidale si et seulement
si (&, €uy) aquy 7 0 pour toute paire (I,v) comme précédemment et telle que I # A.

Mais, puisque u est régulier, Y,,,, est non vide si et seulement si v est lui aussi un
élément unipotent régulier de L;. Dans ce cas, on peut supposer que v = u;. On a
alors Y,,,,, = Ay, (ug) : en effet, tout élément g € G tel que g~ 'ug € B doit appartenir
a B car B est 'unique sous-groupe de Borel de G contenant «. Donc €,,,, est le
caractére du OyAg(u)-module QyAy, (1), ol Ag(u) agit par translation a gauche via
Hy,. La preuve de la proposition est complete. ]

Corollaire 3.10  Si £ est un caractere irréductible de Ag(u) tel que la paire (u, &) est
cuspidale, alors G est quasi-cuspidal.

Démonstration Claire. [ |

Corollaire 3.11  Si G est quasi-simple et quasi-cuspidal et si p est mauvais pour G,
alors il existe un caracteére linéaire £ de Ag(u) tel que (u, £) soit une paire cuspidale.

Démonstration D’apres la proposition 3.4, le groupe Ag (1) est cyclique. Soit alors
& un caractere linéaire fidele de Ag(u#). Puisque le groupe G est quasi-cuspidal, il
résulte de la proposition 3.8 que la paire (u, £) est cuspidale. ]

Corollaire 3.12  Si G est quasi-cuspidal, alors G est universellement auto-opposé.

Démonstration Si p est bon pour G, cela résulte de la remarque 2.14 et de la pro-
position 3.1(c).

Supposons donc que p est mauvais pour G. Soit 7: G — G un morphisme isoty-
pique et soit I' un groupe réductif connexe tel que G soit un sous-groupe de Levi d’un
sous-groupe parabolique de I". Alors G est quasi-cuspidal d’apres le corollaire 3.7.
D’autre part, p est aussi mauvais pour I'et, toujours d’apres le corollaire 3.7, on peut
supposer que I est semi-simple, simplement connexe et quasi-simple. Alors Ap(i1')
est cyclique d’apres la proposition 3.4 (ici, 4" est un élément unipotent régulier de
I'). Le morphisme Hg étant surjectif, on en déduit que Ag(1h) est cyclique (ici, i est
un élément unipotent régulier de G). Par suite, si & est un caractére linéaire fidele
de A (1), on déduit de la quasi-cuspidalité de G et de la proposition 3.8 que la paire
(11, €) est cuspidale. Le résultat découle alors de 'exemple 1.5. ]

Lorsque p est bon pour G, la preuve de la deuxiéme assertion du corollaire suivant
est donnée dans [Bonl1, proposition 1.4].
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Corollaire 3.13  Soit I une partie de A telle que L; est quasi-cuspidal. Alors Ay, (uy) =
Ag(up).

Démonstration Supposons donc L; quasi-cuspidal. 1l est a noter que le morphisme
naturel Ar, (u;) — Ag(uy) est injectif. Il suffit donc de montrer que ce morphisme
est surjectif. Pour cela, on peut supposer que est G semi-simple simplement connexe
et quasi-simple.

Le cas ou p est bon étant traité dans [Bonl, proposition 1.4], supposons ici que p
est mauvais pour G. Alors, d’apres la proposition 3.4, le groupe Ag(u) est cyclique,
donc le groupe Ay, (1) est aussi (par la surjectivité de Hy,). Par suite, d’apres la
proposition 3.8, si  est un caractere linéaire fidele de Ay, (1), alors la paire (uy, &) est
cuspidale (car L est quasi-cuspidal). Le résultat découle alors de [Bon1, corollaire de
la proposition 1.1]. u

3.D Classification

Nous allons ici classifier les paires (G, L) ol G est un groupe semi-simple, simplement
connexe et quasi-simple, et L est un sous-groupe de Levi quasi-cuspidal d’un sous-
groupe parabolique de G. Si p est bon pour G, le groupe L est quasi-cuspidal si et
seulement si il est cuspidal : on peut alors se référer a la table 2.17. Nous allons donc
supposer que p est mauvais pour G jusqu’a la fin de cette sous-section. Le résultat est
donné dans la table 3.14.

Cette table se lit comme suit. Dans la premiére colonne est donné le type de G
(semi-simple simplement connexe et quasi-simple). Dans la deuxiéme est donnée la
liste des mauvais nombres premiers pour G. Pour chacun de ces mauvais nombres
premiers, la troisieme colonne décrit le groupe Ag(u). Ce dernier est noté de la facon
suivante : p,, X Z,» signifie que Z(G) est isomorphe a y, (en particulier # est pre-
mier a p) et que Ay(u) est isomorphe au groupe cyclique Z,» d’ordre p” (ou v est
un entier naturel non nul). Dans la quatrieme colonne on trouve, pour chaque mau-
vais nombre premier p, la liste des types possibles de sous-groupes de Levi quasi-
cuspidaux L;. La cinquieéme colonne contient le groupe fini A, (1;), noté en utilisant
les mémes conventions que pour Ag(u). Il est a noter que le diagramme du couple
(G, L) nest pas donné (alors qu’il I’était dans la table 2.17) car, dans chaque cas, il
n’y a qu'une seule possibilité pour la partie I étant donnés les types de G et L; (sauf
dans le cas ou G est de type E;, p = 3 et L; est de type A; X A; X Aj, auquel cas on
retrouve le méme diagramme que dans la table 2.17). Tout comme dans la table 2.17,
le cas ou I = @ n’est pas mentionné.

3.E Conséquences de la classification

Nous revenons au cas général, c’est-a-dire que nous ne supposons plus que p est
mauvais pour G. En utilisant les tables 2.17 et 3.14, on retrouve le résultat suivant
bien connu :

Proposition 3.15  Si G est quasi-simple de type exceptionnel, si L est un sous-groupe
de Levi d’un sous-groupe parabolique propre de G et si v est un élément unipotent de L
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Type de G p Z(G) x Ay(u) Type de L; Z(Ly) x Ay, (ur)
B,n>2 2 W X Zy B, W X Z,
C,on=?2 2 Wy X 2y C, W X 2y
D,,n>4 2 W X Zy Dy W X Z,
Eg 2 W3 X 2y Eg s X 2y
Ay X Ay M3 X Zy
D, W X 2y
3 Py X Z3 Es py X Z3
E; 2 [y X Zy E; Py X Zy
Dy W X 2y
3 Hy X Z3 E; oy X Z3
Eg W X Zs3
Al X A X A Wy X Z)
Es 2 Wy X Zy E; Wy X Zy
Dy W X Z,
3 Py X Z3 Eg py X Zs
5 Py X Zs Eg py X Zs
Fy 2 My X 2y B, Hy X 2y
3 W X Z3 F, W X Z3
G, 2 Wy X Zs G, My X 2y
3 py X Zs G, Py X Zs
Table 3.14

dont la classe supporte un systeme local cuspidal, alors v est régulier dans L.

261

Démonstration Dans [Lu, section 15], le nombre de systéemes locaux cuspidaux
des sous-groupes de Levi propres des groupes exceptionnels est donné. Grace aux
tables 2.17 et 3.14 et grace a la proposition 3.8, on remarque que ce nombre est égal au
nombre de systemes locaux cuspidaux des sous-groupes de Levi propres des groupes
exceptionnels supportés par la classe unipotente réguliere. Cela montre la proposi-

tion 3.15.

La proposition suivante se montre facilement en se ramenant au cas ou G est semi-
simple simplement connexe et en utilisant les tables 2.17 et 3.14.
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Proposition 3.16  Si G est quasi-simple et si K C Ag(u), alors il existe une partie I de
A telle que Ker Hy, = K.

Nous terminons en donnant la liste des groupes semi-simples simplement con-
nexes quasi-simples et quasi-cuspidaux en mauvaise caractéristique.

Proposition 3.17  Supposons que p est mauvais pour G et que G est semi-simple, sim-
plement connexe et quasi-simple. Alors G est quasi-cuspidal si et seulement si on est dans
un des cas suivants :

(1) p=2etGestdetype B, = C,, Dy, Eg, E; ou G, ;
(2) p= 3 et Gestde type E6) E7, F,ou G2 5
(3) p=5etGestdetype Es.

4 Groupe de Weyl de Cg (1)
4.A Premiéres propriétés

Soit I une partie de A. Posons

ey — E €q-

acl

Alors e; est un élément nilpotent régulier de [;. Dans la suite de cette section 4, on
notera x; 'un des éléments e; € gou u; € G.

Puisqu’il n’y a qu’une seule classe de conjugaison d’éléments nilpotents (respecti-
vement unipotents) réguliers dans I; (respectivement L;), I'application naturelle

Ng(Ly, x1)/Cy, (x1) — Ng(Lp) /Ly ~ W(I)
est un isomorphisme de groupes. Posons
We(Ly, x1) = Ne(Ly, x1)/Cy, (1)

et
WE(Ly, x) = (Ng(Ly) N Cg(xp)) / CF, (x1).

Alors WE(Ly, x;) est un sous-groupe distingué de Wg (L, x). D’autre part, Ay, (x;) est
aussi un sous-groupe distingué de W (L, x;), dont 'intersection avec WZ(Ly, x) est
triviale. Par suite, W&(Ly,x1) x Ay, (x;) est un sous-groupe distingué de Wg(Ly, x;).
Remarquons que W¢(Ly, x1) = Ncgx) (Z(LI)") /ch(xl) (Z(LI)") est le groupe de
Weyl de Cg(xr) relatif au tore maximal Z(L;)°. En particulier, Cest un groupe de
réflexions pour son action sur X ( Z(L;)°).

Lemme 4.1 Cy (x;) est contenu dans le radical unipotent de Cg(x;).

Démonstration D’apres [Bor, 13.17, corollaire 1], on a

R, (Ccexn (Z(L1)°) ) = Crycotxn (Z(L1)°) C Ry(Cqlx))-
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Or, CCG(x,)(Z(LI)O) = Cr,(x1) = Z(L;) x Cy,(x1). Cela complete la preuve du
lemme 4.1. u

Nous fixons maintenant un sous-groupe de Borel B(x;) de Cg(x;) contenant
Z(L;)°. D’apres le lemme 4.1, il contient donc Cy, (x7). Nous identifierons par la
suite Ag(x;) avec le sous-groupe

{w € Wg(Lp,xp) | "B(x) = B(xp)}.

de Wg(Ly, x1). Avec cette identification, Ay, (x;) est un sous-groupe distingué de
Ag(xr). Remarquons qualors

(4.2) We (L, x1) = Ag(xr) x WL, xp).

Puisque Ng(L;) /Ly est canoniquement isomorphe a W (Ly, x1) /Ay, (x1), on en déduit
que

(4.3) Ng(Lp) /Ly ~ (Ag(x1) /Ay, (x1)) x WE(Ly, ;).

Le lemme suivant découle immédiatement de toutes les observations faites dans
cette sous-section.

Lemme 4.4  Avec ces notations, on a :

(a) WQ(Ly,xp) est un sous-groupe de Ng(Ly) /L engendré par des réflexions (dans son
action sur X(Z(L;)°) ).

(b) WE(Ly,xp) x Ar, (x1) = Wg(Ly, xp) si et seulement si Ay, (x;) = Ag(xp).

(c) Si Ng(L;)/L; n’est pas un groupe de réflexions dans son action sur X(Z(LI)") ,
alors Ay, (x;) est un sous-groupe strict de Ag(xr).

4.B Sous-groupes de Levi auto-opposés

Soient I et J deux parties de A telles que I C J. Nous supposerons dans ce paragraphe
4.B et seulement dans ce paragraphe que I est W -auto-opposée.

Proposition 4.5  Soit g € Ng(Ly) N Cg(xy). Alors :

(a) g€ Ng(Bj).

(b) Il existe un unique a, € Uj tel que agg € Ng(L;,B;, T) C Ng(L;). En particulier,
g S NG(PI n L])

(¢) mi(ag)'agg € Ng(Ly) N Cglxp).

(d) Lapplication pyjx: Ne(Lj) N Cg(x)) — Ng(Ly) N Cq(x1), g — mi(ag)~'ayg est
un morphisme de groupes.
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(e) Lediagramme

No(Ly,x)) ———— W())

PLJx

Ng(Lp, %) ————— W)

est commutatif. Dans ce diagramme, les morphismes horizontaux sont les mor-
phismes naturels vers Ng(L;) /L; ~ W (?) et le morphisme W (J) — W (I) est juste
Pinclusion canonique W (J) — W/ — W! = w(I).

Démonstration (a) découle du fait qu'un élément unipotent (nilpotent) régulier
nwappartient qu'a un seul sous-groupe (une seule sous-algebre) de Borel.

(b) Tout d’abord, d’apres (a), il existe a, € Uy tel que a,g € Ng(L;,Bj, T).
Lunicité provient du fait que Ng,(T) = T. D’autre part, un élément de Ng(L;, B;, T)
normalise I (donc Ly) car I est auto-opposée. La derniére assertion résulte de ce que
a,g € Ng(T) stabilise I et J donc normalise P; N Ly et du fait que a, € P; N Lj.

(c) Nous allons montrer (c), (d) et (e) lorsque x = u : la méme preuve vaut pour
x = e. Puisque a,g € Ng(L;,B;, T),ona

m("%Euy) = “Emp(uy) = “Cuy.

Mais 77 (%€ uj) = 7 (%uj) = ™) y;. Cela montre le (c).

(d) Soient g et h deux éléments de Ng(Ly) N Cg(uy). Nous allons calculer ag,.
Remarquons que aggayh € Ng(Lj,B;, T). D’autre part, aggayh = aggang 'gh et
azgang~' € Uj car g normalise U; d’aprés (a). Par suite,

_ —1
agh = aggahg .

On en déduit que
mi(agn) = mi(aggarg 'a; mi(ag) = “Emy(ay)mi(ay).

Le fait que py j, est un morphisme de groupes découle alors facilement de ce calcul.
(e) est évident. [ |

Fixons nous un élément b € B et posons b; = 7;(b). Posons aussi u’ = bu,

el = (ad b)(en), u) = mj(u') = Yujete) = (dmj)(e)) = (ad bj)(ey). Six € {u, e},
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alors le diagramme

intb]
Ng(Lj,xj)) —————— Ng(Ly,x))

(4.6)

PLJx Prjx!

int by
Ng(Ly,x)) ———— Ng(Ly, %)

est commutatif.

Preuve de la commutativité du diagramme 4.6 Notons a;, 'unique élément de U
tel que 61]2]’1 € N(;(L], By, T) (ou h € NG(L], x}))

Supposons tout d’abord que b € T. Alors bx = b pour toute partie K de A. 1l
est alors facile de vérifier que a; = ba,—1,,b~" pour tout h € Ng(Ly,x}). Un calcul
élémentaire permet de conclure.

Supposons maintenant que b € U. Alors by € Uk pour toute partie K de A.
Soit h € Ng(Lj,x}). Alors ab/ﬂhbfb?lhb] = abflhb’b;lhb/h—lh € Ng(T). Or,

abflhblbflhb]h_l € Uj car h normalise B; donc il normalise U;. Cela montre que
! —1 —1
a, = ﬂb]flhb]b] hbyh™".
Calculons maintenant 7;(a;,). Ona

—1 —1 a/h
m(a;’l) = W[(abl—lhbl)bl 771(61,/1 i b;a;’,)
-1 —1 a/h
= Wl(abflhb,)bl W[(a;l) ay blﬂ-l(a;l).

On en déduit que
\—1 -1 ajhy—1
7r1(ah) = blm(ab;lhb]) o bI .

Par conséquent,
- - -1
mi(a)) tajh = b[(ﬂ'[(ﬂblflhb]) Yagh) bt

Or, a,ih = ab/flhblb]hbfl. Cela montre le résultat dans le casou b € U.
Le cas général (Cest-a-dire b € B) se déduit des deux précédents en décomposant
b=tyavect € Tety € U. ]
Notons p, le morphisme compos§ Ng(Ly, x;) AL Ng(L;, x;) — Wg(L, x7). Soit
g € CL(Ly,xj) = Z(L))° X Cg, (x)). Ecrivons g = zy avec z € Z(L))° et y € Cy (x)).
Alors a, = y~! et donc pr.(g) = m(y)z. Or m(y) € Cy,(xr) etz € Z(Ly)° C
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Z(L;)°. Donc p,(g) = 1. Cela montre que le morphisme p, peut se factoriser en un
morphisme

pryx: Wa(Ly, x5) — Weal(Ly, xp).
Il résulte de la commutativité du diagramme 4.6 que le diagramme

intb;
We(Ly,x;) ——— Weg(Ly,x))

(4.7)

PLx Pryx!

int by
We(Ly,x;) ———— Wel(Ly, x)

est commutatif. Nous terminons par un résultat élémentaire sur le morphisme py ;.

Lemme 4.8 Ker p;j, = Ker HII:I’.

Démonstration Il suffit de déterminer le noyau du morphisme p,, défini ci-dessus.
Soit donc g € Ker p,,. Alors Wl(ag)’lagg € Z(Ly)° X Cy, (ur). Celamontre que g € L;
et donc que g € Z(L;) x Cy,(uy). Ecrivons g = zy avec z € Z(L;) et y € Cy,(u)).
Alors a; = y~! et donc pr.u(g) = m(y)z. Mais p,(g) = 1 donc m(y) € C{}I(u[) et
z € Z(L;)°. Cela montre que Ker p; j,, C Ker Hb’

Linclusion réciproque est immédiate. ]

5 Structure du centralisateur de ¢;

5.A Tores e-adaptés
Si e est un élément nilpotent de g, on pose

Ng(e) = {g € G| (ad g)(e) € Fe}.
On notera Ng(e) la composante neutre de Ng(e). Si e est non nul, alors Ng(e)/Cg(e)
est un tore de dimension 1 (¢f. [SpSt, corollaire 1.5.7]).
Supposons jusqu’a la fin de cette section que e est non nul. Un sous-tore S de

dimension 1 de Ng(e) est dit e-adapté s’il existe un tore maximal §’ de Cg(e) tel que
S est inclus dans le groupe dérivé du centralisateur de S’ dans G. Si tel est le cas, alors
S NS’ est un groupe fini et donc S - Cg(e) = Ng(e) (et S- C&(e) = N(e)).

Proposition 5.1  Deux tores e-adaptés sont conjugués sous Cg(e).

Démonstration Voir par exemple [Bon6, proposition 1.3]. ]
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Un sous-groupe a un parametre A € Y(G) est dit e-adapté si Im A est un tore
e-adapté et si
(ad )\(t)) (e) = t%e

pour tout t € F*. Il résulte de la proposition 5.1 que deux sous-groupes a un pa-
rametre e-adaptés sont conjugués sous Cg(e).

Remarque 5.2 Lexistence d’un sous-groupe a un parametre e-adapté est assurée
pour p assez grand par des arguments généraux (cf. par exemple [SpSt, section I11.4]),
et elle résulte des travaux de Pommerenning [Pol] et [Po2] pour le cas ol p est bon.
Cependant, les travaux de Pommerenning dépendent de la classification des groupes
réductifs. Premet [Pr] a récemment retrouvé les résultats de Pommerenning par des
méthodes n’utilisant pas la classification des groupes réductifs. ]

Remarque Se donner un sous-groupe a un parametre e-adapté est équivalent & as-
socier & e un diagramme de Dynkin-Richardson. ]

5.8 Eléments unipotents réguliers de sous-groupes de Levi

Soit I une partie de A. Nous nous proposons ici de démontrer Iexistence d’un sous-
groupe a un parametre e;-adapté sans utiliser la classification des groupes réductifs.
Lorsque p est bon, Cest un cas particulier des résultats de Premet [Pr] : cependant,
nous proposons ici une preuve différente qui a le mérite de marcher en toutes ca-
ractéristiques. Comme nous travaillons dans un cas particulier, nous obtiendrons
aussi des résultats plus précis que ceux de Premet sur la structure du centralisateur
dee;.
Le candidat au poste de “sous-groupe a un parametre e;-adapté” est le suivant :

pl= Y o’

acP NPt
Proposition 5.3  Soit I une partie non vide de A. Alors py est ej-adapté.
Démonstration D’apres [Bou, chapitre VI, section 1, proposition 29], on a
(5.4) Vael, {(a,p)) =2,
ce qui montre que (ad plv(t)) (er) = t?¢; pour tout t € IFX. D’autre part, Im p;’ est
inclus dans D(L;), L; = CG(Z(LI)Q) et Z(L;)® est un tore maximal de Cg(er). Donc
py est ej-adapté. [

Remarque 5.5 D’apres 'égalité 5.4, on a

L(p/) NL; = {1}. ]
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Avant de montrer le prochain théoreme sur la structure du centralisateur de e;
dans G, nous aurons besoin de quelques résultats élémentaires concernant le sous-
groupe a un parametre p;’. Introduisons d’abord quelques notations. Si A est un
sous-groupe a un parametre de T, on pose

B.(V) = (BNLOY) -V,
et
.\ ={aed|U, C UM}

Notons que B, (\) est un sous-groupe de Borel de G (contenant T et contenu dans
P()\)) car L(\) contient T et donc B N L(\) est un sous-groupe de Borel de L(A). On
note B () le sous-groupe de Borel de G opposé a B..(\) par rapport a T et U, (\)
le radical unipotent de B, ().

Lemme 5.6

(@ SiBi,....0 € O (p))etsia € I alors (na+ By + -+ + Br,pf) = 2 et
na+ 0 +--+ 0, €1(neN).

(b) Siw € W est tel que (w(), py') = (o, py) = 2 et (wHa),p)) = (o, p)) =2
pour tout o € I, alors w(p)') = py.

Démonstration (a) Ona (v, p)) = 2 pour touty € I et (3,p)) > 0 pour tout
B € ®,.(py). Cela montre la premiere assertion. Pour la deuxiéme, remarquons que
si{(na+ 01+ -+ B, py) =2,alorsn = let(B;,p/) =0pourtoutl <i<r.
Donc f3; € %, ce qui termine la preuve de (a).

(b) Choisissons un produit scalaire [, ] sur X(T) ®; R qui soit invariant par W
et identifions Y(T) ®z R avec X(T) ®z R grice a ce produit scalaire. Lhypothese se
traduit alors ainsi. Pour tout @ € I,

[(w—1)(a),p/120 et [(w' —=1)(a),p/]>0.
On peut réécrire la deuxiéme inégalité ainsi :
[(w — 1)(a), =w(p,)] = 0.
En sommant la premieére inégalité avec cette derniere, on obtient que
[(w —1)(a), (w = 1)(p/)] <0

pour tout @ € I. Mais p; est une combinaison linéaire a coefficients réels positifs des
o, donc

[(w—1)(p)), (w—1)(p))] <O.

Cela montre bien que w(py') = p;. [ |
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Théoréeme 5.7  Soit I une partie de A et soit X € Y (G) un sous-groupe a un parametre
er-adapté. Alors :

(a) Cgler) CP(A).
(b) Sip € Y(G) est ej-adapté, alors P(\) = P(u).
(c) Cgler) = Cry(er) x Cyoyy(er) et Cﬁ’,m(e[) est le radical unipotent de Cg(ey).

(d) CEQL(p,V)(eI) est un sous-groupe de Borel de CL(va)(eI).

Remarque Dans1’énoncé (d), on ne peut pas remplacer p;’ par n’importe quel sous-
groupe a un parametre e;-adapté. |

Démonstration du théoréme 5.7 Puisque tous les sous-groupes a un parametre e;-

adaptés sont conjugués sous Cg(er), on peut supposer (et nous le ferons) que A = py’.
(a) Soit g € Cgler). Il existe un unique élément n € Ng(T) et des uniques

éléments x € U, (p)) et y € Ui(p)) N"U; (py) tels que g = ynx. Par suite,

(ad nx)(er) = (ad y~")(ep).

D’apreés la proposition 5.6 (a), les coordonnées de (ad x)(e;) et (ad y~')(e) en les e,
(a € 1) sont non nulles (pour la décomposition g = t & (@a@ 11,)), et ces deux
éléments appartiennent a (apY)z2 Yo Par conséquent, si on note w 'image de n
dans W, cela implique que, pour tout a € I,

(wa),pf) = (o, pf) = 2.

1

De méme, puisque g~ ' appartient aussi au centralisateur de e;, on obtient que

(w @), p)) = (e, p)) =2

pour tout a € I. Il résulte alors de la proposition 5.6(b) que w(p)) = py. Par suite,
g € P(py). Cela montre (a).

(b) résulte immédiatement de (a) et du fait que tous les sous-groupes a un pa-
rametres ej-adaptés sont conjugués sous Cg(ey).

(c) Soit g € Cgler). Dapres (a), on peut écrire § = Ix, avec I € L(p)) et
x € V(p)). Graduons I'algebre de Lie g de la facon suivante. Sii € Z, on pose

g ={Xeg| (adp/®)(X) =t'X}.

Alors e; € g,. Or, (ad x)(er) € e + ,., g; et (ad [)(e) € g,. Par suite, I centralise
er, et donc x centralise e;. Cela montre la premiére assertion de (c).

Montrons la deuxieme. Il suffit pour cela de montrer que Cy,v)(er) est un groupe
réductif. Pour commencer, Z(L;)° est un tore maximal de Cg(e;) (et donc de
Cy(yy)(er)). Notons Ng(Ly, py ,er) son normalisateur dans Cyy)(er), Cest-a-dire
Ng(Lr, p),er) = Ng(Lr) N L(pY) N Cgler). Notons U le radical unipotent de
CL(va)(eI). Alors

(5.8) Ng(Ly, p ye) NU = {1}.
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En effet, Ng(Ly, p), er) N W est égal au centralisateur de Z(L;)° dans U, c’est-a-dire a
L; NU. Mais L; N L(p;’) = {1}, d’ot le résultat.

Soit g € Cy,y)(e). Comme pour la preuve de (a), écrivons g = ynx avec
n € Ny (T), x € U.(py) NL(py) et y € Uulpy) N"UL(pY) N L(py). No-
tons w la classe de n dans W. En reprenant la preuve de (a), on remarque que
w(a) € ®* pour tout @ € I et que w(p)Y) = p;. Par suite, w(I) = I et donc
n € Ng(Ly). Mais (ad y~!)(e;) = (ad n) o (ad x)(e;). Or, toujours d’apres la propo-
sition 5.6, la coordonnée de (ad y~!)(er) (ou (ad x)(er)) suivant e, (o € I) est égale
a 1. Puisque w(I) = I, on en déduit que n € Cg(er). Finalement, on a prouvé que
n € Ng(Ly, py , er).

Il en résulte que (Idg —ad(n~'y~'n)) (¢;) = (Idg —ad x)(e). Or, ™'y~ 'n €
U, (p/) NL(py) C V; etx € V;. Donc (Id, — ad x)(e;) € v; No; = {0} (ici, vy et
v, désigne les algebres de Lie de V; et V| respectivement). Donc x et y centralisent
er. On a donc montré que

(5.9) Crpy)(er) = Cunwipy)(er) - Na(Ly, py’ s er) - Cunwipy) (er).-

D’apres la décomposition de Bruhat dans Cy,v)(er) et compte tenu de 5.8, on obtient
que U est contenu dans Cpny(,v)(er). Or, on aurait tout aussi bien pu depuis le début
travailler avec le sous-groupe de Borel B’ = B;.V; ala place de B. On en aurait
alors déduit que U est contenu dans B’ N L(p)’). Finalement, U est contenu dans
BNB’' NL(py) =By NL(py) = {1}. Cela termine la preuve de (c).

(d) Dapres (c) et 5.9, il résulte de la décomposition de Bruhat dans CL(,,IV)(eI)
que CEHL(va)(eI) est un sous-groupe de Borel de CL(va)(eI). Cela montre (d). Cela
montre aussi que 5.9 est une décomposition de Bruhat dans Cy,y)(er). [ |

Deux sous-groupes a un parametre e;-adaptés de Ly étant conjugués sous Cy, (er),
Iapplication canonique Ng(Ly, e) NL(p)) — Wg(Ly, €;) est surjective, et son noyau
est L(py) N Cg, (er) = Z(Ly)° (en effet, d’apres 5.4, Cy,(p;’) = T). Par la suite, nous
identifierons le groupe W (Ly, e7) avec le groupe ( N (L) NL(py )NCaql(er)) / Z(L1)°,
et nous identifierons les sous-groupes Ay, (er), Ag(er) et WS(Ly, er) avec les sous-
groupes correspondants.

5.C Une inclusion de sous-groupes

Fixons maintenant deux parties I et J de A telles que I C J. Nous supposons d’autre
part jusqu’a la fin de cette section que I est W -auto-opposée.

Soit g € Ng(Lj) NL(p}) N Cgley). Alors g normalise Cy (p}) = T et, puisqu’il
centralise e, il stabilise J. Par conséquent, puisque I est auto-opposée et contenue
dans J, on en déduit que g stabilise I. Par suite, il centralise p) et m(e;) = e;. Cela
montre que

(5.10) Ng(Ly) NL(p)) N Cg(ey) C Ng(Ly) NL(p,) N Cgler).

Le lemme suivant est certainement vrai dans une bien plus grande généralité, mais
nous n’en aurons besoin que dans les cas ot il est énoncé.
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Lemme 5.11  SiL; et Lj sont cuspidaux, alors
Ng(Lj) NL(p)) NL°(e;) C Ng(Ly) NL(p;") NCGler).

Démonstration Cette preuve (non satisfaisante) se fait en utilisant la classification
des sous-groupes de Levi cuspidaux. Remarquons tout d’abord que 'on peut sup-
poser que G est semi-simple, simplement connexe, et quasi-simple. D’autre part,
d’apres le corollaire 3.13 et le lemme 4.4(b), 'application canonique W(Ly, e5) —
Wg(Lj) est un isomorphisme. Puisque L; est auto-opposé on peut donc supposer
que P; est un sous-groupe parabolique maximal de G (voir proposition 1.3). Dans
ce cas WG (L, ej) est d’ordre 2. Compte tenu de la classification des sous-groupes de
Levi cuspidaux donnée par la table 2.17, on est ramené a I'un des cas suivants :

1. Si G est de type A, un calcul direct montre le résultat.

2. Sila paire (G, Lj) est de type (C,,A;) (ici, A; correspond a la grande racine),
(B3, A1 X A1), (Ds,As x Ay) ou (Dg, Ay X Ay X Ay), alors la plus grande racine o de
pour l'ordre défini par A vérifie la propriété suivante : o + 3 (respectivement o — 3)
n’est pas une racine pour tout 3 € J. Alors U, et U_, sont contenus dans L(p}) N
C&(Uj). Notons $, un représentant de s, dans (U,,U_,). Alors §, € Ng(Lj) N
L(p)) N C&(Uy). Puisque Ng(Lj) N L(p}) N Cg(ey) est engendré par Z(L;)° (qui
est contenu dans Z(L;)°) et $,, et puisque Cg(U;) C Cg(ej) N Cgler) (car ¢ et e
appartiennent a I'algebre de Lie 1; de Uj), on en déduit le résultat. ]

Corollaire 512 SiL; et L; sont cuspidaux, alors py j.(W&(Ly, e))) est contenu dans
We (L, ep).

Démonstration Puisque le morphisme naturel
Ng(Lj) NL(p}) N Cgley) — WE(Ly, e))

est un isomorphisme (cf. corollaire 3.13 et lemme 4.4(b)), cela résulte immédiate-
ment de la proposition 5.11. ]

6 Centralisateur de u; en bonne caractéristique

Hypothese A partir de maintenant, et ce jusqu’a la fin de cet article, nous supposerons
que p est bon pour G.

6.A Homéomorphisme de Springer

Soit Gyy; (respectivement g,;) ensemble des éléments unipotents (respectivement
nilpotents) de G (respectivement g). Ce sont des sous-variétés fermées de G et g
respectivement. D’apres [SpSt, théoreme 3.12] et puisque p est bon pour G, il existe
un homéomorphisme G-équivariant

7: Gnil — Guni
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tel que 7 soit un morphisme de variétés.
Remarque 1l est a noter que 1! n’est pas forcément un morphisme de variétés. Par
contre, si G est semi-simple simplement connexe, alors 7 est un (iso)morphisme de
variétés. [ ]

Remarquons que 7(1) = 0. La proposition suivante va nous étre utile pour calcu-
ler certaines images par I'application 7.

Proposition 6.1  Soit v un élément unipotent de G. Alors :

(a) v € Lsietseulementsin(v) € L.
(b) v € P sietseulement sin(v) € p.
(c) Siv e P,alors n(wL(v)) = (de)(n(v)).
(d) v € Vsietseulement sin(v) € v.

Démonstration On peut supposer que G est semi-simple simplement connexe, au-
quel cas le lecteur peut se référer a [Bon6, Lemme 3.2]. ]

6.B Une propriété du morphisme p; ;,

Nous fixons une fois pour toutes un élément b € B tel que n(u) = (ad b)(e). Pour
tout I C A, nous poserons by = m;(b). Il résulte de la proposition 6.1 que

(6.2) n(ur) = (ad by)(er).

Alors Cg(1;) = "Cg(ep). Le corollaire 5.12 et la commutativité du diagramme 4.7
montrent alors que :

Proposition 6.3  Si I et ] sont deux parties de A telles que I C ] et L; et L; sont
cuspidaux, alors py j, ( WE(Ly, u])) est contenu dans W (Ly, up).

7 Corps finis
7.A Notations et hypothéses

Nous supposons dans cette derniére section que IF est une cloture algébrique d’un
corps fini. On a alors p > 0. On rappelle que p est bon pour G. Si g est une puissance
de p, nous noterons F, le sous-corps de IF a g éléments. Nous supposons aussi que G
est muni d’un isogénie F: G — G dont une puissance F° est un endomorphisme de
Frobenius associé a une Fy-structure de G. Nous noterons Reg . (G") I'ensemble des
classes de Gf'-conjugaison d’éléments unipotents réguliers de GF. Nous supposerons
que u € GF. En particulier, si L; est F-stable (ot1 I C A), alors u; est F-stable. Si
¢ € GF, nous noterons [g] g sa classe de conjugaison dans GF.

Nous supposons aussi que B et T sont F-stables. Nous avions fixé un sous-groupe
de Levi L d’un sous-groupe parabolique P de G. Nous supposerons que L est F-
stable : par contre, P n’est pas forcément F-stable.
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Remarque 7.1 Si L est cuspidal, alors il existe une unique partie I de A telle que
L soit conjugué a L; sous l'action de G (cela résulte des remarques 1.6 et 2.14). Par
conséquent, L et P; sont F-stables. |

Si P est F-stable, on pose

pECP: Reguni(GF) - Reguni(LF)
C — m(CNPH).

Cette fonction est bien définie [DLM1]. Si Ker hf = 1, alors elle est bijective.
Dans [Bonl, page 279], auteur avait construit une application explicite

resf’: Reguni(GF) — Reguni(LF)

méme lorsque P n’est pas F-stable. Nous rappelons cette construction. Tout d’abord,
soit M’ un sous-groupe de Levi F-stable d’un sous-groupe parabolique F-stable P’
de L appartenanta L& ( Z(L)) (M’ existe d’apres la remarque 7.1). Alors M’ est un
sous-groupe de Levi F-stable d’un sous-groupe parabolique de G et M’ est cuspidal.
Donc il existe, toujours d’apres la remarque 7.1, une unique partie I de A telle que

M’ soit conjugué a L;. De plus, L; et P; sont F-stables. SiC € Reg_ . (G"), on pose
rest (C) = (pycp) ' (C' N M)

ou C’ est la G'-classe de conjugaison contenant pf —p (C). Ceci est bien défini car,
d’apres les remarques précédentes, py,p est bijective et, d’apres [Bonl], la GF-
classe de conjugaison contenant pf —p (C) rencontre M’* suivant une seule classe de
conjugaison. 1l est clair que, si P est F-stable, alors res{" = p—p.

Remarque Dans [Bonl], cette construction était faite lorsque F est un endomor-
phisme de Frobenius associé a une IF;-structure G mais le lecteur peut vérifier qu’elle
s’adapte mot a mot a ce cadre légerement plus général (on n’a besoin que de la pro-
priété de Lang). ]

Nous noterons hi: H'(F,2(G)) — H'(F, Z(L)) I'application induite par hy.
Siz € H'(FZ2(G)) etsiU € Reg,(G"), nous noterons U, I'image de U par
'automorphisme extérieur de G induit par z (voir par exemple [Bon3, section 1.8]).

7.B Transitivité des applications res¢

La proposition suivante était annoncée dans [Bonl, proposition 2.2]. En voici enfin
une preuve :

Proposition 7.2 Avec les notations ci-dessus, on a :

(a) resS ne dépend pas de P.
(b) Sil C A esttelle que Ly est F-stable, alors resg([u]GF) = [uI]LIF.
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(o) SilU € Reguni(GF) etsiz € H' (F, Z(G)), alors res®(U,) = (res® U)hi(z). En
particulier, resC est surjective.
(d) Soit M un sous-groupe de Levi F-stable d’un sous-groupe parabolique de L. Alors

resk; o resS = resy; .

Démonstration (a) et (b) sont faciles tandis que (c) découle de [Bon3, 1.8.2]. Mon-
trons maintenant (d). Soit L’ (respectivement M’) un sous-groupe de Levi cus-
pidal F-stable d’'un sous-groupe parabolique F-stable de L (respectivement M) tel
que Ker i}, = 1 (respectivement Ker hM, = 1). Ces groupes existent d’apres la re-
marque 7.1 (voir aussi [Bonl, page 279]). Soit M’/ un sous-groupe de Levi F-stable
d’un sous-groupe parabolique F-stable de L’ conjugué a M’ sous 'action de L (voir
encore la remarque 7.1). Notons I (respectivement J) 'unique partie de A telle que
M’ (respectivement L’) est conjugué a L; (respectivement L;) sous I’action de G. En-
core une fois, Py et P; sont F-stables d’apres la remarque 7.1.

Soit 71: Reg,.(M"F) — Reg,.(M’F) (respectivement 7;: Reg,.(L}) —
Reg (L"), respectivement 7;: Reg,.(Lf) — Reg,.(M"") ) la bijection in-
duite par la conjugaison dans M! (respectivement G¥) : son existence est garantie
par [Bonl, proposition 2.1] (voir aussi [Bonl, page 279]).

1l est clair que resg o resg = res{ et que resk,[/,, oresf, = resy;, car dans tous
les cas on est en présence de sous-groupes de Levi F-stables de sous-groupes parabo-
liques F-stables (voir (b)). D’autre part, par définition [Bonl, page 279], on a

G _ (racl V-1 G
resp = (resf,)” oTjoresf,
L M \—1 L
resy; = (resy, )™~ o7y oresy,,

et
G __ M -1 G
resy = (resM,) OT1 0710 I‘CSLI .

Par conséquent, il suffit de montrer que
L] _ L/
T[ O TeSy) = resyy,, OTj.
Compte tenu de (c), il suffit de montrer que

(%) resyy ory(uy) = 11 (up).

Dans cette derniére écriture, on a confondu abusivement élément et classe de conju-
gaison. Nous ferons de méme par la suite : le lecteur pourra vérifier que cela ne cause
pas de probleme.

Cela montre que 'on peut supposer (et ce sera fait par la suite pour alléger les
notations) que L = L’ et M = M"’. 1l existe un élément g € G tel que 8(L;,P;) =
(L,P). Puisque L; et L sont F-stables, on a g7!F(g) € Ng(L;). Puisque 'on peut
multiplier g a droite par n’'importe quel élément de Lj, on peut supposer (grice au
corollaire 3.13 et au lemme 4.4(b)) que g "' F(g) = n € Ng(L;) N C&(u;). On a alors

T](u]) = gM].
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Notons a, 'unique élément de Uj tel que a,n € Ng(Lj, Bj, T) (voir proposition
4.5(b)). On pose b, = m(a,) 'a,. Alors, d’apres la proposition 4.5(c) et la propo-
sition 6.3, b,n € Ng(L;) N Cg(ur). D’apres le théoreme de Lang, il existe a € Uy tel
que a~'nF(a)n~! = b, (car n normalise U;). Posons alors & = ga. Un calcul simple
montre que h~'F(h) = b,n. Alors Q = "(P; N L;) = 4(P; N Lj) est un sous-groupe
parabolique F-stable de L et on peut supposer que M = "L;.

On a alors 77(1;) = "u;. Notons T™mcq: Q — M la projection canonique. Pour
montrer (x), il reste donc a montrer que

(%)

Or,

mmcqluy) et "y sont conjugué sous MF.

(}wfl Ll])

mmcQ(uy) = T™vcq
h —1
m(* uy).

bty

ot on a posé b = hmy(a)th~!. Mais,

b~ F(b) = hmy(a)h™ F(h)m(F(a) ™ )F(h) ™!
— hmy(@bunmr(F(@) ") n™ by b F(h)F(h) ™!
— hmi(aa; Yy (amF@) " 'n ay ) m(a,)h ™!
— hmy(aa; Yri(anby  a ay Ymp(a,)h !

=1

car my(b,) = 1. Donc F(b) = betb € "L; = M. D’oti (x*). La preuve de (d) est

maintenant complte. [ |
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