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Introduction

L'objet de ce memoire est essentiellement la recherche et Γetude de struc-

tures algebriques permettant de traduire le Calcul propositionnel et le Calcul

des predicate restreint du premier ordre. Nous avons guide et limite cette

recherche en imposant aux ensembles algebriques introduits de satisfaire simul-

tanement aux trois conditions:

—donner une representation du Calcul Logique sous sa forme la plus classique,

c'est a dire avant Γobtention d'un anneau booleien par passage au quotient. Ce

sera le role des structures "prebooleiennes".

—posseder un ensemble d'operations traduisant un procede de decision tel que

celui des tableaux semantiques, quί correspondent ici aux "tableaux de reduction".

—avoir un caractere universel dans leur construction & partir des atomes.

Le chapitre I est consacre a la construction et a Γetude d'un anneau booleien

universel. Nous definissons d'abord la structure prebooleienne plus generate

que celle d'anneau booleien et qui precede necessairement cette derniere. Partant

d'un ensemble E quelconque, nous construisons un ensemble prebooleien E dont

les elements se presentent sous forme de tableaux par passage au quotient,

E engendre un anneau booleien <£> universel vis-a-vis de E. Ce chapitre se

termine par Γetude de certaines proprietes topologiques de <£>, d'une part sa

densite dans Γespace produit ^(φίiS1)), et d'autre part Γhomeomorphisme entre

Γespace de ses ultrafiltres et Γespace produit φ(£).

Le chapitre II concerne Γinterpretation des resultats precedents pour Γen-

semble $ des propositions: cet ensemble est prebooleien et engendre ainsi

Γanneau booleien classique %/R. Cet anneau $/R est universel vis-a-vis de

Γensemble ^4 des atomes, il en resulte Γisomorphie entre g//? et <<̂ />. Nous
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disposons alors d'une bijection associant a toute formule P, ou plutot a la classe

d'equivalence qu-elle repfesente, son "tableau de reduction acheve" r(P), dont

la seule lecture permet imrriediatement de faire Γanalyse de P suivant les atomes

qui la composent. Au paragraphe 3, nous introduisons un autre anneau universel

{$} isomorphe aux deux precedents, et a Γinterieur duquel nous disposons

d'un procede absolument automatique pour la construction des tableaux de

reduction acheves, ce sont les operations de reduction qui sont exactement

Γequivalent algebrique des regies de constitution des tableaux sem antiques

(methode de M. E. W. Beth). II nous a paru interessant au paragraphe 4 de

donner une application de cette methode: la recherche des formes noίmales,

nous remarquons notamment qu'il n'y a pratiquement aucune difference entre

Γecriture d'un tableau de reduction acheve et celle d'une forme normale con-

jonctive correspondante. Le dernier paragraphe concerne le calcul des conse-

quences, nous montrons essentiellement que le calcul des consequences finies se

confoήd avee celui des propositions dans Γanneau {%) et par suite dans <cV>,

et par ailleurs Γetude des consequences infinies resulte immediatement des

proprietes topologiques de cet anneau <o*/>.

En resume, dans cette premiere partie, nous pensons avoir mis en evidence

les liens qui existent entre les deux formes principales du Calcul des proposi-

tions*, la forme "deductive" (a partir des axiomes-schemas et de la regie de

modus ponens), et la forme "calcul des consequences" (methodes de Gentzen

et de Beth) ce rapprochement etant du essentiellement au caractere universel

du Calcul propositionnel.

Au chapitre III nous introduisons tous les etres algebriques qui nous seront

necessaires pour Γetude du Calcul des predicate. A cet egard, nous utilisons

ou nous retrouvons beaucoup de resultats de M. P. R. Halmos (anneaux monadi-

ques ou polyadiques), toutefois avec une methode et une direction de recherche

qui nous semblent assez differentes, puisque c'est aux individύs et aux substitu-

tions d'individus que nous accordons une place preponderate, les quantificateurs

ne viennent qu'ensuite et sont alors imposes par le choix des substitutions

en outre, au lieu d'associer un quantificateur a chaque partie / de Γensemble /

des individus, il nous a paru plus simple et suffisant pour le Calcul des predicats

restreixit du premier ordre, de ne considerer que des quantificateurs individuels.

Nous definissons done d'abord la structure d'ensemble individualise (paragraphe
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1), c'est a dire un ensemble sur lequel on peut effectuer des substitutions

d'individus quatre axiomes tres simples suffisent pour caracteriser de tels

ensembles. A ce sujet signalons qu'un cinquieme axiome d'individualisation

serait necessaire pour Γintroduction ulterieure d'une "egalite" (au sens Logique),

et nous esperons pouvoir publier prochainement les resultats d'une algebrisation

analogue du Calcul des predicats avec egalite. Au paragraphe 2, nous demont-

rons des proprietes interessantes des substitutions lorsque ce sont des homomor-

phismes ou des prehomomorphismes nous constatons egalement que les anneaux

du type C4> restent universels pour la structure d'anneau booleien individualise.

Aux paragraphes 3 et 4, les quantificateurs s'introduisent de fagon tres naturelle

dans les anneaux booleiens ou les ensembles prebooleiens individualises. Le

paragraphe 5 concerne Γetude de la seule quantification possible sur les anneaux

</!>, avec la mise en evidence du phenomene suivant.: le caractere universel

jusqu'ici conserve disparait totalement apres quantification or, ainsi qu'on le

voit par la suite, le Calcul des predicats est universel pour les structures

quantifiees ceci met en lumiere Γimpossibilite de construire des tableaux de

reduction acheves (ou des tableaux semantiques finis) pour les predicats.

Le chapitre IV est Γanalogue, dans la mesure du possible, du chapitre II.

Nous montrons Γuniversalite du Calcul des predicats vis-a-vis de Γensemble A

de ses atomes, pour les structures precedemment introduites. L'etape <Λ>

disparait, mais nous retrouvons Γisomorphie entre ElR et {E)f qui nous permet

la encore de donner Γequivalent algebrique de toutes les regies de constitution

des tableaux semantiques.

En ce qui concerne la disposition pratique de ce travail, nous avons adopte

les modalites suivantes: la numerotation des paragraphes est discontinue, elle

va de 1 a n a Γinterieur de chaque chapitre, de meme pour les theoremes,

propositions et lemmes, ils sont numerotes de 1 a n a Γinterieur de chaque

paragraphe. Les definitions et axiomes introduits etant dans Γensemble relative-

ment nombreux, on trouvera a la fin un index les resumant. Nous n'avons mis

aucune reference a Γinterieur du texte, par contre la bibliographie qui suit

immediatement cette introduction a ete classee par matieres, ce qui permet de

retrouver aisement, suivant la nature de tel ou tel resultat que nous avons

utilise sans demonstration, Γouvrage dont il a ete tire.

Pour terminer, signalons que ce memoire constitue la these de Doctorat es
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Sciences de Γauteur, soutenue le 7 juin 1961 devant la Faculte des Sciences de

Clermont-Ferrand. Je tiens & remercier tres vivement tous ceux qui m'ont aide

et encourage dans ce travail, notamment M. P. Samuel et M. M. Guillaume.
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Preliminaires sur les applications universelles

La recherche d'ensembles et duplications universels intervenant frequem-

ment dans la suite, il est sans doute preferable de rappeler et de preciser ces

notions.

Considerons d'une part tous les ensembles, notes Es, munis d'une certaine

structure S, d'autre part tous les ensembles, notes ET, munis d'une structure T.

Les structures S et T peuvent etre identiques, il se peut egalement que Γune

ou Γautre de ces structures soit la structure vide, auquel cas les ensembles

correspondant sont les ensembles sans structure,

On se donne egalement pour tout couple {Es, Eτ) une famille ^applications

de Es dans Eτ, dites (S, T)-applications.

On se donne enfin, pour tout couple (ETy &τ) une famille duplications de

Eτ dans ETi dites T-applications.

On suppose que ces structures et applications verifient les conditions

suivantes:
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Ul/ Tout isomorphisme entre un ensemble ET et un ensemble Eτ est une

T-application.

U 2/ Si g est une T-application d'un ensemble ET dans un ensemble ET et

g' une 7'-application de E'τ dans un ensemble E"> alors g'°g est une T-applica-

tion de Eτ dans E".

U3/ Si / est une (S, T)-application d'un ensemble Es, dans un ensemble

Eτ et # une T-application de ET dans un ensemble E'Tf alors £ ° / est une (S, T)-

application de Es dans Ek

Le "problέme universel", pour les types de structures et ^applications en

question, est alors le suivant:

A tout ensemble Es faire correspondre un ensemble Uτ et une (S, T)-

application u de Es dans Z7Γ, tels que toute (S, T)-application / de Es dans un

ensemble Eτ puisse se mettre d'une maniέre et d'une seule sous la forme / = g°u

oύ g est une T-application de Uτ dans ET.

Lorsque ceci est possible on dit que Uτ et u sont, respectivement, un

ensemble et une application universels associes & Es.

Supposons avoir une autre solution associee au meme ensemble Es, pour le

meme probleme universel: (Ur

τ, u1).

—UT et u etant universels: il existe une T-application g de Uτ dans ϋτ et

une seule, telie que u' = g°u.

—UT et uf etant universels: il existe une T-application gf de U'τ dans Uτ et

une seule, telle que u=g'°u\

Done: u=gf°uf =gf°(g°u) = (gtog)°u

u' =gou = go(gfou') = (gog1)0^

et g'°g et g°gf sont des T-applications (condition U2) de UT dans Uτ et de

U'τ dans U'τ respectivement.

Or, u etant une (S, T)-apρlication de Es dans UT, il existe une T-applica-

tion et une seule de Uτ dans UT, en Γoccurence Γapplication identique i, telle

que: u — i° u.

Done:

g'og^i: application identique de Uτ

gogt-j: application identique de U'τ
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II en resulte que g et gf sont des bijections reciproques Γune de Γautre,

en effet:

—supposons g{x) = g(y), alors gf(g(x)) = g!(g(y)), soit x = y; g est done

biunivoque, et de meme g1.

—soit xf <= Uτ: g(g'(xf)) = xf, done g est surjective, et de meme g*.

Ainsi:

Si (UT, U) et (Uί, W) sont deux solutions du meme probleme universel,

associees a un meme ensemble Es, alors il existe une bijection gt quί est une

T-application de UT sur U'τ, telle que: u'=g°u et u = g~lou' ig'1 etant egale-

ment une T-application).

Cas particulier

Tres souvent les elements donnes du probleme universel satisfont h la

condition suivante (plus forte que la condition U l ) :

U 4/ Pour qu'une bijection g d'un ensemble Eτ sur un ensemble Eτ soit un

isomorphisme, il faut et il suffit que g et g~ι soient des T-applications.

Si cette condition est verifiee on a alors le resultat suivant:

Si (UT, U) et (UTi W) sont deux solutions du mέme probleme universel,

associees a un meme ensemble Es, alors Uτ et Uτ sont isomorphes.

Exemple

Es: les anneaux integres.

Eτ: les corps.

(S, T)-applications: les homomorphismes biunivoques d'un anneau intέgre

dans un corps.

T-applications: les homomorphismes biunivoques d'un corps dans un corps.

Les conditions U1, U 2, U 3 sont bien remplies. Ce problέme universel est

resolu de la fapon suivante:

A tout anneau integre Es on fait correspondre son corps des fractions Uτ

et Γapplication u:

En effet, etant donnes un corps Eτ et un homorphisme biunivoque / de Es

dans ETf il suffit de definir Γapplication g de Uτ dans Eτ par:

g{χ/y)=f(x) (f(y)Γι
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Nous remarquons qu'ici la condition U4 est egalement verifiee, par suit

tout autre corps universel pour ce probleme sera isomorphe au corps des frac

tions.

Chapitre I: Construction d'un anneau booleien universel

1. Definition d'un ensemble prebooleien

Nous definirons la structure d'ensemble prebooleien au moyen des donnee

suivantes:

—un ensemble non vide F, elements notes x, y, z, . . .

—une loi de composition interne partout definie sur F, notee x y, et pouvar

etre appelee "multiplication".

—une application de F dans F:χ-+ - x ("negation")

—une famille non vide (Ck)keκ de parties de F

Ces donnees devant verifier les deux axiomes suivants:

PI/ ( * e f t ) < = * ( - * £ C k ) pour tout x et tout h

P2/ (* . y e f t ) * = * ( * e f t et y<=Ck) pour tout x, tout y et tout k.

Notons que les operations de multiplication et de negation ne sont soumise

a aucune condition (telle que associativite, etc ).

(Ck)κ sera dite la famille dέductive de F, chaque Ck etant un ensemb

dέductif.

Uensemble T= Γ\Ck n'est jamais vide, car pour tout x on a: - (x -1

e Γ .

Cet ensemble T= ΠCk sera dit le putts de F.
K

PROPOSITION 1: T et chaque Ck sont stables pour la multiplication.

Pour Ck c'est evident. Pour T: si x et y appartiennent & T, ils appartiei

nent a chaque Ck, done aussi x y, par suite x y&T.

Introduisons dans F la relation binaire x<y exprimee par: - ( j f - ^ s l

c'est une relation de prέordre, en effet:

x<y peut s'exprimer par: pour tout k: — (x -y) eCk

soit: pour tout k : x — y<$ Ck

soit: pour tout k: x Φ Ck ou y e Ck

soit: pour tout k : si x e Ck alors y^Ck

x<x est alors evident.
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Si on suppose %<y et y<z, soit un k fixe et supposons # e Ck, d'apres %<y

on a y^Cky par suite d'apres y<z on a z e f o , ceci pour tout k, on a done

x<z.

II en resulte que la relation binaire xRy exprimee par:

x<y et y<x

est une relation d'equivalence dans F, elle sera dite relation d!analogie, Un

ensemble prebooleien sera souvent designe par FiT, R), mettant ainsi en

evidence son puits et sa relation d'analogie.

Notons que la relation d'analogie peut se traduire par : pour tout k : (x €Ξ Ck

et y<ΞCk) ou (x$Ck et y

PROPOSITION 2: Ύ et chaque Ck sont saturέs pour la relation d7analogie.

En effet: soit x e Ck et y analogue a x, done v e ft et si xe. T ceci a lieu

pour tout k, done aussi y e T.

PROPOSITION 3: La relation danalogie est compatible avec la multiplication

et la negation.

Demonstration: supposons xRxf et yRy*

a) si x y G C ^ Λ G G done x' e Ck

et y e CΛ done y' G & ; done Λ;1 / e Cĵ , ceci pour tout A, done Λ; β ̂  < Λ;' .y', et de

meme pour la relation opposee.

b) si -x G Ck-xQ Ck done x'^ Ck, done —x'&Ck, ceci pour tout A, done

— x < — x'y et de meme pour la relation opposee.

THEOREMS 1: FIR muni de la structure quotient est un anneau booUienl

il sera diί engendrέ par F.

Demonstration', soit φ Γapplication canonique de F dans F/Rl pour F/R

nous aurons:

multiplication : ψ(x) * ψ'\y) = ψ{x βjy)

negation : - ψ(x) = ψ( - x)

D'apres la proposition 3. ces definitions sont bien independantes des re-

presentants choisis dans ψ(x) ou φ{y). On peut ensuite definir:

disjonction: <f(x)Vφ(y)~ - ( - ψ(x) - ψ(y)).
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Toutes Ies proprietes d'associativite, commutativite, idempotence se veriίient

aisement; Ies elements neutres sont:

1 = φ(x) pour x e Γ, soit 1 = Γ, 0 = - 1

Remarquons que tout anneau booleien peut etre considere comme un en-

semble prebooleien pour sa multiplication et sa negation, en prenant comme

famille deductive celle de tous ses ultrafiltres (c'est-adire Ies complementaires

des ideaux maximaux) nous dirons qu'il s'agit 1& de sa structure prebooleienne

nor male, dans ce cas T={1}5 et la relation d'analogie se reduit a la relation

d'identite, done Γanneau booleien s'engendre lui-meme.

PROPOSITION 4: Chaque ψ(Ck) est un ultrafiltre de F/R.

Demonstration: remarquons d'abord que si ψ(x) e ψ(Ck), il existe x' e Ck

tel que fix) = φ(x'), x et xf sont done analogues et par suite: x&Ck

a) si ψ(x) <=<f(Ck) et si φ{y)><p(x) : ψ(x) = φix) φ(y) =φ(χ y), done x y

est analogue a x, or x^Ck> done x yξΞCk> ce qui impiique y^Ck et par suite

b) si ψ(x) et ψ(y) appartiennent & ψiCk): x et y appartiennent a Ck, done

aussi x* y, done φ(x) φ(y) - ψ(x*y) ey(C*).

c) Q$ψ(Ck)> car 0 = ψ(x) oύ - # e r , done -x'GChetxGCk.

ά) si ψ(x) $φ(Ck), alors x Φ Ck done -x&Ck et -^(Λ:) = f ( - * ) Gf(C^).

Etant donnes deux ensembles prebooleiens FIT, i?) et Ff(T, Rf), nous

appellerons prέhomomorphisme de F dans F toute application / verifϊant Ies

deux axiomes:

PH 1/ / conserve la multiplication et la negation modulo R1 dans F

PH2/ / ( T ) c T '

Remarques: Ces deux axiomes sont independants, considerons en effet un

anneau booleien B ayant au moins 4 elements (done au moins 2 ultraίiltres

differents) designons par F(V, Rf) cet anneau B muni de la strucure

prebooleienne normale (on a done T'-{1}), et par F(T, R) Γensemble B muni

de la structure prebooleienne suivante:

—la multiplication et la negation sont celles de Γanneau booleien B.

—il y a un seul ensemble deductif tt qui est un ultrafiltre choisi de Γanneau

booleien B,
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On a done T = ΪJ

Prenons pour / Γapplication identique de B dans B\ elle conserve (exacte-

ment) la multiplication et la negation, done satisfait a P H I ; par contre PH2

n'est pas verifie, car:

II est egalement facile de voir que PH 1 n'est pas une consequence de PH2 :

il suffit de prendre pour / Γapplication d'un anneau booleien B, muni de la

structure prebooleienne normale. dans lui-meme, definie par:

f(x) = l pour tout x; on a bien /(T) = { l } c Γ = ( l ί ; mais par contre:

/( - 1) = /(0) = 1, alors que - /(I) = - 1 = 0.

Nous remarquons egalement que si ces deux axiόmes sont verifies, Γinclu-

sion imposee par PH2 peut fort bien etre stricte, ce sera le cas, par exemple,

lorsque / est Γapplication identique de F'{T\ R!) dans FIT, R), avec les nota-

tions du premier exemple de ces remarques, en effet:

Un prehomomorphisme sera dit strict®, s'il conserve exactement la mul-

tiplication et la negation ce sera le cas, en particulier, chaque fois que F

sera un anneau booleien muni de la structure prebooleienne normale. L'applica-

tion canonique ψ de F dans F/R est done toujours un prehomomorphisme strict.

PROPOSITION 5 : La relation de preordre, et par suite celle d'analogie, sont

conservees par tout prέhomomorphisme.

En effet, supposons x<y dans F, et soit / un prehomomorphisme de Fdans

F\ on a : - U - J I ) G Γ , done d'apres PH 2, /( - (x -y)) e Ύ\ mais d'apres

PHI, f(-(x -y)) est analogue a - (f(x) -fiy)), done ce dernier element

appartient a T, done /(xXf(y) dans F'.

THEOREME 2: Soient F(T, R) et Ff(Tf

y Rf) deux ensembles prέboolέiens, ψ

et ψ1 leurs applications canoniques dans F/R et F'/R1, f un prέhomomorphisme

3> La terminologie utilisόe ici est differente de celle que Γon trouve dans "Ponasse,
Comptes Rendus A. S." (qui est prehomomorphisme "egalitaire"), car il est preferable
(ainsi que Γa d'ailleurs fait remarquer M. Guillaume, dans sa these) de n'utiliser le mot
"egalitaire" que lorsqu'il s'agira de structure algebrisant le Calcul des Predicats avec
egalite,
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de F dans Ft alors ΐapplication f dόfinie par: fκψ(x)) = ¥>'(/(#)) est tin homo-

morphisme d'anneaux de F/R dans F/Rf.

En effet: d'apres la proposition 5, fiψix)) a une definition qui est bien

independante du representant choisi dans ψ(x).

a) /( -<p(x))=f(φ(-x)) = φ'(f(~x))=φ'(-f(x)) car /(-*) et -fix)

sont analogues; et f ( - / ( # ) ) = - f (/(#)) = -fiψix)).

b) f(φ(x) φ(y)) =f(φix y)) = φ'(f(x y)) =φ'(f(x) fiy))

THEOREME 3: Si f est un homomorpkisme d'anneaux de F/R da?ιs un anneau

boolέien B qt&elconque, alors f=f°φ est un prέhomomorphisrne {strict) de F

dans B muni de la structure prέbooUienne normale.

Dέmonstration •

a) / ( - # ) = / ( ? ( - * ) ) = / ( - ? > ( * ) ) = * - / ( ? ( * ) ) = -fix)

b) f(x y)

THEOREME 4: Soit F un ensemble prέboolέien et B un anneau boolέien fixέ

=*F (0) pour que x&T il faut et il suffit que f(x) = 1 pour tout prέhomomor

phisme f de F dans B muni de la structure prέboolέienne normale.

Dέmonstration'. a) si x e T: fix) e f{T) c {1}, done fix) = 1.

b) si f(x) = 1 pour tout / : soit / un homomorphisme quelconque de FIR

dans B, f=foψ est un prehomomorphisme, done fiψix)) = 1 ceci etant vrai

de tout homomorphisme /, il en resulte (consequence du theoreme de re-

presentation de Stone) que <f(x) = 1, et par suite x&T.

Remarque: ce theoreme peut s'utiliser en prenant pour B un anneau

booleien particulierement simple, tel que Z/(2).

2. Ensemble prebooleien E

Soit E un ensemble absolument quelconque, nous designerons par (E, 0, 1)

Γensemble E complete par deux elements supplementaires notes 0 et 1 (ces

deux elements joueront essentiellement un role de position et n'ont aucun

caractere d'elements neutres). Nous appellerons bloc toute suite finie non vide

d'elements de iE, 0, 1) ecrits horizontalement par juxtaposition:

X1X2 ' ' ' Xn
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On designera par E Γensemble des tableaux de la forme:

,Xi ' * Xn Zι ' ' ' Zp χ

\χl ' ' Xn> z{ - Zp>'

formes de deux lignes et d'un nombre fini de colonnes (au moins une), chaque

colonne etant constituee de deux blocs superposes, chaque bloc superieur devant

comporter au moins un 1 et chaque bloc inferieur au moins un 0. Les elements

generiques de E seront designes par a, β, γ, . . . .

Une colonne d'un tableau a sera dite close si un element au moins de son

bloc superieur figure egalement dans son bloc inferieur (independamment de sa

position dans chacun de ces blocs). Une colonne non close sera dite ouverte.

Un tableau a sera dit clos (resp. ouvert) si toutes ses colonnes sont closes

(resp. si au moins une de ses colonnes est ouverte).

On designera par U le sous-ensemble {0, 1} de (E, 0, 1), et par E Γensemble

de toutes les applications de E dans U. Pour a e E et / e E la f valeur de a,

notee /(<*), sera le tableau obtenu en remplagant dans a tous les elements de

E par leurs images par /.

Un tableau a sera dit f-clos (resp. f-ouυert) si f (a) est clos (resp. ouvert),

il sera dit infermable s'il est /-ouvert pour tout / e E, sinon il sera άitfermable.

PROPOSITION 1: II y a equivalence entre:

a) a est clos (resp, ouvert).

b) a est f clos (resp. f-ouvert) pour tout f&E (resp. pour au moins un

Dέmonstration: il suffit de raisonner sur clos et /-clos.

—Si a est clos, toutes ses colonnes sont closes, soit Γune de ces colonnes

dont le bloc superieur est B = xL xn et le bloc inferieur B' = x[ x'n<, par

hypothese B et B1 ont un element commun, si c'est un 1 ou un 0 il en sera de

meme pour les blocs correspondants de / ( α ) , si c'est un element ξ de E} alors

f(ξ) sera un element commun aux blocs correspondants de f (a) / {a) sera

done clos.

—Si a est /-clos pour tout /, raisonnons par Γabsurde en supposant que a

possede au moins une colonne ouverte (B, Bf), soient ςu . . . , ξn les elements

de B (resp. ?{, . . . , £ή' les elements de B') autres que 0 et 1 (s'il y en a)

par hypothese: ?x #?y pour tout couple (i, j), soit / ainsi deίinΐe:
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f(u) = 1 si u est Γun des £t

= 0 dans tous les autres cas.

il est facile de constater que f (a) serait ouverte.

Remarques:

1) a infermable ne signifie pas que toutes ses colonnes soient ouvertes.
Ix 1 1Exemple:

2) a fermable ne signifie pas qu'il possede au moins une colonne close.

Exemple:

3) "clos" implique "fermable"

"infermable" implique "ouvert".

Multiplication des tableaux

Etant donnes deux tableaux a et β, nous definirons le produit α j3 de α:

par 0 comme etant le tableau obtenu en ecrivant les colonnes de 0 a la suite

de celles de a.

I B\ Bn \ j O\ Cp \ i Bi Bn Cι Cp \
\ τ>t τ)t I \r*t /V / \ D' D ' r>t r*t I

•Di Dn C-Ί ksp L>\ £>n \si l sp

(les lettres B et C designent des blocs).

Disjunction de tableaux

Nous definirons la disjunction a\l β de deux tableaux oc et β de la fagon

suivante:

/ B\ Bn \ I Ci Cp \ i Di Dnp

E\ &n v̂ / Ksp U\ JLJnp

avec:

Dx = Bid (c'est & dire le bloc forme par la juxtaposition de Bi et Ci)

Dz = B1C2, . . . , Dρ — BiCp, Dp+i — BzCi, . . . , D zp — B'ϊCp, . . . .

Dnp = Bn Cp

et de raeme pour les blocs inferieurs.

Exemple:

1 l * v Λz l v ,llz 1 1 lxlz
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Remarqiies

La multiplication et la disjonction que nous venons de definir sont des

operations associatives, ceci n'intervient d'ailieurs pas dans la suite, toutefois il

est bon de la remarquer car cela nous permettra de simpliίier les notations.

Cette propriete d'associativite est evidente pour la multiplication pour la

disjonction nous pouvons la demontrer de la fagon suivante:

Les lettres K et Q designant des colonnes, considerons les tableaux:

OC = <Ki ' ' ' Kn> β - <K[ ' - K'n>> ϊ = <K[' ' KU»>

et posons:

α'-*V(/9Vr)-<Gί * Qnn-n»>

α" = (αVβ)Vr = <»" Q'Jn, n>>>

Cherchons la p-ieme colonne de af et de atf{l<p < nn'n") :

1°) Pour oc\ on commence par determiner Γentier s tel que:

(s-l)nfn"<p<srin(f (l<s<n)

posons p - (s~ l)nfn" + t (l) avec 1 < t< n'n" {s et t sont uniques), Q'p est

alors la juxtaposition de K3 avec la ί-ieme colonne de β V γ.

On determine alors Γentier r tel que: (r - l)ri'<t < rn" (l<r<n') et on

pose: i = (r — l)n" -f u (2) avec l<u< nn> on a alors:

Qp=KsK'rKl!.

2σ) De fa§on analogue pour <xn: on determine υ tel que:

{υ- ϊ)nn<p < vn" (1< v<>nnf)

on pose : p = (v ~ l)nn + w (3) avec l<^w<nn

on determine ensuite i tel que : (i-l)n'<v<L in' (l<i<n)

on pose: v~ (i—l)n' + j (4) avec l<j<^nf

on a alors: Q'j = K,KjK'w

D'apres (4): υ - 1 = (i- l)n' + j - 1, (3) devient alors: p= (i-l)n'n"

+ (j-l)n'f + io,or0<(j-l)n"<(nf-l)n" et l<w;<w", done l < O ' - l ) w "

+ tϋ ̂  ?i'w" en comparant avec (1) il en resulte: i - 1 = s - 1, done i = s, et

(j — l)nιr + w=zt que nous comparons avec (2), d'oύ j-l-r-1, soit j = r, et

zί; = w.

Done Qβ = QJ,', et ceci quel que soit p, done af •= a".
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Nέgation dun tableau

a) Pour un tableau a n'ayant qu'une seule colonne:

ιX\ ' ' Xn\

Xl ' ' ' Xn'

on pose:

/ 1 1 1 l*ί lxί lx'n>\ ,
- a = < ) (n-\- nf colonnes)

X 0*i 0X2 OXn 0 0 0 '

b) Dans le cas general, si a a p colonnes:

α = <Xi#a - - KP>

posons at = </£>, Γassociativite du produit nous permet d'ecrire:

a = aι #2 αr0

on pose alors:

— < * = • - « ! V — α 2 V ••• V — a p

cette ecriture etant justifiee par Γassociativite de la disjonction.

Exemple:

I 1 v / 1 v / 1 x

O y 7 x
 OΛΓ

 7 x Q y J

01 0 0 7 X 0 ^ X X 0 1 0 0

11 110 lly 101 1010 1 0 1 ^ Ltrl IΛΓIO

~
 α
 ~

 x
oioi oio oio ooi oo oo ooi oo oo

THEOREME 1: Pour f e έ donnέe:

a) a β est f-clos, έquivaut ά: a et β sont f-clos.

b) a\ί β est f-clos, έquivaut ά: cc ou β est f-clos.

c) — cc est f-clos, έquivaut ά: a est f-ouvert.

Dέmonstration:

a) On remarque simplement que: / (a* β) = / (a) /(/3), done si ccβ est

/-clos toutes les colonnes de f (cc) et toutes les colonnes de f (β) sont closes,

et reciproquement.

b) On a egalement: f(ccVβ)=f(cc)Vf(β); si ccVβ est /-ouvert, au
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moins une colonne K de f(a)Vf(β) est ouverte, supposons que cette colonne

soit la juxtaposition des colonnes Ki et K) de f\oc) et de/(/3), le bloc superieur

de K ne comporte que des 1 et son bloc inferieur que des 0, il en est done de

meme de Ki et de Kj, done oc et β sont /-ouverts et reciproquement.

c) II suffit de raisonner dans le cas oά α n'a qu'une colonne: si — cc est

/-clos,

pour tout Xi: Xi = 1 ou f(xd = 1

pour tout xj: xj = 0 ou f(xj) = 0

(avec les notations precedentes).

Done oc est /-ouvert et reciproquement.

II en resutte alors les deux theor&mes suivants:

THEOREME 2 : a) a β est clos, έquivaut ά: a et β sont clos.

b) a β est ouvert, έquivaut ά: a ou β est ouvert.

c) a V β est fermable, έquivaut ά: a ou β est fermable.

d) α: V β est infermable, έquivaut ά: a et β sont infermables.

e) cc est clos (resp. ouvert, resp. fermable\ resp. infermable), έquivaut ά:

— oc est infermable (resp. fermable, resp. ouvert, resp. clos).

THEOREME 3: a) S> a ouβ est in fermable, alors a β est infer mable.

b) Si oc β est fermable, alors a et β sont fermables.

c) Si a ou β est clos, alors aWβ est clos.

d) Si α:V β est ouvert, alors oc et β sont ouverts.

Designons par C/ Γensemble des tableaux qui sont /-clos.

THEOREME 4: E est un ensemble prέboolέien pour la multiplication et la

nέgation prέcέdemment dέfinies, et pour la famille dέductive (C/)/ss.

Ceci resulte du theoreme 1 precedent. Remarquons, en utilisant la proposi-

tion 1, que le puits de E n'est autre que Γensemble des tableaux clos.

Nous allons voir que cet ensemble E possέde certains caractέres d'univer-

salite, sans toutefois etre vraiment un ensemble universel, mai* le resultat

partiel que nous allons etablir nous permettra, au paragraphe suivant, de

resoudre facilement un autre probl&me d'universalite concernant les anneaux

booleiens.

Envisageons le probleme universel relatif aux donnees suivantes:
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Es' les ensembles quelconques.

EΊ\ les ensembles prebooleiens.

(S, T)-applications: toutes les applications (Tun ensemble quelconque dans

un ensemble prebooeien.

T-applications: les prehomomorphismes d'ensembles prebooleiens.

Ces donnees verifient les trois conditions requises (cf. Preliminaires), en

effet:

U1/ Un isomorphisme est un prehomomorphisme.

U2/ Si g est un prehomomorphisme de F(T, R) dans F'(Vt R'), et g* un

prehomomorphisme de F dans F'(Tlf, R"), alors g'°g est un prehomomorphisme

de F dans F"t car:

a) — g(x) est analogue dans F & g( - x)f done (prop. 5, parag. 1, chap. I)

g'(g( - # ) ) est analogue dans Ff h g'( -g(x)), lui-meme analogue & —g'igix)).

b) g(x y) est analogue dans F & g(x) giy), done g'(gix y)) est analogue

dans Fn & g'(g(x) g(y)), lui-meme analogue a: g'(g(x))*gr(g(y)).

c) g(T)^V, done £ '(g(Γ) )cg '(T' )cr" .

U3/ Verification triviale.

Faisons alors correspondre & un ensemble quelconque iΠ'ensemble prebooleien

E que nous venons de construire, et Γapplication h de E dans E definie par:

Soit F(Ty R) un autre ensemble prebooleien et / une application de £dans

F; definissons Γapplication g de E dans F de la fa§on suivante:

a) Pour un tableau a n'ayant qu'une colonne:

—Si a est clos (resp. infermable), on pose: g(a) -e (resp. g(oc) = -e) oύ

e est un element fixe quelconque de T.

—Si a n'est ni clos ni infermable: soit B (resp. B1) son bloc superieur

(resp. inferieur), soit ξi ξn (resp. ίί fή') la sous-suite de B (resp. B1)

composee seulement d'elements de E (ces sous-suites ne peuvent pas etre

vides), on pose alors:

g(«)=f(ξί)V( V ( / ( f t 0 V ( - / ( f x ) V ( V( -/(?„) ) •••)).

b) Si a possede p colonnes: on decompose a en produit de tableaux n'ayant

qu'une seule colonne:

https://doi.org/10.1017/S0027763000023643 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0027763000023643


PROBLEMES D'UNIVERSALITE 47

et Γon pose:

g(cc) = g(aι) (g(a2)'( Λg(ap-ι)'g{ap)) )).

On verifie aisement que g est un prehomomorphisme de E dans F, en outre

si x e £:

*(M*)) = £« ))=/(*) done / = *«*.
x x Ox ''

Toutefois une decomposition analogue de / peut etre obtenue avec un autre

prehomomorphisme g1 (ne serait-ce qu'en remplajant e par un autre element

e' de T).

3. Anneau booleien universel <^>

Nous noterons <£> Γanneau booleien engendre par Γensemble prebooleien

E precedent. Les elements de ζE> seront appeles des grilles une grille, e'est

a dire la classe d'analogie d'un tableau ct , sera notee <«>, ou si Γon desire

expliciter Γecriture du tableau a:

X\ ' ' * Xn' Z\ ' ' ' Zpt '

ψ designera toujours Γapplication canonique de E dans <£>. Rappelons qu'un

ensemble deductif C/ de E est Γensemble des tableaux /-clos pour une applica-

tion donnee / de E dans U, et que deux tableaux sont analogues si pour tout

/ ils sont tous deux /-clos ou tous deux /-ouverts.

Liste des cas usuels d'analogie pour deux tableaux a et β:

1°/ β est obtenu a partir de a par interversion de colonnes, ou par in-

terversion d'elements de (E, 0, 1) a Γinterieur des blocs.

2°/ β est obtenu a partir de a par adjonction d'un certain nombre de

colonnes qui s'y trouvaient dej^.

3°/ β est obtenu a partir de a par adjonction d'un certain nombre de

colonnes closes.

4°/ β est obtenu a partir de a par adjonction a certains blocs de certains

elements de (E, 0, 1) qui s'y trouvaient dejέi.

Tout ceci se verifie immediatement et nous permettra bien souvent k partir
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d'un tableau donne de trouver un tableau analogue dont Γecriture sera beaucoup

plus simple.

Exemple: le tableau - oc (qui comporte 9 colonnes) calcule en exemple

)de la negation au paragraphe precedent, est tout simplement analogue & ^ ~ )•

Nous dirons qu'une grille <αr> est /-close, /-ouverte, close, ouverte, fermable,

infermable, suivant que Γun quelconque de ses representants a possede Γune

de ces qualites (ces definitions sont evidemment independantes du representant

choisi).

II y a une seule grille close, elle sera notee <1>, ou si Γon desire faire

apparaitre Γun de ses representants: <1> = (( 0 1 } ) et une seule grille infermable,

notee <0> = ({J)}

Ces deux grilles sont les elements neutres de <E>.

A partir de f&E nous avons dej& defini une application / (d'ailleurs un

prehomomorphisme) de E dans E, nous definirons main tenant une application

/ de <£> dans <E> par:

a etant un representant quelconque de

On definira egalement la /-valeur de la grille <α> comme etant / « α > ) .

Cette definition est bien independante du representant choisi, car si β est

analogue k oc:

—-si oc est/-clos, j9 aussi, / (oc) et f (β) sont clos, alors f «<x» = <1>.

—si oc e s t / ouvert, β aussi, f(a) et f.(β) sont infermables, et alors / « α »

= <0>.

Remarquons qu'en fait les / sont des homomorphismes de <2?> dans Γanneau

booleien & deux elements {<0>, <1>}, que nous designerons par ϋ, qui est d'ail-

leurs isomorphe k <§>, isomorphe egalement & Z/{2).

Exempίes cΓopέrations dans

IV Multiplication:

3°/ Negation: -((£))-(& *J £
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Mais bien entendu, comme dans tout anneau booleien, ces trois operations

ne sont pas independantes, on pourrait par exemple exprimer la disjonction au

moyen de la multiplication et de la negation.

A partir de ces trois operations fondamentales, nous definissons, comme

dans tout anneau booleien:

47 Addition : <a> + <β> = «a> - <β» V ( ~ <<x> <0»

5°/ Conditionnel: <a> - <β> = <a> + <a> <β> + <1> = - <αr> V <β>

67 Biconditionnel: <<x> <• > <0> = <a> H- </3> + <1> = - (<a> + </9»

Problέme universe!

Nous nous proposons ici de resoudre le probleme universel relatif aux

donnees suivantes:

Es- les ensembles quelconques.

Eτ: les anneaux booleiens.

(S, T) -applications: toutes les applications d'un ensemble quelconque dans

un anneau booleien.

T-applications"*. les homomorphismes d'anneaux booleiens.

Les trois conditions requises se verifient immediatement.

Ce probleme est resolu de la fa^on suivante: associons k tout ensemble E

Γanneau booleien <£> que nous venons de construire, et Γapplication H~φ°h

{h etant Γapplication de E dans E definie au paragraphe precedent), c'est &

dire: H(x) ---- Qχ\

Soit B un anneau booleien et / une application de E dans B nous pouvons

considerer B comme un ensemble prebooleien muni de la structure normale,

done, d'apres le paragraphe precedent, il existe au moins un prehomomorphisme

g de it dans B tel que / = g°h. Le theoreme 2, parag. 1, nous permet alors

de dire: Γapplication G definie par Giψ(x)) =g{x) est un homomorphisme de

<£> dans B. Par ailleurs:

Demon trons main tenant que cette decomposition est unique: en effet si

Gf°H en est une autre, les homomorphismes G et Gf doivent coϊncider sur

WE), et il suffit alors de remarquer que toute grille est composee par multiplica-
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tion, disjonction et negation de grilles "elementaires" de la forme H(x):

Xl ' ' Xn zι ' ' Z

X\ Xn' Z\ ' ' " Z

IX\ ' ' * Xn \\ //l*i\\ il*-Xn\\ ιι 1 \\ // •*• \\

et ( , , )) = (( })V V ))v(( ,)}V V({ )
*i Λ « ' U U \)X\ \)Xn'

e t Z/

Autrement dit <£> est un anneau booleien libre.

THEOREME 1: <£> et H, associέs a E> sont universels pour le problέme

cΓuniversalitέ envisagέ.

Remarquons en outre que la condition U 4 (cf. Preliminaires) est ici verifiee:

Pour qu'une bijection F d'un anneau booleien B sur un anneau booleien B1

soit un isomorphisme, il faut et il suffit que F et F"1 soient des homorphismes.

II en resulte:

THEOREME 2: Tout autre anneau boolέien universel, associέ a E, pour ce

meme problέme d'universalitέ, sera isomorphe a

4. Proprietes topologiques de Γanneau

Considerons Γensemble ty(E) que nous supposerons muni de la structure

habituelle d'anneau booleien. Soit Θ Γapplication de <£> dans *$(E) definie par:

6K <a» = ensemble des / e E tels que / «a» = <1>.

THEOREME 1: Θ est un homomorphisme biunivoque de <E> dans

Dέmonstration: Le fait que Θ soit un homomorphisme resulte immediate-

ment du theoreme 1, parag. 2, c'est a dire:

β « l » = E β( - <α>) = W«a» Θ«α:> <β» = Θ«ac» Π β«j9».

Supposons maintenant <α> ̂  </3>, les tableaux a et β n'etant pas analogues,

il existe au moins un / tel que:

a soit /-clos et β /-ouvert

ou a soit /-ouvert et β /-clos.

Done / appartiendra h Γun des ensembles <9(<cr>) et Θ(<#>) mais pas a

Γautre; Θ est done biunivoque.
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En vue d'une etude plus detaillee de <E> par rapport a $(£) , nous allons

etablir le lemme suivant:

LEMME : Soient A et B deux parties finies et disjointes de E> alors il existe

au moins une grille <#> qui soit /-close pour tout f e A et g-ouverte pour tout

g&B; nous dirons quune telle grille est A-close et B-ouverte.

Demonstration: —si A = B = 0 : n'importe quelle grille convient.—si A = 0

* B: la grille <0> convient.—si A * 0 = B: la grille <1> convient.—supposons

maintenant A et 5 non vides, posons: A = {/i, . . . , /«}, 23 = {#, . . . , gp}.

a) si n-p-l: A et B etant disjointes on a / i##i, done il existe # e i i

tel que /i(#) ##(#), pour cet # choisi:

—si /!(*) = 1 et gι(x) = 0: on prend <α:> = { 0

—si /Λx) = 0 et ^i(^) = 1: on prend <α->

Dans les deux cas <#> est Λ-close et Z?-ouverte.

b) si n > 1 et i> = 1: d'apres a ) :

—il existe <oci> qui soit /Ί-close et ^i-ouverte

—il existe <α:2> qui soit /2-close et ^i-ouverte

—il existe <α:M> qui soit /n-close et ^i-ouverte.

alors <a> = <aι> V <<x2> V V<α:n> est bien A-close et £-ouverte.

c) si n>l et p>l: d'apres b) :

—il existe <cti> qui soit A-close et ^i-ouverte

—il existe <α2> qui soit A-close et #2-ouverte

—il existe <#/,> qui soit A-close et gp-oxxverte.

alors <α> = <αri> <α:2> <ap> est bien A-close et £-ouverte.

THEOREME 2: Si E est un ensemble fini de n έlέments, alors <£> est iso

morphe a $(£), et a pour nombre d'elements: 29J\

En effet: montrons que Θ est surjective :

Soit A G $(£"), posons B = &A, A et B sont deux parties finies et disjointes

de E, done il existe une grille <α:> qui est A-close et B-ouverte, il en resulte:

Dans le cas ou E est un ensemble infini, Θ n'est plus surjective, mais si
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nous identifions ty(E) a UF\ et que nous le munissions de la topologie produit

(U etant muni de la topologie discrete), nous obtenons le resultat suivant:

THEOREME 3: Θ«E» est partout dense dans $ ( £ ) .

Demonstration:

Considerons un ensemble elementaire de UE: V-YlUf

avec: Uf^-U pour tout /

U/ = U sauf peut-etre pour un nombre fini d'indices.

posons: A = ensemble des indices / tels que U/ = {1}

B = ensemble des indices / tels que £/>= {0}.

A et B sont deux parties finies et disjointes de E, done il existe une grille

<<*> qui est A-close et B-ouverte.

Θ«αr», en tant qu'element de £/*, est identifie k (uf)f<=-%

avec: u/ = 1 si / e Θ«a»

= 0 sinon.

Done: «/=l si f^A, d'oύ

-=0 si / e i 5 , d'oύ

et pour tout autre indice: u/ e (7/, car alors U/ = U.

II en resulte <9(<a:» e F. Ainsi tout ensemble elementaire contient un

element de 6K<Zΐ», ce qui demontre le theor&me.

Dans le cas oύ E est fini, avec n elements, on a vu que <K> possede 22"

elements, Γensemble X de tous les ultrafiltres de <E> possede alors 2n elements,

e'est k dire le meme nombre d'elements que E dans le cas infini ce resultat

se generalise sous la forme suivante:

THEOREME 4: Lensemble X des ultrafiltres de <J5> est έquipotent k E.

Demonstration:

Pour / e ί , designons par Γ/ Γensemble des grilles /-closes, e'est k dire:

Nous savons dej^ que tous les Γ/ sont des ultrafiltres (proposition 4, parag.

1).

Reciproquement, soit %f un ultrafiltre de <£">, sa fonction caracteristique g

est un homomorphisme de <2s> dans Z/(2) soit alors / Γapplication definie sur

E par:
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x0x

on a:

/(*)=*((( j)) =*(»(*))

done: / ( # ( * ) ) =<0> si # ( # ( * ) ) =0

= <1> si

En identifiant Z/(2) et {/, les homomorphismes f et g sont done identiques

sur HiE), et par suite, comme on Γa deja vu, sont identiques sur <ZsX

£/ est Γensemble des <αr> tels que #(<#>) = 1

// est Γensemble des <<*> tels que / (<<*>) = <1>

d'oύ ^ = Γf

Ainsi Γapplication Γ: / - > / / est une application de ϊ? sur X

Considerons deux elements differents / et g de E: il existe #<=£ pour

lequel /(#) ##(#), supposons, par exemple, /(*) = 1 et g(x) = 0, alors la grille:

L I est /-close et ^-ouverte, done Γ/^Γg. Done Γ est biunivoque.

Du point de vue topologique ce theoreme se complete de la fagon suivante:

THEOREME 5: UE muni de la topologie produit des topologies discrέtes est

homeomorphe a ΐespace boolέien X (ou espace des ultrafiltres) dual de <£>.

Dέmonstration: Rappelons la topologie d'espace booleien sur X: d'apres le

theoreme de Stone, Γapplication σ qui k <αr> fait correspondre Γensemble des

ultrafiltres contenant <αr>, est un isomorphisme de <Zs> dans ^(X) Γensemble

O des parties de X qui sont reunions d'elements de σ(ζE» peut alors etre pris

comme ensemble d'ouverts X est alors un espace topologique compact, separe

au sens dΉaudorff, dans lequel tous les ofs (un "of" est un ensemble a la fois

ouvert et ferme) sont tous les elements de σiζE}).

D'apres le theoreme 4, X est homeomorphe & UE (identifie & E) muni de

la topologie 6i dans laquelle les ouverts sont les images par Γ"1 des ouverts

de X. Nous designerons par (£2 la topologie produit des topologies discretes

sur UE. Montrons que les topologies £1 et &2 sont identiques.

Soit Ω un ouvert de UE dans &i : Ω est Γimage par Γ"1 d'un ouvert de X,

soit \Ja{<ccc».
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Pour toute grille <a> on a Γ~Hσ«a» = <9«α:», en effet:

/G6>«α» equivaut a: <α> est/-close

soit k: <*> G Γ/

soit &: Γ/t=σ«ά»

soit * : /e/^1U«αr»)

On a done:

J2 = U Θ{<aζ»

Considerons une grille <ar>, ίixons Γun de ses representants a, nous savons

que la /-clδture de <α> equivaut k celle du tableau α dans Γecriture de ce

tableau a figure un nombre fini d'elements de E, soient Xi, . . . , xn, et la /-

cloture de a ne depend que des valeurs de / pour ces elements Xi.

Ainsi la recherche des /-clotures de <<*> se remene k Γetude des 2n applica-

tions de {xu . . . , Xn) dans U; soient /{,...,//> les restrictions differentes de

tous les / e § « α » a {xu . . . , Xn) (p<2n)) pour un x\ et un /y fixes posons:

et pour un j fixe:

ωy= IlUi

avec:

Z/ί = £7 si # n'est pas Γun des XΊ (i = 1, . . . , n)

= C/̂  si x = #ι.

Cet ensemble ωj est un ensemble elementaire de UE (au sens de la topologie

d).

Done Γensemble ω = U co; est un ouvert dans (£2.

Soit / e Θ ( < α » , en tant qu'element de UF\ il est identifie έi (/(*))*=*, et

si /} est la restriction de / k {xu . . . , xn}> on a evidemment: / e ωy, par

suite / e tί>.

Reciproquement, soit / e ω, il existe y tel que / e ωy, la restriction de / k

{xu . . . , *«} est alors /y, done f<=Θ«a».

Ainsi Θ(<α->) = ω, done Ω = UΘ(fe» est un ouvert dans la topologie (£2.

Reciproquement, considerons un ensemble elementaire de 62, soit Π UXt

avec Ux-U sauf pour un nombre fini d'indices Xu . . . , xn.
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1 x

<xt = { ) s i Uxi = 1

= ( ) si £/„• = 0

et soit α = cti * #«.

Pour que a soit /-clos il faut et il suffit que tous les ca soient /-clos, ce

qui revient a dire que /(#,-) e ί/̂  pour tout /, il en resulte:

Done tout ouvert dans la topologie (ί2 Γest egalement dans la topologie (§Ί

ces deux topologies sont done identiques.

Ce theoreme nous permet done de prendre tout simplement UE muni de la

topologie produit des topologies discretes comme espace booleien dual de <£>.

Chapitre II: Tableaux de reduction pour le calcu! propositionnel

1. Preliminaires

Dans tout ce chapitre nous utiliserons les notations suivantes pour le Calcul

Propositionnel classique:

<j*f \ ensemble des atomes (formules se reduisant a une variable proposition-

nelle) notes p, q, r, . . . .

5 •' ensemble des formules du calcul propositionnel, notees P, Q> R, . . .

construites au moyen des symboles logiques: — Λ V -> < v (N. B. II s'agit des

'Veil formed formulas" et non d'assemblages quelconques.)

%: ensemble des formules demontrables.

Nous rappelons les definitions et resultats suivants:

1°/ Soit / e g , on dit que la formule P est deductible sous les hypotheses

de /, si P e / U Ϊ , ou s'il existe Q telle que Q et Q-*P soient deductibles sous

les hypotheses de /. Ceci est precise par:

2°/ "P est deductible sous les hypotheses de /" equivaut a: il existe une

suite finie (''demonstration de P sous les hypotheses de J") de formules Pit

. . . , Pn, telle que Pw = p, et pour chaque /, l<i<n, Γune des conditions

suivantes soit realisee:

a) P ; G / U 1

b) il existe j<i et k<i tels que: Pj-Pk->Pi.
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Ceci indique une construction de Γensemble, que nous noterons %(J), des

formules deductibles sous les hypotheses de /.

37 ϊ = ϊ (0)

4°/ Une partie / de g est dite compatible si $(/)=SF3?, cela equivaut a dire

qu'il n'existe aucune formule P telle que P et - P soient deductibles sous les

hypotheses de /.

5°/ On appelle systeme deductif toute partie D de g telle que:

6°/ On appelle systeme dέductif complet (en abrege s.d.c.) toute partie V

de fy qui est un systeme deductif tel que pour toute formule P:

P G F O U - P e V

7° I La relation R entre formules P et Q exprimee par: P<^>Q<=% est une

relation d'equivalence dans %: soit 37/? Γespace quotient et ψ Γapplication

canonique de % dans $//?, on definit une structure d'anneau booleien sur

en posant:

ψ(P) φ(Q) = φ(PΛQ) - φ(P) = φ(-P)

8°/ Si Kest un s.d.c, alors ψ{V) est un ultrafiltre de gf/ΛL Si ί/ est un

ultrafiltre de g//?, alors ψ~\U) est un s.d.c. (ce qui prouve Γexistence de s.d.c).

9°/ Si V est un s.d.c, alors:

a)

b) ( P Λ Q e F)4=*(Pe F et ( ? G F)

10°/ 2 est Γintersection de tous les s.d.c

On peut alors enoncer:

THEOREME 1: g est un ensemble prέboolέien pour les opέrations Λ et - ,

et pour la famtlle dέductive constituόe par tous les s.d.c. de g le putts de $

est alors % la relation danάlogie riest autre que la relation R de 7° ci-dessus,

el par suite ΐanneau boolέien engendrέ riest autre que g//? dέjά considέrέ.

Reprenons le probleme universel envisage au paragraphe 3, chap. I, relatif

aux donnees suivantes:

Es' ensembles quelconques.
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ET' anneaux booleiens.

(S, T)-applications: toutes les applications d'un Es dans un Eτ

Γ-applications: homomorphismes d'anneaux.

Nous nous proposons de montrer que g/i?, associe a <J4\ est universel pour

ce problέme.

LEMME 1 : Soft f une application quelconque de c-s/ dans un anneau booleien

B, il existe un prolongement et un seuϊ f ° d e f ά ^ υέrifiant, quelles que soient

les formules P et Q:

2./ o(PΛζ?)=/°(P) /°«?)

5. / ° ( P o Q) =/°(

Dέmonstration: appelons g n in entier>0) Γensemble des formules com-

portant au plus n symboles logiques, et soit Π{n) la proposition:

"II existe une application et une seule fn de ^n dans B, prolongeant /, et

qui sur %n verifie les 5 conditions considerees".

a) 77(0) est vraie, avec /0 = /

b) Supposons Πin) vraie, et definissons Γapplication fn+ι de gn+i

dans B par:

Λ + i (P)-Λ(P) si P e g *

si P = - 11 p a y a n t e χ a c t e m e n t

=/«(©) •/»(«) si P=-Q/\R I n + 1 symboles

si P=Q-»R

si P=Q<->R

fn+ι est ainsi bien definie sur 3?»+i» elle prolonge /« et par suite /, elle verifie

bien sur gΛ+i les 5 conditions requises, et elle est unique (tout cela se verifie

immediatement).

La proposition IJ(n) est done vraie pour tout n. Pour toute formule P

posons alors: /°(P) =/«(P) w etant le nombre de symboles logiques de P.

/° applique g dans B, prolonge /, verifie les 5 conditions requises, et e'est

la seule telle application.
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LEMME 2: Le procέdέ dέcrit par le lemme 1 per met cΓobtenir tons les prέ-

homomorphismes (stricts) de $ dans un anneau boolέien B {muni de la structure

nor male).

Dέmonstration -

a) Soit f° une application de $ dans B, construite ainsi que Γindique le

lemme 1, /° conserve evidemment la multiplication et la negation. En outre,

si P e ^ , on a /°(P) =1, ceci se demontre par recurrence:

—vrai si P est un axiome (verification simple),

—si P e £ et P - Q e £ et si on suppose /°(P) =f°(P-*Q) = 1, alors

et: fo(P->Q)=f»(P)-+fo(Q)=fo(P)+fo(Q)-fo(P) + l=fo(Q)~l.

Done / °(£)c{ l } :/° est bien un prehomomorphisme.

b) Soit maintenant g un prehomomorphisme de g dans B, on a d'abord:

g( - p ) = - ^ ( p ) et

en outre le theoreme 2, parag. 1, chap. I, nous indique que Γextension g de g,

definie par g{ψ(P)) =g(P) est un homomorphisme de %/R dans Bt il en resulte:

g(PVQ)=g(P)Vg(Q)

g est done bien une application repondant aux conditions du lemme 1.

RemarQues: 1°/ Tout prehomomorphisme de g dans B est done enti&rement

caracterise par sa restriction sur cjxf.

2°/ Pour que P e % , il faut et il suffit que /(P) = 1 pour tout prehomomor-

phisme de g dans B (theoreme 4, parag. 1, chap. I).

THEOREME 2: ΊJanneau boolέien %/R et ΐapplication <f't restriction a f V

de Vapplication canonique ψ, associέs a -s4\ sont universels pour le problέme

envisagέ.

Dέmonstration: Soit / une application quelconque de J / dans un anneau

booleien B & partir de / nous construisons le prehomomorphisme/0 (lemme

1 et 2) de # dans B, puis Γextension J° de f° definie par: J°(ψ(P)) =- /°(P)

qui est un homomorphisme de %/R dans B.

Si p e ^ / :

f°(<f'(p)) = f°(ψ(p)) =f°(p) = f{p) done / = f°°φ'
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En outre cette decomposition est unique, en effet soit F un autre homor-

phisme de %/R dans B, tel que / = F° ψ1:

f°°<P et F°ψ sont deux prehomomorphismes de £y dans B (theorteie 3,

parag. 1, chap. I), coϊncidant sur <j*f> car:

Jo {φ(p)) = Jo (ψt(p)) = f(p) = F(φ'(p)) = F(ψ(p))

done ils sont identiques, et par suite f° et F sont identiques.

2. Tableaux de reduction acheves

Le theoreme 2, parag. 1, chap. II, et le theorέme 2, parag. 3, chap. I, nous

permettent d'enoncer:

THEOREME 1: Les anneaux booleiens %/R et <cja/> sont isomorphes.

Les proprietes d'universalite (cf. Preliminaires) nous permettent d'ailleurs

de construire cet isomorphisme:

Rappelons que H designe Γapplication de ^f dans <^/> definie par:

H(P) =

et H etant universels: il existe un homomorphisme λ et un seul de

dans g //? tel que: ψ = λ °H

ι$/R et ψ1 etant universels: il existe un homomorphisme μ et un seul de

dans <cV> tel que: H=μ°ψf

et nous savons que λ est un isomorphisme de <cj*f> sur ι$/R, et Λί un isomor-

phisme (reciproque de λ) de g7# sur <cj/>.

Nous ne connaissons μ que par ses valeurs sur φ'i^xf) (ou <f(cj*f))t maίs

nous savons que cela suffit & le determiner entierement.

Ainsi:

—A toute classe ψ(P) de formules analogues, correspond une grille μ{ψ(P))

bien determinee.

—En particulier k toute formule P correspond une grille bien determinee

μ(ψ(P)).

—A toute grille de <̂ W> correspond une classe bien determinee de formules

analogues.
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Definitions:

—la grille μ(φ(P)) sera dite le "tableau de reduction achevέ" (en abrege

t.r.a.) de la formule P\ on notera: r = μ°ψy c'est un prehomomorphisme strict

de $ dans <C-B/> qui prolonge H.

—toute application / de cj/ dans U sera dite un "ensemble de valeurs de

vέritέ".

—toute application f °r de $ dans ϋ, sera dite une f-vέrification.

—une formule P sera dite f-exacte si f(r(P)) = <1>, c'est k dire si r(P) est

/-close, et f-inexacte si r(P) est /-ouverte.

—une formule P sera dite incompatible si elle est /-inexacte pour tout

ensemble de valeurs de verite, c'est a dire si r(P) est infermable, sinon elle

sera dite compatible, c'est k dire si elle est /-exacte pour au moins un /, ou si

r{P) est fermable.

THEOREME 2: Les 3 propositions suivantes sont έquivalentes:

1. P est une formule dέmontrable

2. P est f-exacte pour tout ensemble de valeurs de vέritέ

3. r(P) est clos.

En effet, il y a έquivalence entre:

p ( P ) = l dans $/£

μ(φ{P)) =r(P) -<1> dans U >

r(P) est clos

r(P) est /-clos pour tout / e CJJ/

Exemples de calcul de t.r.a.

Exemplel: P = pVq<^ (~p-»q)

r(P) = r(p)Vr(q) <-> ( - r(p)->r(q)) = rip) \ίr(q) ^>r(p) \ίr(q) = <1>

P est demontrable.

Exemple 2: P= -pVp r(P) = -r(p)*r(p) = <0> P est incompatible.

Exemple3: P=-{p^q) r{P) = - ir{p)<->r(q)) =r(p)+ r(q)
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r ( ί ) = ) r(q)
Όp1

r ( ί ) - r(flf) = ) - rip) r(g) -
^Op 0 ' u 0 0«

//110 11 l g l ί 1^1 u
r ( P ) = (( )): ,

v0^>0 O^Oα 00 OOtf' uOjf>^ 0

on en deduit: P n'est pas demontrable

P est /-exacte si f(p) * f(q), elle est done compatible

P est /-inexacte si f(p) = /(^) .

Remarques: Ce procede nous fournit exactement Γanalyse des valeurs de

verite au sens de W. V. O. Quine.

Nous verrons au paragraphe suivant un procede beaucoup plus rapide pour

le calcul des t.r.a., qui mettra en evidence Γanalogie avec les tableaux semanti-

ques de E. W. Beth.

3. Operations de reduction

Considerons Γensemble g des applications de g dans £/, et designons par

Π le sous-ensemble de g constitue par tous les prehomomorphismes de Γen-

semble prebooleien g (theoreme 1, parag. 1, chap. II) dans U {U etant ici

identiίie a Z/(2) muni de la structure prebooleienne normale).

PROPOSITION 1: <g> est un ensemble prέboolέien pour la multiplication et

la negation de sa structure d'anneau booleien {parag. 3, chap. I) et pour la

famille deductive (K/)/^u K/ etant Γensemble des grilles /-closes.

Ceci resulte immediatement du fait que (K/)fς=u est une sous-famille de

Notations

1°/ On notera )£y( Γensemble <§> lorsqu'il sera muni de la structure pre-

booleienne decrite par la proposition 1 precedente, ceci afin d'eviter toute

confusion avec <§> qui designe ce meme ensemble considere comme anneau

booleien ou comme ensemble prebooleien mais avec la structure normale. Les

elements de )#{ seront notes comme ceux de <§>, mais en remplagant < > et

« » par ) ( et )) ((.
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2°/ On notera {$} (Γanneau booleien engendre par )g( Remafquons que

le puits de )5( est Γensemble des grilles qui sont/-closes pour tout prehomo-

morphisme Si )a( est un element de )$( sa classe d'analogie, element de

sera notee {«}, ou si Γon desire expHciter Γecriture de )cc( ou de

zp

{β)mU...&"•' * . . . *

37 L'application canonique de )$( dans {g} sera notee <ρ.

4°/ L'application identique de <g> dans )g( sera notee i.

5°/ L'application canonique de § dans <§> sera notee ψ.

Opέrations de rέduction dans {$}

Nous allons indiquer 10 types de transformations qui font passer d'un

element de )g( h un element analogue, c'est k dire qui laissent invariants les

elements de {$}.

Si Γon s'interesse uniquement a une certaine occurence d'une certaine

formule P dans un element de {§•}, ce dernier sera ecrit en abrege:

I j ou [ I I I (on isole la colonne interessee).

Rέduction ( - 7Λ/)

Rέduction ( ~ S ^ )

Rέduction (Mnf)

Rέduction ( Λ S«/>)

Rέduction (V Inf)

Rέduction (VSup)

iwii-iCDi
?PΛQ? ^ t-,?PO?,

IHI ί wi
?P?ι?Q?ι

Rέduction (-*/«/•) {I " |} = { 1}
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Rέduction (-* Sup) { j ' ~* * | } = { | ' ' j * ' | }

Rέduction

Rέduction

?Q? ?P?

?PQ?} ??
( Γ w Ί i _ ( | I

N. B. Dans les reductions (ΛInf), (VSup), (->Sup), (olnf) et (<->Sup)

il se produit un dedoublement de la colonne consideree.

La justification de ces reductions n'offre aucune difficulte, nous traiterons

seulement 2 de ces cas a titre d'exemple:

Soit / un prehomomorphisme de g dans U

a) Reduction ( - Inf):

si f(P) = 1

si f(P) = 0 (suppression
de la colonne qui devient
close).

si

si / ( P ) = 0

Ainsi:

phisme, done

?-P?
? j

? - p ? i

e t

et

b) Reduction (-> Sup) :

f I"

?P
, ? ? ! /

ont la meme/ valeur pour tout prehomomor-

sont analogues dans )g(

si / ( P ) = l
e t / ( 9 ) = 0

dans les
autres cas.
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~ / / / ι ? £ ? ? ? \\\ // ?

/(((l o Lp»H(l
si
et

dans les
autres cas.

etc

II suffit dans chaque cas d'utiliser Γune des 5 proprietes des prehomomor-

phismes (parag. 1, chap. II, lemmes 1 et 2), ainsi que la liste des cas usuels

d'egalites dans <g> (parag. 3, chap. I).

THEOREME 1. Les trots anneaux boolέiens g/i?, Cc/> et {%} sont isomorphes.

On pourrait pour cela montrer que {g} et Γapplication: ί-^Wf de ^

dans {g}, associes a J / , sont universels pour le probleme d'universalite envisage

au parag. 3, chap. I mais il est aussi simple de construire directement un

isomorphisme de O/> sur {g}:

Soit <<*> une grille de < J / > , c'est la classe d'analogie d'un tableau a de ^ ,

or J / est un sous-ensemble de, ££, done oc est egalement un tableau de g et

par suite il lui correspond une grille, sa classe d'analogie dans <$>, que nous

noterons ici <#>', ι«α>0 element de )g( sera note )aif. et ψ( )#(') element

de {g} sera note {α}'. L'application a definie par: j(<α>) = {α:}' est alors

Γisomorphisme cherche, en effet:

1°/ On definit bien ainsi une fonction: soit β un autre tableau analogue a

a dans cV: β et a ont la meme /-valeur pour toute application / de ^s4 dans

Uy et done aussi (puisqu'ils ne s'ecrivent qu'& Γaide d'atomes) pour toute ap-

plication de g dans Ut done <αr>' = <^>', et par site: {a}1 = {β}'.

2°I a est un homomorphisme: en effet, remarquons que:

oύ oc est un representant de <α:>.

a^ un representant de — <α> est - a, done σ( - <α>) = <ρ(i(ψ( - a))), or

- a considere comme negation de a dans cjxf est aussi negation de a dans

5, done 0 ( - < * ) = —ψ(a), et par suite: a( - <α>) = — cr(<α>).

b) un representant de <α> <#> est α /3, produit des tableaux a et β dans

CJJ/, mais e'est aussi le produit des tableaux cc et β dans g, done: ψ(ccβ)

), d'oύ
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3°/ a est biunivoque: supposons <;(<<*>) = <;«#>), soit a (resp. β) un re-

presentant de <a> (resp. <β»: <ρ(i{ψ(a))) = φ(i(ψ(β)))y done i(^(α)) et ι(^(j9)))

sont analogues dans )5(, e'est & dire que les grilles ψ(a) et ψ(β) de <^> ont

la meme /-valeur pour tout prehomomorphisme de g? dans £7, il en est done de

meme des tableaux a et β de $, et par suite a et β consideres comme tableaux

de cjsf ont la meme /-valeur pour toute application de cV dans U (car toute

application de ^f dans U est la restriction d'un prehomomorphisme de g dans

U) or et jί sont done analogues dans cj/, et par suite: <α> = </3> dans <cj?/>.

4°/ a est surjective: soit {α}' un element de {$}, les operations de reduc-

tion montrent qu'au bout d'un nombre fini de telles operations, {a}1 pourra

s^crire uniquement au moyen d'atomes, done aussi Γun de ses representants

)a( dans )^(, done aussi Γelement correspondant <α>' de <g>, done aussi Γun

de ses representants cc dans δ, oc sera aiors element de <j>f, on pourra consi-

derer la grille <α> de CV>, et il est facile de verifier que: <τ(<α>) = {«}'.

Done a est bien un isomorphisme de O/> sur

Nous avons le schema suivant:

— ψ (application canonique) >
fΓ i [μ (isomorph.)

— r = /ι°φ (prehomomorphisme) —> O/>
σ~1] ίσ (isomorph.)

— p (prehomomorphisme) —*

en posant ρ-o°r: prehomomorphisme (strict) de $ dans

Pour toute formule P, Γelement p(P) sera dit le "tableau de rέduction

inachevέ" (en abrege t.r.i.) de P.

PROPOSITION 2 : Pour toute formule P:

Demonstration: par recurrence sur le nombre total n de symboles logiques

de P.

—si n = 0 : P est un atome ^ :
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—soit n un entier fixe, supposons le resultat vrai pour tout entier m<n\

soit P une formule ayant n + 1 symboles logiques, elle aura Γune des δ formes

suivantes: - Q, Qf\R, QV R, Q-»R,

a) si P-= -Q:

i l l ί 1 0 i r 1 \ ( 1 )
X0Q] X 0 ! X0-Q] l 0 P !

b) si P=Q/\R:

etc

II suffit dans chaque cas d'utiliser une operation de reduction Inf.

Application au calcul des t.r.a.

Etant donnee une formule P, nous formons le t.r.i. de P sous sa forme

"premiere":

et en appliquant les operations de reduction nous faisons ensuite disparaitre

tous les symboles logiques.

Exemple:

ί 1
X0-(p

f X 0 S X 0 f

Remarque

Les 10 operations de reduction que nous venons de definir, traduisent ex-

actement les regies de constitution des tableaux semantiques du Calcul Pro-

positionnel (E. W. Beth).

4. Application: calcul des formes norm ales

Rappelons qu'une formule P est dite normale conjunctive (resp. normale

disjunctive) si:

1) Les seuls symboles logiques apparaissant dans P sont: A Vet-

2) Le symbole - ne porte que sur des atomes

3) V (resp. A ) ne relie que des atomes precedes ou non de -
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4) Aucun atome ne figure plus d'une fois dans une disjunction (resp.

conjunction).

Exemples : (pV q) Λ ( - £ V r) est normale conjonctive

(p/\q)\f (~p/\r) est normale disjunctive

P etant une formule quelconque, toute formule normale conjonctive (resp.

disjonctive) analogue a Py est dite une forme normale conjonctive (resp. dis-

jonctive) de P.

THEOREME 1: Les deux propositions suivantes sont έquivalentes

a) P nest pas une formule dέmontrable

b) P admet une forme normale conjonctive.

Dέmonstration:

1°/ Si P admet une forme normale conjonctive: Q = OiAQ2A * ί\Qn

avec ζ?i=£iVg2V Vgp, de meme Q2, etc . . . , chaque gi etant un atome

eventuellement precede de — ,

Soit / Γensemble de valeurs de verite ainsi defini:

f(p) = o si p est Γun des gi

= 1 si —p est Γun des gi

= 0 dans tous les autres cas.

-si » = -p : TUH) = φ f (r(gi)) = Q) = <0>

Done tous les r(gi) sont/-ouverts, done r(Qi) est /-ouvert, done r(Q) est

/-ouvert, et P etant analogue a Q' r(P) est/-ouvert, P est done /-inexacte et

par suite n'est pas demontrable.

2°/ Si P n'est pas une formule demontrable, posons •*

v Xi ' Λf«- 2i Z

r( P) n'est pas close, done possede au moins une colonne ouverte d'aprέs la

liste des cas usuels d'analogie (parag. 3, chap. I) on peut faire les hypotheses

suivantes:
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—il n'y a aucune colonne closes dans r(P)

—il .v a un seul 1 (et aucun 0) dans chaque bloc superieur

—il y a un seul 0 (et aucun 1) dans chaque bloc inferieur

—tous les elements d'un bloc quelconque sont distincts

—toutes les colonnes sont distinctes.

Ceci permet d'ecrire:

r ( P ) = (llpl ' " ' p n . . . lQί ' ' • qp \\ oύ les j>;, p\% qu q\
0p[ pn' Oql q'p> s o n t des atomes.

/ n\ lί^Pl ' ' ' P" \\ /Λ^1 * * * QP

*Qpl ' ' -Pn'11 *0ql • qp.

" p n ) ) = ll 1 \ ) v ... v ( ( τ ))y(ίlpl))w . . . v 4 1 A l

• •^// ^o^ ; / * o ^ ; / ^ o " λ o ;

l f / /=r(ίί) ({ l))= -r(p1)=r(-pi)
ΛOpί" Λ 0 ;/

d7oύ (( f f )) = r(ίίV V ^ V - A V V - i » ) = r ( Q i )

ies w + w' atomes pi et ^, etant distincts.

D'une fajon generale on pourra ecrire •

r(P) = r(Qι) KO2) r(Qs)=r(Q)

Q = Q1/\Q2/\ A Qs etant une formule normale conjonctive, et P est analogue

Notons que dans le cas oύ P est incompatible, r(P) = <0> se reduit a une

seule colonne infermable et ne contenant aucun atome, mais dans ce cas on

peut prendre comme forme normale conjonctive- pt\-p oύ p est un atome

quelconque.

Exemple : P = - (p<~>q) r(P) = ((0 ^ )) (calcule bien entendu au moyen

des operations de reduction).

p f Λ 0 " A 0 / / J

done (pVq) /\(-pV — q) en est une forme normale conjonctive.

THEOREME 2 i Les deux propositions suivantes sont equivalentes
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a) P est une formule compatible

b) P admet une forme normale disjunctive.

Demonstration: les propositions suivantes sont equivalentes

P est compatible

P est /-exacte pour au moins un ensemble de valeurs de verite /

- P est /-inexacte

- P n'est pas une formule demontrable

- P admet une forme normale conjonctive Qf

Par ailleurs si Q' est une formule normale conjonctive Q1 = Q[ A A QΉ

avec Q[ = g[W * \f gp etc

riQ'n)) = -r(Oί)V V -

et -r(Q{>=* -(r(ffί)V V r φ ) = -r(* ί )

si ^, est un atome pi'. - r(^f) = r( - ^, ).

si #ί = -^ , ou ^ est un atome : - r(g\) = - r( - pi) = r( A)

done: ~ r(Q[) = r(^i A Agp) = r(Qi) oύ les gy sont des atomes pre-

cedes ou non de —, tous distincts.

etc *

r( - Q') =r(Q) oύ Q est une formule normaie disjunctive et reciproque-

ment si Q est une formule normale disjonctive ii existe une formule normale

conjonctive Q1 telle que r(Q) = -r(Q'ϊ.

Ceci nous fournit un premier procede de calcul des formes normales dis-

jonctives, consistant a chercher une forme normale conjonctive de - P.

Exemple: P=-ip<>φ p( - - (p<>φ)

— P admet comme forme normale conjonctive ( — p\J q) A ( — q\/p)

P admet comme forme normale disjonctive : (p ί\ - q) V (q f\ -p)

Un second procede plus simple de calcul des formes normales disjunctives

est base sur Γanalyse des valeurs de verite
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Exempted Considerons la grille suivante (qui est le t.r.a. d'une certaine

formule)

Λrp lrp lrp Ίrps lps Ips\\
v 0 05 0^ 0 0 Oq '

Soit / un ensemble de valeurs verite

-si y(jζ>) = 0 : /(<*>) = <1>

-si / ( ί ) = l :

Λf(r) lf(r) lf(r) lf(r)f(s) lf(s)

0 0/(s) O/(ζf) 0 0

cette grille est close si et seulement si f(r) = f(s) = 0. Ainsi /(<«>) = <1> si

et seulement si: p est /-inexacte, ou i> est /-exacte et r et s sont /-inexactes.

Par suite: <a> = r( - ^ V (ĵ Λ - rΛ ~s)).

5. Application: calcul des consequences

Rappelons les definitions suivantes, concernant le Calcul Propositionnel:

—consέquence: couple, note /hA", de parties / et K de $

—consequence exacte : si pour tout s.d.c. V : / c F implique ϋC Π F=̂ F 0

—une consequence MYN est dite une sous-consέquence de /h/f si: M e /

et NciK.

—une consequence JbK est dite une consequence finie si /UiΓ est une

partie finie de QL

Remarques: 1) La consequence 01-0 est inexacte, aussi dans tout ce para-

graphe nous pourrons supposer que J et K ne sont pas simultanement vides.

2) "P est une formule demontrable" equivaut a: "la consequence 0bP est

exacte"

Dans le but d'appliquer les methodes precedentes a la recherche de Γex-

actitude ou de Γinexactitude des consequences, nous allons etablir auparavant

deux lemmes:

Etant donnee / e ^f, nous noterons E/ Γensemble des formules quί sont

/-exactes, e'est k dire les formules P telles que r(P) vsoit /-close dans O/>

de meme, etant donne F^Π (e'est a dire un prehomomorphisme de $ dans U)y

nous noterons ^F Γensemble des formules P telles que μ(P) soit F-close dans
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LEMME 1 Pour quune partie V de §• soit un s.d.c. il faut et il suffit que

sa fonction caractέristique g soit un prέhomomorphisme de §• dans U (identifiέ

a Z/(2)).

Demonstration : —Si V est un s.d.c. <p( V) est un ultrafiltre de $/R, done

la fonction caracteristique γ de <f( V) est un homomorphisme de $/R dans £7,

done r°ψ est un prehomomorphisme de g dans £7, or g=γoψ car: si r(ψ(P))

= 1 •* ? ( P ) E f ( F ) , nous savons que cela equivaut a P e F , soit h g(P) -1.

—Si £ est un prehomomorphisme de g dans £7: Γapplication r definie par

γiψiP)) =g{P) est un homomorphisme de ft/R dans £7, done γΉl) est un

ultrafiltre de g/i?, done ^"Ήr'Hl)) est un s.d.c, qui n'est autre que V:

si P s V: g(P) ^

si P e ^ ί r - ' U ) ) : r(^(P)) = 1 =g(P)< P e V

LEMME 2 : 7/ jy α identitέ entre les trots families suivantes de parties de

1) (£/)/e2 2) (^f)pεπ 3)

L'identite entre 1) et 2) est immediate: si /e^s/, E/ = ̂  ou F est le

prehomomorphisme (unique) prolongeant /.

I^identite entre 2) et 3) resulte du lemme 1: la fonction caracteristique de

chaque *€F est F.

Ceci va nous permettre d'etendre aux consequences la notion de /-ex-

actitude : etant donne un ensemble de valeurs de verίte /, nous dirons que la

consequence JYK est une consequence f exacte si: JΠ^E/^0 ou KΠE/^0.

et sinon une consequence f-inexactey e'est a dire si: JaEf et KO Zs/= 0

II est assez pratique d'introduire la notation - / pour designer Γensemble

des formules - P o ύ P e / , on a alors la traduction suivante: JYK est /-

exactesi: ( - / U K) Π £>^F 0.

P R O P O S I T I O N 1 : Pc?wr <?#£ / h ϋ Γ 5θ/ί exacte, il faut et il suffit quelle soit f-
—>

exacte pour tout f e cj?/.

Ceci resulte immediatement des definitions et du lemme 2.

Remarque'- "0FP est /-exacte" equivaut a "P est /-exacte".
—>

Rappelons la definition de Γapplication Θ de O/> dans ψyu*f) (qui pourra

etre identifie a ^(£7'^) ou a £7 ,̂ suivant les interpretations topologiques) :
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6K<αr>) = ensemble des / ε t j / tels que <<*> soit /-close.
—>

Nous en deduisons Γapplication Θ°r de g dans $(cί/) Θir(P)) = ensemble

des / e cĵ / tels que P soit /-exacte.

D'une fapon plus generate: soit *€ Γensemble des consequences du calcul

propositionnel, et soit A Γapplication de <̂  dans $(cV): A(JYK) = ensemble
—>

des / G J / tels que JYK soit /-exacte.

Nous pouvons identifier % & la partie de *€ constituee par toutes les con-

sequences du type 0hP, oύ P est une formule; nous aurons alors les resultats

suivants:

PROPOSITION 2 : Pour toute forrmde P: A(P) = Θ(r(P)).

PROPOSITIONS: Pour toute consequence JYK': Λ(JYK)= U Λ(P).

Du point de vue topologique, dans Γespace U* '

THEOREME 1: a) Λift) est Γensemble des ofs deU£

b) A(tf) est Γensemble des ouverts de UΛ

En effet, d'apres le theoreme 5, parag. 4, chap. I, U* est Γespace booleien

dual de < J / > = r(%)9 ce qui demontre a) de la proposition 3 ci-dessus il resulte

que chaque A(JYK) est un ouvert; et enfin, si 0 est un ouvert, il est reunion

d'of s, c'est k dire:

0= UA(Pζ)

soit, en posant K= {Pζtζβi: 0

Le theoreme 3, parag. 4, chap. I, nous fournit un autre resultat topologique,

mais dans Γespace UA*

THEOREME 2: A(ft)czA(tf)cU2

et A(^o) sont partout denses dans U*

Remarques: Le theoreme 1 met en. evidence le fait que Γanalogie entre

formules et consequences s'arrete a la notion de /-exactitude, et ne pourra

pas permettre une extension des operations booleiennes autrement dίt, on ne

pourra pas deίinir pour les consequences des tableaux de reduction (meme en

introduisant des tableaux infinis) pouvant se combiner algebriquement entre eux
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(bien que Γon puisse definir les tableaux sέmantΐques pour les consequences

comme pour les formules). Notons simplement qu'il est possible de definir la

disjonction ou la conjonction de consequences, mais non leur negation.

Par contre, en ce qui concerne les consequences finies, la situation est tout

k fait analogue k celle des formules *

PROPOSITION 4 Soit JYK une consέquence finie, posons J~{pu . . . . Pn)t

K = {Qu . . . , Qn) la f-exactitude (et par suite ΐexactiiude) de JYK, έquivaut

a celle de laformule: R(JYK) = - A V V - P n V & V \f Qp.

En effet, d'apres la proposition 3: ΛiJYK) = Λ(R(JYK)).

On pourra done definir le t.r.a. (ou le t.r.i.) d'une consequence/1-Ky corame

etant celui de la formule RiJYK), ce qui permettra de faire Γanalyse des

valeurs de verite, ou de rechercher Γexactitude, de JYK% en partant de la forme

"premiere" de son t.r.i.:

{ }

et en appliquant les operations de reduction.

Dans le cas general d'une consequence infinie, les resultats topologiques

precedents permettent de retrouver tres simplement le theoreme fondamental

THEOREME 3 •' Pour quune consequence JYK soit exacte, il faut et il suffit

quelle admette une sous-consέquence finie exacte.

En effet:

—Si JYK est exacte : Λ(JYK) = U Λ{P)=U*

la famille des Λ(P) oύ Pparcourt -JΌKforme done un recouvrement d'ouverts

de U^, qui est compact on peut en extraire un recouvrement fini, compose,

par exemple, des (A( -Pi))ΐ {Pi^J) et des (Λ(Qj))T (QJ<ΞK), alors:

{Pi, . . . , Pn}Y{Qu . . . , Qm) est une sous-consequence finie exacte de/1-K.

—La reciproque est triviale.
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