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Abstract. We estimate some sums of the shape

SXP, L xPy= Y Y f(dr, . d),

1<d <Xh 1 <dp < XPm

when m € IN and f'is a nonnegative arithmetical function. We relate them to the behaviour of the
associated Dirichlet series

F(Sl,...,s,,,):i.”iwl

5 S
= = d'...dy

The main aim of this work is to develop analytic tools to count the rational points of bounded
height on toric varieties.

Mathematics Subject Classifications (2000). 11N37, 11N45.
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1. Introduction et résultats

1.1. MOTIVATIONS

Il existe de nombreux résultats en théorie analytique des nombres qui relie le
comportement asymptotique de la somme S(X) = >, . v f(d), ou f est une fonction
arithmétique, aux propriétés analytiques de la série de Dirichlet

Fio = 3.
d=1

ds

Nous renvoyons le lecteur intéressé au livre de Tenenbaum [T95]. Nous citons aussi
les travaux de Sargos [S84], [S86] ou de Lichtin [L91], [L95] sur les propriétés
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analytiques de

DY Py d)

di=1 dy=1

lorsque P est un polyndme vérifiant certaines propriétés.

Cependant, dans certains cas, il peut étre utile d’avoir un tel résultat pour des
fonctions arithmétiques a plusieurs variables. Nous nous proposons d’estimer
certaines sommes multiples de la forme

SXi, . Xi= Y o Y [, dy),

1$d1§X1 lgdeXm

lorsque m € N et f est une fonction arithmétique positive, en fonction du bon
comportement de la série de Dirichlet associée

Fsty ey 8m) = Z Zf(jjl"”smm) (1.1)

di=1 dy=1

11 s’agit donc d’établir un théoréme taubérien pour les séries de Dirichlet a plusieurs
variables. Dans ce travail, nous supposons les propri¢tés de F connues. Cette
démarche différent de celle de Sargos [S84] [S86] ou Lichtin [L91], [L95] pour
qui la premiére motivation est d’établir des propriétés analytiques de F. Citons aussi
les récents travaux de Brion et Vergne [BV97], [BV99] qui décrivent le calcul des
résidus itérés de fonctions a plusieurs variables lorsque les poles sont des réunions
d’hyperplans.

Nous nous restreindrons au cas X; = X% ou B; > 0. Par souci de concision, nous
utilisons la notation

Xb=(xP, X0y (B= (B, By) € (RD)™). (1.2)

La motivation premicre de ce travail est de développer des outils analytiques
suffisants pour démontrer une formule asymptotique précise dans un probléme
de compte sur les variétés toriques. Nous développons cette application dans [d1BO1].

Comme autres applications, on pourrait envisager 1’¢tude asymptotique du
nombre de points d a n coordonnées entiéres positives appartenant a un domaine
défini par des inégalités P;(d) < X% ou les P; sont des mondmes en n variables. Nous
verrons en (1.8) que la fonction de Dirichlet associée s’écrit comme un produit de
fonctions zéta dont les propriétés analytiques sont bien connues.

Il est clair que ce type de résultat suppose que I’on puisse déterminer les propriétés
analytiques de F la série de Dirichlet définie en (1.1). Ceci est notamment possible
lorsque F s’écrit sous la forme d’un produit eulérien. Comme dans le cas de la
dimension un (voir théoréme 1.2.4 de [T95]), F s’écrit sous la forme d’un produit
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eulérien *si, et seulement si, f est multiplicative i.e.
fld,....d)fdy,....d,)=f(dd, ... dyd,) (¥de (N,)" vd e (N,)")
des que
( ppem (d;), ppem (d;)) =1
i=1,..., n i=1,..., n
Dans [dIB98], I'auteur étudie le cas de la fonction indicatrice f de I’ensemble
E = {(dl, dr, d3) € (N,)*: pged (d)) =1, 3dy e N: didrd; = df}.
i=1,2,3
Soit
Ni(X): = card{(d), d». d3) € E: 3%7%(61!‘) < X} (1.3)

Il obtient dans [dIB98] le résultat suivant.

THEOREME ([dIB98]). Soit g(X): = (log X)*°(log, X)™/°. Il existe un polynéme
01 € R[X] de degré 6 et un réel c; > 0 tels que I'on ait, pour X =3,

N1(X) = XQi1(log X) + O(X"/® exp{—c1g(X)}).

Nous déterminons aussi le coefficient dominant de Q;. Le terme d’erreur est
optimal pour la méthode d’analyse complexe utilisée étant donné le domaine sans
zéro de la fonction { de Riemann actuellement connu.

1.2. NOTATIONS

Nous désignons par s le m-uplet défini par s = (sy, ..., s,,) lorsqu’il n’y aura pas
d’ambiguité. Soit £,,(C) I'espace des formes C-linéaires de C™ dans C. Nous notons
{ej}}2 la base canonique de C" et {7}, la base duale dans £,,(C). Nous noterons
LR,(C) (respectivement LR (C)) I'ensemble des formes linéaires de £,,(C) dont
la restriction a R (resp. (R")") est a valeurs dans R (resp. dans R™). Soient

B; >0 pourj=1,...,m Nous notons B la forme lin¢aire de LR} (C) définie par
B=Y pe (1.4)
J=1
et f=(py,...,p,) la matrice ligne associée.

*On a formellement

p veN"
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La norme | .||; est définie par
m
lell:=> "Iyl (e=(1....tw) € R™).
J=1

Dans toute la suite s désignera un élément de C™ qui pourra s’écrire
s= (o1 +ity, ..., 0m+ iTy).

Lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité, on notera
T=(T1,...,Tm) = IM(S).

Dans R™, nous définissons la relation d’ordre > dans R™ par
@-d)y=(d>d () (deR" deR™.

Nous utilisons aussi la notation (x,y) pour désigner » ", x;y; lorsque x € R™ et
y € R™.

1.3. ENONCE DES RESULTATS

Nous pouvons maintenant énoncer notre résultat en toute généralité.

THEOREME 1. Soit f une fonction arithmétique positive définie sur N" et F la série
de Dirichlet associée

oo

[, dy)
F(s)=Z 53 d; e (1.5)

di= dp=1

m

On suppose qu'il existe a € (RM)" tel que F satisfasse aux trois propriétés suivantes:

(P1) La série F(s) est absolument convergente pour s tel que Ne (s) > a.
(P2) Il existe une famille % de nformes linéaires non nulles - = {£P}!_, de LR} (C)et

une famille d'un nombre fini de formes linéaires {h"},cr de LR} (C), telles que la
Jonction H de C" dans C définie par

H(s) = F(s + a) ]_[ £9(s)
i=1

soit prolongeable en une fonction holomorphe dans le domaine

D(31,83): = {s € C":Ne (¢0(s)) > =51 (¥i),
Re (h")(s)) > =03 (Vr € R)}

ou 01, 03 sont des réels strictement positifs.
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(P3) 1l existe 6, > 0 tel que, pour tout ¢ > 0, pour tout & > 0, la majoration

HE) < [](3m@@ep|+1) "M (1 pmel) 1.6

i=1

soit uniformément valable dans le domaine D(6; — ¢, 05 — &).

Soit J(a):={j € {1,...,m}: o; =0}. On pose r:= card(J(a)) et £"FV . . g0+
les r formes linéaires €} ou j € J(a).

Alors il existe un polynome Qp € R[X] de degré inférieur ou égal a n+r—
rang({€DY11) et un réel 0 = (L, {h"},cx, 61, 62, 03, a, B) > O tels que I'on ait, pour
X =1,

Sxh= > ... > fld.....dy)

1<di <XPt 1<dy < XPm (1.7)

= X"P (Qp(log X) + O(X%).

Dans la démonstration de ce résultat, nous indiquons une formule explicite de 0 en
fonction des d;, de a et B, et de £ et {h"}, . Etant donné la généralité du résultat,
cette formule explicite de 0 n’est pas optimale.

Pour démystifier les hypothéses du Théoréme 1, nous donnons un exemple de
fonction f les vérifiant avec @ € (R})”. Ayant choisi une famille de formes linéaires
(e}, satisfaisant a £@(a) = 1 et £9(¢;) € N pour tout i et j, la fonction

fldi,....dy):=card{ly=(y,....y) e NI:  Py)=d; (V))}, (1.8)

ou les P; sont définis par
1 e(l) / -
Py =[] ™
i=1

vérifie les trois propriétés imposées au Théoreme 1. En effet, la série de Dirichlet
associée a f s’écrit

v @ L
F - s; — m 5. — E . 19
SRS v By iav il | KA )

Nous n’abordons dans cet article le probléme du choix de a. Notons seulement qu’il
faut le choisir de sorte que (a, ) soit minimal. Ce type de propriété peut étre
interprétée géométriquement.

Les conditions (P1), (P2), (P3) sont semblables aux trois hypothéses (i), (ii), (iii)
proposées par Lichtin dans I’introduction de [L91]. Alors que Lichtin utilise la
théorie des Z-modules holonomique et le calcul de résidu de Leray, nous privilégions
une approche simple. Grace a un parallele fait avec la méthode du pivot de Gauss,
nous montrons par récurrence sur le nombre de variables que 1’approche usuelle
dans le cas d’une variable peut étre itérée m fois et donner des résultats précis.
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Nous énongons maintenant un corollaire de la démonstration du Théoréme 1 qui,
pour certaines applications, est plus facile d’utilisation.

COROLLAIRE 2.1. Dans I’énoncé du Théoréme 1, on peut remplacer la propriété
(P3) sans altérer le résultat par 'existence de réels 5% > 0 tels que, pour tout
&> 0, pour tout ¢ > 0, on ait la majoration

|H(s)| < [T (|5m O] +1) x
=l (1.10)

m

) ST (o] 4 1) 2o im0 (e
T =1

dans le domaine D(61 — ¢, 03 — &).%

Pour compléter I’énoncé du Théoréme 1, nous donnons certaines conditions
suffisantes pour une détermination du degré du polynome Qp. En effet, il est impor-
tant de savoir quand le terme relevant de Oy est un terme principal, autrement dit,
quand Qg est non nul. Par exemple, B. Lichtin dans [L95] se restreint au cas de
la dimension 2 pour pouvoir étudier la taille de Qp. La dissociation de la preuve
de la formule (1.7) de I’étude du polyndme Qp nous permet d’obtenir une plus grande
généralite. Ici, nous avons supposé que les singularités sont des poles appartenant a
des hyperplans. Cependant, la méthode utilisée permet d’étudier les cas ou elles
ne sont pas des poles.

Nous obtenons une détermination du degré de Qg a partir de la géomeétrie de la
famille Z.

THEOREME 2. Soit une fonction arithmétique f satisfaisant a toutes les hypothéses
du Théoréme 1. Soit J(a):={j e {l,...,m}: o; =0}. On pose r:= card(J(a)) et
€D 00D des 1 formes linéaires ef ot j € J(x).
(i)  Siona B¢ Vect({¢D)!H), alors Qg = 0.
(1)  Si F satisfait aux deux conditions suppléementaires

(C1) 1i existe une fonction G telle que H(s) = G(£1)(s), ..., £")(s)).

(C2) B e Vect({£D)!H) et il nexiste pas de sous-famille stricte &' de (€D} telle

que B € Vect(&') et
card(Z’) — rang( ') = card({£V) ) — rang({¢D}Y).

*Nous avons ici utilisé la notation classique 7; = Ims; (j =1,...,m).
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Alors, le polynome Qg satisfait a la relation
Op(log X) = CoX P 1(XP) + O((log X)) (X =3y (1.11)

o l'on a posé Co:=H(0,...,0), p:=n+r—rang({¢D}1)),

..dyy
1(XP): —//f AR (1.12)
o T
avec
n h
A(x”>:={Ye[1,+oo[": [T <xh . (1.13)
i=1

(i) On suppose Cy # 0 et n+r =m = rang({tDVI7). Alors il existe une famille de
réels {a;}] telle que

n+r

B=> at?. (1.14)
i=1

Si pour tout i on a a; > 0, alors deg(Qp) = 0.
S'il existe iy tel que aj, <0, alors Qp est nul.

(iv) Sirang({LP}H7) =m, Cy# 0 et B e Conv*({D}H))**, alors
deg(Qp) =p=n+r—m

Remarques. (i) Les formes linéaires £ sont définies de maniére unique a une cons-
tante multiplicative prés. Le produit de Cy par I’intégrale de (1.13) est donc défini
intrinséquement a partir de F.

Le volume (1.13) est borné, et pour tout /il existe j tel que Z(i)(ej) # 0. On en déduit
que I'intégrale 7(X?) est bien définie.

Il est a noter que si @ € (R])”, autrement dit si J(a) = @, alors

p = n— rang({L7))).

(i1) Nous verrons, dans la démonstration, que I'intégrale (1.12) apparait trés
naturellement. Dans le cas ou o; > 0 (V¥/), nous pouvons normaliser les ¢ par
la condition ¢@(a) = 1. Nous avons alors I(X¥) = Vol(4(X*)). Ainsi, dans le cas
de la fonction de compte du nombre de points a coordonnées enticres dans un certain
domaine définie en (1.8) et a; > 0 (VJ), on approche ce cardinal par le volume du
domaine considéreé.

Ici, nous avons imposé des conditions tres facile a vérifier. Par exemple, la con-
dition (C2) est vérifiée si B € Conv*({£V}/1]), c’est-a-dire lorsqu’il existe une famille

*Nous rappelons la notation X# = (Xf1, ..., XPn).
**Nous utilisons les notations Conv(#) =Y",.» RS €et Conv’(L) =3, , R} ¢
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{a;}'*7 de réels strictement positifs telle que B = Y 7] a;¢?. Géométriquement, cela

signifie que le vecteur B est dans lintérieur du cone engendré par les £ ou
i=1,....,n+r.

Les méthodes que nous utilisons dans la démonstration pourraient permettre de
déterminer le degré de Qp dans d’autres cas. Au vu de la démonstration du
Théoréme 2, nous indiquons aussi qu’il serait possible de déterminer d’autres
coefficients du polynome Qg.

(iii) Lorsque m = 1, on peut facilement prévoir I’estimation (1.11). Pour clarifier
I’exposition de cette remarque, nous supposons de plus que 4" =0 pour tout
r € R de sorte que cette condition supplémentaire n’intervienne pas.

On a F(s+a) = H(s)s™"/ 1\, €?(e1) avec H une fonction holomorphe pour
NRes > —0d; satisfaisant pour tout ¢ > 0, tout ¢ > 0 la majoration

H(S) & (|T| + 1)”—(52 Z:’:l £9D(er) min{hes,0}+¢ (1 1 5)

pour fRes > — o +¢.
En utilisant la formule de Perron et le théoréme des résidus, on obtient I’existence
d’un polynoéme Q et d’un réel 0 > 0* tels que

S(X) = X*(Q(Blog X) + O(X 7).

Le polynome Q est défini par

_ 1 H(s)e'Y
om = [T, €D (er) l}j}s (S”(s + oc))'

Nous regardons tout d’abord le cas o > 0. On a alors

ﬁn—l a/j (log X)n—l
o [Tizy €0(er) (n—1!

De simples manipulations sur des intégrales fournissent

S(X) = Cy + O(X*(log X)"2).

S C ot offlog X tn—let q o 5 i )
X)=Co=—+— ——d¢ X* X))~
=Gl G Oues )

dyr ... dy, -
=G / / i} : 1fzij(1a) +O(X"(log X)"?)
) [TiZy ;i

ou A1(XP):={yell,+oo": [, yf“)(e‘) < XP}. Cela correspond bien a la
formule (1.12).
Sia=0, ona
Co (Blog X)"
[T t9() !

*Si o > &1 > 0, la formule est valable pour 0 < §;/1 + ;55 o0 &5 = 32 31, €D(ey).

S(X) = +O((log X)" ™.
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De la méme maniére, on obtient

CO n—1
S(X):1_[;1_13(")(31)/0<Zi’i</“02/¥dt1”.dtn+0((logX) )
- ;=0

dyi ...dy, -
~ G / / D1 Dy olog X))
AXP) Hizl Yi

= CoI(X*) + O((log Xy ™).

Remerciements. Je tiens ici a remercier chaleureusement Tenenbaum et Sargos
pour leurs conseils et leurs suggestions. C’est un plaisir aussi d’exprimer ma gratitude
a Fouvry pour tous ses encouragements.

2. Présentation de la déemonstration du théoréme 1

Tout au long de ce travail, nous utilisons la convention

[[=1

iey)

2.1. FORMULE SOMMATOIRE

Afin d’estimer S(X*), nous commengons par lisser la fonction indicatrice #, de
Iintervalle [0, 1]. Pour un ¢ > 0, nous notons 7 la fonction affine par morceaux
definie par

n:(x) =1 si x €0, 1],
ﬂg(x)zl—i_éT_x sixel]l, 144, @.1)
ne(x) =0 sixe]l+¢, +ool.

Nous désignons par 7: I'opposé de sa transformée de Mellin-Stieltjes. On a
i 1+ -1
Ne(s): = — fdn(t)y =——————— % —1). 2.2
== [ ran =CE2 Tt > - )

Nous notons aussi # son prolongement holomorphe a tout C. Nous aurons besoin
des majorations

fe(s) < min D). i) - D <G+ DE i)« (2.3)

1
Els+11°

uniformes pour ¢ €]0, 1] et Res dans un compact donné. Un théoréme d’inversion
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(voir [W46], chapitre VI théoreme 9b) fournit, lorsque x > 0,

K+100 X
(X)) = — — 1) . 2.4
e B 24
Nous remarquons que I'intégrale définissant 5 est absolument convergente ce qui est
cruciale dans I’application.

Nous approchons S(X?) par

m

MXP, &)= Zf(d)l_[ﬂg( o) 2.5

deNY

Un simple encadrement de S(X#) justifié par la positivité de f fournit
SXPy = M(XP, &)+ O(M(XE,. &) — M(X, ¢)) (2.6)

avec la convention d’écriture X(y) = et/ minfi X et X(_) = e~¢/minf x* Grace a (2.6),
nous sommes donc ramener a estimer M (X%, &).
La formule (2.4) implique la formule sommatoire suivante.

LEMME 2.1. Soit F une série de Dirichlet a m variables absolument convergente pour
Nes > a et M la quantité définie par (2.5). Lorsque X 21, £ >0, et k>0, on a

Km+i00  pic]+ico m 2 . .
MOXP, &) = o L,

N F(s +a) X5
(2 z) - [1

2.7
K1 —ico j=1 (S/_'_OC./) @7

ou BB est défini en (1.4).

Démonstration du Lemme 2.1. La formule (2.4) implique que, pour x > 0, on a

m d: Km+i00  pK1+i00 XB(S) m 2 (s:
(e Go) e [ i L157 e
=1 XPi ( T”) K —ioo J Kk —ico Hj:ldj j=1 Sj

En reportant dans la définition (2.5) de M(X®, &), on peut intervertir les deux
sommations a condition de prendre x > a. Ainsi, F(s) est une série absolument con-
vergente. Le résultat s’en déduit grace a une translation des variables. ]

LEMME 2.2. Soit F une fonction a m variables satisfaisant aux propriétés (P1),
(P2) et (P3) énoncées au Théoreme 1 et M la quantité définie par (2.7). Lorsque

*Ici, nous avons utilis¢ I'encadrement (e=¢/™nfi)fi <1 < 14 ¢ < (et¥/™nf)fi pour tout
j=1,....m
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T=>=1,¢€)0,1], k< 1/log X, on a, pour tout ¢ > 0,

Km+HiT pri+iT . .
1:(s; + o)
MXP, &) = / [ sy [TEES
(27”)”1 km—tT ki —iT 1_[ (S] + O‘]) 2.9)
n+m ’
(a.B) (log X)
+ O(X i )

Démonstration. La majoration (1.6) implique lorsque x; < 1/log X, s; = x; + it;,

1 |Sm(eO(s))| + 1

Fis+a) < H |3m o]+ IImOID < (0g X1+ 13m G

ce qui permet de démontrer ce lemme en utilisant le Lemme 2.1 et (2.3). Une simple
manipulation permet de montrer que le terme d’erreur est majoré par

<oz [ff. /m“ ¥ ”’”?)ﬁ (min 1. )

(log X)n+m /-f / d‘L’1
=T R 5 2(|rj|+ 1)1+8(If1|+1)2 o=

L’exposant n + m provient de la possibilité d’avoir des o; nuls. O

La preuve du Théoréme 1 se réduit a celle du résultat suivant.

PROPOSITION 1. Soit F une fonction a m variables holomorphe dans le domaine
Ne (s) = aveérifiant aux propriétés (P2) et (P3) énoncées au Théoreme 1 et la quantite
M définie par la formule intégrale du Lemme 2.1 . Il existe un polynéme Qg de R[X] de
degré inférieur ou égal a n+r — rang({ﬂ(’)}"”) et un réel 0 > 0 tels que, pour tout
&> 0, on ait la formule asymptotique, quand X =1 et T = X*, pourvu que p soit
suffisamment grand, ¢ €]0, 1]

XA MXP, &) = Qplog X) + O T (log XY 4 x~00-9 /&), (2.10)

Ceci implique le Théoreme 1 grace a la formule (2.6). En effet, 'inégalité des
accroissements finis fournit

X4P 0plog X)) — X*P Qpllog X )
< X*“P(log X)“eg@” (X — X))
< fX("’ﬂ)(log X)deg(Qﬁ).

On conclut en choisissant & =< X~ (1-9+/2 ] est & noter qu’ainsi la relation (1.7) est
valable pour tout 0 €]0, 6'/2[.
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Dans I’énoncé de la Proposition 1, on ne suppose pas que F est une série de
Dirichlet associée a une fonction arithmétique. Ainsi la fonction F définie par

Go
[T (69(s) — £D(w)”

ou la famille {¢V}"_, satisfait les propriétés (P2) et (P3) énoncées au Théoréme 1.
Cette remarque permettra dans la démonstration de faire apparaitre I'intégrale
définie par la formule (1.13).

Nous appliquons le Lemme 2.2 en prenant

F(s) =

Kj = 4
" logX

@.11)

ou 7y est une constante positive choisie de la maniére suivante. On note K I’extension
de Q engendré par les £)(e;) et on choisit un nombre réel positif y parmi les nombres
transcendants sur le corps K. Cette astuce technique permettra d’affirmer que

m m
> ai £ d; (2.12)
=1 =1

des que (ai, ..., am) # (@}, ..., a,) avec les g; et a; des ¢léments de K. En fait, nous

utiliserons cette propriété sous la forme suivante:

Soit £ € L,,(C) telle que £(ej) € K pour tout j € [1,m]. Il existe des nombres com-
plexes s; tels que Nes; = k; satisfaisant a £(sy, . .., s,) = 0 si, et seulement si, £ = 0.

Pour estimer I'intégrale multiple du Lemme 2.2, nous fixons les s; pour j > 2 et
nous commengons par évaluer I’intégrale en s; en décalant la droite d’intégration
d’abscisse x; vers la gauche en appliquant le théoréme des résidus. Puis, on
recommence avec s;. Pour itérer ce procédé, nous faisons une récurrence. Nous avons
a faire face a deux sortes de probleme. L’un est de calculer les résidus des poles
rencontrés et de prévoir leur forme dans I’hypothese de récurrence ; I’autre est
de montrer que la contribution a I'intégrale de certains contours peut étre englobée
par le terme d’erreur (2.10).

Afin de clarifier la démonstration du Théoréme 1, nous commengons par montrer
le résultat lorsque o; > 0 (Vj). Les précautions supplémentaires dans le cas ou
les «; peuvent étre nuls sont détaillées a la sous-section 3.5.

2.2. LA METHODE DU PIVOT DE GAUSS

Pour controler cette itération, nous mettons cette récurrence en parallele avec la
méthode du pivot de Gauss associée a la matrice 4 € .#,,,,(R) définie par

A= (6([) (Ej)) ie[l.n]

Jell.m]

ou I’indice de récurrence sera le nombre de pivot. La démonstration du Théoréme 1
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repose de manicre fondamentale sur la remarque suivante: le calcul d’un résidu est
semblable a une opération dans la méthode du pivot de Gauss.

Nous détaillons maintenant les opérations licites pour la méthode que nous
employons. Nous dirons qu’une matrice A’ est déduite de 4 par la méthode du pivot
de Gauss si et seulement s’il existe une suite de matrice {Ag}geN telle que 4g = A4, A’
soit un élément de cette suite et 4,41 soit obtenue a partir de A, par la méthode
récursive exposée ci-dessous. Nous notons LY les n, matrices lignes de 4, et ¢’
les formes linéaires associées a la matrice ligne Lg) de sorte que

Ay = (67@) s
(i) On choisit arbitrairement un couple d’entiers (i, jo) tel que Eg(’)(ejo) #0.
(ii) On remplace les lignes LY par

O (p.
Lo @) 2.13)
B ACOR

(i) Lorsque que I’on obtient une ligne nulle par cette manipulation, i.e.
gg())(ejo)Lg) — Kg)(ejo)LgO),

on peut prendre la liberté de remplacer cette ligne par une autre ligne obtenue non
nulle. I1 est clair que cela n’est pas la méthode du pivot de Gauss la plus rapide
quand on cherche I’ensemble des solutions X de 4X = 0 mais ce n’est pas ici notre
propos ! Cette précision est nécessaire pour pouvoir traiter le cas des poles de
multiplicité supérieure a deux.

Etant donné cette tolérance, le choix de la place du pivot ne définit pas entiérement
la matrice Ag;;.

(iv) Les lignes L;fjrl de longueur m — g — 1 sont obtenues a partir de (2.13) en
supprimant le jy-iéme terme de la ligne obtenue en (2.13) qui, par construction,
est nul. Autrement dit, dans I’écriture de 4,41 on supprime la jy-iéme colonne,
la ligne du pivot et toutes les lignes nulles n’apparaissent pas dans Ag.;. Ainsi,
Agy1 € My, m—g-1(R) avec ngyy < ng — 1. L’ordre des lignes dans Iécriture de la
matrice A4 pourra étre choisi comme on veut.

Nous désignons par I, la matrice identité de .4 4 ,(R) et #, 'ensemble des matrices
de B € My m(R) telle qu’il existe une matrice B' de .44 ,,—o(R) satisfaisant a

0 ... 0

b

B 0 ... 0

B= 0 ... 0
B

0 ... 0

La seule matrice de %, est I,,.
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Une deuxiéme matrice est associée a ce calcul. Nous définissons la suite {By}gcn,
ou B, € #,, associ¢e a la suite {4}, obtenue par la méthode du pivot de Gauss
de la maniére suivante: on pose By = I,,,, puis on définit la matrice B, par les lignes
BY de longueur m — g telle que

(BY.0.0,...... ,0)
D ——

g Z€ros

soit la j-iéme ligne de B;. On note Y la forme linéaire de £, ¢(C) définie par la
matrice ligne B{) dans la base canonique {¢;}* de C"*.
(ii’) On remplace Bg) par

() (e,
B([) . bgl (e_/()) L([O)
g Z(iO) g
g (e./o)

ou (iy, jo) désigne la place du pivot choisi lors de la transformation de A, en Ag.;.
(iv’) Puis, on décale les colonnes comprises entre la jy-iéme et la (m — g)-iéme d’un
cran vers la gauche. Ceci revient a écrire la matrice obtenue dans la base

{e1, . s €jy—1s€jot15 €jy42s - - -3 C—gs €jg» Cu—gtls - - - » Em}.

Il est intéressant de noter ici que le choix du pivot dans la matrice 4, définit
entiérement By, a partir de la donnée de B,.

Enfin, nous ferons les mémes opérations sur une troisiéme matrice C de .#z,»(R)
dont les lignes sont associées aux formes linéaires 4.

On peut voir chaque étape du pivot de Gauss comme la restriction des formes
linéaires £ a I’hyperplan ker(£()) dans une base obtenue par projection des vecteurs

(€153 €—1, €jgtls - - - » Cm—yg)

Ainsi, a la g-iéme étape, toutes les formes linéaires pourront étre vues comme des
restrictions des formes originelles a Iintersection d’hyperplans de la forme
Micr ker(¢?) ou I est un ensemble d’indices de cardinal g.

3. La récurrence

Dans les quatre premiéres sous-sections, nous nous restreignons au cas o«; > 0 (Vj).
Dans la cinquiéme, nous détaillerons les modifications a effectuer pour englober le
cas ou o; = 0 pour certain j c’est-a-dire J(a) # 9.

3.1. ENONCE DE LA RECURRENCE

Soient 1, 8, 33 trois réels strictement positifs et (€O}, et (A"}, et (PP}, trois
familles de formes linéaires de £LR,,(C) dans C. Nous dirons qu’une fonction H
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a m variables possede la propriété
Hm (01,02, 03, @z (LY, {h}er. (DY)
si H est holomorphe dans le domaine
Re (€(s)) > =61 (¥i)
D(61,83, a):={seC": Re(h(s)) > -85 (reR)
Re (bV(s)) > —o;  (¥))

et si pour tout ¢ > 0, pour tout ¢ > 0, on a la majoration
= ; — 5, min{0,9te (£©
IHS)| < [T (|3m @@(s))] + 1) 72O G g ze) (3.1)
i=1

dans le domaine D(6; — ¢, 935 — &, a — &'vy)*.
La fonction H introduite dans ’énoncé du Théoréme 1 posséde donc la propriété

Hon(S1. 02,03, @ (€Y, (h},er. (BVY)

avec b =er  (V)).

Avant d’énoncer I’hypothése de récurrence, nous indiquons que celle-ci est triviale
au rang 0 et qu'au rang m elle implique I’existence d’un polynéme Qp de degré
inférieur ou égal a n — rang({¢?W}._,) satisfaisant a (2.10), c’est-a-dire la Proposi-
tion 1.

L’HYPOTHESE DE RECURRENCE AU RANG g. La quantité notée s désigne le
vecteur ligne de C"™% défini par s:= (s, ..., Sm_g). Il existe un réel 0, > 0 et un
polynéme Q, € R[X] de degré inférieur ou égal a n — rang({£PYL)) tel que, pour tout
e >0, lorsque T = X" avec pu > 0 suffisamment grand, & €]0, 1] on ait

MXP, X~ P =3 " Py (log X)My ¢ + Qy(log X)
k

(3.2)
+O(ET*(log Xy + X 0172 /&)
ou les quantités My 5 sont définies par
1 Kop o=y T phg y+HT
Mg =z [ oo [ xmseyeds (3.3)
Kakﬂg(m—g)fiT ng‘g(nfiT
avec
A~ (pD
H m g (b (S) + g, (i
®k,g(s): _ k,g(S) l—[ng( k,g( ) k,g(/)) (34)

[T125 60.9) it (BLL(9) + )

*Nous avons posé vi = ) " ¢;.
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et

m

. ()
Bieg:= Z ﬁ”kvg(/)bk,g‘
=

Les quantités intervenant dans la définition de My, vérifient les propriétés
suivantes:

(H1) Les formes linéaires Eg’)g définissent les lignes dune matrice Ay g €
My m—g(R) déduite de A par la méthode du pivot de Gauss;, Byg: =
(bg,)g(ej))igm,j<m € By (resp. Crgi= (hg;)g(e-/));*eR,j<m € MRr,m(R)) est la matrice
associée a la suite {Ak g}gen obtenue par la méthode du pivot de Gauss.

(H2) L’application oy 4 est une permutation de S,

(H3) La fonction Hy 4 posséde la propriété

Hin-g (01 02, 03, gt (0155 (h), b (B 1))

ou ayg a pour j-ieme coordonnée og, ().
(H4) Pyg est un polynéme a m variables dont le degré satisfait a I'inégalité

i=1

0 < deg(Prg) + g — rang ({60, 175) < n — rang (€O)L)). (3.5)
(HS5) Le degré de Q, est inférieur ou égal a n — rang ({¢D)L)).

Il est clair que I’hypothése de récurrence est vraie pour g = 0 avec

Aoo=A, Boo=1L, Coo=(h"(e))

reR,j<m’

oo =1d, Hoo=H, Goo=G, Po=1 0y=0

et My deéfini par (3.3) ce qui permet d’initialiser la récurrence.

Examinons maintenant la preuve de I’hypothése de récurrence au rang g + 1 en
supposant celle-ci vérifiée pour les rangs inférieurs a g. Nous devons donc estimer
chacune des intégrales complexes définies en (3.3). Il y a trois cas a envisager suivant
la valeur de ny, et de By . On note que

m

Boo=B=Y_ B #0.
Jj=1

3.2. LE CAS By # 0 ET nyq € N*

e Premiere étape: majoration du terme d’erreur.
Dans cette sous-section, nous majorons le terme résiduel résultant de ’application
du théoreme des résidus dans 1’évaluation de M.
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Puisque By, # 0, il existe jo tel que By g(ej,) # 0. Nous supposons sans perte de
généralité que jo = 1 quitte a changer gy, en (1, jo)o ox, et 4 intervertir la premicre
et la jo-iéme colonne de Ay, de sorte que By g(e1) # 0.

Dans la suite de ce travail, nous notons s': = (s2, . . ., S,u—g) €t nous identifions s a
(s1,8"). La quantité My, s’écrit sous la forme

1 ICUk'g(m,g)"rl‘T K”k:g“)+iT ’
_ Bi.g(s1,8) / /
Mg = Guiye | -2+ XOrD@ o(s1, 8)dsy | ds'.
K K,

op gm-9~iT op g ~IT

Si By ¢(e1) > 0, nous décalons la droite d’integration en s; vers la gauche de x,, (1)
jusqu’a I'abscisse —0; 4(1 — ¢') de sorte que s = (s1, 8') satisfasse les inégalités

fe (£7,(s)) > =0 (Vi)
fe (h(s)) > —03 (reR)
fe (b () > —o (¥))

et que

nk.g

> "5, minf0, fe (€V(s)} < (1 —¢).
i=1

Pour cela, on choisit

01 1 o3 1 }

oK @50 ;@
/lkyg 52/1ng xk,g Mg

Ok ¢ = min { (3.6)

avece

nk‘g .
ig;::max{ max {Eg?g(el)},O}, lg;::Zmax{Z?g(q),O};
=1

i=1,...,nk.g

2= max { max {h(’) (e1)}, 0} MY = max {b,(é)g(el)}
kg reR kg “UT T kg = m U gy () '
Nous utilisons ici la convention 1/0 = +o00. Pour vérifier que 0, > 0, il suffit
d’étudier le signe de i}fé. Etant donné que Boo =Y 7, Bb?, on a By, =
. Mk, ! y .
S BB, et Y By (er) = Brgler) > 0, on a bien A > 0.

On remarque que le premier et les deux derniers termes de (3.6) portent sur
I’holomorphie de Oy, et que le deuxieme concerne la taille de Hj , sur les bandes
verticales.

De méme, si By ¢(e1) < 0, nous calculons 0y , en changeant les E,(f?g en —Z,(é)g, h,(:jg en
—h;c':g et b};; en —{)g?g dansla déﬁnition.de AZ{)g, )uf’i,, )tf”)g et /L,(f;, NOI}S décalons alors la
droite d’intégration en sy vers la droite de x,, 1) jusqu’a 'abscisse Ok ¢(1 — ¢).

Pour estimer My ,, nous fixons s’ et nous appliquons le théoréme des résidus a

I'intégrale en s; et au contour orienté 9C;, ou 9K, est le rectangle joignant
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successivement les points d’affixe*

Kopot) = Tkg, Ko,y —IT, Ko,y +1T, Koy + 1Tk,
— (Brge)ikg(1 =€)+ iTkg, —(Brg(e1)0kg(l — &) — iTy,g.

Ici, Ty, est un parameétre supérieur a 7' que I’on choisira suffisamment grand. Si
By 4(e1) > 0 (respectivement By 4(e1) < 0), le contour 9/C; , est orienté positivement
(resp. négativement). Les seuls poles de la fonction s; — Oy (51, s') a l'intérieur
de Ky, sont des zéros de s — K() (sl, s’). Nous désignons par I; , I’ensemble des
indices i tels que Z(’) (el) #0 et tels que

(3.7)

m—, gﬁ(/_kg(/) ek g(ef)
= Bor € (e1)

Kopg) €1 = Ok (1 — &), Ko,

(resp. 1Ko, ,(1)> Ok.g(1 — &)[ si Bygler) < 0).

De plus, si plusieurs formes linéaires £ sont proportionnelles, nous choisissons au
plus un indice i dans I; ; de sorte que si i, i’ € I 4 et i # 7, alors Kg?g et 62’; ne soient
pas proportionnelles.

Nous choisissons T o, introduit dans la définition (3.7), de sorte que tous les zéros

de s; — ]_[id, 6() (51 s’) soient dans K 4, par exemple

lE[k g

= Boi) ) @) D }

Tkg_Tmax{l Zmax( .
@)
biegler)

ﬂm )

Il est & noter que les x; ont été choisis en (2.11) pour qu’il n’y ait pas de pole de
51 = Oy 4(s1,9") sur le contour 9K .. En effet, pour X suffisamment grand, on a

- 0
‘m £ Boyatiy Crg(@)

, Koy (1‘)‘ < Oro(1—¢)
= Boy.1) Eg’)g(el) ‘

et, compte tenu de (2.11), on a toujours

m— gﬁ(l) (€)
J
ﬁﬂg(l)KﬂAg(l) # Z (,)( )

(7/\ g(/) Kak‘g(j) .

Le choix de 0k, fournit la majoration valable lorsque MNes; = x4 ()
R<jsm—yg

(log X)"&™"!
[TZ50g1+ 1)

lorsque 51 € 0Ky g et Resy € [—0ko(1 — &), K6, [ (resp. Resy € kg, 1), Okg(1 — €)])
si By 4(e1) <0).

O o(s1,8) < (3.8)

*Ici, et dans la suite, sgn(x) = 1 si x € Rfou —1si x e R}
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Nous montrons maintenant cette majoration. La propriété

Hong (01 02, 03, 013 160 V5 AR e (B V1)

de la fonction Hj . et la définition (3.6) de 0, , implique la majoration

Hp (s i ; —6, min{0, ¢ (e
|nk k,g((i))| <« (log X)n 1_[ (|Sm (gg)g(s))’ + 1) 9, min{0, £, (e1)¥ e(Sl)}(l + ”Tni)’
[T o) i=1

(3.9)
qui peut s’écrire
| Hi o(s)| AT
ﬁ < (log X) |Tj|a"“
[T €06) Z E

ou u décrit un ensemble fini d’indices tel que a;, > 0 et Y a;, <1 — & pour tout p.
Ici, les exposants @;, sont soit nuls soit égaux a max{ﬂgy)g(el)éﬁk,g(l —¢&), 0}
D’apres la condition (3.6), leur somme est donc bien inférieure a

Nig

Za,-,u < 00k 4(1 =€) Zmax{ﬂ&(a), 0}<1-¢.
J i=1

Pour majorer O ,, nous utilisons la majoration #j:(s) < ((|s| 4+ 1)¢)™“ valable pour
a €0,1] et £ €]0, 1]. Nous obtenons

ﬁ b (S) + o, )

: <1 (s1 € 0Kk g, Resj =Ko ) (=2))
Jj=m—g+1 (bg,)g(s) + ocu'k.g(/)) '

et

ﬁﬁi(b/(cj,)g(s) t%0,0) TS+ %)
it L) Fae,p) 1 6T %)

£
m—g 1
«I7T—1
;l:! ()] + 1)1 T
iﬁ é—l
%
it (Il + e

En rassemblant ces résultats dans (3.4), on achéve la démonstration de la
majoration (3.8).

Si on remplace dans les hypothéses du théoréme la majoration (1.6) par une
majoration de la forme (1.10), un choix judicieux de la valeur de 0, aboutit a
des majorations du méme type. Ceci est la seule différence entre la démonstration
du Corollaire 2.1 et le Théoréme 1.
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En utilisant ces majorations, le théoréme des résidus fournit

_sanBrgle) |
S

Ko (@HT oy gy +iT ,
X Z/ k/ " Res  (XBlr)@ (s, 5))ds + (10

ielrg ¥ Kop @ =iT oy -y =1Ts1 ei,’y’g(s)zo

+ O(X—Gk.g\BA,g(el)l(l—8)5—1)

pourvu que le paramétre p, définissant 7" par T = X*, soit suffisamment grand. On
remarque que

0g+l: = mkin(ek,g|8k,g(el)|)

. . o1 1 03 1

> m1n(|Bkg(el)|)m1n{—,—,—‘ ,—}
. , €8} 2) (3) 4)
k }"ngl 02 )"ngl ;“g+1 /ngrl

avec
() L _ (1 @ . _ 2
Agiri= m]?x{lk’g}, A= m]flx{ik’g},
3 L _ () 4 L _ 2
Agpii= m]?x{lk’g}, A= m]?x{ik’g}.

afin que le précédent terme d’erreur soit englobé par celui de la formule de récurrence
(3.3). Ceci répond a la remarque suivant I’énoncé du Théoréme 1.

o Deuxieme étape: calcul de résidu.

La deuxiéme étape consiste a montrer que chaque terme de la somme (3.2) peut
s’écrire comme une somme de Py g1 My .11 telle que My 441 soit défini par (3.3)
et vérifie les conditions (H1)—(H3) et telle que le degré de Py 44 satisfasse a (H4).
Quoiqu’élémentaire, cette partie combinatoire est la clé de démonstration par
récurrence. Chaque terme indicé par k, g pouvant s’écrire comme somme de plusieurs
termes, nous indigons les nouveaux termes trouvés par k', g + 1.

Nous n’étudions que

Res:= Res (51— XBC19@ o(s1,5")) (3.11)
K1 :Z;(l.)g(sl ,8")=0
lorsque 8" = (52, ..., 85m—¢) a des coordonnees fixées satisfaisant a Nes; = i, () et
lorsque
1e Ik,g’

Eg?g est proportionnelle a 85{1; lorsque 1 <i < v,

Eg’)g n’est pas proportionnelle a Efcl,)g lorsque i = v+ 1.

Etant donné que ’ordre des Zﬁj) . est indifférent, ceci nous permettra de conclure dans
tous les autres cas.
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Soit pr ¢+1 la forme linéaire de £,,—,—1(C) définie par

el

g
P=DPrgii=— el (3.12)
_,»; 6 (e’
autrement dit, on a
6 (i g41(8).8) =0 (Vs': Ses; = ko) (= 2)).

Dans la suite, nous omettrons d’écrire des indices de p. Nous utiliserons que p vérifie
aussi

6 pE)s)=0 (1 <i<),

D orn ' . (vs'). (3.13)
@ ps),s) A0 ((=v+1),

La premiére identité est triviale ; la deuxiéme découle de la transcendance de y (2.12).

Nous mettons le calcul du résidu en parallele avec passage de Ay, & Ay 441 OU le
pivot est situé¢ en (1,1). Si nous devions calculer le résidu de la fonction
8j,—> Oy 4(s) en un zéro de s;,1—£™)(s), le pivot se situerait en (o, jo). Dans ce cas,
nous composerions a gauche gy, par la transposition (1, jy), pour se ramener au
cas jo = 1. De plus, nous réordonnerions les lignes de Ay, de sorte que iy =1
qui permettrait de nous ramener au cas présentement traité.

Etant donné que By g1 est la matrice déduite de By , par la méthode du pivot de
Gauss et que oy g1 ne dépendent que du choix du pivot, nous les définissons tout

de suite. Nous posons gy .1 = 6’00, oU ¢’ désigne le cycle (1,2,...,m—g) de
S,.. Les formes linéaires b}(’,) atl associées aux lignes de la matrice By, sont définies
par

b6 = by(p(s). 8) = p(s))
b o1 (8) = sip1 = b (p(s). 8)) (I<i<m—g-1 (3.14)
bg’),gﬂ(s/) = bg’)g(p(s’)y s') (m—g+1l<i<m).

Nous posons aussi

m

Bk’,g+1: = Z ﬁﬂk/_g+l(/)b§(l/),g+1 S hg;),g+1(sl) = h;:;(p(s/)’ S/).
=

Nous arrivons au coeur de la démonstration du calcul de résidus. Des notations
précédentes, nous déduisons la formule

XBe) = exp {(s1 — p(s) By g(e1) log X J X Brent®), (3.15)

https://doi.org/10.1023/A:1011803816545 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1023/A:1011803816545

282 REGIS DE LA BRETECHE

D’autre part, les relations (3.13) nous permettent d’écrire pour NRes; = k;
Q<j<sm-g

Nk.g v kg

[T6® =TT (e —psn) TT &y
i=1 i=1 i=v+1
= (51 =) [T €% T (€7 ensi = p(s) + €2, p(s). )
i=1 i=v+1

— (51 =) [T €20 T] €005, 8)
i=1

i=v+1

Mk ng) (e)(s1 — p(s))
x 1+ =5 '
izlv_[-'rl g}:?g(p(s/), s) )

Nous décomposons @y, sous forme d’un produit de facteurs. Pour cela, nous
introduisons les notations intermédiaires suivantes

W (S S/). ﬁ <1 + Eg,)g(el) (S p(s/)))_l ﬁg(!) (E )71
101, L= 1 — . 1 ,
=i (), ) i
m 1
Yy(s1,8): = . ,
,H (b (51.8) + tg,.,) (3.16)

Ws(sy,8): = H ﬁé(bl(f,)g(sl’ §) + %, ():
j=1

Yig(s1,8"): = Hig(s1,8)¥i(s1,8)Pa(s1, ) P3(s1, ).
On a

exp {(s1 — p(8")Brgler) log X} Yio(s1,8)

®k, (S] P S/) = .
’ (11 60,00 ) x (51 = p(s))’

On en déduit que
X Br g1(8)
Nk.g () N o x
[Ti5511 G ((s). 8)
exp {(s1 — p(s")Brg(e1) 10g X} Y (51, ) )
(s1 — p(s)’

Res =

(3.17)

x Res (sl —
s1=p(s’)

De plus, on a

exp {(s1 — p(s)Brgler) log X } Yy (51, 8)
e (s~ (51 — p(s))’ )

v=1 y—1—v /
_ \~ Brgler)log X) g\,
a (v—v =D ( osy )(p(s ).8).

v=0
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Nous calculons les dérivés partielles de Y , par la formule du binéme de Newton. Il
existe des coefficients a(vy, v, v3, v4) tels que

3 Vi g Y,
( as‘l)/ ) = Z a(vl’v27v3av4)<T‘lvl> X

ViV vz v=y (3.18)
QLS
ase )\ g )

Il s’agit donc d’évaluer en (p(s'), s') toutes les dérivées intervenant dans le membre
de droite. Tout d’abord, on a

(3 lyl)(p( ). S)—Z l_[ gU(el)

7 e (). 8)

ou J={(»i,...,1I,) décrit '’ensemble des vi;-uplets a coordonnées dans [v+ 1,
m — g] N N (coordonnées qui ne sont pas forcément distinctes) et a; est un coefficient
rationnel que nous n’avons pas besoin de préciser dans lesquels nous avons compté le
facteur de W, constant 1/]]_, 6(') L(e1)-

Nous notons

—o—1 .
D gi1(@):= {s’ e C" ¥ Re (b(/)gH(s ) > —Uo () (1<j< m)},
I1 est clair que, pour tout v, € IN, il existe une fonction ®,, satisfaisant a

RS )

T ) 8) = P, (8)

et telle qu’elle soit holomorphe dans D;C,,gﬂ(a) et, pour tout & > 0, uniformément
4 /
bornée dans Dy, . (@ — &vy).*
Nous montrons que la contribution des termes correspondant a des valeurs de v3
supérieures a 1 est négligeable en utilisant la majoration

<8 Y3

5] )(p(s) s) < €.

Notons Rj cette contribution. Nous majorons R; en utilisant la majoration (3.24)
démontrée indépendamment de ce qui suit. Celle-ci implique facilement que

dry...dt,—

R; <« ¢(log X)" Tﬁ/ / W
T

< Elog X)'T*(log T)".

Quitte a changer la valeur de ¢, ceci est englobé par le terme d’erreur de (2.10). Ceci
termine 1’étude des termes correspondants a v3 > 1.

Nous sommes maintenant en mesure de déterminer les quantités relatives aux
My gy1. Nous désignons par Ap gy la matrice de %nk,w,m,g,l(R) avec

*Nous rappelons la notation v; = Z/ 16
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M g41 = Hig — v + v1 définie par les formes linéaires Ay de la fagon suivante

k.g+1
Eg’)g+l(s/)._ E(H\)(p(s/) S/) 1<i< Mg — V) (3 19)
G ) = E('“)(p(s’) s) s iy eriy) =)

Ceci correspond a la manipulation (iii) de la sous-section 2.2 lorsque J # . Ainsi, les
matrices By o11 €t Ap 041 satisfont a la propriété (HI1).
Nous posons

—1-v 0, i
Purg1(Y) = Piy(Y) (B glen) V)~ agl 2 f;‘,)v‘f"]_[ & (er) (3.20)

et

o Hkg

Hye 1) = 0,(8) (512 ) (p(s). o) (3.21)

de sorte que I’on puisse écrire la formule (3.10) sous la forme

Pk.gM/(,g: = ZPk',g+1Mk/,g+l + R3 + O(Xieg“(lis))
k/

pourvu que u, définissant 7', soit choisi suffisamment grand.
Il reste 2 montrer que ces quantités relatives a Py g1 et My 041 Vvérifient les con-
ditions décrites en (H3)—(H4).*

Vérification de (H3): La fonction Hy , est holomorphe dans le domaine (3.22)

fe (€ (s1.8)) > =0y (1 <i<my)
Dig(01, 03, @) = { (s1,8) € C"%: e (h (s1.8)) > —03 (rem),
Ne (b, (51.8) > g5y (1 <j<m).
(3.22)

Donc la fonction (s, 8') — (8"“Hk,g/3s‘1"‘)(s1 ,8') est holomorphe dans Dy 4(41, 93, @) et
elle satisfait, pour tout ¢ > 0, pour tout ¢ > 0, a la majoration

Nieg
0.9 (i)
k.g < l—[(|\sm e(z) (Sla S)| + 1)1 —0d, min{0 Re(@ (sl s))}(l + ||1.'|| )

8‘4

(Sl,

(3.23)

dans Dy (01 —€,03 — &, (1 — ¢)a). Pour établir ce résultat, on peut appliquer la
formule de Cauchy qui permet de majorer la dérivée v4-i€éme de H 4(.,s) a partir
d’une majoration de Hy ,(.,s’) dans un voisinage. On pourra prendre par exemple
le disque de rayon ¢ centré en sj.

*La propriété (H5), qui ne concerne que le polynome Qg 1, ne sera étudiée qu’a la sous-section
3.4.
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Posons

e (€, (p(s).8) > =01 (i < mpgi1),
D g11(01,03,0) = {8/ € C" 571 S}“1e(h,§',>g+l(p(s), §)) > —d3 (rem), ¢,
Ne (B 1 (P(8).8) > —0g,,) (G <m),
de sorte que
(1(8'),8) € Dy (01,03, 0) <= € Dy g41(1, 03, @).

La fonction s'i— (8V4Hk,g / 8s‘1’4)(p(s’), s’) est holomorphe dans Dy ¢,1(d1, 03, @) et pour
tout ¢ >0, pour tout & >0, grace a (3.23), on a lorsque s € Dy g+1(61 — ¢,
o3 —¢,(1—2¢)a)

O Hy,
(o
n}\vg

; . — 5> min{0.9te (¢ (p(s').8 ,
< H(Wmﬁg)g@(s)v s)| + 1)1 3> min{0,% (fk,g(P(S)s))}(l + | “?) (3.24)
i=1

)(s).9)|

M/ g+1

5 i Mo (@) ’
< H (13m €) ()] + D)7 OR ()

ou I’on a utilisé les définitions (3.19). Puisque Dy g41(@) D Dy g+1(d1, I3, @), nous en
déduisons que Hy .1 la fonction définie en (3.21) possede la propriété

Hon—g- 1(51’52’53’“ {E(l)g+l}”k/ﬁl {h(’)g+l}rER’ {bk’ g+1}] 1)-
Veérification de (H4): D’aprées (3.20), on a
deg(Pr g+1) < deg(Prg) +v—1—v.
11 est clair que I’on a aussi

rang({6, )7 = rang((6, )15 - 1,

gr1)i=]
M g1 — rang({ﬁg,)gﬁ}n" Y =g — rang({Z(’) EY 4+ 1T —v+v.

Nous en déduisons

¢

Ny ;,+1)

deg(Pk’,ngl) + Njg g1 — rang({ g+1}

< deg(Prg) + nig — rang({€),)155) + v =/
L’inégalité v; <V issue de (3.18) et ’hypothése de récurrence impliquent alors

deg(Pr gi1) + i g1 — rdng({e(’)gﬂ}"”*’“) deg(Py o) + mi g — I’dng({Z(') nu)

< n —rang({¢D}L),

ce qui correspond bien a la condition (H4).
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3.3. LE CAS By #0ET my o = 0.

Nous reprenons le fil de la démonstration suivi a la section 3.2 dans le cas ng z > 0.
Ici, il n’y a plus de pole dans la région Ky, balayée. Nous posons

R S
k,g. = min 5211(2) ) 5317(3)

En décalant vers la gauche si By g(e1) > 0 (resp. vers la droite si By ,(e;) < 0) la droite
d’intégration en sy de I'abscisse x4, (1)  'abscisse —0 ¢ (resp. +0,¢), nous obtenons a
la place de la formule (3.10) la majoration

Py ng ¢ < X70k,g\3k,g(€1)\(1*€)/f

ce qui est englobé dans le terme d’erreur de (3.2).

34. LE CAS B, =0

On remarque qu’il existe un sous-ensemble Z; , de {1,...,n} a g éléments tel que
B e vect({P}iez, ). (3.25)

En effet, pour tout g, la forme linéaire By 4,1 peut étre vu comme la restriction de By ,

au noyau de Z;c’i) ou E(’O)(ejo) a été choisi comme pivot. Donc, il existe un

sous-ensemble Z; , de {1,...,n} a g éléments tel que By, est la restriction de B
a ﬂielkg ker(¢®). Un simple argument d’algebre linéaire permet de trouver le résultat
annonce.

L’ensemble Z , est choisi tel que {E(")}idw soit une famille libre satisfaisant a

(b (0“’(1))() b 2* ") =0 (¥ (3.26)

Sous cette condition, My, ne peut pas étre évalué efficacement en décalant la
droite d’intégration. On a en effet

1 Kop o) T Ko gn-9)TIT
My o :W/ ' / . O ¢(s)ds
Kop =i Koy glm-g) i1
avece
o, (S) o Hj, g(S) l—[ nf(bk g(S) + g, g(/))
8 -

l‘[”l« g E(Z)

Nous voulons montrer que My , peut étre approché de maniere satisfaisante par une
constante. Nous cherchons dans un premier temps une majoration de Oy ,.

(B(8) + oy )
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Les identités s; = bg?g(s) pour 1 <j<m—g et la condition Y, f, g(i)bg?g =0

fournissent
m—g m )
Y Bouii=— Y. Bo,iblu(s) (3.27)
Jj=1 Jj=m—g+1

Cette formule implique alors la majoration

‘ 1 Bakg(])sl‘ +1
1_[] =m—g+1 }bk g(s) + %oy, g(/)|

et, par conséquent,

<1

m m—g 1

Moo | <rgoeg o711
J=1 (bg)g(s) + fxak,g(/)) | Zm ’ ‘”’v&’(j)rﬂ +1 J=1 5l +1

(3.28)

uniformément pour s; = K4, ;) + i7;. Cette majoration est bien entendu valable que
lorsque les o; > 0 sont fixés.

D’une majoration de Hj, du type (3.1), nous en déduisons, pour tout & > 0,
lorsque X est suffisamment grand, la majoration

L+ izl ™ 1
|Zm —g a/\»g(])rjl_'_l |T/|+1

O 4(s) <K (log X)" (8 = Kaou() + i1, V).
Pour estimer My ,, nous utilisons la formule

m m—g

]_['7; B () + oy ) = 1 + O(Z (60,1 + 1)) = 1+ 0( D (5| + Dé)
j=1

J= Jj=1
issue de la majoration (2.3). Posant
Hj, g(S) 1
ang f(l) ( )1—[] X (b(l) (8) + 0tg, (]))

O ,(5): =

nous obtenons
Mpy = Mj, + O(ER)
avec
1 K”/c<g(l)+iT K(T/‘vg(m—g)JriT
M;:,g = W/ e / ®lt,g(s)d5
i Koy o —iT Ko gm=g)=iT

et

1+ ||‘t||8)drl ...dt,
Ry < (log X" / /
: Z (D [T5 2 (yl+ 1)

iy ﬁmoﬂﬂ + )T
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La majoration uniforme par rapport a 7" et {t;};;

f T oy L log(T +2)
-7 (1 2555 Boyypul +1) ’

permet d’obtenir la majoration
Ry <« (log X)'T*

et, donc, que le terme £Py 4(log X)R; est bien englobé par le terme d’erreur de (2.10).
Nous considérons maintenant M; . Posant

1 KokAg(l)“‘ioo ’an'g(m—g)-ﬁ-l'oo .
gt = N O] ,(s)ds,
K,

= Qni)y" ¢ - A
(27U) Koy (1 —H00 o g(m—) ~I00
nous obtenons
* el
Mk,g = Ckg + O(R2)
avec

(1+ llzl)de
R2:=(logX)”// — —
c (1 275 Boyyuil + D) TS (g1 + 1)
ou C(T) est le complémentaire dans R”™¢ du I’hypercube centré en O d’aréte de

longueur 27T.
Majorons maintenant R,. Pour des raisons de symétrie, on a

oo poo o0 14+ |Iz)|4)dTs . .. d1pe dr
Ry & (logX)”/ ([ / m_g Izl)de el ) L
T —00 J—o0 (| Zj:l ok,g(/')rj| + 1) Hj=2 (|T/| +1)/Iul+1
Pour majorer cette derniére intégrale, on utilise m —g — 1 fois la majoration
uniforme par rapport a a € R, pour chaque ¢ > 0,

—oo I+ D(t+al+ 1) (al + D2

Ceci fournit

n oo dry 2n r—142me
Ry, < (log X) <L (logX)™'T .

ro (ul+ )7
En choisissant u suffisamment grand, nous obtenons
Pro(log X)Mjg = cigPro(log X) + O(ET (log X)™" + X ~0+1).

Nous choisissons donc

Qg-H - Qg + ch,gpk,g’
k
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avec la convention ¢, = 0lorsque By, # 0. Le polyndome Qg1, ainsi défini, vérifie la
propriété (H5).
Ceci clot la démonstration de la récurrence.

3.5. LE CAS OU J(a) # @

Nous nous contentons de détailler les modifications qu’implique I’hypothése
J(a) #@. Soit r:= card(J(a)). Pour des commodités d’écriture, nous ordonnons
I’ensemble J(a) = {j1, ..., J.} et nous notons

e = e p=1,...,r). (3.29)

La démonstration de la majoration du terme d’erreur dans I’estimation du
Théoréme 1 est identique a celle ou J(a) = ¥. Pour le calcul des résidus, les poles
maintenant sont les zéros de n + r formes linéaires. Ainsi, la matrice A utilisée dans
la récurrence a n + r lignes. Le domaine d’holomorphie (3.22) de Hj , est maintenant

défini par
NRe (Z,((i?g(sl, s)) > —d; (1 <i<npy).
. e (B (s1,8)) > =63 (renR),
Dig(d1, 03, @) = | (s1,8) € C"*: ff)g /
We (By(s1,8)) > oy (o) # 0)
Sﬁe (b]({?g(sl 5 S/)) > —1 (OCO'}(,g(]') — 0)

Chaque étape de la démonstration de la récurrence est alors semblable a celles
développées dans les quatre premieres sous-sections de la partie 3. Nous obtenons
donc l'existence d’un polyndome Qp de degré inférieur ou égal a n+4r—
rang({¢D}H7) et un réel 0 = (L, {h"},cr. 61,62, 93, @, B) > 0 tels que I'on ait la
formule asymptotique

SXFy = X P (Qp(log X) + O(X 7).

Cela termine la démonstration du Théoréme 1.

4. Démonstration du théoréme 2: étude du polynome Qp

4.1. DEMONSTRATION DU THEOREME 2(i)

Nous sommes dans le cas ou B¢ Vect ({E(i)}?:{). Drapres (3.25), ceci implique que,
pour tout k, g, on a

By = Zﬂak_g(i)b(ki)g # 0.
i1

Chaque étape de la récurrence correspond donc au cas de la sous-section 3.2 sauf
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pour la dernicre étape ou il s’agit de la sous-section 3.3. Pour tout g, ona Q, = 0 ce
qui prouve que Qg = 0.

4.1. DEMONSTRATION DU THEOREME 2(ii)

Pour iy =1, ..., n, nous désignons par G;, la fonction définie par
1
Giy(Z1s - s Zntr) :TO(G((), e 0, Zi0 oy Zngr)
io—1 Z€ros
- G(O, 0, ey 0, Zig41s e v v Zn+r))
—
i ZETOS
lorsque Mez; > —=9; (i<nm)et,pourip=n+1,...,n+r,
Giy(z1, .o Zn) =G0, ..., 0,25, oo Zpr) — G(0,0, ., 0, Zi4 1,y - oy Zigr)
io—1 Z€ros i Z€ros

La fonction H;, associée est définie par
H;\(s) = G;,(¢V(s), ..., £0(s)) Go=1,....,n+7)

lorsque Re @) (s) > —5; (ip < n). Nous notons aussi Hy(s) = C,. Nous avons ainsi

n n—+r
H(s) = Ho(s) + Y L0 H;,(s)+ Y Hi(s).
ip=1 iy=n+1
Pouriy =0, 1,...,n+ r, notons P;, le polynome issu de la Proposition 1* associé a
la fonction Fj, définie par la relation
Hi,(s) .
Fi(s+a)==—>"+— (ip=0,1,...,n+7r). 4.1
) l_[i:l, iy E(l)(S) ( )
Nous avons
ntr
Qp=Po+ ) P,
ip=1
puisque F = Fy + Y I F;,.
Cette manipulation permet pour iy = 1, ..., n + r de diminuer d’un le cardinal de

la famille {é(i)};’:{'. Montrons que deg(P;,) < p—1 pour ip > 1. Dans le cas
€ € Vect ({(¢PY4 ), grdce a la Proposition 1, on a

deg(P;) < card({E(i)};’:{, i;éio) - rang({e(i)}?ilr, i;éio) <p-L

*Nous précisons qu’ici la notation P;, a été choisie indépendamment de la notation Py, et
Py g+1 de la section 3.
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Dans le cas B¢ Vect ({¢ 7=+1' iig ) d’apres le point (i), on a P;, = 0 ce qui est encore
admissible. On a donc bien deg(P;) < p — 1 pour iy > 1 et, par conséquent,

Op(log X) = Py(log X) + O((log X)’") (X > 3).

1l reste a comparer Po(log X) avec CoX ¢ % P 1(XP). Pour démontrer le Théoréme
2, le résultat suivant est largement suffisant.

LEMME 4.1. Il existe 0" > 0 tel que
Py(logX) = CoX “P1xfHy+o0x")y  (x=1)

ou le polynome Py est défini par la fonction (4.1) et la Proposition 1.
Démonstration du Lemme 4.1. 11 est clair qu’il nous suffit d’estimer
£0(e;)

m 1_['7:1 v dy
MoXP. &) = Gy f// nf( =10 42)
[1,+oo[”jl:! ) " [T, yz! e

afin d’appliquer la Proposition 1. En effet, de la méme maniére qu’en (2.6), on a

Col(XF) = My(X*, &) + O(Mo(X, ), &) — My(X[.), ¢)).

La formule (2.8) appliquée a d; = Pi(y) =[] yw(e") fournit

i=17i

m 1 100 X'[;/(Sf+af)ﬁv(5" + OC')
e o= [ 105/ e L) x
[1,400[" =1 Tl Jx;—ioo P/(y) (S/ + OC/)

n
0 (@)1
X nyi @=1qy.
i=1

(4.3)

On a la relation

m n n n n

—Si—o; 9D (@)—1 —0(g)—g® D (a)—1 £D(s)—1
| |Pj(y) Sj—0 | |yi (@)-1 _ | |yi (8)—¢"(a) | |yi (-1 _ | |yi (s) )
j=1 i=1 i i=1 i=1

i=1

Nous utilisons maintenant la formule

oo 014, _ 1
! yi J/i - Z(Z)(S)

valable dés que Ne(£(s)) > 0 . Lorsque Nes; >0 (j=1,...,m), nous obtenons

m n n
1—[ —si—a; 0 (g)—1 1
P(y) 8j—0 yll (@) dy — -
///[1,+oo[” 7 1:1[ [

i=1
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Apreés interversion des sommations, la formule (4.3) devient donc

K1 +i00 iy, +i00 C XB(s+a) ,1 (s —}-oc)
My(XP, &) = / . H ]

(27_“)7»1 K1 —i00 J Ky —ico l_[i:I E(’)(S) (S/ + O(,)
Grace a la Proposition 1, nous en déduisons la formule du Lemme 4.1. Cela con-
clut la démonstration du Théoreme 2(ii).

On constate que, par la méthode utilisée dans ce paragraphe, on pourrait d’obtenir
le coefficient du deuxieéme terme du polynome Qg pour certaines classes de famille .

4.3. DEMONSTRATION DU THEOREME 2(iii)

La premiére assertion est une conséquence directe de I’hypothése rang({£V}1]) = m.
Il existe des réels a;; telle que

=Y ap?  (i=1,...,m).
j=1

Nous notons fi=Y 7, a J€ € L,,(C) les formes linéaires définies par e}
f(eM g9y Jorsque i¢ J(a). De (1.14), nous déduisons que

Zﬁiai,jzaj G=1,...,m).
i=1

Faisons le changement de variable w; = £?) dans I'intégrale multiple définissant
M(XP, &). Soit Jac le jacobien associé¢. On a

MXP &) = x'P

|Jac| LD (re)+ioo Z(”’)(k)+zoo
(27”) «fl“)(x) —ico J €0 (rk)—ico
S G ) T R0 + %)

m—r

1_[.1 U Wiiemrit Wi ¢ s (£ (W) + )

Supposons que ¢; > 0 pour touti = 1, ..., m. En décalant successivement la droite
d’intégration en w; vers la gauche, grace au théoréme des résidus, nous prouvons
I’existence d’un réel strictement positif 0’ tel que

1 oy — m
M = aclGo [T - )X {1+0(~7&" + (log )9)}.
. o
UGN
Nous avons donc
0p = Jac|Cy ]_[ —
¢ s

S’il existe iy tel que a;, < 0, en décalant la droite d’intégration en w;, vers la droite,
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nous ne rencontrons aucun pole. Il existe donc un réel strictement positif 6" tel que

M < XD (x0T 4 (log X)'6).

Nous avons bien Qg = 0. Cela acheve la démonstration du Théoréme 2(iii).
En fait, nous venons de montrer le résultat suivant.

LEMME 4.2. Soit une fonction arithmétique f satisfaisant a toutes les hypothéses du
Théoréme 2(iii). Soit F un fermé de Conv*({¢DY21). Il existe O(F) > 0 tel que I'on ait
uniformément pour B € F

S(XFy = xh (|Jac|Co I L 0(X9<F>)).

jesa ¥

4.4. DEMONSTRATION DU THEOREME 2(iv)

La famille {¢?}"*] est une famille génératrice de L£,,(C), donc (Cl) est vérifiée.
Puisque B € Conv*({¢V}!F), B et {¢P}!4 vérifient la condition (C2). D’aprés le
Théoréme 2(ii), il nous suffit de montrer que

XA 1(XP) > (log X)". (4.4)

Grace a un changement de variables, nous obtenons

Ay — ; @) _
00 [l oo | B

ol nous avons posé
n -
A(B. log X): = {t € [0. ool Y e%e))i; < flog X (vf')}.
i=1

La démonstration de (4.4) se décompose en trois étapes.
Premieére étape: Nous traitons tout d’abord le probléme en supposant, de plus,

qu’il existe un ensemble 7 C {1, ..., n} de cardinal m — r tel que
B e Conv*({tM}ics. {€}}jeswy)- (4.6)
Sans restreindre la généralité, on peut supposer I = {n —m+r+1,...,n}. Nous

introduisons les deux ensembles relatives a un m-uplet o

n—m-+r
Al(a,logX)={te[o,+oo["m+’: > e < 5plog X (Vj)},

i=1

n

Az(é,logX):{te[O,—i—oo['”_’: Z €9D(ep)t; < 6;log X (Vj)}.

i=n—m+r+1
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Une séparation des variables dans 'intégrale (4.5) implique

IXF) = //A exp { nfrﬂ(i)(a)li} X

1(B.log X) i=1

n
X // eXp Z z(l)(a)l(i dtn—n1+r+1 v dln dtl cee dln—m-&-r
2(f'(t),log X) i=n—m+r+1

4.7)
ou f'(t) est défini par

1 n—m-+r

fog ¥ > e (). (4.8)
i=1

B =8 —

Nous remarquons que I’hypothese (4.6) implique I’existence de m fonctions
aj = a;(B) telles que Y72, fier =Y 10, ai(B)?. Les fonctions a; sont continues
et positives dans un voisinage de . Il existe donc ¢ > 0 tel que, pour tout
B € B(B.¢), on ait a () = La(B) > 0. Ici, B(B, ¢) désigne la boule de R™ de centre

p et de rayon ¢ pour la norme du sup. On a ainsi B(fl,e) CF ou F:=

S rilai(B)/2, +oo[€? est un fermé de Conv*({¢D}yHr ).
Minorons
L= // exp { Zli(")(a)z,-}dtn,WH ...dt,
Ay(B'(1).log X) iel
lorsque B € B(B, ¢). D’aprés le Lemme 4.2, nous obtenons la formule uniforme pour
B € BB, )
, m 1
L= [JaclX“P( TT= )11 +0(x %)
=1%

ouf > 0. Pour toutt € Aj(evy, log X), ona f/(t) € B(B, ¢). De (4.7), nous en déduisons
que, pour X suffisamment grand, nous avons

n—m-+r
I(Xﬂ) >, // exp { Z g(!)(a)ti})ﬂa,ﬁ Oy, ... Aty
Aj(evy,log X)

i=1

n—m-+r
exp[ Z e(i)(a)[i}X(a,ﬂ/(t» _ X(a,m’

i=1
nous avons donc

IXFy >, X<"”">V01(A1 (ev1, log X))
= X" log X)"""Vol(Ai(evi, 1)) >, X“P(log X"
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Ceci clot donc la démonstration du Théoréme 2(iv) lorsque la condition
supplémentaire (4.6) est satisfaite. Il s’agit maintenant de montrer que I’on peut
toujours se ramener a la condition (4.6).

Deuxieme étape: Nous nous plagons dans le cas J(a) = #. Soit / un sous-ensemble

d’indice de {1,...,n} tel que £ soit pour tout i € I une aréte saillante du cone
Conv(&) choisi pour qu’il n’y ait pas de répétition. On a ainsi Conv*(¥) =
COHV*({Z(i)}iel)'

Nous utilisons maintenant un lemme de géométrie €lémentaire démontré par J.
Denef et P. Sargos dans [DS89].

LEMME 4.3 (J. Denef et P. Sargos). Soit C un céne polyhedral saillant de R™, de
sommet l'origine, admettant p + m génératrices extrémales qui sont des demi-droites
Dy, ..., Dyyp. Alors il existe un nombre fini cones Cy polyhedraux a m faces vérifiant
les propriétés suivantes:

(i)  Chaque Cy est engendré par une sous-famille {Dy, ..., Dy, }de (D1, ..., Dyi,).

m

(1)) Le cone C est, aux frontieres pres, réunion disjointe des cones Cy.

Nous utilisons la notation Z(I): = (£}, lorsque I est un ensemble fini. £,,(R) est
un R-espace vectoriel de dimension m que nous identifions a R™. Nous appliquons le
Lemme 4.3 pour C:= Conv(Z(I)). Nous envisageons deux cas.

Soit B est dans 'intérieur d’un des Cy, les conditions imposées a la premiére etape
sont alors satisfaites.

Soit B appartient a l'intersection de deux cones Cj et Cy. Il existe donc deux
sous-ensembles I} et I, de I, I} C I, tels que card(l;) < m— 1 etcard(l) =m+ 1 et

B € Conv*(Z(I)) N Conv*(Z(I)).

Nous avons donc les deux écritures suivantes

B=Y 740 =" 54", (4.9)

iEIZ i€1]

ouy, > 0etd; > 0. Nous choisissons un indice i’ € I, \ I} et nous notons I' = I, \ {i'}.
Nous remarquons que card(I’) = m et par conséquent Z(I’) est une base de R".
Nous notons

elogX <ty <2elogX
0<t;<elogX (iefl,....n}\ D)

n

D t%ept < Bilog X (V)
i=1
igl

As(ﬂ, 10g X): ={te [0’ _I_oo[n—m .

https://doi.org/10.1023/A:1011803816545 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1023/A:1011803816545

296 REGIS DE LA BRETECHE

et
1 n i
") = g — L p) _ L
F®:=Fp log X glogX
i¢gl
=3 (oo 5 g 3 Do
" log X y,-, log X .4 v yl log X
Iélz
Pour tout i € {1, ...,n}\ b, la forme linéaire £©) appartient a Vect(Z(I')). 1l existe

donc un réel & > 0 suffisamment petit tel que B'(t) € Conv*(L(I')) quelque soit
t € A.(f,log X).

De la méme maniere que précédemment, pour X suffisamment grand, le Lemme
4.2 fournit

I(Xﬂ) >, //] exp { § E(l)(a)t } (@B () q
A:(B.log X) i=1
igl

= X“PVol(A,(B,log X))
>, X*P(log X)"™,

(4.10)

et, par conséquent, deg(Qp) =n—m =n—m+r. Cela termine la démonstration
dans le cas J(a) =
Troisieme étape: Nous ramenons le cas J(a) # @ au cas précédent. Pour simpliﬁer

la rédaction nous supposons J(a) = {1, ..., r}. Nous notons d: = Zj' 1 €. Soit

A(B,log X):= {1t € [0, +oo[": Zﬁ(i)(ej)ti < BilogX (Vj)},
i1

Ze@(e])zjtznﬂ BlogX (<)

i=1

ZE(’)(ej)l, < BilogX G=r+1)

N, log X):= {te]0, +oo[":

Nous comparons /(X¥) a X~@A [ (XF) ou nous avons posé

I(XF) = // exp D (a)z; tdt
AB.log X) ;
I'xh) = // exp Zz(i)(a +0)t; + Z lnyj (dt
A'(B.log X) =1

i=1
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Un simple calcul fournit

XA (XP) = / / exp : Z 0 (a+ 5)1,} X
A(p,log X)

i=1

X lL[ (exp {ﬁjlogX — anﬁ(i)(ej)ti} — 1>dt, 4.11)
j=1 i=1
= I(Xﬂ)+0<2r:Rj>

=

ou

Ri=Xh // exp Z €a + e)t; {dt.
A(p.log X) i=1

L’intégrale de la définition de R; reléve du Lemme 4.1 ou card(J(a+e¢)) =7 — 1.
Nous obtenons ainsi

Ry < X P (log )=t = X P (log Xy~ 4.12)
et, grace a (4.11),
I(XP) = x=0+eh (XPy + O((log X)* 7).

Or lintégrale I'(X*) est associé a la famille de formes linéaires (DY et au vecteur
a + d, nous obtenons donc grace a (4.10)

X—((H—a,ﬂ)]/(xﬁ) > (log X)”
et, par conséquent,
IX%) > x“Plog X) .

Le point (iv) du Théoréme 2 est ainsi entiérement démontreé.
Nous indiquons que, dans le cas ou £0) =e¢; /oy pour je{l,...,m}\J(a), la
quantité X (@A [(XP) est clairement équivalente a

(logX)""””Vol{te [0, +oo[" " Y " tepti+ Y et < B (v]')}.

ieJ(a) i=m+1
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