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Amibes de sommes d’exponentielles

James Silipo

Résumé. Lobjectif de cet article est d’étudier la notion d’amibe au sens de Favorov pour les systémes
finis de sommes d’exponentielles a fréquences réelles et de montrer que, sous des hypotheses de

tielles a fréquences réelles est un sous-ensemble k-convexe au sens d’Henriques.

1 Introduction et énoncé du résultat principal

Soit P  C[uf', ..., u"] un systeme fini de polyndmes de Laurent en n variables
et V(P) son ensemble de zéros dans le tore (C*)"; si Log est 'application de (C*)"
dans R" définie par Log(u) := (log|u],...,log|u,|), u € (C*)",Vamibe Ap de P est
I'image de V' (P) sous l'application Log, soit

Ap = Log V(P).

La notion d’amibe pour un seul polynéme de Laurent a été introduite par Gelfand,
Kapranov et Zelevinsky [6] ol 'on trouve exposées ses propriétés fondamentales.
Des études plus raffinées ainsi que des généralisations et des applications diverses
de cette notion ont été faites par d’autres, parmi eux Forsberg, Passare, Rullgédrd,
Tsikh (dont les travaux [4, 5,12, 14, 15] étudient les relations entre 'amibe A, d’un
polynéme de Laurent p, son polytope de Newton I',, et les développements de Lau-
rent de la fonction rationnelle 1/p, ainsi que la notion d’amibe pour des fonctions
holomorphes plus compliquées), Einsideler, Kapranov, Lind [1] (qui étudient une
version non-archimédienne d’amibe déja introduite par Kapranov), ou Mikhalkin
(qui donne des applications de la notion d’amibe a la géométrie des courbes réelles
et tropicales [10,11]). En particulier, dans [6] on trouve la preuve du fait suivant.

Proposition 1.1 ([6])  Le complémentaire Aj, de Pamibe d’un (seul) polynome de
Laurent p wa qu’un nombre fini de composantes connexes et chacune de ces composantes
est convexe.

La proposition 1.1 n’est plus vraie si’on remplace p par une fonction holomorphe
sur (C*)" ayant une forme plus compliquée ou méme si I'on prend un systeme P de
polynomes de Laurent. En particulier dans ce dernier cas, les composantes connexes
de A$% ne sont plus en général des ensembles convexes; cependant, Henriques [7]
a observé que Aj vérifie une propriété plus faible qui s’exprime en des termes ho-
mologiques de la maniere suivante.
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Définition 1.2 ([7]) Soitk € N, S C R” un (k + 1)-sous-espace affine orienté et
Y C S un sous-ensemble. Une classe d’homologie (singuliere) réduite dans H(Y, Z)
est dite non négative si, pour tout point x € S\ Y, son image (sous le morphisme
induit par I'inclusion) dans Hy(S \ {x},7) ~ Z est non négative. Le sous-ensemble
des classes non négatives du groupe H(Y, Z) est noté I:I;(Y, 7).

Un sous-ensemble X C R” est dit k-convexe si pour tout (k+ 1)-sous-espace affine
orienté S C R”, la classe nulle est la seule classe non négative de Hi(S N X, Z) qui
appartient au noyau du morphisme Hy(S N X, Z) — Hi(X, Z) induit par 'inclusion.

Théoreme 1.3 ([7])  Soit P C C[zT!,...,z"] un systeme de polynémes de Laurent
tel que V(P) C (C*)" a codimension (k+1). Alors, A% est un sous-ensemble k-convexe.

Cet énoncé peut se lire comme un résultat d’injectivité partielle du morphisme
tes: He(S N A%, Z) — Hi(A%, Z) pour chaque (k + 1)-sous-espace affine orienté
S C R". Sik = 0, les morphismes ¢ s correspondant sont effectivement tous injectifs
(et dans ce cas le théoreme 1.3 se réduit a la proposition 1.1), par contre, des que
k > 0, les morphismes ¢4 s ne le sont plus que dans un sens conjectural (voir [11]).

Les travaux de Ronkin et Favorov autour des amibes soulévent des questions nou-
velles et tout particulierement intéressantes dans I’étude des certains sous-ensembles
analytiques globaux de C". En fait, les articles [13] et [3] adaptent la notion d’amibe
au cadre des fonctions holomorphes presque périodiques définies dans les domaines
de C" du type Tq := R" + if2, Q) étant un ouvert convexe de R". Il s’agit de la classe
AP(Tg) des fonctions ¢ € O(Tq) telles que ensemble {g(z +t) € O(Tq) | t € R"}
est relativement compact dans la topologie 7(Tg) induite sur O(Tg) par la conver-
gence uniforme sur les sous-domaines du type Tp, avec D € 2.

Définition 1.4  Soit 2 C R" un ouvert convexe non vide. Camibe d’un systéme fini
G C AP(Tq) est le sous-ensemble de R” donné par

AG = Im V(G),

ou V(G) dénote I'ensemble de zéros de G dans T et Im: T — € est Papplication
de prise de partie imaginaire sur chaque coordonnée.

Dans Favorov [3] on trouve la définition 1.4 dans le cas d’un systéme réduit a une
seule fonction et afin d’éviter toute ambiguité entre les notations Ap et Ag, on va
dorénavant indiquer les amibes au sens de Favorov (soit au sens de la definition 1.4)
par le symbole F.

Un cas bien particulier (mais néanmoins trés important') de fonctions de
AP(Tgn) = AP(C") est celui des sommes d’exponentielles a fréquences imaginaires
pures, soit les fonctions de la forme

(1) g(z) _ ZC)\(?KZ’A) _ ZC)\e(z,fi)Q

AEA A€A

1Un résultat profond de la théorie des fonctions holomorphes presque périodiques (le théoréme
d’approximation de Bochner—Fejér) assure que toute fonction g € AP(T() est la limite dans la topologie
7(Tq) d’une suite convergeante de sommes d’exponentielles & fréquences imaginaires pures.
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ouz € C", A C R” est un ensemble fini et ¢, € C* pour tout A € A (les vecteurs
—iX € iR" étant les fréquences de g). Toutefois, dans cet article on va plutét tra-
vailler avec les systemes finis de sommes d’exponentielles a fréquences réelles, soit les
systémes finis de fonctions du type f(z) = g(—iz), ou g est de la forme (1) ci-dessus,
donc pour un tel systéme on va dorénavant assumer la définition suivante.

Définition 1.5 Soit F un systéme de sommes d’exponentielles a fréquences réelles.
Lamibe au sens de Favorov de F est 'ensemble

Fr := Re V(F),

ou V (F) dénote 'ensemble de zéros de F dans C" et Re: C" — R” est 'application de
prise de partie réelle sur chaque coordonnée.

Comme remarqué dans les articles [3,13], si g € AP(Tg), puisquelle est holo-
morphe, chaque composante connexe de I'ensemble F, M {2 est aussi convexe. En
outre, si g (resp. f) est une somme d’exponentielles a fréquences imaginaires pures
(resp. réelles), 'ensemble R”\ Im V' (g), (resp. R"\Re V(f) ) n’a qu'un nombre fini de
composantes connexes convexes (voir [3]), donc la proposition 1.1 se traduit mot a
mot au cadre des amibes des sommes d’exponentielles a fréquences imaginaires pures
(resp. réelles).

SiTon passe aux systemes finis des fonctions de AP(Tg), la structure des amibes
devient considérablement plus compliquée. Cependant, dans le cadre des systemes
finis de sommes d’exponentielles a fréquences réelles (resp. imaginaires pures), la
théorie développée par Kazarnovskii [8] permet, d’'une part, de mieux comprendre
la structure des amibes au sens de Favorov associées a ces systémes et, d’autre part,
d’adapter au méme cadre le résultat d’'Henriques [7]. Pour énoncer notre résultat on
a besoin de quelques notations qui seront détaillées dans les sections suivantes.

Si F est un systeme fini de sommes d’exponentielles & fréquences réelles, on associe
a F une famille {F, },, de systemes “perturbés” du systeme F, I'indice x parcourant
un certain groupe de caractéres associé a F. On introduit ainsi une nouvelle notion
d’amibe en posant

Yr:=JReV(F,)
X

et Pon obtient le résultat suivant (voir Théoréme 3.2 et Théoreme 5.1 respective-
ment).

Résultat Soit F un systéme constitué par (k + 1) sommes d’exponentielles a fré-
quences réelles génériques, alors

(a)
Y =R"NYV(E,) = ReV(F),
X

en particulier Pamibe Y coincide avec I'amibe Fr au sens de Favorov;
(b) le complémentaire F% de ’'amibe de F est k-convexe dans R".
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La partie (a) fournit un expression plus concrete de adhérence de 'ensemble
Re V (F) et elle implique, entre autres, que Re V(F) = Re V (F, ), pour tout x. La par-
tie (b) constitue le pendant du théoreme 1.3 dans le cadre exponentiel. Les preuves
de (a) et de (b) utilisent la technique de perturbation par caractéres introduite depuis
longtemps par A. Yger [16,17] (puis utilisés par C. Berenstein et A. Yger) pour mon-
trer que certains systemes d’équations de convolution possédaient la propriété de la
synthése spectrale.” Uhypothese de généricité sur les fréquences du systeme F se jus-
tifie par le fait que notre démonstration fait appel a une méthode d’approximation
de F par des systemes a fréquences dans Q)" et que cette méthode prétend un controle
de la géométrie des fréquences de F et des systemes approchants.

2 Sommes d’exponentielles: définitions et notations

Dans cette section on rappelle toutes les notions et tous les résultats autour des
sommes d’exponentielles utilisés dans la suite.

Soit n € N* fixé et O(C") la C-algebre des fonctions holomorphes sur C”. Une
somme d’exponentielles sur C" est un élément de la sous-algebre 8, de O(C") en-
gendrée, en tant que sous-espace vectoriel complexe, par les fonctions de la forme
N ou A e €. Alors 8 dénote I'ensemble des sommes d’exponentielles non
nulles.

Si f € 8}, le spectre de f est le plus petit sous-ensemble Ay de C” tel que f
appartient au sous-espace vectoriel de S, engendré par 'ensemble des mon6mes
exponentiels {e® | X\ € As} (il sagit d’'un ensemble bien défini puisque la
famille {e*" } ccn est une base de 8, sur C), les fréquences de f sont les éléments
de son spectre Af. Le polytope de Newton de f € §; est 'enveloppe convexe
I'y := convAy C C" de son spectre Af. A toute f € 8} on associe la fonction
réelle ky donnée, pour z € C", par

k¢(z) := sup eRe@ N,

AEAf

la fonction ks n’est rien d’autre que I'exponentielle de la fonction de support du
polytope de Newton de f, calculée par rapport au produit scalaire Re( , ) sur C".

Dans cet article on utilisera des sous-algebres de S, a savoir les sous-algebres du
type 8, constituées par les sommes d’exponentielles a fréquences dans un sous-
groupe additif G de C". Souvent G sera 2", Q", R" ou iR". On parlera ainsi de
sommes d’exponentielles a fréquences entieres, rationnelles, réelles ou imaginaires pures;
on note que pour tout G, ona 8, ; = 8; N 8-

Un systeme de sommes d’exponentielles (en abrégé SSE) est un sous-ensemble non
vide et fini F de §. Pour un tel systéme F on pose I'r := ZfEF I's (la somme au
deuxiéme membre étant prise au sens de Minkowski). Lensemble des spectres de F
est lensemble {Af | f € F} et les fréquences de F sont les éléments de 'union des
spectres des f € F; F est dit a fréquences entieres, rationnelles, réelles ou imaginaires

2En ce sens, la présentation de ’'amibe de Favorov donnée dans (a) pourrait s’avérer intéressante du
point de vue des questions de petits dénominateurs inhérentes aux systémes a fréquences réelles non com-
mensurables.
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pures si chaque f € F l'est. On note, respectivement, Zf, vectq = et vectg = le
sous-groupe additif, le )-sous-espace vectoriel et le R-sous-espace vectoriel de C"
engendrés par les fréquences de F.

Si G C C" est un sous-groupe additif qui contient les fréquences de F, pour
tout homomorphisme x de groupes abéliens, du groupe additif G a valeurs dans
le groupe multiplicatif $! des nombres complexes de module égale a 1, x € Ch G :=
Homy(G,S"), on introduit le SSE F, := {f, € 8} | f € F}, ou, pour tout f € F,
on a posé

fi@) =) (e,

)\EAf

On observe que le groupe abélien S! est divisible, donc il est un objet injectif dans
la catégorie des groupes abéliens (voir [2]), ce qui est équivalent a la surjectivité de
I’homomorphisme de restriction p: Ch G — Ch Zy. On en déduit que 'ensemble
{F, C 8} | x € ChG} ne dépende que de F, quel que soit le sous-groupe additif G
de C" contenant les fréquences de F.

A tout SSE F on associe la fonction réelle bornée K[F] donnée, pour tout z € C",
par

|f(2)]
K[F(z) :=
‘ % k(2)

et a toute face A = Zfep Ag deI'r on associe le SSE
F*={f*e8;|feF},

appelé A-trace de F, obtenu en posant, pour f € F,

fA(z) = Z crel N

)\EAfﬁAf

Si A est une face d’un polytope I' C C", on écrit A < I et on note affc A le
sous-espace affine complexe de C" engendré par A.

Les notations que I'on vient de préciser permettent de reprendre certaines notions
introduites par Kazarnovskii [8].

Définition 2.1 ([8]) Un SSE F est dit régulier s’il existe ¢ > 0 tel que, pour chaque
A < T'p avec dime(affc A) < card F, on a K[FA] > «.

Théoréme 2.2 ([8])  Soit F un SSE régulier, alors Uensemble V (F), des zéros de F dans
C", est non vide si et seulement si dimc (affc I'r) > card F et dans ce cas sa codimension
est égale a card F.

Définition 2.3 ([8]) Lensemble des spectres d'un SSE F est dit fermé si pour toute

face A = zfeF Ay de I'p telle que dimc(affc A) < card F, il existe f dans F pour
lequel A soit réduit a un point.
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Proposition 2.4 ([8])  Un SSE dont I'ensemble des spectres est fermé est un SSE régu-
lier.

La condition de la définition 2.3 ne regarde que les spectres du systéeme (ou méme
juste les sommets des polytopes I's, f € F), donc si I'on fixe un nombre r < n de
spectres dans C" (resp. dans R") ainsi qu'un r-uplet (¢1, ..., ¢,) € N, on peut mon-
trer que 'ensemble des spectres d’'un SSE constitué par r sommes d’exponentielles
dont les spectres comportent respectivement ¢y, . .., ¢, fréquences, est générique-
ment fermé. On en déduit que si F est un SSE dont ’ensemble des spectres est fermé,
alors, pour tout x € Ch =, il en est de méme ainsi de F, ; en particulier, si V(F) # @
(soit si dim¢(affc I'r) > card F) alors V(F,) # @ et

codim V (F) = card F = card F,, = codim V (F,),

pour tout y € Ch =Zp.

3 Amibes: définition et premieres propriétés

Suite a une idée d’Alain Yger [16,17], on propose ici une nouvelle définition d’amibe
pour les systémes finis de sommes d’exponentielles a fréquences réelles.” On verra en
suite sous quelles conditions cette notion d’amibe coincide avec celle due a Favorov.

Définition 3.1  Soit F un SSE a fréquences réelles, G C C" un sous-groupe con-
tenant les fréquences de F. On appelle Y-amibe (ou simplement amibe, s’il n’y a pas
de confusion) de F le sous-ensemble Y de R" défini par

Yr:= U ReV(F)).
X€Ch G

Lamibe Y est bien définie car I'ensemble {F, C 8. | x € Ch G} utilisé dans
sa définition est indépendant du choix du sous-groupe additif G C C" parmi ceux
qui contiennent les fréquences de F. Ceci nous autorise entre autre a représenter
Pamibe Yr a 'aide du groupe G qui nous convient le plus. On remarque aussi que
si x € @, alors F et F, ont les mémes fréquences et donc les mémes Y-amibes:

Y = Yr,.

Proposition 3.2 Soit F un SSE a fréquences réelles, alors
(i) onalégalité
Ye=R"N U V(EF;
XECh Ep

(ii) Yr est un sous-ensemble fermé dans R" dont P'ensemble complémentaire est non
vide.

3Cette notion d’amibe pourrait s’adapter au cas plus général des systémes finis de fonctions holomor-
phes presque périodiques dans les domaines tubulaires de C".
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Preuve (i) Soit r le rang* de Zf et {wy, ..., w, } un systéme de générateurs libres de
=F, alors, pour tout f € F, on a 'expression

f(Z) — Z af,k(€i<w1"lmz>)kl . (ei<w,,lmz))k,e<k1w1+--»+k,w,,Rez)

keAy.,

ouAg, C /' estun sous-ensemble fini et ag; € C* pour toutk € Ay,,. Si§ € Y,
il existe un x € ChZpetunn € R" tels que f,.({ +in) = 0, pour tout f € F.
Par conséquent, si, pour tout 1 < j < 7, 6; désigne la détermination principale de
Pargument de x(w;), ona

fiE+in) = Z ap (O Mk (i O wn) )k gtttk €)
kGAfM-

pour tout f € F. Dong, si x’ dénote le caractere de = donné, pour 1 < j < r,
par x'(wj) = ¢1i) | on aura fi' (&) = fy(§ +in) = 0, pour tout f € F, soit
& € V(F,y). Lautre inclusion est triviale.

(ii) Si(&)qen C Yr est une suite convergeante vers { € R”, pour tout indice
q € N, il existe, grace a (i), un x, € Ch Zp tel que, qu (&) = 0, pour tout f € F.
En vertu de la compacité de Ch Zp, la suite (x4)qen C Ch Zp admet une sous-suite
(X4, )men qui converge vers un caractere x € Ch =f, donc

KO = lim f, (&,) =0,

pour tout f € F, soit { € Yr. Enfin, pour tout f € FonaYr C Yyet Yy # R” car
les zéros de f se trouvent coincés dans un cylindre a base bornée contenue dans R”
(voir [8]). [ |

Remarque 3.3 SiF est un SSE a fréquences réelles, on a évidemment

Y= U ?FX et Ype= () ?§X7

Y€ECh =g YECh =p

ainsi que les inclusions Re V(F,) C Ik, C Yr, en général strictes et valables pour
tout y € Ch Ep.

On va maintenant s’intéresser plus en détail aux rapports entre la notion d’amibe
que Pon vient de définir et celle due a Favorov. Le théoréme 3.6 fait le lien entre les
deux notions mais sa preuve utilise une version multidimensionnelle d’un théoréme
parfois dit d’Approximation de Kronecker (déja utilisée par Ronkin [13]) dont on
préfere ajouter ici une démonstation. On montre d’abord un lemme.

Lemme 3.4 Soit H C R" un sous-groupe (additif) fermé. Alors H = R" ou bien il
existe une forme R-linéaire 1 % 0 sur R" telle que y»(H) C 7.

4Puisque le groupe additif R” n’a pas de torsion, ses sous-groupes de type fini sont libres.
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Preuve Si r = 1 le lemme est une simple conséquence du fait bien connu qu'un
sous-groupe additif de R est soit dense soit discret. Par récurrence, on suppose que
le lemme soit vrai dans R’, pour tout s < r. Or, si H # R, il existe un sous-espace
linéaire S C R", de dimension positive et strictement plus petite que r, tel que 'image
de H, sous la projection orthogonale 7s: R” — S, constitue un sous-groupe discret de
S. Puisque 7g(H) est discret dans S, il existe par hypothése de récurrence une forme
R-linéaire 15 # 0 sur S telle que 1/)5(7T5(H)) C 7. La forme R-linéaire ) := 15 o 7
vérifie le lemme pour H C R". ]

Théoréeme 3.5  Soient wy,...,w, € R" vecteurs linéairement indépendants sur 7.
Alors le sous-groupe additif

G:={xeR |xj=(t,wj) +pjout eR", pjcZLetj=1,...,r}
est dense® dans R'.

Preuve Soit H 'adhérence de G. Alors H est aussi un sous-groupe et 'on va montrer
que H = R’. Si, par 'absurde, H C R, le lemme 3.4 implique qu’il existe une
forme R-linéaire ¢» # 0 sur R” telle que ¥(x) € 7Z pour tout x € H et donc a
fortiori pour tout x € G. En évaluant ¢ sur un point p de Z" C G, on trouve
Y(p) = qip1+---+qrps pour certains qi, . . ., q, € Z non tous nuls; d’autre part en
’évaluant sur un point du type

x = {(t,wr),...,{t,w,)) € G,
out € R” est arbitraire, on obtient
V) =qi{t,wr) +- -+ q{t,w,) = t, w1 + -+ qw,) €Z

pour tout t € R", ce qui est possible si et seulement si qjw; + - - - + gyw, = 0,d’ol1 la
contradiction. [ ]

Les preuves du lemme 3.4 et du théoréme 3.5 ont été obtenues en modifiant celles
que 'on trouve dans [9].

Théoreme 3.6  Soit F = {fi,..., f} C 8;pu s < n, tel que V(F,) = & pour tout
X € Ch Ef, ou bien tel que codim V (F,.) = s pour tout x € Ch Zp. Alors

Preuve Si V(F,) est vide pour tout x € Ch Ep, le théoréme est vrai trivialement.
Soit donc codim V(F,) = s (en particulier V(F,) # @), pour tout x € ChZEp.
Linclusion Yz O ReV(F) est évidente, on doit donc montrer que Re V(F,) C
Re V (F), pour tout x € Ch Zg. On suppose, par 'absurde, qu’il existe un x € Ch =¢

>On observe que des conditions diophantiennes portant sur les wy, ... ,w, “freinent” la vitesse de
Papproximation du point courant de R" par des points de G.
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etun pointx € R" NV (F,) qui n’est pas adhérent a Re V (F). Cela signifie qu’il existe
un € > 0 tel que la bande

D:={zeC"||x—Rez|]| <&}

ne contient pas de zéros de F. Si {wy, . . ., w,} est un systéme de générateurs libres du
groupe Zp et, pour 1 < £ < r, 6, est la détermination principale de 'argument de
X(wy), on a les expressions suivantes pour tout 1 < j <,

f](Z) _ Z a; k(ei(wl,lm z) )kl L (ei(wr,lmz> )kre(k1w1+~--+krw,,Re z)
keA,

et

fj,X(Z) _ Z aj7k(ei(91+<w1,lmz)))k1 . (ei(9,+<w,,lmz)))k,e<k1w1+--»+k,w,,Rez),
kGAJ‘

ol A; est un sous-ensemble fini de Z" et a; x € C* pour tout k € A;. Le théoréme 3.5
implique qu’il existe une suite (¢,,) C R" telle que, pour tout 1 < ¢ < r, on ait
limyy— 400 {we, ) = 0 mod 277, ce qui fait que, pour tout 1 < j < settoutz € C",
lim,, o0 fj(z +ity) = fj(2). Pour tout m € N, tout 1 < j < settoutz € C", on
pose

gim(2) == fi(z+ity),

donc limy, 400 gjm = fjy» ce qui fait que le systtme G, = {g1m, .-, &gm} “tend”®
vers F, si m tend vers I'infini. Or, puisque V(F)ND = &, onaaussi V(G,,)ND = &,
pour tout 1 € N, mais comme par construction codim V(G,,) = s = codim V (F,)
pour tout m € N, la version plusieurs variables du théoréme de Rouché fait que
V(F,) N D = & aussi. Ceci est absurde car par hypothese x € V(F,) N D. [ |

Corollaire 3.7 Soit F = {fi,..., i} C 8)ypn s < n, tel que V(F,) = & pour
tout x € ChEf, ou bien tel que codim V(F,) = s pour tout x € ChZp. Alors
Re V(F) = Re V(F,), pour tout x € Ch Zp.

Preuve Pour tout x € Ch Zp le systeme F, vérifie les mémes hypotheses que F donc
le théoreme 3.6 fait qu'on ait aussi Jp, = ReV(Fy) = JFp , d’autre part Yr = Yr,,
donc Re V(F) = Re V(F,). [ |

Corollaire 3.8 Soit F C 8, p. un SSE dont I'ensemble des spectres est fermé, alors

Preuve Il suffit de remarquer qu’a cause de la proposition 2.4, pour tout caractere
X € Ch Ep, le systeme F, est régulier. Or pour le théoréme 2.2 on n’a plus que deux
possibilités: ou bien V(F,) = @ pour tout x € Ch Zj, ou bien codim V(F,) =
card F pour tout x € Ch =f. |

6Didée d’approcher les fj.x par des translatées des f; a I'aide du théoréme 3.5 a été déja exploitée par
Ronkin [13].
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Corollaire 3.9 Soit f € S} ., alors' Yy = Re V(f) = Fy.

Preuve L'ensemble des spectres d’'un SSE constitué par une seule somme d’expo-
nentielles est toujours fermé. ]

Le lemme qui suit concerne le comportement des Y-amibes sous I'action d’'un
automorphisme C-linéaire de C" qui préserve R”, si ¢ est un tel automorphisme et F
un SSE a fréquences réelles, on pose

Fop:={fope8n | f€F}

Lemme 3.10  Soit F un SSE a fréquences réelles et ¢: C" — C" un isomorphisme

C-linéaire tel que p(R") = R". Alors

(i) Re[V(Fo)] =Re[¢~ (V(F)] =¢ ' (ReV(F);

(ii) Yr = @ (Yroge), ot o dénote adjoint de @ par rapport a la forme hermitienne
standard sur C".

Preuve (i) La premiére égalité est évidente. Six € Rep™! (V(F)) etz=x+1y €
¢~ (V(F)),onap(z) = p(x)+ip(y) dotRe p(z) = p(x), soitx € o~ (Re V(F)).
D’autre part, six € o~ (Re V(F)) , il existe un point ¢ € V(F) tel que Re { = ¢(x)
et comme ¢ est inversible, on a

x=p ! (Re(()) =Rep () € Rep ™ (V(F)).

(ii) Soit f € F, f(z) := ZAeAf cxel®V | alors, pourtout A € Ayona

(p"(2), A) = (N, 9*(2)) = (p(N), 2) = (z,p(N)),
d’ou

foe@= D comeV

P)ER(Ap)
et
Ch Epoge = {x © SO[PEEF) | x € ChEF}.

Ceci fait que, pour tout f € F et tout x € Ch =, on ait
fro@® = (fop)yop
ainsi on en déduit
ReV(F, o ¢") = ReV((F o @“)XOWI)

et, grace a (i)
Re V(F,) = ¢ (Rev( (F o ") 0p1) ) :

d’ou la conclusion en prenant 'union sur x € Ch Ep. ]
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Lemme 3.11  Soit F un SSE a fréquences réelles tel que le rang de Zf soit égale a
dimg(vecty =). Alors on a 'égalité Yr = Re V (F).

Preuve On suppose d’abord que, pour tout f € F, Ay C Z" et que Zf soit de la
forme = = {(my,...,m0,...,0) € R" | my,...,ms € Z},ous € {1,...,n}
dénote le rang de =p. Dans ce cas, pour déterminer 'amibe de F on peut utiliser
les caracteres du groupe Z"; donc si x € ChZ" est le caractére associé au n-uplet
(e, ...,e%),ou(b,...,0,) ER", fEFet\c Ay, pour tout z € C", ona

x()\)e@’k) — il tmiby) 2yt iz
_ e(zl+i91)m1+"'+(2’+i9")m‘

— plzHifN)

donc f,(z) = f(z +i0). On en tire que, pour tout x € Ch7Z", z € V(F,) si et
seulement si z + i € V(F), d’ott Re V(F,) = Re V(F) et pour le choix arbitraire de

x € Ch7" on déduit que Yr = Re V(F).
On passe maintenant au cas général. Supposons que le rang s de = soit égal

a dimg(vectg ZF) et soit {w,...,ws} un systtme libre de générateurs de Zp. Les
éléments wy, . ..,w; sont linéairement indépendants sur R car autrement le sous-
espace vectoriel de R" qu’ils engendrent, a savoir le sous-espace vecty =, aurait di-
mension plus petite que s. Ceci nous permet de compléter le systeme {wy, ..., ws}
en une base {wy, . .., Ws, Wst1, - - . ,wy } de R™. Soit A la matrice donnée par

wir o Wi

A=
Win - Whn

Alors, si B est inverse de A et ¢ 'automorphisme C-linéaire de C" représenté dans
les bases canoniques par la matrice B, on voit que ¢(R") = R", et qu'a moins d’une
permutation impaire des premieres s colonnes de A on peut supposer det o > 0. Ceci
implique Iégalité

©(Br) = {(my,...,ms0,...,0) € R" | my,...,m; € Z};

dong, avec les notations du lemme 3.10, la premiére partie de la démonstration nous
assure que Yro, = Re V(F o ), et un recours au lemme 3.10 nous donne

Yr = ¢(Yrop) = p(ReV(Fop)) = so(sa_l (ReV(F))) = ReV(F),
ce qui acheve la preuve. ]
Corollaire 3.12  Si F est un SSE a fréquences rationnelles alors

Yr = Re V(F).
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Preuve Au vu de lemme 3.11, il suffit de vérifier que le rang s de =f est égal a
dimg (vectg ZF). Pour cela, soit {w1, ...,w;} C Q" un systéme libre de générateurs
de Zr. Onas < nyeneffet,sij € {1,...,s}et

;= <PP) ,
qi1 qjn

avec pji,...,pjn € Letqji,...,qju € L*, alors, en posant
pi=peMc{q € Z|je{1,...,s},ke{1,...,n}};

on voit que i # 0, donc Ef est isomorphe a u=r et comme p=r C 7", on en tire que
s < n. De plus, wy, . .., ws sont Q-linéairement indépendants car en multipliant une
éventuelle relation de dépendance linéaire sur Q) par le plus petit multiple commun
des dénominateurs des coefficients de la relation, on obtient une relation sur Z, ce qui
est contraire au fait que les éléments wy, . . . , w; définissent une famille libre sur 7. Par
conséquent, on peut compléter {wy,...,ws} en une base {wy, ..., Ws, Wer1, ..., Wn}
de Q". Comme dans la démonstation du lemme 3.11, soit A la matrice donnée par

wir o Wn
A= . . s

Win - Whn

alors, si B est U'inverse de A et ¢ 'automorphisme C-linéaire de C" représenté dans
les bases canoniques par la matrice B, on a que p(Q") = Q" et, a moins d’une
permutation impaire des premieres s colonnes de A, on peut supposer det > 0.
Ceci implique I'égalité

p(vectq Zp) = {(my, ..., ms,0,...,0) € R" | my,...,ms € Q},
d’ou
dimp(vectg =f) = dimR(go(VectR EF)) = dimQ(np(vectQ Ep)) =s,
ce qui conclut la preuve. ]

Remarque 3.13 Le corollaire 3.12 a comme conséquence le fait que notre notion
d’amibe pour un systtme de sommes d’exponentielles généralise la notion clas-
sique d’amibe. En fait si P = {p,...,p,} C ClxF',...,xF'] est un systeme de
polynémes de Laurent non nuls, V(P) son ensemble des zéros dans le tore (C*)"
et Ap := LnV/(P) son amibe au sens classique, la substitution x; = €%, pour
j=1,...,n, transforme P en le SSE a fréquences entieres F := {fi,..., f,} C 8},

ou, pour 1 < k < retz € C", on pose

fi(2) == pr(e®, ... ™).
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Comme, pour tout j = 1,...,n,log|x;| = log|e*| = Rez;j, on en déduit que
Ap="Yr=TFr.

On remarque encore que pour un SSE F C 8, g+ on peut aussi considérer 'amibe A
au sens classique, soit 'image de V (F)N(C*)" sous 'application Log. Cependant cette
approche semble inefficace car, d’une part elle “renonce” a une partie des zéros de F
(ceux qui pourraient avoir quelque coordonnée nulle) et, d’autre part, elle semble
négliger la structure combinatoire de F.

Exemple 1 Soity € R\ Qet f € 8] donnée, pour z € C, par
. s 1 —z 1 _ z z
f(z) = cos(iz) +sin(iyz) — 2 = E(e + &) + ?(e %) — 2.
i

Lensemble Re V (f) n’est pas fermé’” dans R donc Re V(f) C Yr. En effet, si z est
imaginaire pur, f(z) = 0 si et seulement si cosiz = 1 et sin(iyz) = 1, soit si et
seulement si iz € 272N ((7/27) + (27/7)Z) = @, en particulier 0 ¢ Re V(f).
D’autre part, si x € Ch =y est tel que x(1) = 1 et x(v) = —i, on a bien f,(2) =
cos(iz) + cos(iyz) — 2, d’ou £,(0) = O et donc 0 € Yy = Re V(f). Puisque le rang
du groupe = est égale a 2, on voit que le lemme 3.11 est en général faux si le rang de
= est plus grand que dimg(vectg ZF).

Exemple2 Soity € R\ Qet f € 8] donnée, pour z € C, par
f@) = (€ =1 —¢).

Alors Re V(f) = {0,1} = Y; malgré les hypotheses du lemme 3.11 ne soient pas
satisfaites. La condition énoncée dans le lemme 3.11 est donc suffisante mais pas
nécessaire pour qu’on ait J r = Re V' (f).

Exemple3 Soity € R\ QetF = {f,g} C 8}y, ou f et g sont données, pour
z € C, par f(z) = cos(iz) + sin(iyz) —2 et g(z) = ¢ — 1. Il Sagit d’un systeme
qui n’a pas de solutions (car f n’a pas de zéros imaginaires purs alors que g n’a que
de tels zéros), donc Re V(F) = @. D’autre part Yr # & car 0 € V(F, ), ol x désigne
le caractere tel que (1) = 1 et x(y) = —i. Donc il existe bien de systemes F C §;, .
qui n’ont pas de zéros et dont 'amibe Yr n’est pas vide. Dans ces cas 'amibe Y est

trop grande (donc peu intéressante) et le théoreme 3.6 est faux.

4 k-convexité selon Henriques

Dans cette section on va faire quelques remarques autour de la notion de k-convexité?
pour un ouvert d’un espace affine réel telle qu’elle a été introduite dans [7], auquel

7Une preuve directe de ceci n’utilisant pas le langage des amibes m’a été signalie par Michel Balazard,
qui m’a aussi communiqué Pexemple 1 dans le cas y = v/2.

8Le terme k-convexité nest pas nouveau en mathématiques, il existe en fait en analyse complexe de
plusieurs variables ainsi qu’en analyse fonctionnelle. Néanmoins ces notions analytiques ne ressemblent
pas a la notion présentée par Henriques, qui parait quand méme assez nouvelle. On mentionne aussi que
Mikalkhin [11] a introduit, sous le méme nom de k-convexité, une notion plus forte que celle d’Henriques.
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on renvoie pour toutes les définitions, les détails techniques et tous les résultats que
Pon évoquera dans la suite, en particulier en ce qui concerne le complexe des chaines
polyédrales.

Si @ # X C R" est un ouvert, on note AC(X) le complexe des channes
polyédrales de X, il est obtenu comme le quotient du complexe P'C4(X) de chaines
linéaires par morceaux de X modulo la relation ~ d’équivalence géométrique de ces
chaines. Sioc = 27:1 Ajoj € PLCL(X), avec Aj # O pour tout jetc = [o]. €
ACi(X), on rappelle que le support Supp o de o est 'union des images des chaines
0 qui apparaissent dans 'expression de o et que

Suppc:= () Supp T,
T~O
ce dernier étant bien défini en vertu du lemme 2.4 dans [7]. On rappelle aussi que
I’homologie du complexe 2C,(X) est isomorphe a ’homologie singuliere de X ([7,
lemme 2.2]), donc dans toute question de k-convexité pour un ouvert X d’un espace
affine réel, on pourra utiliser ’homologie du complexe 2C4(X) au lieu de celui des
chaines singuliéres de X.

11 faut remarquer que, si k € N est fixé, la k-convexité dans R” ne devient intéres-
sante que pour n > k+ 2, sinon tout sous-ensemble de R” est k-convexe. Des simples
exemples sont le complémentaire d’une union finie de droites dans R®, qui est 1-
convexe mais qu’il n’est pas 0-convexe’ et, plus en général, le complémentaire d’une
union finie de k-sous-espaces affines dans R¥*2, qui est k-convexe mais il n’est pas
{-convexe, pour ¢ < k. Par contre, le complémentaire d’un ensemble fini de points
dans R® n’est pas 0-convexe, ni 1-convexe (mais il est trivialement 2-convexe).

La “faiblesse” de la notion de k-convexité croit avec k.

Lemme 4.1 Soit X C R" un sous-ensemble non vide et soit k € N. Alors, si X est
k-convexe, il est aussi (k + 1)-convexe.

Preuve On suppose par absurde que X soit k-convexe mais qu’il ne soit pas (k + 1)-
convexe. Il existe donc un (k + 2)-sous-espace affine orienté S de R” qui rencontre
X et il existe aussi une classe non nulle ¢ dans ﬁk* 1(S N X,7Z) dont 'image (sous le
morphisme induit par I'inclusion), dans Hi.1(X, Z) est nulle. Soit alors o un (k + 1)-
cycle non négatif dans S N X qui représente la classe c et S’ est un (k + 1)-sous espace
affine orienté de S tel que l'intersection ¢’ := §’' N o soit le support d’un k-cycle
non négatif et non trivial contenu dans S’NX (un tel sous-espace existe car autrement
o représenterait la classe nulle de I—~I,:2r1 (SNX,7Z)). Puisque o représente la classe nulle
dans Hy, (X ,7.), on déduit que o’ représente la classe nulle dans Hy(X ,7), ce qui est
contraire a la k-convexité de X. [ |
On termine la section par le lemme suivant.

Lemme 4.2 Soit p: R" — R" un isomorphisme d’espaces affines orientés qui
préserve Uorientation. Alors si X C R” est k-convexe, p(X) lest.

9Un autre exemple assez explicatif d’un tel sous-ensemble m’a été signalé par Mikael Passare; il s’agit
du complémentaire d’une “tour Eiffel” dans R> dont la “pointe” et les “pieds” tendent vers 'infini.
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Preuve Si X = o, il n'y a rien & montrer. Sinon, la restriction de ¢ a X induit
un homéomorphisme de X sur ¢(X) donc un isomorphisme en homologie réduite
@it Ho(X) — He(@(X)). En outre, comme ¢ préserve 'orientation, pour tout
(k + 1)-sous-espace affine orienté S de R” qui rencontre X, ¢©(S) est un sous-espace
affine de R” qui est isomorphe a S, en tant qu'espace affine réel orienté, et qui ren-
contre ¢(X); d’autre part, tout (k+ 1)-sous-espace affine orienté de R” qui rencontre
©(X) est de la forme ¢(S) pour un unique S. Enfin, pour tout (k + 1)-sous-espace
affine S de R" qui rencontre X et tout x € S\ X, I'isomorphisme ¢ induit un isomor-
phisme

0 2= Hp(S\ {x}) — Hk(SD(S) \ {‘P(x)}> =1,

qui, comme on le voit facilement, n’est rien d’autre que 'isomorphisme identité. On
peut donc conclure la démonstation, en fait, pour tout (k + 1)-sous-espace affine
orienté S de R” qui rencontre X et toutx € S\ X,

H ((8) N (X)) \ {0} = ¢ (H{ (SN X) \ {0})

et de plus le diagramme suivant

Hi(9(9) Np(X)) — Hi(¢(S)\ {p(x)})

l o l i

H(SNX) ——— H(S\ {x}) =17
(ot les fleches horizontales sont induites par 'inclusion), est commutatif. ]

5 Le complémentaire de 'amibe

Dans cette section on démontre un résultat sur le complémentaire I de 'amibe d’un
SSE F a fréquences réelles qui constitue le pendant du théoréme 1.3. Pour cela, on
aura besoin d’une hypothése géométrique sur les fréquences de F, a savoir ’hypothese
que 'ensemble des spectres de F est fermé.

Théoreme 5.1 ~ Soit F C S} y. un SSE dont 'ensemble des spectres est fermé. Si F est
constitué par (k + 1) sommes d’exponentielles, le complémentaire I, de Pamibe de F est
un sous-ensemble k-convexe de R".

Preuve L'ensemble des spectres de F est fermé donc Fr = Yr et, pour tout y €
Ch =, le SSE F, est régulier. Si dimc(aff¢'r) < (k + 1), pour tout x € ChEp,
ona V(F,) = &, donc Yz = R” qui est évidemment k-convexe. Par contre, si
dimc(affc I'r) > (k+1), Pensemble analytique V' (F, ) est non vide et de codimension
(k+ 1) dans C", pour tout y € Ch Ep. En particulier, @ # Yr # R". On conduit la
démonstation en trois étapes.
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(i) Si Ay C 7" pour tout f € F, 'amibe Yr coincide avec I'amibe (au sens
classique) Ap d’un systeme P de polyndmes de Laurent de n variables tel que la codi-
mension, dans (C*)", de '’ensemble algébrique V (P) est égale a (k + 1). Grace au
théoreme 1.3, on peut conclure que Y5 est k-convexe dans ce cas.

(ii) On suppose maintenant que Ay C Q" pour tout f € F, et comme dans la
démonstration du corollaire 3.11, on peut trouver un automorphisme C-linéaire ¢
de C" tel que p(R") = R", detp > 0, et (=F) C Z". Ainsi, avec les mémes notations
quau lemme 3.10, on a

yF = @a(yFoap“) et y;‘ = Qpa(y;ow)

car 'adjoint ¢” de ¢ est aussi bijectif. En outre, le fait que ¢ soit un isomorphisme
implique que I'ensemble des spectres du systeme F o (% soit aussi fermé, donc
dimc (aff¢ [rope) > (k + 1), et codim V(F o %) = (k+1).

Or, comme Zpope = @(Zf) C 2", la premiere partie de la démonstation montre
que P'ensemble Y, .. est k-convexe dans R” et vu que det” > 0 un recours au
lemme 3.10 permet de conclure la démonstation dans ce deuxiéme cas.

(iii) On passe donc au cas général ou Ay C R" pour tout f € F. Si {wy,...,w,}
est un systeme libre de générateurs de =, on aura

f(z) = Z af’kekl<Z’w1>+'“+k'<z7wf>7

kGAf_w

ou A, C 7' est un sous-ensemble fini et asx € C* pour tout k € Ay,,. Pour tout
j e {L,...,r}, soit (wjeen C Q" une suite convergeante vers w; et, pour tout
¢ € N, soit F1 := {1 € §,x | f € F}, ot f1! est la somme d’exponentielles
donnée par
f[@] (Z) — Z af.kekl<z,w1_f>+---+k,<z,w,_[)'
keAs,,

On voit ainsi que, pour tout f € F, la suite des polytopes (I i1 )¢en converge vers le
polytope I'y pour la métrique de Hausdorff; par conséquent, pour £ assez grand,
ensemble des spectres du systeme FU' est aussi fermé (donc FI*) est régulier) et
dimc (affc I'pn) > (k + 1). Ceci implique que, pour ¢ assez grand, 'ensemble analy-
tique V (F!)) est non vide et de codimension (k + 1) dans C". D’autre part, pour tout
f € F, le supportde f ] est contenu dans Q", donc, en vertu de la deuxiéme partie
de la démonstation, on sait que pour £ assez grand, 'ensemble Y, est k-convexe.

De fagon analogue, pour tout y € Ch =g et tout £ € N, on peut définir (F,)!"), et
puisque, pour tout x € Ch Zf, tout ¢ € Nettout f € F,ona Afm = A(fx)[” c O,
on peut également conclure que pour tout caractere x € Ch Ep et pour £ assez grand,
I'ensemble HfFX)W est k-convexe.

Puisque @ # Yr # R", il existe un (k + 1)-sous-espace affine orienté S de R" tel
que @ # SNY% # S. Soit S un tel sous-espace affine (d’espace vectoriel sous-jacent
Es) et supposons, par Pabsurde, qu'il existe une classe v € H;f (SN Ys) \ {0} dont
I'image est nulle sous le morphisme

v He(SNYS) — Hi(YS)
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induit par I'inclusion; il s’agit de montrer que Pexistence d’un tel élément conduit a
une contradiction. On choisit pour cela un représentant c de v dans le groupe GkA (SN
Y%) (Cest-a-dire un k-cycle affine par morceaux de louvert S N Y% de lespace affine
(k+1)-dimensionnel S); gréce au lemme 2.7 de [7], il existe une unique (k+1)-chaine
affine par morceaux C de €%, (S) (dépendant de ¢) telle que IC = c et I'hypothese
que la classe d’homologie de ¢ dans S N Y% soit non nulle équivaut (pour le méme
lemme 2.7 de [7]) a ce que le support de C ne soit pas inclus dans Y5; il existe donc
un caractere x, de = tel que le support de C n’est pas inclus dans SN (Re V(FXO)) ‘.

En outre, comme Supp ¢ C Y5, on voit que la classe nulle de H(Y5) peut étre
représentée par le cycle ¢, donc il existe un élément D € €% (Y%), tel que dD = ¢
dans Y¢.

On admet pour I'instant qu’il existe L € N tel que pour tout ¢ > Lona

é c
(+)% Supp ¢ U Supp D € Yy

pour tout x € Ch =, dong, pour £ > L, la relation (*)f(v implique que ¢ représente
une classe d’homologie v, , de Hx(S N yEFXn)[”) dont I'image est nulle sous le mor-
phisme

Lot Hk(s N yprU)[[]) B ﬁk(ngXU)[[] ),

induit par I'inclusion. En outre, 'hypothese v € ITI,:r (§NY%) implique que, si £ >
onany, € H (SN HEF e ). En fait si, pour £ > L et x appartenanta S \ ‘3 > Ux
dénote le générateur standard du groupe de cohomologie de de Rham H’ sR(S \ {x}),

_ &~
Vs 3= <k+1>%k+1z( et 46

(541 étant le volume (k+ 1)-dimensionnel de la sphére (k+ 1)-dimensionnelle), on a
J. vx > 0lorsque x € Supp C, ou alors [ v, = 0 lorsque x ¢ Supp C. Sil’on change
de représentant pour 7, ¢, il est facile de voir (par le théoréeme de Stokes) qu'aucune
des deux intégrales ci-dessus peut devenir négative, donc, grace au lemme 3.2 de [7],
sif > L, la classe v,, ¢ est non négative dans Hy(SNYe (F, )1,) D’autre part,si ¢ > L,

la k-convexité de 9 (F,, )10 implique que v, ¢ représente la classe nulle dans le groupe
Hi (SN yEFw)[”)’ soit Supp C C yngo)[”'

La contradiction attendue viendra alors du fait que 'on sait que le support de
C nest pas inclus dans S N Re(V(F,,)) ‘. En fait on peut trouver un point x €
SNRe(V(F,,)) quiappartient aussi a I'intérieure relatif de Supp C, donc il existe un
voisinage W de x tel que W N S soit entierement contenu dans Supp C. Si y € R" est
tel que z := x+iy € V(F,,), lintersection de V (F,,) avec U := S+i(y+Es), constitue
un ensemble analytique discret dans C". Soit donc B, dans C" une boule ouverte de
centre z qui ne contient pas d’autres points de V(F,, ) N U. Pour ¢ assez grand,
Pensemble analytique V ((F,,)!")) N U est aussi discret et, dans ce cas, la version en
plusieurs variables du théoréeme de Rouché assure que cet ensemble admet dans B,
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le méme nombre d’éléments que V(F,,) N U y admet, soit un seul élément, que 'on
note z; := x¢ + iyy.

Il est clair que la suite des points z; tend vers z et, en particulier, que les points
de la suite (x;) appartiennent 8 W N S, pour ¢ assez grand. Mais alors on a trouvé
la contradiction attendue, car, pour ¢ assez grand, on a d’'une part x; € Y,y et
d’autre partx, € W NS C SuppC C HEFXU)[”'

Pour terminer la démonstation, il nous reste a prouver qu’il existe L € N tel que,
pour tout £ > L, la relation (*)f( est vérifiée pour tout x € Ch Zr. On commence
par remarquer qu'il existe un nombre fini m de boules fermées B(x;, £,,), 1 < s < m,
telles que

m

Supp cU Supp D C | B(xs, ex,) C Y.

s=1
11 suffit de montrer que, pour chaque 1 < s < m, il existe un Iy € N tel que, pour
tout entier £ > I, on ait B(x;, &,,) C HZFX)[[], pour tout x € Zf, et prendre en suite
L := max{l; | 1 < s < m}. On prouve ceci par I'absurde; on suppose que pour un
certain s, 1 < s < m, il existe une suite strictement croissante (£,) C N et une suite
(Xq) C Ch E telles que

B(x57 6xs) N y(FXq)[hﬂ # .

Comme, pour toutg € N, Y (B = Re V( ( qu)[éq]) , on déduit Pexistence d’une
Xq

suite de points &; de B(x,, €,,) et d’une suite de points 7, de R" tels que, pour tout
f € Fettoutq € N, on ait (fxq)[m(fq +ing) = 0, soit

(fi)(&) =0,

ou, pour tout g € N, X4 = X4Kq Kq désignant le caractere de = donné, pour
1 < j <, par kglwj) = ¢ it) | Par compacité de B(x,, ex,) et de Ch Zf, on
extrait une sous-suite (&, ) et une sous-suite (,, ) convergeantes respectivement vers
un point £ de la boule B(x;,, 5. ) et un caractere ¥ de Ch Zp; en passant a la limite, on
a dong, pour tout f € F,

0= lim (f;,)1(&) = f(©),
ce qui est absurde, vu que & € B(x;,e,) C Y5. []

Remarque 5.2 Le théoréme 5.1 n’est d’aucune utilité pour les SSE constitués par n
sommes d’exponentielles en # variables, car tout sous-ensemble de R" est (n — 1)-
convexe.
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