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l Soit V une varieteX) complexe et soit / le champ de tenseurs de type

(1,1) de V definissant la structure complexe de V. Un champ de vecteurs1* £

sur V sera dit conforme si / ίξ, rf] = lξ, Iη] pour tout champ de vecteurs -η sur

V. On designera par α Γensemble de tous les champs de vecteurs comformes

sur V. a est une sous-algebre de Lie de Γalgebre de Lie de tous les champs de

vecteurs sur V. Si V est compacte, α est de dimension finie et s'identifie avec

Γalgebre de Lie du groupe de Lie A(V) d'homeomorphismes analytiques de V

[21 De plus, si ξ, η e α, on a Iξ, / ? 6 o et /[£, yf] = [f, Irβ = [/?, 77]. On peut

done definir une structure d'algebre de Lie complexe de a en posant V - 1 ξ = /f

pour tout f e α .

Une variete kaehlerienne est, par definition, la couple (V, g) d'une variete

complexe V et d'une metrique kaehlerienne g de V. On designera par fl Γalgebre

de Lie de tous les champs de vecteurs de Killing de la variete kaehlerienne

(Vtg). On verra que, si V est compacte, G est une sous-algebre de α (Lemme

3). On dira qu une variέtέ kaehlέrienne compacte satis/ait a la condition (P) si

Von a α = 0 + / 0. Cette condition signifie que le sous-espace complexe de α

engendre par 9 coincide avec a. Si une variete kaehlerienne compacte satisfait

a la condition (P), Γalgebre de Lie α est reductive. En effect, la variete V

etant compacte, le plus grand groupe d'isometries de (V, g) est compact et par

suite son algebre de Lie qui s'identifie avec 0 est reductive. Si Γon designe par

if la complexifiee de 0, 0C est aussi reductive. Puisque Γon a α = 0+ 7 0, il existe

un homomorphisme naturel de 0C sur Γalgebre de Lie complexe α et par suite

α est reductive. Soit, reciproquement, V une variete complexe et compacte telle
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χ) Les varietόs considerees ici seront supposόes connexes et les champs de tenseurs

seront indόfiniment diίϊerentiables.
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que Γalgebre de Lie α soit semi-simple et supposons que V admet une metrique

kaehlerienne h. Soit AQ{V) le plus grand groupe connexe d'homeomorphismes

analytiques de V et soit G un sous-groupe compact maximal de AQ{V). Pour

tout (/GGon designe par σ*h la transformee de h. a eant un homeomorphisme

analytique de F, σ*h est aussi une metrique kaehlerienne de F. Si Γon pose

g= \ σ*h dσ, g est une metrique kaehlerienne invariente par G. Soit 0 la sous-

algebre de Lie de α correspondant au sous-groupe G de AQ(V). G etant un

sous-groupe compact maximal de Ao(V), Q coincide avec Γalgebre de Lie

de tous les champs de vecteures de Killing de la variete kaehlerienne (Vfg).

L'algebre de Lie α etant complexe et semi-simple et G etant un sous-groupe

compact maximal de AQ(V), le sous-espace complexe de α engendre par 0

coincide avec α. (V,g) satis/ait done a la condition (P).

Soit g une metrique kaehlerienne sur une variete complexe V. On dira

que la metrique g est dΈinstein si ga = -£• Rtj (i, j = 1, 2, . . ., 2n, 2n = dim F),

oύ Zfty designent les composantes du tenseur de Ricci et λo designe un certain

nombre reel. On demontrera le theoreme suivant.

THEOREME 1. Soit (V, g) une variέtέ kaehlέrienne compacte dont la metri-

que g est d'Einstein. Alors (F, g) satis/ait a la condition (P) et par suite le

groupe d'homέomorphismes analytiques de V est rέductif.

Soit maintenant (F, g) une variete kaehlerienne compacte. Par la dualite

definie par la metrique g il correspond a tout champ de vecteurs sur F une

1-forme. On designera par α* (resp. par 8*) Γespace vectoriel des 1-formes cor-

respondant aux champs de vecteurs dans α (resp. 9). Les 1-formes appartenant

a α* (resp. 0*) seront appelees les formes conformes (resp. les formes de Killing).

On demontrera le theoreme suivant.

THEOREME 2. Soit (F, g) une variέtέ kaehlέrienne compacte et supposons

que le premier nombre de Betti de V soit nut. Alors pour que (F, g) satisfasse

a la condition (P), il faut et il suffit que a* = a* Γί δC2 4- α* Π dC\ ou Cp (p = 0, 2)

designe Γespace vectoriel des p-formes de V et d et δ dέsignent les operateurs

de diffόrentiation et de codiffέrentiation respectivement.

Le theoreme 1 et un theoreme de Koszul [4] nous conduiront au theoreme

suivant.
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THEΌREME 3. Soit V une ifariέtέ complexe et compacte et supposons que le

groupe A(V) d'homeomorphismes analytiques de V soit transitif sur V. Si le

groupe fundamental de V est fini et si la caractέristique d'Euler de V nest pas

nulle, le groupe de Lie A( V) est semi-simple.

2. Soit (V, g) une variete riemannienne compacte. On designe par d et

δ respectivement les operateurs de differentiation et de codifferentiation, par Δ

le laplacien de G. de Rham et par K Γoperateur sur les 1-formes deίini par

K : ai—>Rija\

oύ Rij designent les composantes du tenseur de Ricci.2) Pour toute 1-forme a

on a

(1) (Acc)k= -PΨtak + Kia)!,.

Supposons maintenant que (V, g) soit une variete kaehlerienne. Les com-

posantes Rij du tenseur de Ricci veriίient les relations RijUFi = Rku Ik designant

les composantes du tenseur / definissant la structure complexe de V. On en

deduit facilement que R{l) = ΓkRj et ceci montre que Γon a

(2) K(Ia)=IK(a)

pour toute 1-forme a. Les derivees covariantes du tenseur / etant nulles, on

deduit de (1) et (2) la formule

(3) Δ(Icc)=IΔ(cc).

Nous rappelons ici des resultats dils a Bochner, Yano et Lichnerowicz.

LEMME 1.3) Soit (y, g) une υariέtέ riemannienne compacte. Pour quune

1'forme y sur V soit une forme de Killing, il faut et il suffit quelle satisfasse

aux canditions Δ-η = 2K(-η)y δη — O.

LEMME 2.4) Soit (V, g) une variέtέ kaehlerienne compacte et soit ξ une

forme conforme. On a alors Δ(ξ) ~2K{ξ).

LEMME 3. Soit (V, g) une υariέtέ kaehlέrienne compacte. Pour quune

1-forme Ί\ soit une forme de Killing, il faut et il suffit que -η soit conforme et

2> Pour le signe du tenseur de Ricci nous suivons celui de [1] et [9].
3 ) Yano [8] et Lichnerowicz [7].
4 ) Bochner [1] et Yano-Bochner [9], p. 133. M. Yano m'a ecrit qu'il a dimontre que

la condition Δϊ — 2K(£) est suffisante pour que ξ soit conforme.
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En effet, si y est conforme et si δy — O^y est une forme de Killing par les

lemmes 1 et 2. Soit, reciproquement, y une forme de Killing. On designera par

la meme lettre y le champ de vecteurs de Killing correspondant a la forme y.

y etant de Killing, la derivee de Lie θ(y) a d'une forme harmonique a est nulle.

Soit K la forme de Kaehler associee a la metrique kaehlerienne g. Pour les

champs de vecteurs ξ, C sur V on a K(ξ, C) - gilξ, C). La forme K etant har-

monique, on a (θ(y)K)(ξf ζ) = θ{y)(g(Iξ, O) -gilίy, £], C) -#(7f, D?, C]) - 0 pour

tout champ de vecteurs f, C sur F. D'autre part, on a θ(y)g=0 et par suite

(θ(y)g)(Iξ, ζ)=θ(y)(g(Iξ, C))-giLy, 7£], C) -£(/£, b , C]) =0. On en deduit que

/ h , ?] = Ly, Kl. y est done conforme. Le lemme 3 est ainsi etabli.

LEMME 4. Soit (F, ̂ ") z/ŵ  υariέtέ kaehlέrienne compacte et soit C wwe forme

de Killing sur V. On a alors dK = 0.

Par le lemme 3 C est conforme. Soit (za)(a^l, . . ., n) un systeme de

coordonnees complexes locales et soit (Cα, Cs) (α: = 1, . . ., w) les composantes

de C. C etant conforme et de Killing, on a FaCP = F«C^O, Γtt

U, 0 = 1, . . ., w). De plus, (7C)Λ = V z a Cβ et (7C); = -V̂ T̂C Cs. Alors

(J7C)^-Fa(7C)P-Fp(7C)a = vZ Γΐ(FaCβ-FpC ( ί) = 0 et (rf7Oβπ = F*(7C)β-Fp(7C)β =

- V ^ (FaCp 4- FpCa) = 0. On obtient done dK - 0.

LEMME 5. Soit (F, ^) wŵ  υarietέ kaehlέrienne compacte et soit φ une

fonction diffέrentiable sur V. Pour que Idψ soit une forme de Killing, il faut

et il suffit que ψ satisfasse a ΐέquation

(4)

En effet, si Idψ est une forme de Killing,. elle est conforme par le lemme

3 et par suite dψ = — I(Idψ) est conforme. Par le lemme 2 la fonction ψ satis-

fait a Γequation (4). Soit, reciproquement, ψ une fonction differentiate sur F

satisfaisant a Γequation (4). D'apres les formules (2) et (3) on a Δ(Idψ) =

2K(Idφ). D'autre part, δldφ = -VJ)Vj<p= -li'FiΓjφ= - IikFiFkφ. Puisque

pk= _jki e t q u e FiFkψ-VkFiψ, on a IikFiFkψ = O et par suite δldψ^O. La

forme Idψ est done une forme de Killing par le lemme 1.

II resulte des lemmes 4 et 5 le corollaire suivant.

CORLLAIRE. Soit (V, g) une υariέtέ kaehlerienne compacte telle que le pre-

mier nombre de Betti de V soit nul Toute forme de Killing C sur V sέcrit
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ζ = Idφ, ou ψ est une fonction differentiάble satisfaisant ά Vέquation (4).

On va demontrer le theoreme 1. Soit (F, g) une variete kaehlerienne com-

pacte dont la metrique g est dΈinstein et soit Rij = -κ-gij. On a alors 2K{a)

= λo a pour toute 1-forme a. Si done ξ est une forme conforme, on a Δξ = λo ξ.

Supposons d'abord que λ0 ^ 0 et posons a = -y- ξ. On a alors ξ = Δa =

Posons δ ώ = 77. Alors Jr; = ddJα = δd(λoa) = Λoτ? et δy = 0. 7? est done une

forme de Killing. D'autre part, si Γon pose δa = φ, on a Jύfy> = Δdδoc — dδΔa —

λodδa = λodφ. Done Idψ - Idδa est une forme de Killing par le lemme 5. Si Γon

pose ξ = -Idψ, ξ est une forme de Killing et on a dψ = dδa = Iξ. On a done

demontre que toute forme conforme ξ s'ecrit ξ = η + /C, 7? et C etant des formes

de Killing. Inversement, si :η et ζ sont des formes de Killing, ξ = 7? + K est

conforme. On a done α* = Q*-f 7 0* et cette relation est evidemment equivalente

a la condition (P).5) Soit maintenant λo = 0. Alors Rij - 0 et par suite iΓ(αr) = 0.

Si done ξ est une forme conforme, on a Δξ = 0. £ est ainsi harmonique et par

suite <5£ = 0. Par le lemme 1 ξ est une forme de Killing. Inversement toute

forme de Killing est conforme. On a done α* = 9* et par suite α = β = Q+/ β.

Dans ce cas le plus grand groupe connexe d'homeomorphismes analytiques de

V est un tore complexe, parce qu'il est un groupe de Lie complexe et compact.

Le theoreme 1 est ainsi demontre.

Soit maintenant (F, g) une variete kaehlerienne compacte. On designe

par ί)1 Γespace vectoriel des 1-formes harmoniques de V et par Cp {p = 0, 1, 2)

Γespace vectoriel des ^-formes de V. D'apr&s le resultat bien connu de Kodaira-

de Rham, on a C1 = tf + dC* + δC2 (somme directe). Ϋ + δC2 (resp. tf + dC*) est

le sous-espace de C1 de tous les 1-formes a telles que δa = 0 (resp. da = 0). II

resulte de la et des lemmes 3 et 4 que 0* = α* Π (ί)1 + £C2) et que / 9 * C Q * Π

(Ϋ + dC°). Supposons maintenat que le premier nombre de Betti de V soit nul.

On a alors tf = (0). Soit ύty> e 0* Π JC°. Par les lemmes 2 et 5 Idψ - - C est

une forme de Killing et dψ = 7C. On a done /#* = α* Γ\ dC°. Par suite, pour

que la variete kaehlerienne compacte (V, g) satisfasse a la condition (P), il

faut et il suffit que α* = a* Γ\ δC2+a* Π dC°. Le theoreme 2 est done demontre.

Soit maintenant V une variete complexe et compacte telle que le groupe

fundamental soit fini et telle que la caracteristique dΈuler ne soit pas nulle.

Si λo<O, on a α = (0) par un theoreme de Bochner [1].
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Supposons que le groupe A(V) d'homeomorphismes analytiques de V soit

transitif sur V. La variete V etant connexe, la composante connexe de Γunite

Ao(V) de Λ(V) est aussi transitif sur V. Soit G un sous-groupe compact maxi-

mal de Λo(V). D'apres un theoreme de Montgomery [5], G est transitif sur V.

Soit B le groupe d'isotropie de G a un point p de V. Puisque la caracteristique

dΈuler de V n'est pas nulle, B est un sous-groupe de rang maximum de G [3].

G etant effectif sur V, G est semi-simple, sinon le sous-groupe B contiendrait

le centre de G. D'apres un theoreme de Koszul C4], V admet alors une metri-

que kaehlerienne dΈinstein g invariante par G. La variete kaehlerienne (V, g)

satisfait done a la condition (P). Par suite Γalgebre de Lie α de ΛQ(V) s'iden-

tifie avec la complexifiee de Γalgebre de Lie 0 de G. Q etant semi-simple, α est

aussi semi-simple. Le theoreme 3 est ainsi demontre.6)
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Uniυersitέ de Nagoya

6) On peut conjecturer que, si V est une variete complexe et compacte admettant
une metrique kaehlerienne et si le groupe A( V) est ,transitif sur V, on peut trouver une
metrique kaehlerienne g de V telle que (F, g) satisfasse ά la condition (P).
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