SUR LA STRUCTURE DU GROUPE D’HOMEO-
MORPHISMES ANALYTIQUES D’UNE
CERTAINE VARIETE KAEHLERINNE

YOZO MATSUSHIMA

1. Soit V une variété" complexe et soit I le champ de tenseurs de type
(1,1) de V définissant la structure complexe de V. Un champ de vecteurs” &
sur V sera dit conforme si I [£, »1=1L¢, Iy] pour tout champ de vecteurs 7 sur
V. On désignera par a l'ensemble de tous les champs de vecteurs comformes
sur V. a est une sous-algebre de Lie de I'algebre de Lie de tous les champs de
vecteurs sur V. Si V est compacte, a est de dimension finie et s’identifie avec
l'algeébre de Lie du groupe de Lie A(V) d’homéomorphismes analytiques de V'
[2]. De plus, si & nE€a, on a I, hea et ILE, y]1=[¢ I1=[I 7). On peut
donc définir une structure d’algebre de Lie complexe de a en posant V—1¢& = J&
pour tout & € a.

Une variété kaehlérienne est, par définition, la couple (V, g) d’'une variété
complexe V et d’'une métrique kaehlérienne g de V. On désignera par g 'algébre
de Lie de tous les champs de vecteurs de Killing de la variété kaehlérienne
(V, g). On verra que, si V est compacte, § est une sous-algébre de a (Lemme
3). On dira qu'une variété kachlérienne compacte satisfait & la condition (P) si
lon a a=¢+1+9. Cette condition signifie que le sous-espace complexe de a
engendré par § coincide avec a. Si une variété kaehlérienne compacte satisfait
a la condition (P), l'algebre de Lie a est réductive. En effect, la variété V
étant compacte, le plus grand groupe d’isométries de (V, g) est compact et par
suite son algebre de Lie qui s’identifie avec § est réductive. Si l'on désigne par
2° la complexifiée de 9, §° est aussi réductive. Puisque l'on a a =g+ I+, il existe
un homomorphisme naturel de 9° sur l'algébre de Lie complexe a et par suite

a est réductive. Soit, réciproquement, V une variété complexe et compacte telle
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1) Les variétés considérées ici seront supposées connexes et les champs de tenseurs
seront indéfiniment différentiables.
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que l'algebre de Lie a soit semi-simple et supposons que V admet une métrique
kaehlérienne h. Soit A¢(V) le plus grand groupe connexe d’homéomorphismes
analytiques de V et soit G un sous-groupe compact maximal de A.(V). Pour
tout ¢ € G on désigne par ¢* la transformée de %. ¢ éant un homéomorphisme
analytique de V, ¢* est aussi une métrique kaehlérienne de V. Si l'on pose
g= La*h-da, g est une métrique kaehlérienne invariente par G. Soit ¢ la sous-
algebre de Lie de a correspondant au sous-groupe G de A (V). G étant un
sous-groupe compact maximal de Ay V), § coincide avec l'algtbre de Lie
de tous les champs de vecteures de Killing de 1a variété kaehlérienne (V, g).
L’algebre de Lie a étant complexe et semi-simple et G étant un sous-groupe
compact maximal de Ay(V), le sous-espace complexe de a engendré par §
coincide avec a. (V, @) satisfait donc & la condition (P).

Soit g une métrique kaehlérienne sur une variété complexe V. On dira
que la métrique g est d’Einstein si gij = /12"- R;j(4,7=1,2 ...,2n 2n=dimV),

olt Rij désignent les composantes du tenseur de Ricci et 2, désigne un certain

nombre réel. On démontrera le théoréme suivant.

TratorEME 1. Soit (V, @) une variété kaehlérienne compacte dont la métri-
que g est d Einstein. Alors (V, g) satisfait & la condition (P) et par suite le

groupe d homéomorphismes analytiques de V est réductif.

Soit maintenant (V, g) une variété kaehlérienne compacte. Par la dualité
définie par la métrique g il correspond a tout champ de vecteurs sur V une
1-forme. On désignera par a* (resp. par §*) I’espace vectoriel des 1-formes cor-
respondant aux champs de vecteurs dans a (resp. 8). Les 1-formes appartenant
a a™ (resp. %) seront appelées les formes conformes (resp. les formes de Killing).

On démontrera le théoréme suivant.

TutoriMmE 2. Soit (V, g) une wvariété kaehlérienne compactie et supposons
que le premier nombre de Betli de V soit nul. Alors pour que (V, g) satisfasse
a la condition (P), il faut et il suffit que a* =a* N oC*+ a* N dC®, 04t C? (p=0,2)
désigne lespace vectoriel des p-formes deV et d et & désignent les opérateurs

de différentiation et de codifférentiation respectivement.

Le théoreéme 1 et un théoréme de Koszul [4] nous conduiront au théoreme

suivant.
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TuéorEME 3. Soit V une variété complexe et compacte et supposons que le
groupe A(V) d’ homéomorphismes analytiques de V soit transitif sur V. Sile
groupe fondamental de V est fini et si la caractéristique d’Euler de V w'est pas

nulle, le groupe de Lie A(V) est semi-simple.

2. Soit (V, g) une variété riemannienne compacte. On désigne par d et
0 respectivement les opérateurs de différentiation et de codifférentiation, par 4

le laplacien de G. de Rham et par K l'opérateur sur les 1-formes défini par
K : (zi——~>R,-ja'j,

ol R; désignent les composantes du tenseur de Ricci? Pour toute 1-forme
on a

(1) (da)r = —PWiap+ K(a)y.

Supposons maintenant que (V, g) soit une variété kaehlérienne. Les com-
posantes R;; du tenseur de Ricci vérifient les relations Ri;IiT, = Ry, Ii désignant
les composantes du tenseur I définissant la structure complexe de V. On en

déduit facilement que R;ilf = I;’;R}g et ceci montre que l'on a
(2) K(Ia) = IK(a)

pour toute 1-forme a. Les dérivées covariantes du tenseur I étant nulles, on
déduit de (1) et (2) la formule

(3) A(Ia) = 1M a).
Nous rappelons ici des résultats diis a2 Bochner, Yano et Lichnerowicz.

LemMe 1. Soit (V, &) une variété riemannienne compacte. Pour qu une
1-forme v sur V soit une forme de Killing, il faut et il suffit qu'elle satisfasse
aux canditions 4y =2K(y), dp=0.

LemME 2.2  Soit (V, g) une variété kaehlérienne compacte et soit & une

forme conforme. On a alors 4(§) =2K(£).

Lemme 3. Soit (V, g) une wvariété kaehlérienne compacte. Pour qu'une
1-forme 7 soit une forme de Killing, il faut et il suffit que v soit conforme et
on=0.

2 Pour le signe du tenseur de Ricci nous suivons celui de [1] et [9].

3) Yano [8] et Lichnerowicz [7].

4 Bochner [1] et Yano-Bochner [9], p. 133. M. Yano m’a écrit qu’il a démontré que
la condition 4¢ =2K(¢) est suffisante pour que ¢ soit conforme.
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En effet, si y est conforme et si dp=0, » est une forme de Killing par les
lemmes 1 et 2. Soit, reciproquement, 7 une forme de Killing. On désignera par
la méme lettre 7 le champ de vecteurs de Killing correspondant a la forme 7.
7 étant de Killing, la dérivée de Lie 6 (%) * « d’'une forme harmonique « est nulle.
Soit K la forme de Kaehler associée a la métrique kaehlérienne g. Pour les
champs de vecteurs &, ¢ sur V on a K(£,¢) =g(I% ¢). La forme K étant har-
monique, on a (§(n)K)(&, &) =0(n)(g(It, &) — g(Ily, &1, &) — g(I2, [, 1) = 0 pour
tout champ de vecteurs &, £ sur V. D’autre part, on a #(y)g=0 et par suite
(6(n) @) (12, &) =0(n)(g(I, &) — g([y, I£], &) — g(I%, [9, €1) =0. On en déduit que

Iy, &1=10y, I£]. 75 est donc conforme. Le lemme 3 est ainsi établi.

LemuMe 4. Soit (V, g) une variété kaehlérienne compacte et soit & une forme
de Killing sur V. On a alors dI¢ =0.

Par le lemme 3 ¢ est conforme. Soit (z*)(a =1, ..., #) un systéme de
coordonnées complexes locales et soit (&, ¢&z) (e =1, ..., ) les composantes
de ¢. ¢ étant conforme et de Killing, on a F.l=F:=0, Voul3+F3L.=0
(a0, =1, ..., n). De plus, (I¢)e =V—=1+¢, et (I¢); = —¥—=1+¢&:. Alors

(AIC) s =V o(IC)s = Vo(I0) e =N —1(Fols —Fpls) =0 et (dI8)o;=Fo(I)s —V3(IC), =
—V=1(P&5+F3.) =0. On obtient donc dI¢ = 0.

LemMmE 5. Soit (V, g) une variété kaehlérienne compacte et soit ¢ une
fonction différentiable sur V. Pour que Id¢ soit une forme de Killing, il faut

et il suffit que ¢ satisfasse & I'équation
) A(dg) =2K(dg).

En effet, si Id¢ est une forme de Killing, elle est conforme par le lemme
3 et par suite d¢ = — I(Id¢) est conforme. Par le lemme 2 la fonction ¢ satis-
fait & I'équation (4). Soit, réciproquement, ¢ une fonction différentiable sur V
satisfaisant a V'équation (4). D’aprés les formules (2) et (3) on a 4(Idy) =
2K(Id¢). Dautre part, 0ld¢ = —FiliVie = —Ii7;F7¢ = — [*P ¢,  Puisque
I = — 1% et que FiFre =FrPi¢, on a I'*7;Pre =0 et par suite oldy =0. La
forme Id¢ est donc une forme de Killing par le lemme 1.

Il résulte des lemmes 4 et 5 le corollaire suivant.

CorLLAIRE. Soit (V, g) une variété kaehlérienne compacte telle que le pre-

mier nombre de Betti de V soit nul. Toute forme de Killing & sur V s'écrit
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C=1dy, o ¢ est une fonction différentiable satisfaisant & I'équation (4).

On va démontrer le théoréme 1. Soit (V, g) une variété kaehlérienne com-
pacte dont la métrique g est d’Einstein et soit R;j = jzﬁ-—g,-j. On a alors 2K(«)
= Ao*a pour toute 1-forme «. Si donc £ est une forme conforme, on a 4% = A+ ¢&.

Supposons d’abord que A = 0 et posons a = % «£. On a alors ¢ =da =dda +
n

oda. Posons dda =7. Alors 4y = ddda = dd( i) = A et dp=0. % est donc une
forme de Killing. D’autre part, si 'on pose da =¢, on a 4d¢ = ddda = doda =
lodda = Adp. Donc Id¢ = Idda est une forme de Killing par le lemme 5. Si l'on
pose £ = — Idy, ¢ est une forme de Killing et on a d¢ =dda =1¢. On a donc
démontré que toute forme conforme ¢ s’ecrit & =%+ I, » et ¢ étant des formes
de Killing. Inversement, si y» et ¢ sont des formes de Killing, § =9+ I¢ est
conforme. On a donc a* =a* 4 J-¢* et cette relation est évidemment equivalente
2 la condition (P).” Soit maintenant 4o=0. Alors R;; =0 et par suite K(a) =0.
Si donc ¢ est une forme conforme, on a 44 =0. £ est ainsi harmonique et par
suite 02 =0. Par le lemme 1 ¢ est une forme de Killing. Inversement toute
forme de Killing est conforme. On a donc a* =¢* et par suite a=4=8+171+4.
Dans ce cas le plus grand groupe connexe d’homéomorphismes analytiques de
V est un tore complexe, parce qu’il est un groupe de Lie complexe et compact.
Le théoreme 1 est ainsi démontré.

Soit maintenant (V, g) une variété kaehlérienne compacte. On désigne
par %' 'espace vectoriel des 1-formes harmoniques de V et par C? (p=0, 1, 2)
I'espace vectoriel des p-formes de V. D’apres le résultat bien connu de Kodaira-
de Rham, on a C'=§'+dC°+ 5C* (somme directe). §'+0C* (resp. §' + dC°) est
le sous-espace de C' de tous les 1-formes « telles que da =0 (resp. da =0). Il
résulte de 1a et des lemmes 3 et 4 que ¥ =a* N ()’ +06C*) et que -8 Ca* N
(9' + dC°). Supposons maintenat que le premier nombre de Betti de V soit nul.
On a alors §' = (0). Soit d¢ € a* NdC’. Par les lemmes 2 et 5 Idp = — ¢ est
une forme de Killing et d¢ =1¢. On a donc Ig*=a*NdC’. Par suite, pour
que la variété kaehlérienne compacte (V, g) satisfasse a la condition (P), il
faut et il suffit que a*=a* N 6C*+a* N dC’. Le théoréme 2 est donc démontré.

Soit maintenant V' une variété complexe -et compacte telle que le groupe

fondamental soit fini et telle que la caractéristique d’Euler ne soit pas nulle.

5 Si 20<0, on a a=(0) par un théoréeme de Bochner [1].
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Supposons que le groupe A(V) d’homéomorphismes analytiques de V soit
transitif sur V. La variété V étant connexe, la composante connexe de l'unite
Ay(V) de A(V) est aussi transitif sur V. Soit G un sous-groupe compact maxi-
mal de A.( V). D’aprés un théoréme de Montgomery [5], G est transitif sur V.
Soit B le groupe d’isotropie de G 4 un point p de V. Puisque la caractéristique
d’Euler de V n’est pas nulle, B est un sous-groupe de rang maximum de G [3].
G étant effectif sur V, G est semi-simple, sinon le sous-groupe B contiendrait
le centre de G. D’aprés un théoréeme de Koszul [4], V admet alors une métri-
que kaehlérienne d’Einstein g invariante par G. La variété kaehlerienne (V, g)
satisfait donc a la condition (P). Par suite l'algébre de Lie a de A¢( V) s’iden-
tifie avec la complexifiée de l'algébre de Lie ¢ de G. 9 étant semi-simple, a est

aussi semi-simple. Le théoréme 3 est ainsi démontré.”’
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6 On peut conjecturer que, si V est une variété complexe et compacte admettant
une métrique kaehlérienne et si le groupe A(V) est transitif sur V, on peut trouver une
métrique kaehlérienne g de V telle que (V, g) satisfasse a la condition (P).
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