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CLASSIFICATION D’ORBITES POUR UNE CLASSE
D’ESPACES PREHOMOGENES

IRIS MULLER

Résumé. Dans cet article, on donne la classification des orbites des préhomo-
geénes de type parabolique (go, g1) correspondants aux paraboliques maximaux,
notés (A, Ao), suivants: (Az2n_1,0n), (Ba,a1) ou (Dn, a1), (Ca,an), (Dan, a2,)
ou (Dzn,azn-1), (E7,a7), (Fi,01), (Fs, a2), (E7, 1), (Es, as) lorsque F est un
corps local ou global de caractéristique zéro, & l'aide de formes quadratiques,
ceci lorsque le sous-espace radiciel g*° est de dimension un.

§1. Introduction, rappels et notations

Soit g = @zz’: p 8i une algebre de Lie semi-simple graduée de dimension
finie, définie sur un corps F de caractéristique zéro. On note Hy ’élément
de g définissant la graduation:

g: = {z € g/ [Ho, z] = iz}

G le centralisateur de Hy dans le groupe des automorphismes de g qui sont
élémentaires sur une cléture algébrique de F, G, le groupe des automor-
phismes élémentaires de go, qui centralisent donc Hy.

G opere sur chaque g;, et l'action de G sur g; est géométriquement
préhomogéne. On consideére le triplet (G, Ad, g1) que on note de maniére
infinitésimale (go, 81, Ho) ou encore (go, g1)-

Le probleme de déterminer les orbites de G dans g; a été résolu dans
le cas algébriquement clos dans [21]. Plus généralement les orbites de G
dans g; ont été déterminées dans un certain nombres d’exemples par des
démonstrations cas par cas.

Il existe une famille de préhomogenes pour lesquels la description des or-
bites se donne simplement a ’aide de systemes de racines et formes quadra-
tiques ([11], [12]).

Rappelons brievement de quels préhomogenes il s’agit.
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Soit a une sous-algébre abélienne déployée maximale de g contenant Hy
(ou ce qui revient au méme une sous-algebre abélienne déployée maximale
de go). On note A le systeme de racines de (g, a), il est également gradué
par Hy: v
A; ={) € A/ XH,y) =i}

L’ordre considéré est toujours tel que toute racine de A;, ¢ > 0 soit positive.
W est le groupe de Weyl associé a A et Wy = {w € W/ w(Hp) = Ho} celui
associé & Ayg. On note B la forme de Killing de g.

DEFINITION 1.1go, g1) est dit quasi commutatif si il existe des racines
de Ay A1,...; A, deux & deux fortement orthogonales dont la somme des
co-racines vaut 2Hy.

Dans ces conditions, sans restreindre la généralité, on peut supposer que g;
et g_; engendrent g ([13]), ce que 'on supposera dorénavant.

DEFINITION 1.2. On suppose que (go, g1) est quasi commutatif, on ap-
pelle systeme orthogonal maximal un ensemble de racines de Aj, deux a
deux fortement orthogonales, ayant un nombre maximal d’éléments que I’on
note n.

Notons que la somme des co-racines d’un systéme orthogonal maximal vaut
2H, (proposition 4.4 de [13]). Rappelons que tout élément z non nul de g;
se compléte en un sly—triplet (z, h,y) tel que h-soit dans go et y dans g_;.
Un tel sly—triplet est dit 1-adapté et un tel h est dit 1-simple.

PROPOSITION 1.3. On suppose que (go, g1) est quasi commutatif, alors

1) gi = {0} pour |1] >3
2) Deuz systémes orthogonauz mazimauz sont conjugués par Wy

3) Les orbites de G dans les éléments 1-simples sont en bijection avec

Wo \ W/Wo — W.

(propositions 4.1, 4.4 et corollaire 4.6 de [13])

Soit S = {A1,...,An} un systéme orthogonal maximal de co-racines
respectives hy,..., Ay, fixé. Le 3) de cette proposition énonce que tout h
1-simple est dans Porbite de G, d’un élément de la forme ), ; hs;, I étant
une partie non vide de {1,...,n}.

Pour toute racine g de A, on note g* le sous-espace radiciel associé a
p et hy la co-racine de p.
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DEFINITION 1.4. (go, g1) quasi commutatif est dit presque déployé si
les sous-espaces radiciels g* sont tous de dimension un.

Dans [11] on a montré que la classification des orbites des préhomogenes
quasi commutatifs presque déployés, lorsque A est irréductible, se fait de
maniere analogue a la classification des formes quadratiques, lorsque F est
un corps local ou global de caractéristique zéro. Sous ces hypotheéses les
orbites de G non réduites a 0 sont classées par trois invariants. Soit b la
sous-algebre de a engendrée par h;, 1 <1 < n, et R le systéme de racines
obtenu & partir des restrictions non nulles de A a b (cf. [13] ainsi que la
démonstration de la proposition 2.2.1 de cet article). Les trois invariants
sont alors donnés par: lorbite 1-simple associée, la valeur d’un caractére
(éventuellement trivial), et une classe de formes quadratiques déterminées
par le systéme de racines R. L’objet de cet article est de donner les orbites
des préhomogenes quasi commutatifs presque déployés pour lesquels le sous-
groupe de Wy défini par

{wGWO/w{Al,-o-,)\n}:{A1,~-e,An}}

est en surjection avec le groupe symétrique &,, ce qui est équivalent a
supposer que R est de type C,, ou Fy (propositions 5.1.3 et 6.6 de [13]). En
effet | si on définit le rang d’un élément par la

DEFINITION 1.5. Soit (z, h,y) un sly-triplet 1-adapté, on appelle rang

de z ou de h la quantité r(z) = r(h) = %.

Lorsque 'R est de type C, ou Fy, deux éléments l-simples sont dans la
méme orbite si et seulement si ils ont méme rang, de plus on utilise es-
sentiellement les mémes automorphismes élémentaires pour démontrer les
conditions suffisantes de caractérisation des orbites. Ces résultats serviront
ultérieurement a

e donner un calcul des coefficients de la fonction Zéta locale lorsque
R = C,, (annoncé dans [9])
e donner une fonction Zéta adélique avec son prolongement lorsque R =

A =Fy.

Rappelons que, comme g; et g_; engendrent g, g; est un go-module
simple si et seulement si @D, i est une sous-algebre parabolique maxi-
male ([14]); lorsque (go, g1) est quasi-commutatif, g; est un go-module sim-
ple lorsque A est irréductible (proposition 5.1.1 de [13]), on note alors Ag
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I'unique racine simple de Ay pour lordre choisi et suivant [14] on adopte la
notation (A, Ag) ainsi que (R, Ag), on prend sur R le méme ordre que celui
de A; on rappelle alors le résultat suivant déduit de la proposition 6.6 de
[13]:

PROPOSITION 1.6. Soit (go,81) quasi-commutatif alors

1) R est de type Cy, si et seulement s1 (A, o) est de type (Aan—1,0m),
(Cnyom), (Danyazn) ou (Dan,azn-1), (E7,07), (Bp,c1) ou (Dn,0q)
(et Ay =0)

2) R est de type Fy si et seulement si (A, Ao) est de type (Fy, 1), (Fe, a2),
(E7,a1), (Es,as) (et Ay = {w}).

Par les propositions 6.4, et 2) de 5.1.1 de [13], (go,81) quasi-commutatif
de type (A, Xo), avec A irréductible et (A, )\g) différent de (Gg,az2) ou
(Bgk—1,ar), est presque déployé si et seulement si g*° est de dimension
un, c’est & dire si la racine Ao du diagramme de Satake de (A, \p) est
blanche, non fléchée et non contigiie a une racine noire (i.e. compacte).
Donnons un bref descriptif du contenu de cet article. On commence par
donner des compléments sur les préhomogeénes quasi-commutatifs dans les
paragraphes 2 et 3. C’est ainsi que dans le paragraphe 2, apres avoir précisé
la décomposition de G (lemme 2.1), on montre que le systeme de racines R
correspond au systeme de racines d’une sous-algebre semi-simple déployée
de g, notée gr (proposition 2.2.1). On y construit également les automor-
phismes de base associés aux racines de Ay (paragraphe 2.3 et lemme 2.3.1).
Dans le paragraphe 3, on suppose que le préhomogeéne quasi-commutatif
est de plus presque déployé et que g; est un go-module simple. On y
donne la forme explicite de la forme quadratique invariante construite a
partir de la restriction de la forme de Killing au centralisateur dans gg d’un
élément de g; (proposition 3.1.3). On y explicite également le lien entre
le degré de linvariant relatif fondamental du préhomogene et le rang de
R (proposition 3.2). Le paragraphe 4 est consacré aux cas particuliers de
cet article c’est a dire aux cas ou (R, \g) est de type (Cp,ay) (tableau 1)
ou (Fy,a;) (tableau 2) et g*° est de dimension un. Apreés avoir construit
les automorphismes élémentaires de base de ces deux cas (paragraphe 4.1,
proposition 4.1.5) et avoir explicité le choix d’une base de Chevalley de gg
(proposition 4.1.1), on donne les orbites de ces deux cas (théorémes 4.2.3
et 4.3.2) ainsi que quelques conséquences (théoréme 4.4.2).
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Les résultats contenus dans cet article ont été annoncés dans [10].

Voici quelques notations utilisées dans la suite de ce travail:

1) Lorsque h appartenant a go est semi-simple, on note E;(h) = {z €
g/ [h,a] = iz}
2) Si ¢ est une sous-algebre de g, on définit ¢; = ¢Ng;.

3) Soit ¢ une sous-algebre de g, réductive dans g alors le centralisateur
de ¢, encore noté Fy(c), est une algebre réductive dans g ([2]) dont on
note $(c) sa partie semi-simple.

Lorsque Hp est un élément de la sous-algebre ¢ + Ey(c), ¢ est graduée:
¢ = @icy &, U(c) est également graduée: U(c) = P,z U(c); et de plus
pour 4 non nul on a U(c); = (Eo(c));.

4) Lorsque (z,h,y) est un sly-triplet, on note hp(t) (resp. 6;,) auto-
morphisme élémentaire défini par 0, ()8, 4(—1) (resp. 65 ,(1)) avec

0uy(t) = exp(ad(tz)) exp(ad(t™'y)) exp(ad(tz))  ([2).

Dans le cas particulier ou h est la co-racine d’une racine g de A, on note
simplement h,(t) 'élément hp(t) et pour ¢ variant de 1 a n, h;(t) = hy,(t).
Rappelons que la restriction de h,(t) & g*, X € A, est 'homothétie de
rapport t™(A4)

5) Pour t élément de F*, c(t) désigne automorphisme de G dont la re-
striction a gy est tldg,.

6) Pour z élément de g, G, (resp. Aut(g),) désigne le centralisateur de
z dans G (resp. Aut(g)).

Notons que dans les paragraphes 2.1 et 2.2, on ne suppose pas que (go, g1)
est presque déployé et que dans les paragraphes 2 et 3 (x;, h;, ¥;)1<i<n est
une famille quelconque de sly-triplets 1-adaptés.

7) Une racine A de Aj est appelée 1-longue (resp. 1-courte ) si elle est
longue (resp. courte) parmi les racines de A; qui sont dans la méme
composante irréductible que A.

§2. Compléments sur les préhomogeénes quasi commutatifs: con-
struction d’automorphismes élémentaires
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2.1. Une précision sur les groupes

LEMME 2.1. 1) Aut(g)n, = Ge'(N1<icnAut(@)n; €t G = Ge'(1<i<cnGh,
2) Soit 1 < p < m, st x etz' sont deuz éléments de @1Si§p(g’\' - {0}),
dans la méme orbite de G (resp. G.), alors = et x' sont dans la méme
orbite du centralisateur dans G (resp. Ge) de h = ZISiSp h; et de h; pour
p+1<i<n.

Démonstration. 1) Résulte du 2) de la proposition 1.3 et de la con-
jugaison des sous-algebres abéliennes, déployées, maximales de gy par G,
([19]).

2) Soit (z,h = 3 1<;<p hi,y) un slp-triplet 1-adapté avec y appartenant a
Di<i<p g~ et ¢ Palgebre réductive dans g définie par ¢ = Fx@Fh®Fy, 4(c)
la partie semi-simple du centralisateur de ¢. Le préhomogene (84(c)o, 4(c)1)
est encore quasi-commutatif car P, ;<;<, g (resp. Dpii1<i<n ) est
inclus dans $(c); (resp. U(c)—1). Un systeme othogonal maximal de (4(c)o,
U(c)1) est donné par {Apt1,...,An}. = et 2’ sont dans la méme orbite de G
et admettent tout deux h comme élément 1-simple donc ils sont également
dans la méme orbite de G}, soit z = gz’, avec g dans Gj. A Daction des
automorphismes élémentaires de $(c)o, {ghp+1,...,ghn} correspond a un
deuxiéme systéme othogonal maximal de (Ll(c)o, (¢c)1), on applique alors le
2) de la proposition 1.3 ainsi que la proposition 5.1.1 de [13], en notant que
lorsque (go, g1) est quasi commutatif, il y a au plus une racine A; 1-courte
par composante irréductible de A. 0

2.2. Existence d’une sous-algébre

PROPOSITION 2.2.1. Soit (go,g1) un préhomogéne quasi commutatif
alors il existe une sous-algébre, gr, de g, semi-simple déployée admettant
b comme sous-algébre de Cartan.

Démonstration. Elle découle directement du fait que R est un systéeme
de racines. Explicitons la démonstration. Soit § = [, ;<. sx;, ), €tant
la symétrie relative & la racine A; (notons que 6 est un représentant dans
W /Wy de élément de plus grande longueur du groupe de Weyl W) alors si
A — 0()) n’est pas une racine de A et si A # 6()), montrons par ’absurde
que A + 6(A) n’est pas une racine de A. Supposons que g = A + 6(A) soit
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une racine de A alors u est une racine de Ay orthogonale aux racines A;,
1 <1 < n, et par orthogonalité des \;

1 1
60 =2~ > n(A M)k, A=gpts Yo n( )

1<i<n 2 1<i<n
Soit ) 1
b= JI si=3zu+5 3 IO M)A
JE{lv-“v"} 1§z§n
n(A,Aj)<O

alors 6(Hp) = 33", ;< In(X, A5)]. Comme A — 6(X) n’est pas une racine et
que A # 6()), la quantité n(0(X), \) est strictement négative et comme A et
6()) ont méme longueur, elle vaut —1 donc

—n(0(A\), ) = -2+ Y n(X,X)n(h, ) =1

1<i<n

ce qui donne ’égalité:

(1) > n(\A)n(Ai, A) =3

1<i<n

ainsi §(Hp) > 0d’ou § € AjUA,; comme toute racine de Ag est combinaison
linéaire des \;, 1 <7 < n, (lemme 4.2 de [13]), § est dans A;. Or pour tout
i compris entre 1 et n on a n(6, A;) = |n(A, A;)| > 0, par la démonstration
du lemme 4.3 de [13], deux cas sont alors possibles: soit § est combinaison
linéaire des A;, 1 <1 < n, ce qui est absurde, soit, & 'indexation pres, on a
les égalités:

n(6, A1) = n(A1,6) = n(6, A\2) =n(A2,6) =1, n(6,A;) =0 pouri>3

ce qui est incompatible avec (1).

Montrons que pour toute racine p de R il existe un sls-triplet 1-adapté
(X by X—p) tel que X, (resp. X_,) soit dans ())<;<p, Epn,)(hi) (resp.
Mi<i<n E-p(niy(hi)). Soit A dans A tel que A/b = p, et considérons X' =
(A= 6(X)) alors X'/b = p donc A # 6(A). Comme R est réduit (proposi-
tion 6.6 de [13]), 2)\" n’est pas dans A donc A + () n’est pas une racine.
Premier cas: n(),6(\)) < 0 donc A = —0()\) et X = X alors h, = hy,
on prend le sly-triplet suivant (X, h,, X_y) avec X (resp. X_,) dans g
(resp. g~*). Deuxieme cas: X' ¢ A alors les racines A et §()\) sont fortement
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orthogonales et h,, = hy — hg(y); soit (X, ha, X_») et (Xg(a), hor), X—g(r))
deux slp-triplets tels que Xy (resp. X_», Xgn), X_g(n)) soient dans g
(resp. g, g?¥), g=%) alors (X — X_g(2), s Xx — Xp(n)) est un slp-
triplet ayant la propriété demandée. Soit B une base de R correspondant a
’ordre suivant habituel: {u € R/u(Hy) > 0} C R™, alors la sous-algébre gg
engendrée par (X, hy, X_,)uep vérifie les propriétés de la proposition 2.2.1

0

Remarques. 1) La proposition 2.2.1 subsiste pour les préhomogeénes
faiblement commutatifs avec quelques modifications ([11]).
2) Lorsque %(/\l — Xj), i # j est une racine de R, par la proposition 2.2.1,
il existe un sly-triplet (A, h; — h;, B) tel que A et B commutent aux hy,
k # i,j et [hs, A] = —A (resp. [h;, B] = B), [h;, A] = A (resp. [hj,B] =
—B). Un calcul immédiat montre que la restriction de §4 p au sous-espace
b, <i<n g* est une involution réduite a I'identité sur P, <i<n ik g% telle
que 04 5(g") = g** (on rappelle que 645 = exp(ad(B))exp(ad(A))
exp(ad(B))). Pour simplifier, on note dorénavant g4 I’élément 64 g.

Ces sly-triplets sont caractérisés par

LEMME 2.2.2. On suppose que les racines distinctes ); et A; sont 1-
longues. Soit A non nul commutant avec hy, k # i et j et vérifiant [h;, A] =
—[hi, A] = A alors ad(A)? restreinte a g*i est injective si et seulement si
il existe un élément B appartenant d go tel que (A,h; — h;, B) soit un
sly-triplet et dans ce cas si (A,u, B) est un sly-triplet de go pour lequel u
commute a b, on a uw = h; — h;.

Démonstration. 1) La condition est suffisante de maniére évidente car
d’apres les propriétés usuelles des slp-triplets, ad(A)? est une bijection de
E_3(h) sur Ey(h), avec h = hj — h; ([2], chapitre 8, paragraphe 1 n°2,
corollaire).

2) Montrons que la condition est nécessaire.

Soit (A, u, B) un sly—triplet de go.

On peut toujours supposer que u commute & b = @, ., ,, Fh;, pour ceci il
suffit de choisir B dans E1(h;) N E_1(hj) e ; Ey(ht). Réciproquement,
si u commute & b, une vérification immédiate montre que la composante,
notée B', de B suivant le sous-espace E1(h;)NE-1(h;) (. ; Eo(h) est non
nulle (car [A4, B'] = —u) et que (A,u, B’) est encore un sl-triplet. Nous
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choisirons donc dorénavant B dans E1(h:) N E_1(h;) (g ; Eo(h). Soient
(@, hi, y) un sly-triplet 1-adapté et 64 p ’'automorphisme élémentaire associé
a (A, u, B), un calcul facile donne alors

1<k#i4,5<n 0ap(hg)=hx 0ap(hi)=hi+u 604p(hj)=nhj—u.

\; étant 1-longue, tout élément non nul de Ey(h;) Mgy = g se complete
en un slp-triplet 1-adapté d’élément 1-simple h;, ceci est encore vérifié pour
tout élément non nul de Ey(64 p(hi)) Ng1 = HA,B(g’\") avec 04 g(h;). Or
6 4,8(hi) commute aux (hx)i<k<n donc 64 p(x) est encore un vecteur propre
de chaque ad(h;) mais la projection de 64 p(z) selon g% est donnée par
adA?(x)/2, qui est non nulle par hypothése, donc ga(z) = adA%(x)/2 et est
un élément non nul de g%. Rappelons que ad(A)3(z) = [B,z] = 0 car )\,
est 1-longue. Comme

0 # B(z,y) = B(0a.B(z),04,8(y))

la projection de 84 p(y) selon g~ est également non nulle donc 84 p(y) est

un élément non nul de g=% d’ou le slp-triplet (04,B(x),04,B(h:i),04,B(y)) est
tel que 4 g(x) (resp. 04,B(y)) est dans gl (resp. g“’\f) donc 04 g(hi) = h;
or 9A,B(hi) =h;+u doltu=h;— h;. 0

2.3. Calculs dans un préhomogeéne de type (D4, as)

Supposons que w = (A1 + Az + Az + A4)/2 soit une racine de Az (a
I'indexation prés), alors le sous-ensemble de A constitué des racines suiv-
antes

DS = {21, £), £)3, E)y, %(i/\l £ £ 23 £ A}
est un systéme de racines de type D4, on peut prendre comme racines
simples:

1 1 1
Y = {)\1, 5(—)\1 —/\2+/\3+/\4), 5(—)1 +/\2—-)\3+/\4), 5(—/\1+/\2+)\3—)\4)}

La sous-algebre g() de g engendrée par g%, o € Dflw), graduée par (h; +
ha + h3 + h4)/2 donne un préhomogene quasi-commutatif de type (Dy, ag).
On suppose que g* est de dimension un, alors l’algébre g(“) est déployée
et soit X, un élément non nul de g¥. On note w; = w — A, et X:,,i =
[yi, Xul, Xos, = W), [4i, Xo]], ete et

o — _ By [v2, [ys, [y, Xl Xo)
v 9B (h1, h1)
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et (x;, hi, ¥i)1<i<a est une famille fixée de sly-triplets 1-adaptés

LEMME 2.3.1. 1) Soient aj,as,a3,a4 des éléments de F*, s dans F
g(a,s) = exp(ad(— a2a4sXL:,1 5)) exp(ad(— aQangL:l ) exp(ad(alangw“))
alors g(a, s)( Zl<z<4 a;x;) = a,la:l—l—agA (28)z2+a3zz3+aszy— —le avec
p=Ilicicsai et Ay(s) =1+ c,ps®.

En particulier S, ;<4 @:%; €t a171 + a2 Ap(s)x2 + azAp(s) "1z3 + aszy sont
dans la méme orbite de G,

2) Soient u et t non nuls alors uzy + tX;Jl et D 1 cicy iT; VéTifiant —c,.
[Ticicaai €F* *2 sont dans la méme orbite de G.

3) Pour tout x dans @qug ® g™ il existe g dans G, tel que gz soit

dans ®1<z<4 g

Démonstration. 1) C’est un calcul. En échangeant les roles de 2 et 3
dans g(a, s), on obtient:

/

2t ~
gla,t)( Z a;z;) = ajz1 + ayws + a5Ay ()3 + ajzs — a_f)X“”
1<i<4 1

! __ / '4 tA
avec p' = []; ;4 a;. L'égalité

g(a,, S)( Z aixi) zg(a',t)( Z a‘;xz)

1<i<4 1<i<4
implique que

g a;z; et E aéxi

1<i<4 1<i<4

sont dans la méme orbite de G.
2) On peut supposer que p = % alors A,(2) =0 et

9(a,1)( ) aiz) = a171 + aszs + agmy + ——

w1
1Siea 2¢c,01
On vérifie sans peine que:
1 ~
g'9(a,1)( Z aszi) = a2y + 5 =X,
1<i<4
avec
0,30,4 a'l 3 ala4
g’ = exp(ad(——=—=Xu, ,)) exp(ad(——Xu,,)) exp(ad(——=Xu, ;)

https://doi.org/10.1017/5002776300002523X Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S002776300002523X

ORBITES POUR ESPACES PREHOMOGENES 171

d’otu )
u 2cuaft

c(—)ha(

a

)g'9(a,1)( Y aimi) = uay + tX,,
1<i<4

w=As Deux

3) Soit £ = ) ;.;<4a:%; + z avec z non nul appartenant a g
cas sont a considérer: Premier cas: ag = 0. Le cas £ = z est immédiat car
les racines w — A4 et \; sont dans la méme orbite de Wy. Sinon il existe 1
compris entre 1 et 3 tel que a; # 0, soit A appartenant & g*~*~* tel que
[4, a;x;] = —z, alors exp(ad(A))(z) = D <;<3 ai®;. Deuxieme cas: aq # 0
On peut toujours supposer qu’au plus une composante a; est nulle. En effet

w=X2-23 alors

si £ = aqx4 + 2, soit A non nul dans ¢
z' = exp(ad(A))(x) = a1y + asxq + 2 avec ayz; = [A4,2] # 0

De méme, soit B non nul dans g*~*=?3 (resp. C' non nul dans g¥~*3—*
tel que [C, agz4] = —[B, a1z1]) alors

exp(adC) exp(adB)(z') = a121 + asxs + a4x4 + 2 avec azze = [B, 2] # 0
Solent = Y ;<4 0i%; + z avec ajazay # 0 et

D= [[[z,a4w4],y2],y1] B = _[fly_ﬂ — Ea_yi]_

2(11&2 2(12 2a1

D (resp. B, C) est dans le sous-espace radiciel de (—A; — Ay + Az + Aq)/2
(resp. (A1 — A2+ A3 — Ag)/2, (A1 4+ A2+ A3 — Xg)/2). On a:

exp(adD) exp(ad(B + C))(z') = ayz1 + aszy + brs + a4xy

avec
bzs = azzs + [B, |C, asz4]] 0
Une conséquence est la suivante:

LEMME 2.3.2. Lorsque (go,g1) est quasi-commutatif de type (R, \o):
(Cn,an) ou (Fy, 1) quasi déployé, toute orbite de G. dans g1 rencontre

Di<i<n gt

Démonstration. Par la proposition 5.2.2 de [13], on sait que pour
Vordre: |An| > |An=1] > -+ > |A1], toute orbite de G. dans g; rencon-
tre @1_<_isn gAi ®MGA1_ g“) avec

AT ={Ae A1/ Fin\ ) =-1, n(\ ;) =0pouri+1< 5 <n}.
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Lorsque (R, Ag) est de type (Cp, ) on a Ay = 0 donc A] = 0. Dans le
cas ol (R, Ao) est de type (Fy, 1), on a Ay = {w} donc AT = {w — Mg}, il
suffit d’appliquer le 3) du lemme 2.3.1 0

Remarques. On peut montrer que le lemme 2.3.2 est vérifié pour tout
les préhomogeénes quasi-commutatifs, presque déployés, n’ayant pas de com-
posantes irréductibles de type Gy (cf. [11], [12]).

§3. Compléments sur les préhomogeénes quasi commutatifs pres-
que déployés: formes quadratiques et invariant relatif fonda-
mental

Dans ce paragraphe, on suppose que le préhomogeéne (go, g1) est quasi
commutatif presque déployé.

3.1. Une forme quadratique

On rappelle que (z;, hi, ¥i)1<i<n est une famille fixée de slp-triplets 1-
adaptés. Lorsque A = (\; —\;)/2 est une racine de R, par le paragraphe 2.2,
le sous-espace E:Ei,:tl est non réduit a {0} lorsqu’on note:

E;CJT = {z € g / [hi, z]=kz, [hj, z]=rz, [hs, z]=0 pour s #1i,5, 1 < s < n}
DEFINITION 3.1.1. f) est la forme quadratique définie sur EZ_’]11 par
B(ad(u)*(zi),y;)

faw) = 2B(zj,y;)

Remarques 3.1.2. 1) f est non dégénérée. La définition et ce résultat
sont encore vrais lorsque le préhomogeéne (go,g1) quasi commutatif n’est
pas presque déployé.

2) Pour tout élément g de G centralisant tous les h;, on pose ¢4(A;) =
B(g(x:),v:)/B(z:,y;) alors la restriction de g & g*¢ est donnée par $g(Ai)Id gy,
et dg(Ai)dg(Xj)f(r;—x;)/2 est équivalente & fix,_x;y/2-

Soit  un élément de g;, Q. est la forme quadratique définie par la forme
bilinéaire obtenue par restriction de la forme de Killing B au centralisateur
de z dans go. Qo = Q est la forme quadratique correspondant a la forme
de Killing. On utilise les notations suivantes:

1) Eo = ﬂ1gz‘5n Eo(hi).
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2) Soit J une partie non vide de {1,...,n}, 3 est le centralisateur de
Dics g et Ry la restriction de Q & 3.

3) On désigne par R,y = {A € R XA(Hp) =1 et s(A) C J} avec s(\) =
{1/ n(A, A;) # 0} et I(A) est le cardinal de s(A)

4) qo (resp. q1) est la forme quadratique en 2 variables
qo(u,v) = u? 4+ 3v%  (resp. q1(u,v) = u? — v?)

5) Pour {ai,...,an} € F" et w € A on note a* =[] ar @),

=1 "

On rappelle que lorsque A est irréductible, et que (A,)\g) n’est pas de
type (Ga2,2) ou (Bgk_1,0), toute racine de A; = Ry est de la forme
w=X+A+ X +XN)/2avec 1 <i<j<k<I<net que les différents
éléments X;i,],, ¢, ont été définis dans le paragraphe 2.3.

PROPOSITION 3.1.3. On suppose que A est irréductible et que (A, Ag)
n’est pas de type (G2, as) ou (Bag_1,ar). Soit z = El<i<p a;. T; de rang

p, J=1{1,---,p}, 717_%55 est équivalente d
A
R, D Co - ( [T o )) @

{w€Ry,s(w)NJ=2 elements} 1<i<p
A
@ Cuaw% @ a’ fx.
{weRy 5} {X€Ry, 7 /UN)=2}

Démonstration. Soit h = zl<i<p h; alors (go)z = (80)z,h GBQI(Ei(h)ﬂ
91)z. 1l suffit donc de déterminer (go)z 5 sachant que

g0 = @ (E—n —11) @ g’ @ Ep

i) p wEAp,l(w)=4
2
et que
ad(z;)(E¥ ) = {0} si k#i ad(e)(EY,)=E}
et si l(w) = 4:
ad(z;)g* =g“*™ si w+ A EA et 0 sinon
d’ou

(go)m,h = 3J @ Q?’\

{A€Ry,I(N)=2,5(X)CJ}
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® w @

{weAz,s(w)C T} {w'€Az,s(w')NJ=2 elements}
avec Y
A= B = ad(egy - ey By
A+ A+ A+ A ..
w= + J_; LI l, {1,5,k, 1} C J WY = Fu, @ Fo,
et:

Uy = akalei’j - a,ialej,k + aianqu,z — ajakai,l
vy = a0 Xy, — a,jakX;‘,“ + aiakaj,l - aiale].,k

;__/\'i+)\j+/\k+/\l
= 5 ,

w s(Whnd={s,j} T =TFul, & Fu,,

et:
w

/ - - / ~ ~
w g =a; X, —a; X, va=a; X, —a; X
TR T e S

Les sous-espaces 37, T*, 20%, 7% sont deux & deux orthogonaux pour
B d’ou ﬂB—% est la somme directe des formes quadratiques Ry, de la

restriction & chaque * qui est équivalente a a* fy, de la restriction & chaque

90“ qui est équivalente & c,a”qo et de la restriction & chaque ' qui est
.. R n(w,A;)
équivalente a c“’(HlsiSp a; )q1- |

3.2. Invariant relatif fondamental
Lorsqu’on a les trois propriétés suivantes:
i) g1 est un go-module simple
il) g1 et g—1 engendrent g
iii) il existe un sous-espace radiciel d’une racine de A; de dimension un
le centre de go est de dimension un, engendré par Hy donc g; est un 904
module absolument simple ([14]), lorsque de plus 2Hj est 1-simple, il existe
un polynome non constant, défini sur g;, relativement invariant par G, de

degré minimal ([18], [14]), noté P et appelé invariant relatif fondamental,le
caracteére correspondant est noté y, on a donc

V€ Vg€ (Aut(g)n, Plg(x)) =x(9)P(z)

(2) P(z)#0 <= z admet 2H; comme element 1-simple ([14])
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PROPOSITION 3.2. Soit (go,g1) un préhomogéne quasi-commutatif,
presque déployé tel que A soit irréductible et (R,\g) n'est pas de type
(Bak—1,ak) ou (G2, az2) alors P est de degré n. De plus

1) Sin est impair, x(Aut(g)m,) = x(G) = F*.
2) Sin est pair
1) Lorsque (R, \o) est de type (Fy,a1) on a x(Aut(g)m,) = x(G) =
F*2,
ii) Lorsque (R, \o) est de type (Cn, an), x(Aut(g)n,) est inclus dans
{s € F* sfa~ fu}.

Démonstration. 1) Soit t un élément de F*, p le degré de P, comme P
est homogene et que ), ., ., =i admet 2H; comme élément 1-simple, on a:

0;6P<t2( > 9:1)) =t2PP( > x,)

1<i<n 1<i<n
1<i<n 1<ikn
=x(@)"P( > =)
1<i<n
car toutes les racines Aj,---,\, sont dans la méme orbite de Wy (2) de

5.1.1 et proposition 6.6 de [13]), il suffit de calculer x(h;i(t)). On utilise la
démonstration de la formule des degrés de [18] (proposition 15). L’élément
T =73 5c;cnTi st un représentant d’une orbite de codimension 1 vérifiant
gl/[go,x_] ~ Fz;. Or h; centralise z et la restriction de ad(h;) & Fz; est
égale a 2. Id donc x(hi(t)) = t2. Par la relation (2) on déduit également
que
1<i<n 1<i<n 1<i<n

2) Le cas n impair est évident. Lorsque n est pair, on utilise la décomposition
de G donné dans le 1) du lemme 2.1. Tout élément g” de G (ou de Aut(g),)
est le produit d’un élément ¢’ de G, et d’un élément g qui appartient a
Ni<i<nGh, (ou & Ni<i<nAut(g)y;) et par la relation (3) et la définition
donnée dans le 2) de la remarque 3.2, on a

x(@)= [T ).

1<i<n
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Lorsque (R, \g) est de type (Cp,an) avec n pair, on a le résultat par la
remarque 3.1.2. Lorsque (R, Ag) est de type (Fy, 1), Ay = {w}, ¢q est un
homomorphisme de Dgw) dans [*, comme

w,w—)\l,w—)\l—/\z,w—/\l—)\z—)\g,w—)\l—)\2—)\3—)\4=—w

sont également des racines de Dgw),

Bg(A1)Bg(A2)dg(A3)hg(Ag) = ¢g(w)2 € F*2. 0

Remarques. 1) La proposition 3.2 n’est pas vérifiée dans les cas (Gg, a3)

et (Bak—1,ak). En effet dans le cas (G2, 3), P est de degré 4; P est de
degré 2k dans le cas (Bgg—1, o).
2) En utilisant les mémes arguments que dans la proposition 3.2, on mon-
tre élémentairement que lorsque (R, o) est de type (Eg, ;) ou (Bap, ap)
ou (Dap,arp) avec p pair, on a x(Aut(g)m,) = x(G) = F*?, et lorsque
(R, Xo) est de type (Bap,ap) avec p impair, x(Aut(g)q,) est inclus dans
{s €F* sfa ~ fu}.

§4. Les orbites des cas pour lesquels (R, )\) est de type (Cp, o)
ou (Fy,07) lorsque F est un corps local ou global de car-
actéristique 0

Dorénavant on suppose que (go,g1) est un préhomogéne quasi-com-
mutatif, presque déployé pour lequel (R, Ao) est de type (Cp, o) ou (Fy, ay).

4.1. Décomposition de g et premiers résultats de conjugaison
Nous avons les décompositions suivantes: R=C, (4)

n
n=Ps P E
1=1

1<k<r<n

go=FE0) P (EY, 0B,

1<k<r<n

R={+\, 1<i<n, —;—(:l:)\i:l:)\j)> 1<i<j<n}

R=F, (5)
4

4
n=Ps D EIDs™
=1

1<k<r<4 i=1
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go=E0) P (B, eE) @ g

1<k<r<4 1<i<j<4

R={x), 1<i<4, —;—(:i:/\,‘:t/\j)a 1<i<j<4,
1
5(i,\lj:,\zﬂ:,\?,i,u)}

On rappelle que E(0) = [, <;<,, Eo(hi) et que les sous-espaces radiciels g*i
et g“ sont de dimension un. Soit (k,7) telque 1 <k <r<n

PROPOSITION 4.1.1.

1) Byf # {0}

2) Il existe un élément de G, gk, dont la restriction d @;-, g soit une
involution qui se réduise a l'identité sur @15#,”571 gt et gk’r(g'\k) =
g

3) Il existe un systéme de Chevalley (X, hy, X_ ) ucr de Ualgébre déploy-
ée gr tel que si Uon pose pour 1 <i < nz; =X, ety; = X_), on

a:

1) pour toutes racines courtes de Ry, ) et p, ’équivalence de [y et
de f,
ii) 4c, =1 lorsque R = F,.

Démonstration. 1) et 2) Résulte du systéme de racines R (cf. décom-
positions (4) et (5)). Il suffit alors d’appliquer la deuxiéme remarque qui
précede le lemme 2.2.2 et le lemme 2.2.2.

3) On fixe un sly—triplet 1-adapté (z1, h1,y1) et n — 1 éléments A; dans
Ei_’il, tels que adA?(g*) # 0 et on définit pour 2 < i < n:

9 = ga; z; = gi(z1) vi = 9i(y1)

On rappelle que g4 a été défini dans la remarque qui précede le lemme 2.2.2.
Soit f = fx-x;)/2 et fr-x)/2(w) = %33—‘%’& on a gi(y;) = y; pour
i # j et pour j # 2 onay; = g2(y;) = 929592(¥2) or 929592 = Ggy(a,)
centralise z;; pour j = 2 z; = g;(z1) et g; centralise yo. Ainsi f et f) sont
équivalentes avec A = (A; — A;)/2, ce résultat est également vrai pour toute
racine de la forme (£; & A;)/2. Lorsque f();_x;)/2(u) # 0 on a:

6)  gulz:) = fo,-n02@) 2 gu(®) = fo -0 Y
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On peut remarquer que l'équivalence de f) avec f est indépendante du
choix particulier des g; (cf. 1) du lemme 4.1.3 et relation (6)). Ceci donne
les équivalences de f et f). Notons également que f représente 1.

Si on désire de plus une base de Chevdlley, on peut procéder de la
maniere suivante. On considére une base de Chevalley de gg, (X;Iuhua
XL, )uer, (cf. [2], chapitre VIII, paragraphe 2 n°4) et on conjugue X}
comme il a été dit ci-dessus, dans le préhomogéne ((gr)o, (gr)1), & V'aide

des éléments 0y 2 < ¢ < n. Soit © 'automorphisme de

!
. (>‘1_>‘i)/27X(Ai’>‘l)/2,
gr associé a la base de Chevalley, comme

OXEAl'Ai)/'A”X(—Al-i»)«i)/z
= explad(X(y, yy0) exp(ad(X(y,x,)12) exP(ad(X(y, 1370)
= exp(ad(X(y, _5;)/0) exp(ad(X(y, -x,)/2) exp(ad(X(y, _,/2)

commutent d’ou

(“) et 0X:

1
1 =272 X (= A +2;)/2

OOy

1
(1 =23)/27 (=21 +3;)/2

(X3,)) = 0x: X

1
(A1 =25)/27 (= 21+X5)/2

(XLy)

donc si on pose X, = X/, p € R, p # N, 2 < i < net Xy =
] ' X} i on a une base de Chevalley qui vérifie

Kiymrg/zXioag gy Ku) sinom, v dmve

la condition i) de la proposition, ce qui termine la démonstration dans le

cas R = C,. Pour le cas R = F} il reste a montrer que sous ces conditions
4c, = 1. On a:

2B(h1, hi)ew = —B([ys, [y2, [y3, [ya, Xo]ll], Xo)
= ~N_x w2 w-2 N w—2ri=2s
N_A]7M~A4_A3_,\QB(X__M,XM)
=+B(X_,,X,) (paragraphe 2, n°4, chap. 8, [2])

+1
= TB(HO’ [X—,“”Xw])

+1 hi+hy+hs+h
— =L, 1+hy+n3+ 4)
2 2
+1 ‘ +1
= —Z—B(hl,hl) donc ¢, = —

On se place dans la Q-algebre de Lie engendrée par (X, hy, X—p), p ap-
partenant & une base B de R, que 'on note (ggr)g et qui contient la base
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de Chevalley précédemment construite. Comme Eéi’l N (gr)g est de di-
mension un et en tenant compte du fait que f) représente 1, on a f) ~ X2
lorsque A = (A; — A;)/2. Par le 2) du lemme 2.3.1, £ = —co®1 + ) _gc;cq Ti
et 2’ = —c,x1 + T9 — T3 — T4 sont dans la méme orbite, donc les formes
quadratiques @, et Q sont équivalentes ainsi

2 2 2 § : 2
4<4<6

est équivalente a
—co X2+ e, X2 4 o X2 - X2 - X2+ X2

(proposition 3.1.3) en tant que formes quadratiques a coefficients dans Q
donc ¢, est un carré de QQ. 0

DEFINITION 4.1.2. On suppose dorénavant choisi un systeme de
Chevalley de gr, (X, by, X_)uer, vérifiant les propriétés 1) et 2) du 3) de
la proposition 4.1.1 et on note f la forme quadratique f(y, _»,)/2, £ = Ei’il,
d la dimension de E, pour 7 compris entre 1 et n, x; = X, et y; = X_,..

Pour A élément de Eﬁ,l’ on note g4 l'automorphisme 604 g, (4, h; —
hi, B) étant un sly-triplet.

LEMME 4.1.3. 1) f représente 1 et lorsque n > 3, f et af sont équiv-
alentes si et seulement si a est un élément de f(E)*.
2) A =R & f est anisotrope

Démonstration. 1) Comme f représente 1 la condition est toujours
nécessaire. Montrons qu’elle est suffisante. Soit a dans f(E)*, il existe A
dans E tel que a = f(A); soit g = g5 g4 on a:

g(@) = f(A)ar gly) =wi Vi > 3

. 1,3
d’ou pour C dans E_7 ;:
?

B(ad(C)*(g(=1)),y3) = f(A)B(ad(C)*(21),y3) = B(ad(g™C)*(21),93)

2) D’apres le lemme 2.2.2, pour toute racine pu dont le sous espace radiciel
est contenu dans EBEE{’I, la co-racine h, est dans b d’'ou A; = R; et toute
racine p de Ag est soit dans Ry soit s’annule sur b, mais alors h, commute
a g1 et g_1 qui engendrent g; g étant semi-simple on a ainsi h, = 0 ce qui
est absurde. On a ainsi vérifié que a = b. 0
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Remarques. Ce lemme peut étre en défaut dans le cas n = 2 comme
le montre Pexemple (A, Ag) = (Bn, @1) avec d impair, pour lequel on peut
avoir f(E)* = F* (par exemple lorsque n > 4) et {s € F* / sf ~ f} = F*2.
Ceci s’explique aisément car ces cas proviennent en réalité de la situation
(R7 )‘0) = (B27l: an)'

Introduisons les classes de formes quadratiques qui servent, entre autres, a
caractériser les orbites de ces deux cas. N’étant pas capable de les définir
de maniére intrinséque, on peut procéder de la maniére suivante:

A tout z de U(Fhy); = Eg(hn) N g1 on associe la classe de formes
quadratiques f, de la maniére suivante:

 B(ad(4) (=), yn)
2B(fl’na yn)

Notation. Pour a = (ay,...,ap) € FP on définit la forme quadratique
sur EP par f® =a1f®...Dapf.

fo A€ F=E(ha)Ngo

Remarques. Par les décompositions (4) et (5), on constate que le pré-
homogene quasi-commutatif presque déployé, (U(Fh,)o, U(Fh,)1) est en fait
commutatif, de type (Cn—1,0n-1). Si on note xyn,) le caractere associé
(cf. paragraphe 3.2), on a alors pour tout élément g de G centralisant h,,
la relation x(g9) = x1(9)Xu(Fh,)(9), (cf. relation (3)) x1 étant le caractere
Bl $”y’f"); ainsi pour tout élément g de Aut.(4(Fhy,)o)

défini par la valeur o
on a x(9) = Xu(Fr,)(9) = 1 d’ott x1(g) = 1.

LEMME 4.1.4. 1) F et f; sont invariants par le groupe Aut.(U(Fhy,)o)
et pour g de G centralisant hy, on a fyz) = x1(9) fz-

la méme orbite de Aut(U(Fhy))n (resp. Aute(U(Fhy)o)) alors il existe t non

nul tel que f° ~tf* (resp. f° ~ f2).

Démonstration. 1) Cela résulte des remarques ci-dessus.
2) Par le 1) du lemme 2.1 appliqué au préhomogéne quasi-commutatif
(U(Fhp)o, $4(Fhy)1), on peut écrire:

Aut(U(Fho))n = Aute(U(Fhn)o) - [  Aut((Fhn))n,

1<i<n—1

Soit y = g(z) alors g = g192, avec g1 € Aute(U(Fhy)o et g2 centralisant les
hiy 1 <i<n—1,dou fy = fg,(q) et ga(z) = Elgign—l ¢g, (Ai)aiz;. Pour
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Z = ) 1<i<n_1 Ci%i, un calcul facile donne a l'aide des décompositions (4)
et (5):
farv e @ (%)

avec (*) = 0 lorsque (R, Ag) est de type (Cy, ) et lorsque (R, Ag) est de
type (Fs, 1) on a (%) ~ cjcacsq, g étant une forme quadratique fixe a trois
variables. Or g;(z) et y sont dans la méme orbite de Aute(U(Fh,)o donc

[Ticicn—1¢g:(Xi)ai = HlSiSn—-l b; (relation (3)) d’ou

= @ Pga(Ni)aif ~ ¢g, (M) f* (remarque 3.1.2) 0

1<i<n—1
PROPOSITION 4.1.5.

1) On supposen > 3. Soit1 <r<mn,a=(a,...,ar), etb=(b1,...,b)
des éléments de F*.
1) Lorsque
ngigr a; = H15i5r bs
f et f sont équivalentes
il existe g appartenant a Ge, centralisant ®r+l<j<n g%, tel que
9(2151'9 ai%;) = Z15igr bix;.

ii) Lorsque 1 <7 < n—1 et f* et f® sont équivalentes, il existe g ap-
partenant d G, centralisant @, o< <y g%, tel que 9(3 <<, aiT3)
=3 <i<r bix;

2) Sotent © =) 1 i, @i €t T =) | ;cn bz deuz éléments non nuls
de g, de rang inférieur a n alors = et x' sont dans la méme orbite de
G si et seulement si il existe ¢ non nul tel que les formes quadratiques
fe et cf® sont équivalentes.

Démonstration. 0) On commence par montrer le résultat suivant
lorsque n > 3: soit a = (a1,...,a,), les a; étant des éléments de F*, pour
tout ¢ non nul représenté par f¢, il existe

(1) (c2y...,¢r), les ¢; étant des éléments de F*
(ii) g élément de G centralisant (P, ;< <, gl
tels que

(@) 9(219‘9 a:zi) = tzy + ZZSiSr CiTi
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(B) f° est équivalente a tf @ f¢
() hi<icr ai = t1h<icr G-

La démonstration se fait par récurrence sur r; le cas r = 1 étant trivial, on
suppose r > 2 ainsi que le résultat annoncé démontré pour r — 1. Comme ¢t
est représenté par f¢, il existe A; dans E et u représenté par P,;<, aif,
tels que t = a1 f(A;) + u. Siu = 0, le résultat est démontré en utilisant
l'automorphisme g294,. Supposons donc v non nul. Lorsque 7 > 3, on peut
appliquer ’hypothése de récurrence: il existe g élément de G, centralisant

@H—lsj‘gn,j:l g)‘i, c3, ..., ¢y non nuls tels que
(@) g(ZZgigr a;%;) = uxy + ngigr G T;
(B) Bycicr aif est équivalente & uf @ f©

() acicr @i = ul3<ic, e

Lorsque r = 2 on a u = asf(As). Soit 2’ = g(z) pourr > 3 et 2’ =z
pour 7 = 2, on note z' = a1z +vxy + w avec w = Y 4, . CT; et v =
u (resp. w = 0 et v = ay) lorsque r > 3 (resp. lorsque r = 2). On a
g294,(z') = a1 f(A1)z1 + vf(A1) 1z + w. Or il existe By dans Eigl tel
que

Fu—ag)/2(B2) = ww™! f(A;)
(1) du lemme 4.1.3) et Cy dans E tel que

[Bz, f(Al)_l’UiL‘z] + [Cz, txl] =0

alors:

exp(ad(Cy)) exp(ad(Bs))x’ = tx) + coz9 +w avec c3 = (—l—i—qi

Par le 2) du lemme 4.1.4 appliqué & a;z1 + uzg et & tz; + caxy les formes
quadratiques a1 f @ uf et tf & cof sont équivalentes. 0
de 0 '

Montrons le 1) i) de la proposition par récurrence sur r. Pour r = 1,
il n’y a rien a montrer. Supposons le résultat vrai pour r — 1 > 1. Pour r,
comme f% ~ f° il existe t non nul, représenté par f* et f° d’apres le 0)
ci-dessus, il existe

(coy..-5cr), (day...,dy), g et ¢ dans G,
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centralisant €9, ;< gV tels que

g( Z aixi> =txy + Z cx; et g'( Z bixi> =tz + Z d;x;

1<i<r 2<a<r 1<i<r 2<e<r
tf@fo~f* et fotfdf?

tHCiZHai et tHd,‘:Hbi
2<i<r 1<i<r 2<i<r 1<i<r

Donc d’apres les hypotheéses, les deux formes quadratiques f¢ et f¢ sont
équivalentes et on a I'égalité [[,.c, ¢ = [loc;<, di; il suffit d’appliquer
Phypothese de récurrence & 3, ;e ciTi et & Y .o, diz; pour obtenir le
résultat. o -

1) ii) Lorsque r = 1 il existe A et B dans E tels que a1 f(A4) = b1 f(B).
Il suffit d’appliquer & a;z; 'élément gglg 4. f est une forme quadratique
qui représente 1, 'équivalence de f¢ et f° implique que p = ([T, c;c, @)}
(ITi<i<r b:) est représenté par f. Il existe A dans Ei’?’l tel que f(x,—x,)/2 (A)
= p, alors

gnga(z’) = Z cx; etona H ¢ = H b; ainsi que f¢~ f°

1<i<r 1<i<r 1<i<r

Il suffit alors d’appliquer le 1) i) de cette proposition.
2) z et 2’ ont méme rang p (1 <p <mn—1) et par le 2) du lemme 4.1.1, on
peut supposer que ¢ = Zlgigp a;xz; et q:' = Zlgigp b;x;. Lorsque p =1 le
résultat est évident; lorsque p > 2, on a n > 3 donc les formes quadratiques
associées sont inchangées (cf. 1) du lemme 4.1.3).

Par le 1) ii) de cette proposition, les conditions sont suffisantes; par le
2) des lemmes 2.1 et 4.1.4, elles sont également nécessaires. 0

Remarques 4.1.6. En utilisant la méme démonstration que dans 1 ii),
lorsqu’on suppose que pour tout a non nul de f(E) il existe g dans G
centralisant tous les h;, 1 < ¢ < n, dont la restriction a @1<i<n—1 g}‘i
(resp. & g**) se réduise a lidentité (resp. a ald) alors 2) est vérifié c’est
a dire que I’équivalence de Af® et f° pour un A non nul implique z et
z' sont dans la méme orbite de G. Ceci est toujours vérifié pour n im-
pair (on écrit pour i = 1,...,m — 1 a = fx -x,)/2(4i) alors I'élément
hn(a(n+1)/2)(n1<i<n—1 ga;)e(1/a) convient).
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4.2. Le cas (Cp, o)
Dans le paragraphe 4.2, on suppose que (go, g1) est quasi-commutatif,
presque déployé de type (R, Ag) = (Cp,an) (i.e. Ay =0).

PROPOSITION 4.2.1. Lorsque n > 3 il existe un préhomogéne quasi-
commutatif, (8o, 81,Ho), presque déployé de type (R, o) = (Cn,an) ou
(Fy, ;) et un élément 1-simple h de rang un de (8o, g1, Ho) tel que

1) g = Y(Fh)
2) Hy=h/2+ Hy

Démonstration. 1l suffit de montrer que pour chaque corps F, chaque
type de systéme de racines gradué (A, o), de type (Aan—1,an), (Cn,an),
(D2n, atgn) ou (Do, aon-1), (E7,a7), donné par son diagramme de Satake
vérifiant la propriété suivante: la racine )¢ du diagramme de Satake de
(A, Xo) est blanche, non fléchée et non contiglie & une racine noire, il existe
un systéme de racines gradué (A, ), tel qu’il figure dans la liste de la
proposition 1.6, et que le diagramme de Satake de (A, )\g) soit exactement
le diagramme de Satake de

A% =[x e A/n(\ o) =0}

gradué par la graduation induite par A. L’élément h est simplement donné
par h;\o. Cela résulte du tableau 3. 0

COROLLAIRE 4.2.2. 1) Lorsque n > 3, pour tout a non nul de f(E),
il existe g dans G centralisant tous les h;, 1 < 1 < n, dont la restriction a
D1cicny 8 (resp. a g**) se réduise a lidentité (resp. d ald).
2) x(G) = x(Aut(g)g,) = F* lorsque n est impair et & f(E)* lorsque n est
pair et supérieur ou égal a quatre.
3) Lorsque n > 2, pour tout t non nul de F tel que t" € f(E), il existe un
élément g de (Kerx) dont la restriction & @¢;cn s g™ soit ’homothétie
de rapport t.

Démonstration. 1) Notons que la restriction & g du centralisateur de
h dans Auto(g)z, est inclus dans G. Soit A appartenant a Eﬁ’ln ;Ll tel
que f(An+1—>m)/2(A) = a, et g4 la restriction de g4 a g, alors g4 convient.
Remarquons que x(g4) = a.
2) Cela résulte de la proposition 3.2, du 1) de ce corollaire.
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3) Si n est pair, élément c(t)hn(t"™/2) convient. Si n est impair, ¢ est
dans f(E)* donc représenté par des éléments de la forme f(y,_»,)/2(4:) et
ngign—l ga, convient. 0

On rappelle que toute orbite de G, dans g; rencontre @, .;, g

(lemme 2.3.2) et que P(> "y, @i%:) = [[;<;<p, @ (& la normalisation pres,
relation (3)).

THEOREME 4.2.3. Soient

T= Y am,  y= Y bz

1<i<n 1<i<n

1) Lorsque m > 3, pour que z et y soient conjugués par Ge, il faut et 1l
suffit que les conditions suivantes soient satisfaites:

(i) P(z) = P(y) (i-e. [[1cicn @ = [l1<icn B)

(ii) les formes quadratiques f et f® sont équivalentes

2) Pour que = et y soient conjugués par G (resp. Aut(g)m,), il faut et
il suffit que la condition suivante soit satisfaite: il existe X dans F*
tel que les formes quadratiques M\ f® et f° soient équivalentes et pour
n = 2, il faut ajouter la condition “P(z) € P(y)x(G).”

Démonstration. Lorsque n = 2 le résultat est évident. Supposons
n > 3. Ona G = Aut.(4(Fh)). Le 1) découle du lemme 4.1.4 et de
la proposition 4.1.5. Les conditions de 2) sont suffisantes par le 1) du
corollaire 4.2.2 et la remarque 4.1.6 et nécessaires par le 2) du lemme 4.1.4
appliqué au préhomogene (§o, 31, Ho). 0

Remarques. 1) Lorsque n = 2, on vérifie immédiatement qu’il ¥ a une
seule orbite singuliere non triviale et que les orbites régulieres sont séparées
par x(G). Lorsque z et y non nuls vérifient la condition P(z) € x(G)P(y)
alors il existe A € F* tel que Af® ~ f°.

2) Les orbites singulieres de (Ker(x))° et de G' = {g € G/ x(g9) € f(E)}
sont les mémes (cf. le 3) du corollaire 4.2.2).

3) Le cas ou d = 8 a été traité entre autre dans [7], il correspond & deux
F-formes de (E7, o) (f isotrope ou f anisotrope).

4) Lorsque f(E)* = F*, le rang sépare simplement les orbites (n + 1 or-
bites). Ainsi lorsque F est un corps p-adique et n > 3, ceci est réalisé
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lorsque d > 4. Il reste ainsi les cas d = 1 (g; s’identifie alors a I’espace des
matrices symétriques) et d = 2, g; s’identifie alors a I’espace des matrices
hermitiennes sur un corps quadratique dans le cas f anisotrope, dans ce
dernier cas il y a une orbite de rang impair et deux orbites de rang pair.

On peut également donner la traduction lorsque F = R bien que eelle-ci
soit largement connue dans le cadre des algebres de Jordan ([17]); signalons
également les travaux mentionnés dans [5], qui sont faits dans un cadre un
peu plus général (on ne suppose pas de régularité).

PROPOSITION 4.2.4. On suppose quen > 3 et que F = R et soit Gg la
composante connexe réelle de G

1) Lorsque (A, Xg) n'est pas de type (Cn, ), le Tang sépare les orbites
singuliéres de Gy dans g1, et Gy a deux orbites réguliéres données par
{z € g1/ P(z) > 0} et {x € g1 / P(x) < 0}. Les représentants sont
donnés par

0 1<7<n Zwi, —$1+Zfﬂi

1<i<y 2<i<n

2) Lorsque (A, Ao) est de type (Cp,ay), pour 1 < j < n, Gy aj+1
orbites de rang j de représentants:

in —in+ Z z; avec 1<k<j.

1<i<5 1<i<k k+1<i<j

Démonstration. Comme Gy est connexe et x est continue, x(Gp) est
connexe, or il contient R** donc x(Gg) = R**. Ceci est aussi vrai pour
tout autre caractere continu.

En tenant compte du 1) du lemme 4.1.3, la proposition 4.2.4 est la
traduction du résultat suivant: soient z =3 <i<j 0i%; et a:' =3, <i<j b;x;
de rang j alors z et =’ sont dans la méme orbite de Gy si et seulement si les
formes quadratiques f@ et f® sont équivalentes et P(z)P(z') est positif ou
nul or Gy est inclus dans Aut(g))y, ; d’olt les conditions nécessaires par le
1) du lemme 4.1.4. Montrons qu’elles sont suffisantes.

e Lorsque j < n, le résultat découle de 'inclusion de G, dans Gg et du
1) du théoreme 4.2.3.
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e Lorsque j =n

A=]lici<n a;b7! > 0 donc il existe g(= exp(ad(vV/Ahy)) € Gy tel que gz’ =

D o1<i<n Cii avec f* ~ f€et T, @i = [1y<i<n i, ainsi en appliquant le
1) du théoreme 4.2.3, z et gz’ sont dans la méme orbite de G, d’ou1 z et z’
sont dans la méme orbite de Gy. 0

4.3. Le cas (R, \o) = (F4, 1)

On rappelle que les (z;, ks, i) 1<i<4 ont été définis dans la définition 4.1.2
et que x(G) = x(Aut(g)g,) = F*? ( 2) i) de la proposition 3.2).

Indiquons rapidement un lemme qui sera utilisé ultérieurement et dont
la vérification est laissée au lecteur (cf. [8], [20]).

LEMME 4.3.1. Soit F un corps global de caractéristique 0, on note S
(resp. Sr, Sy) U'ensemble des places (resp. réelles, finies) de F; pour tout v
de S, F, est le complété de F a la place v. et (-,-), désigne le symbole de
Hilbert du complété F,,.

1) Soient a dans F*, P et Q deuz parties finies ayant un nombre pair de
places telles que P est dans Sy alors
il existe A, B, C dans F* tels que:
i) (A,a)y =1 pour tout v de S
i) (A,C)y = —1 (resp. (B,C), = —1) lorsque v € P (resp. v € Q)
et 1 sinon
2) Soit a dans F*, P,(s1,s2) = s? + as?, Q une partie de Sg alors il y a
équivalence entre:
1) il existe u représenté par P, et vérifiant (u,—1), = —1 pour tout
v dans Q et 1 pour tout v dans Sg — Q
i) (a,—1), = —1 pour tout v dans Q

THEOREME 4.3.2.

1) z et y sont dans la méme orbite de G (ou Aut(g)g,) st et seulement
st les deuz conditions suivantes sont vérifiées: '

i) P(z) € F*2P(y)
ii) Les formes quadratiques Qg et Q, sont équivalentes

2) Les orbites singuliéres de de G (ou Aut(g)g,) sont les mémes que celles
de (Kerx)°.
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Démonstration. 1) Les conditions énoncées étant clairement néces-
saires, il suffit de montrer qu’elles sont suffisantes. Soient z et y vérifiant
les conditions i) et ii) du théoréme, alors par ii) = et y ont méme rang
(cf. proposition 3.1.3) donc les éléments 1-simples les complétant en sly-
triplets 1-adaptés sont dans la méme orbite de G.

Par le lemme 2.3.2 et le choix des sls-triplets, on peut supposer que
T =) i<k @iTi €6 Y = D 1 cick Di%i, k étant le rang commun de z et de y.
Lorsque k est inférieur ou égal & 3, la condition ii) implique que les formes
quadratiques @19 <j<k @ia;f et @19‘ <j<k bibj f sont équivalentes donc il
existe ¢ non nul tel que les formes quadratiques @, ;< aif et c(D;<;<k bif)
sont équivalentes. Le résultat découle alors du 1) de la proposition 4.1.5. 1
reste donc les cas ol z et y sont génériques (i.e. k = 4). Comme P(z)P(y)
est un carré, on peut se ramener au cas ol

1
z=pr1+bixo+bers+ ——x4, y = px1+clm2+62m3+—?-x4 et Qz ~ Qy.
C1¢2

b b
D’apres Pexpression explicite de Q, (proposition 3.1.3), on en déduit que

bi(pf©f)@ba(pfDf)Bbiba(pf O f) ~cr(pf®f)Dca(pf D f)Derca(pf @ f)

ce qui est toujours vérifié dans le cas p—adique et se traduit dans les autres
cas par les conditions suivantes:
1) Lorsque F = R. Il existe ¢ tel que les formes quadratiques

Hpf ® 0 Obaf @ f) et pféqueBQféle—laf

soient équivalentes.
2) Lorsque F est un corps global. On reprend les notations du lemme 4.3.1.
Pour toute place réelle v, il existe t, tel que les formes quadratiques

to(pf @ brf ®bof &

1
) et pf@cfdcaf®——If
by b 515

soient équivalentes. Avant de commencer la démonstration, remarquons
que la propriété (P) donnée par:

(P) blfeabzfea f ~61f@62f®——f

permet de conclure que z et y sont dans la méme orbite (prop. 4.1.5, 1) i)).
(P) est vérifiée lorsque f(E)* = F* (1) du lemme 4.1.3) ou lorsque F est un
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corps p-adique et d est pair. Il reste a faire la démonstration dans les cas
restants. [ étant un corps local (resp. un corps global) on vérifie aisément
que (P) est vérifié si et seulement si les invariants des formes quadratiques
en question donnés respectivement par (b1, b1)(ba, b1b2) et (c1,c1)(c2,c1c2)
(resp. en toute place par (b1, by )y (ba, b1ba), et (c1, ¢1)v(c2, c1€2),) sont égaux.
(+,-) désigne le symbole de Hilbert de F. Comme (b;, b1)(b2, b1b2) = (-1, -1)
(=b1,—b2), (P) est équivalent & (—by, —by) = (—c1, —¢2) (resp. en toute
place & (=by, —b2)y = (—c1, —¢2)v)-

1) F=R. f est alors de signature (d,0). Lorsque p est négatif, = et
y sont dans la méme orbite de G ( 2) du lemme 2.3.1, on rappelle que
4c, = 1, définition 4.1.2). Lorsque p est positif,

1
pfEbfDbf B —f
b1by

est de signature possible (4d,0) ou (2d,2d) donc (P) est vérifié.

1) F est un corps p-adique. D’apres la remarque précédente, on peut
supposer que f(E)* est distinct de F* et que d est impair (ainsi d est inférieur
ou égal a 3). Comme f(E)* est un sous-groupe de F* ( 1) du lemme 4.1.3),
nécessairement d = 1 d’ont f(X) = X2. Soit s tel que A = p + s2 ne soit
pas un carré et u tel que (—u, A) = —1. On considére

U

1
X:pxl+x2+um3+;x4 et Y=pa:1+A9:2+A

T3+ —T4
U

D’aprés le 1) du lemme 2.3.1, X et Y sont dans la méme orbite de G, et
par calcul, on vérifie que les invariants des formes quadratiques

U? +uV? 4+ lZ2 AU? + 2y2 4 lZ“’
U ~ A U

sont opposés. Or d’apres la proposition 4.1.5, z (resp. y) est soit dans
lorbite de X, soit dans Porbite de Y, qui sont confondues d’ou le résultat.

3) I est un corps de nombre. On modifie = (et y) de la maniére suiv-
ante: soit R = {v € Sg / (p,—1)y = —(by,—-1), = —1}, d’apres le 2) du
lemme 4.3.1, il existe u, s1, s9 tels que

u = s?+ ps3 (u,—1)y=—1 VYveRetl YveSg—-R

d’ou z et 2’ = pz,y +d1m2+b2m3+aﬁ;x4 sont dans la méme orbite (d; = ub,
1) du lemme 2.3.1). On procéde de méme pour y: y' = pry + d2z2 + cox3 +
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d2162m4 et lorsque, pour v € Sg on a (p,—-1), = —1, alors (d;,—-1), =
(dg,—1), = —1. Ainsi pour tout v € Sg, les formes quadratiques

GfObf® ] et dof @erf B
d1by dacy

sont équivalentes (cf. le cas F = R). Lorsque d est pair, ces formes quadra-
tiques sont également équivalentes en toute place finie, donc d’apres le
résultat (P) rappelé précédemment, =’ et 3’ sont dans la méme orbite, ce qui
termine la démonstration. Lorsque d = 1 (rappelons qu’alors f(X) ~ X?),
notons hy(z') = (=1, —1)y(—dy, —b2)y (resp. hy(y')) 'invariant de la forme
quadratique di f @ baf & lez-f (resp. dof @ cof ® 1= f) et

dacy

P={veS/h(ah(y)=-1) Q={veS/(~di,~bs), = ~1}

alors P, @ sont deux parties finies ayant un nombre pair de places et P ne
contient que des places finies donc par le 1) du lemme 4.3.1, il existe A, B,

C tels que:

(6) (A,=p)y=1 WwEeS

(7 (A,C)y=-1 YveP e 1 Vv¢gP
(8) (B,C)y=—-1 YweQ e 1 VYo¢gQ

On considere:

1
t=p$1 —B(Ez —C:E3+-BE:L‘4

d’apres (8) et (P), t et 2’ sont dans la méme orbite, de méme:

z =pxy — ABxy — Cx3 + A]130x4
est dans la méme orbite que y' par (7), (8) et (P) or par (6) z et ¢ sont
dans la méme orbite (A est représenté par la forme quadratique U? + pV'2),
on applique le 1) du lemme 2.3.1, d’ol = et y sont dans la méme orbite. []
de 1)

2) est évident car on a vu au cours de la démonstration de 1) que ’on peut

se ramerner au cas ol

T = Z a; x; Yy = Z b;x;

1<i<p 1<i<p
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de rang p compris entre 1 et 3, tel qu'il existe ¢t dans F* tel que tf® ~ f°.
1l suffit alors de considérer I’application de F* dans (Kery)? donnée par
ha(t™1)hy_»,(t) dont la restriction a @), ;<3 87 est 'homothétie de rapport
t. 0

Remarques. Les cas (A, A\o) = (Fy, ) et (Eg, ag) sont traités sous une
autre forme dans [3] et [4] respectivement.

Donnons une autre version du théoréme précédent dans le cas ou F est
un corps local:

COROLLAIRE 4.3.3. Soient * = D ,c40i%; €t Y = Y ;cq bix; de
rang T

(1) Sir <3 ousir =4 etF estlocal archimédien, x et y sont dans la
méme orbite de G (ou Aut(g)p,) st et seulement si:
(i) on a P(z) € F*?P(y)
(ii) il existe A\ € F* tels que les formes quadratiques A\f® et f° soient
équivalentes

(2) Sir =4 et si F est local non archimédien, x et y sont dans la méme
orbite de G (ou Aut(g)g,) si et seulement si P(x) € F*2P(y)

Démonstration. C’est la traduction du théoréme 4.3.2 a l'aide de la
proposition 3.1.3.

Soit {u} un ensemble de représentants de F*/F*? dans F* Le lemme 4.1.3,

le théoreme 4.3.2 et le corollaire 4.3.3 permettent d’énoncer:

COROLLAIRE 4.3.4. Lorsque (go, g1) est un préhomogeéne de type (R, \o)
= (Fy, ) tel que 'une des deuz conditions suivantes soit vérifiées

i) le rang déployé de g est supérieur ou égal ¢ 5
ii) F est un corps p-adique et d > 4

les orbites singuliéres sont séparées par le rang et les orbites réguliéres sont
en bijection avec F*/F*2. Une liste des représentants des orbites est donnée
par: 0, 1, 1 + 2, 1 + T2 + T3, 1 + T3 + x3 + uxy, u décrivant des
représentants de F* [F*2.
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Donnons des représentants des orbites des cas restants c’est a dire lorsque
A = Fy, i.e. f, qui représente 1, est anisotrope; soit —é son discriminant.
1) F=R. Ceci correspond aux R-formes (*E§ 4, a2), (E3 4, 1), (E} £, as)
ainsi qu’a la forme déployée (Fy, 1). Les représentants sont donnés par:
0, 21, z1 + 9, x1 — T2, 1 + 29 + 23, T1 + T2 — T3, T + To + T3 + 24,
1+ To + T3 — T4, T1 + T — T3 — T4.

2) F p-adique. Cas d = 1 ce qui correspond a la forme déployée de
type (F4,a1). Soient a, b tels que (a,b) = —(—1,—1), les représentants sont
donnés par: 0, z1, 1 +x2+T3, —a:cl—b:vQ-l—ﬁxg, 1+ uxe, 1+ To+x3+Uury,
u € {u}.

Cas d = 2 ce qui correspond a la F-forme (2E§’4, ag). Soit v vérifiant
(v,6) = —1, les représentants sont donnés par: 0, z1, 1 + =3, T + vIo,
Ty + To + T3, T1 + T2 + T3 + uzs, u € {u}.

F est un corps de nombres. On reprend les notations du lemme 4.3.1.
On désigne par

Srf = {v € Sr / fv est anisotrope} = {v € Sg / rang(A,) = 4}
Sf’u = {’U S SR’f / (u,—l)v = 1} u € F*

Les représentants sont donnés par 0, 1, Ty p = T1+T2+ax3+ x4, u € {u},
pour toute partie P, éventuellement vide, incluse dans Sy, et avec a tel que

(a,-1)y=-1 Yv€EP et 1 VYveSg—P

gcardinal(Sy.u) orbites, auxquelles il faut rajouter

pour chaque u il ¥ a ainsi
dans les cas

d=1. z1+uzy, u€ {u} et zp = —az; — bzy + ;1,;:1:3, pour toute partie
finie P, de cardinal pair de places de S, éventuellement vide, a et b vérifiant

les relations

- (a,0)y =—(-1,-1), WeE€P et (-1,-1), Vvg¢P

d = 2. zp = x1 + wxe, pour toute partie finie P, de cardinal pair de
places v de S pour lesquelles 6 n’est pas un carré de F;,, w étant défini par
les relations

(w,6)y =—-1YveEP et 1Vvo¢P

ainsi que g = x1 + x2 + tx3, pour toute partie @ de places incluses dans
Swr,f, t étant défini par les relations

(t,=1)y =—-1VvEQ et IV'UESRJ—Q
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4.4. Deux conséquences
On déduit de la proposition 3.1.3 et des theorémes 4.2.3 et 4.3.2 le

COROLLAIRE 4.4.1. Sous l'une des deuz hypothéses suivantes:
i) F=R
ii) F est un corps local ou global de caractéristigue 0 et d > 2 lorsque
n>4
(R, Xo) étant de type (Fy,01) ou (Cp,an), deuz éléments x et x’, appar-

tenant 4 g1, sont dans la méme orbite de G si et seulement st les formes
quadratiques Q, et Qg sont équivalentes et P(z) € P(z')x(G).

THEOREME 4.4.2. F est un corps global de caractéristique 0. Soit
(g0,91) un préhomogéne quasi-commutatif presque déployé tel que (R, Xo)
soit de type (Cp,an), avec n > 3, ou (Fy, 1) alors z et y sont dans la
méme orbite de G si et seulement si ils sont dans la méme orbite de G,
pour tout v de S.

Démonstration. Elle découle des théoremes 4.2.3 et 4.3.2 et des remar-
ques suivantes:

1) deux formes quadratiques sont globalement équivalentes si et seule-
ment si elles sont équivalentes en chaque place

2) Q1 et Q2 étant deux formes quadratiques, il existe t tel que tQ; et Q2
soient globalement équivalentes si et seulement si cette propriété est
vérifiée en chaque place. 0

5 Une remarque. On utilise les notions de “bonne orbite” et “orbite
spéciale” données dans [6]. Indiquons rapidement le résultat suivant facile
a établir:

LEMME 5. Soit (go,81) un préhomogeéne tel que
i) g1 est un go-module absolument simple
ii) 2Hy est 1-simple

Si h et h' = 2Ho—h sont deuz éléments 1-simples au sens de (go, g1) tel que
U(Fh); (resp. U(FR')1) soit un U(Fh)y (resp. UW(Fh')o) module absolument
stmple alors pour tout z admettant h comme élément 1-sumple, G-z est une
bonne orbite spéciale.
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Les préhomogénes quasi-commutatifs, presque déployés, irréductibles
ont toutes leurs orbites qui sont de bonnes orbites (appendice 2 de [11]).
Lorsque de plus, gy est de dimension inférieure ou égale a 1, a4 'exception
du cas ou (R, A\p) est de type (B3, az), (i.e. (R, Ag) est de type (Cy, ay), ou
(F4,01) ou (Go, a3)), les conditions du lemme 5 sont vérifiées; toutes les or-
bites sont de “bonnes orbites spéciales” au sens de [6]. Par une consultation
des résultats donnés dans [6], on constate que ce sont les seuls.
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Tableau 1: cas (R, A\o) = (Cn, o)
P pour corps p-adique
n pour corps de nombres

(A, Xo) Diagramme de Satake Rin| P |d
a1
o—o
| ‘ X | X X |2
o—o
Qon—-1

(Cnaan)
—o0----- x|x| x |4
(&3]

Qon

o—o0----- <|x| x |1
(03] Qg

(Cs,a3) © x | X |non |8
oO—O0—O0----- o—0O0—o----- oO—0—0

(Aon—1,an) | & o el E B I

(Dan; @2n-1) 0 O2n-1

ou O0—0----- O a X|X| X |4
e

(Dan, agn) ! © aop,

(E'7,oz7) O O ® O o—©) x|x| x |8
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Tableau 2: cas (R, \g) = (Fy, a1)

(A, X) |Diagramme de Satake d|R|n
© a D o 11X |X] X
o o O o o) 21X X X
©
(F4,011)
© O O O 4l x| x %
O O O ©

8| X | X |non

(Es, ) S 2 x x| x
(E7,01) O—o—0—o—o— 4l x|x| x
O O O @ O o—©O)

(E8>a8)
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’Fa})leau 3: ) 3
A’\_O ={X e A/(X\ ) =0}

A?O = AXD N A,

197

x5 o AN
(A, A0) (Aooa A10) ‘I‘
(A2n+1a an+1) (A2n—1, an)
o0—o0--0—0—0--0—0 o—o--0—O0—0--0—>0 X
aq Qn41 Q241 (651 (677 Q2n—1
1 1
(ZA(Zn)-i-lv O‘n+1) (zAgn)_p an)
(879
X
(Cn+1a an+1) (Cna O‘n)
O——0~-v=- o—o0----- X
(e %1 Qn41 (e3] An
(D2n+2, a2n42) (D2n, a2n)
o0 Oon41 0 op—1
o -=--=-- o—O0-=-=-=-- O @ x
> © 02n42 A © C2n
2 2
(ngn)+2,n+1> a2n+2) (ngn),n’ O4211)
Q2n41 Qon—1 %
&—0----- e—O0-----
ot Q2n4-2 ot Qo
(Es,ag) (E7,ar)
0 e O O @ o——©O) ® O O O o—©O) X
@) O
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