
I. Muller
Nagoya Math. J.
Vol. 151 (1998), 161-197

CLASSIFICATION D'ORBITES POUR UNE CLASSE
DΈSPACES PREHOMOGENES

IRIS MULLER

Resume. Dans cet article, on donne la classification des orbites des prehomo-
genes de type parabolique (βo,0i) correspondants aux paraboliques maximaux,
notes (Δ,λ 0), suivants: (A2n-i, cκn), (Bn,αi) ou (Dn,<*i), (C n ,a n ) , (D2n,a2n)
ou (D2n,c*2π-i), (#7, α 7), ( i ^ α i ) , (JE76, α^), (#7,ai), (E8, ore) lorsque F est un
corps local ou global de caracteristique zero, a l'aide de formes quadratiques,
ceci lorsque le sous-espace radiciel gλ° est de dimension un.

§1. Introduction, rappels et notations

Soit g — φ^I^p Qi une algebre de Lie semi-simple graduee de dimension
finie, definie sur un corps F de caracteristique zero. On note HQ Pelement
de g definissant la graduation:

Qi = {x € β/ [H0,x] =ix}

G le centralisateur de HQ dans le groupe des automorphismes de g qui sont
elementaires sur une clόture algebrique de F, Ge le groupe des automor-
phismes elementaires de go? φii centralisent done Ho.

G opere sur chaque ĝ , et Faction de G sur fli est geometriquement
prehomogene. On considere le triplet (G, Ad, gι) que l'on note de maniere
infinitesimale (00,01,^0) ou encore (flo5fli)

Le probleme de determiner les orbites de G dans g\ a ete resolu dans
le cas algebriquement clos dans [21]. Plus generalement les orbites de G
dans fli ont ete determinees dans un certain nombres d'exemples par des
demonstrations cas par cas.

II existe une famille de prehomogenes pour lesquels la description des or-
bites se donne simplement a l'aide de systemes de racines et formes quadra-
tiques ([11], [12]).

Rappelons brievement de quels prehomogenes il s'agit.
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162 I. MULLER

Soit o une sous-algebre abelienne deployee maximale de g contenant HQ

(ou ce qui revient au meme une sous-algebre abelienne deployee maximale

de 0o) On note Δ le systeme de racines de (g, α), il est egalement gradue

par HQ:

L'ordre considere est toujours tel que toute racine de Δ^, i > 0 soit positive.

W est le groupe de Weyl associe a Δ et Wo = {w £ W/ w(Ho) = Ho} celui

associe a Δo On note B la forme de Killing de Q.

DEFINITION 1.XQQ,Q\) est dit quasi commutatif si il existe des racines

de Δi λ i , . . . , λn, deux a deux fortement orthogonales dont la somme des

co-racines vaut 2Ho.

Dans ces conditions, sans restreindre la generalite, on peut supposer que gi

et g_i engendrent Q ([13]), ce que Γon supposera dorenavant.

DEFINITION 1.2. On suppose que (βo,0i) est quasi commutatif, on ap-

pelle systeme orthogonal maximal un ensemble de racines de Δi, deux a

deux fortement orthogonales, ayant un nombre maximal d'elements que Γon

note n.

Notons que la somme des co-racines d'un systeme orthogonal maximal vaut

2Ho (proposition 4.4 de [13]). Rappelons que tout element x non nul de Q\

se complete en un sh—triplet (xyh,y) tel que h soit dans go et y dans g_χ.

Un tel 5Z2—triplet est dit 1-adapte et un tel h est dit 1-simple.

PROPOSITION 1.3. On suppose que (βo> 0i) es^ quasi commutatif, alors

1) flt = {0} pour\i\ >3

2) Deux systemes orthogonaux maximaux sont conjugues par Wo

3) Les orbites de G dans les elements 1-simples sont en bijection avec

WO\W/WO-WQ.

(propositions 4.1, 4.4 et corollaire 4.6 de [13])

Soit S = {Ai,...,λn} un systeme orthogonal maximal de co-racines

respectives /iχ,..., /ιn, fixe. Le 3) de cette proposition enonce que tout h

1-simple est dans l'orbite de Ge d'un element de la forme Σiei hi> I έtant

une partie non vide de {1,..., n}.

Pour toute racine μ de Δ, on note gμ le sous-espace radiciel associe a

μ et hμ la co-racine de μ.
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DEFINITION 1.4. (jgojfli) quasi commutatif est dit presque deploye si

les sous-espaces radiciels g λ i sont tous de dimension un.

Dans [11] on a montre que la classification des orbites des prehomogenes

quasi commutatifs presque deployes, lorsque Δ est irreductible, se fait de

maniere analogue a la classification des formes quadratiques, lorsque F est

un corps local ou global de caracteristique zero. Sous ces hypotheses les

orbites de G non reduites a 0 sont classees par trois invariants. Soit b la

sous-algebre de α engendree par hi, 1 < i < π, et R le systeme de racines

obtenu a partir des restrictions non nulles de Δ a b (cf. [13] ainsi que la

demonstration de la proposition 2.2.1 de cet article). Les trois invariants

sont alors donnes par: Γorbite 1-simple associee, la valeur d'un caractere

(eventuellement trivial), et une classe de formes quadratiques determinees

par le systeme de racines R. L'objet de cet article est de donner les orbites

des prehomogenes quasi commutatifs presque deployes pour lesquels le sous-

groupe de Wo defini par

{we Wo/ w{λu . . . , λ n} = {λ l 5 . . ., λn}}

est en surjection avec le groupe symetrique © n , ce qui est equivalent a

supposer que R est de type Cn ou F4 (propositions 5.1.3 et 6.6 de [13]). En

effet , si on definit le rang d'un element par la

DEFINITION 1.5. Soit .(x,/ι, y) un ^-tr iplet 1-adapte, on appelle rang

de x ou de h la quantite r(x) = r(h) == 2B(H HVHV
Lorsque R est de type Cn ou F4, deux elements 1-simples sont dans la

meme orbite si et seulement si ils ont meme rang, de plus on utilise es-

sentiellement les memes automorphismes elementaires pour demontrer les

conditions suffisantes de caracterisation des orbites. Ces resultats serviront

ulterieurement a

• donner un calcul des coefficients de la fonction Zeta locale lorsque

R = Cn (annonce dans [9])

• donner une fonction Zeta adelique avec son prolongement lorsque R =

Rappelons que, comme g± et g_χ engendrent 0, fli est un go-module

simple si et seulement si φ^>ofli e s ^ u n e sous-algebre parabolique maxi-

male ([14]); lorsque (flo,JBi) est quasi-commutatif, g\ est un go-module sim-

ple lorsque Δ est irreductible (proposition 5.1.1 de [13]), on note alors λo
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l'unique racine simple de Δi pour Γordre choisi et suivant [14] on adopte la

notation (Δ, λo) ainsi que (12, λo), on prend sur R le meme ordre que celui

de Δ; on rappelle alors le result at suivant deduit de la proposition 6.6 de

[13]:

PROPOSITION 1.6. Soit (flo?fli) quasi-commutatif alors

1) R est de type Cn si et seulement si (Δ,λo) est de type (A2n-ι,an),

(Cn,an), (D2n,a2n) on (D2n^2n-i)J (E7,a7), ( 5 n , α i ) ou (Dn,otι)

(etA2=Q))

2) R est de type F4 si et seulement si (Δ, λo) est de type (F4, a\), (EG, a2),

(Es, as) (etA2 = {ω}).

Par les propositions 6.4, et 2) de 5.1.1 de [13], (flo30i) quasi-commutatif

de type (Δ,λo), avec Δ irreductible et (Δ, λo) different de (G2,a2) ou

(B2k-i,ak)-> e s ^ presque deploye si et seulement si gλ° est de dimension

un, c'est a dire si la racine λo du diagramme de Satake de (Δ, λo) est

blanche, non flechee et non contigύe a une racine noire (i.e. compacte).

Donnons un bref descriptif du contenu de cet article. On commence par

donner des complements sur les prehomogenes quasi-commutatifs dans les

paragraphes 2 et 3. C'est ainsi que dans le paragraphe 2, apres avoir precise

la decomposition de G (lemme 2.1), on montre que le systeme de racines R

correspond au systeme de racines d'une sous-algebre semi-simple deployee

de g, notee QR (proposition 2.2.1). On y construit egalement les automor-

phismes de base associes aux racines de Δ2 (paragraphe 2.3 et lemme 2.3.1).

Dans le paragraphe 3, on suppose que le prehomogene quasi-commutatif

est de plus presque deploye et que Q\ est un go-module simple. On y

donne la forme explicite de la forme quadratique invariante construite a

partir de la restriction de la forme de Killing au centralisateur dans go d'un

element de Qι (proposition 3.1.3). On y explicite egalement le lien entre

le degre de l'invariant relatif fondamental du prehomogene et le rang de

R (proposition 3.2). Le paragraphe 4 est consacre aux cas particuliers de

cet article c'est a dire aux cas ou (i?, λo) est de type (C n ,α n ) (tableau 1)

ou (jF4,αi) (tableau 2) et gλ° est de dimension un. Apres avoir construit

les automorphismes elementaires de base de ces deux cas (paragraphe 4.1,

proposition 4.1.5) et avoir explicite le choix d'une base de Chevalley de QR

(proposition 4.1.1), on donne les orbites de ces deux cas (theoremes 4.2.3

et 4.3.2) ainsi que quelques consequences (theoreme 4.4.2).
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Les resultats contenus dans cet article ont ete annonces dans [10].

Voici quelques notations utilisees dans la suite de ce travail:

1) Lorsque h appartenant a go e s ^ semi-simple, on note Ei(h) — {x £

g/ [h,x] = ix}.

2) Si c est une sous-algebre de g, on definit Q = C(Ί QI.

3) Soit c une sous-algebre de g, reductive dans g alors le centralisateur

de c, encore note ϋ?o(c), e s t une algebre reductive dans g ([2]) dont on

note il(c) sa partie semi-simple.

Lorsque HQ est un element de la sous-algebre c + l?o(c), c est graduee:
c = ΘieZ c*> ̂ ( c ) e s t egalement graduee: il(c) = 0 i e Z H ( c ) i et de plus

pour i non nul on a il(c)i = (i?o(O)i*

4) Lorsque (x:h,y) est un 5/2-triplet, on note hh(t) (resp. θXiy) Γauto-

morphisme elementaire defini par θx^y(t)θx^y( — l) (resp. ^ ^ ( 1 ) ) avec

θχ,y{t) — exp(ad(tx)) exp(ad(t~1y)) exp(ad(tx)) ([2]).

Dans le cas particulier oύ h est la co-racine d'une racine μ de Δ, on note

simplement hμ(t) Γelement hh(t) et pour i variant de 1 a n, hi(t) = hχ^t).

Rappelons que la restriction de hμ(t) a g λ ,λ G Δ, est l'homothetie de

rapport tn^μ">

5) Pour t element de F*, c(t) designe Γautomorphisme de G dont la re-

striction a gi est tIdQl.

6) Pour x element de g, Gx (resp. Aut(g)x) designe le centralisateur de

x dans G (resp. Aut(g)).

Notons que dans les paragraphes 2.1 et 2.2, on ne suppose pas que (flojfli)

est presque deploye et que dans les paragraphes 2 et 3 (α^, ̂ i,yi)i<i<n est

une famille quelconque de ̂ -triplets 1-adaptes.

7) Une racine λ de Δi est appelee 1-longue (resp. 1-courte ) si elle est

longue (resp. courte) parmi les racines de Δi qui sont dans la meme

composante irreductible que A.

§2. Complements sur les prehomogenes quasi commutatifs: con-

struction d'automorphismes elementaires
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2.1. Une precision sur les groupes

LEMME 2.1. 1) Aut(fl)Fo - C?e Πl<i<nAut(fl)Λi e t G = Ge'Πl<i<nGhi

2) 5oiί 1 < p < n, si x et x' sont deux elements de Φi<i< p(fl λ ι — {0}),

dans la meme orbite de G (resp. Ge), alors x et xf sont dans la mime

orbite du centralisateur dans G (resp. Ge) de h = X^^<^<p hi et de hi pour

p + 1 < i < n.

Demonstration. 1) Resulte du 2) de la proposition 1.3 et de la con-

jugaison des sous-algebres abeliennes, deployees, maximales de go par Ge

2) Soit (x, h = Σι<i<vhiiy) un s/2-triplet 1-adapte avec y appartenant a

Θi<i<p 0~λΐ e t c 1'aϊgebre reductive dans g definie par c = ¥x®¥h®¥y, il(c)

la partie semi-simple du centralisateur de c. Le prehomogene (U(c)o,ίi(c)i)

est encore quasi-commutatif car 0 p + i < i < n 0
λ i (resp. φ p + κ i < n 0 ~ λ ί ) est

inclus dans il(c)i (resp. il(c)_i). Un systeme othogonal maximal de (il(c)o,

il(c)i) est donne par {λp+i,.. ., λ n } . x et x' sont dans la meme orbite de G

et admettent tout deux h comme element 1-simple done ils sont egalement

dans la meme orbite de G^, soit x — gx1\ avec g dans G^. A Faction des

automorphismes elementaires de U(c)o, {ghp+ι,... ,ghn} correspond a un

deuxieme systeme othogonal maximal de (il(c)o,il(c)i), on applique alors le

2) de la proposition 1.3 ainsi que la proposition 5.1.1 de [13], en notant que

lorsque (flo5fli)
 e s ^ quasi commutatif, il y a au plus une racine λ̂  1-courte

par composante irreductible de Δ. D

2.2. Existence d'une sous-algebre

PROPOSITION 2.2.1. Soit (βo,fli) ^ prehomogene quasi commutatif

alors il existe une sous-algebre, QR, de Q, semi-simple deployee admettant

b comme sous-algebre de Cartan.

Demonstration. Elle decoule directement du fait que R est un systeme

de racines. Explicitons la demonstration. Soit θ = [ J κ < n sχ.^sχi etant

la symetrie relative a la racine λ̂  (notons que θ est un representant dans

W/Wo de Γelement de plus grande longueur du groupe de Weyl W) alors si

A — #(λ) n'est pas une racine de Δ et si λ ψ 0(λ), montrons par Γabsurde

que A + ̂ (A) n'est pas une racine de Δ. Supposons que μ = A + θ(λ) soit
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une racine de Δ alors μ est une racine de Δo orthogonale aux racines Â ,
1 < i < π, et par orthogonalite des Â

Soit

δ= J ] βj(λ) = I μ +
J6{l,.. ,n}
n(λ,λj)<0

alors δ(Ho) = | Σi<z<π ln(^5 ^)l Comme λ — 0(λ) n'est pas une racine et
que λ φ 0(λ), la quantite n(0(λ), λ) est strictement negative et comme λ et
Θ(X) ont meme longueur, elle vaut —1 done

-n(0(λ),λ) = - 2 + Σ n(λ,λi).n(λi,λ) = l

ce qui donne Γegalite:

(1) Σ n(λ,λi)n(λi,λ) = 3
l<z<n

ainsi δ(Ho) > 0 d'ou δ G Δ1UΔ2; comme toute racine de Δ2 est combinaison
lineaire des λ̂ , 1 < i < n, (lemme 4.2 de [13]), δ est dans Δi. Or pour tout
i compris entre 1 et n on a n(δ,λi) = |n(λ,λ^)| > 0, par la demonstration
du lemme 4.3 de [13], deux cas sont alors possibles: soit δ est combinaison
lineaire des λ̂ , 1 < i < n, ce qui est absurde, soit, a Γindexation pres, on a
les egalites:

n(έ, λi) = n(λi, δ) = n(έ, λ2) = ̂ (λ2, δ) = 1, n(<5, λ̂ ) = 0 pour i > 3

ce qui est incompatible avec (1).
Montrons que pour toute racine μ de R il existe un ̂ -triplet 1-adapte

(Xμ,hμ,X-μ) tel que Xμ (resp. X-μ) soit dans f | 1 < K n £ ; μ ( ^ ) ( ^ ) (resp.
C\i<i<nE_μfiι.\(hi)). Soit A dans Δ tel que λ/b = μ, et considerons A' =
I (A — 0(λ)') alors λ'/b = μ done A φ 0(λ). Comme R est reduit (proposi-
tion 6.6 de [13]), 2λ; n'est pas dans Δ done A ± θ(λ) n'est pas une racine.
Premier cas: n(λ, 0(λ)) < 0 done A = —θ(λ) et A7 = λ alors hμ — h\,
on prend le 5/2-triplet suivant (Xχ,hμ,X_\) avec X\ (resp. X-\) dans gλ

(resp. fl~λ). Deuxieme cas: λ; ^ Δ alors les racines A et 0(λ) sont fortement
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orthogonales et hμ = hχ - /ι^ λ ); soit (X λ ,^λ 5 ^-λ) et (XΘ(\), hθ(\),X-θ(λ))

deux 5/2-triplets tels que X\ (resp. X-\, XΘ(X)I X~Θ(\)) soient dans g λ

(resp. g " \ g*(λ), fl-*W) alors (Xχ - I _ w , / ι μ , I . λ - Xθ(λ)) est un sl2-

triplet ayant la propriete demandee. Soit B une base de R correspondant a

Fordre suivant habituel: {μ £ R/μ(Ho) > 0} C i?"1", alors la sous-algebre QR

engendree par (Xμ, hμ, X-μ)μeβ verifie les proprietes de la proposition 2.2.1

D

Remarques. 1) La proposition 2.2.1 subsiste pour les prehomogenes

faiblement commutatifs avec quelques modifications ([11]).

2) Lorsque ^(λ^ — λj), i φ j est une racine de iϊ, par la proposition 2.2.1,

il existe un 5/2-triplet (A,hj — hi,B) tel que A et B commutent aux /i^,

k φ ij et [hi, A] = -A (resp. [huB] = J3), [h^A] = A (resp. [hj,B] =

—J5). Un calcul immediat montre que la restriction de ΘA,B ̂ U sous-espace

0 κ < n 5 λ i est une involution reduite a Γidentite sur 0 1 < K n i / kg
Xi telle

que ΘA,B(8XJ) — flλfc (on rappelle que ΘA,B — exp(ad(B)) exp(ad(A))

exp(ad(B))). Pour simplifier, on note dorenavant QA l'element ΘA,B

Ces s/2-triplets sont caracterises par

LEMME 2.2.2. On suppose que les racines distίnctes λ« et Xj sont 1-

longues. Soit A non nul commutant avec hk, k φ i et j et verifiant [hj,A] =

— [hi, A] = A alors ad(A)2 restreinte a gXί est injectiυe si et seulement si

il existe un element B appartenant a go tel Que (A,hj — hi,B) soit un

sfa-triplet et dans ce cas si (A,u,B) est un sl2-triplet de go pour lequel u

commute a b, on a u — hj — hi.

Demonstration. 1) La condition est suffisante de maniere evidente car

d'apres les proprietes usuelles des 5/2-triplets, ad(A)2 est une bisection de

E-2(h) sur JE^COJ
 a v e c h — hj — hi ([2], chapitre 8, paragraphe 1 n°2,

corollaire).

2) Montrons que la condition est necessaire.

Soit (A, u, B) un 5/2-triplet de go-

On peut toujours supposer que u commute a b = ®ι<i<n^^^ pour ceci il

suffit de choisir B dans E\{hi) Π E-χ(hj) f]k ,i ,Eo(hk). Reciproquement,

si u commute a b, une verification immediate montre que la composante,

notee B\ de B suivant le sous-espace E\{hi)Γ\E-ι{hj) Πfc î j ^o(hk) est non

nulle (car [A, Bf] = —u) et que (A, u, B1) est encore un ^-tr iplet . Nous
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choisirons done dorenavant B dans E\(hi) Π E-ι(hj) Πfc ΐ̂ j ΈΌ(̂ fc) Soient

(#, hi, y) un ^-tr iplet 1-adapte et ΘA,B l'automorphisme elementaire associe

a (A, u, B), un calcul facile donne alors

]-<kφi,i <n θAjB(hk) = hk θA,B{hi) = h{ + u θΛiB(hj) = hj - u.

λi etant 1-longue, tout element non nul de £^2(̂ 2) Π βi = g λ i se complete

en un ^-tr iplet 1-adapte d'element 1-simple hi, ceci est encore verifie pour

tout element non nul de ^2(^,5(^1)) Π fli = #A,£(0λi) a γ e c ^Λ,β(^i) Or

θA,β(hi) commute aux (/ifc)κfc<n done ^A,B(^) est encore un vecteur propre

de chaque ad{hk) mais la projection de ΘA,B(X) selon g 3 est donnee par

adA2(x)/2, qui est non nulle par hypothese, done ^ A ( ^ ) = adA2(x)/2 et est

un element non nul de gxκ Rappelons que ad(A)3(x) — [J5,x] = 0 car λj

est 1-longue. Comme

la projection de ΘA,B(V) selon g~λi est egalement non nulle done ΘA,B(V)
 e s t

un element non nul de g~xi d'oύ le ^-tr iplet (ΘA,B(X), ^Λ,β(^i)5 ΘA,B{V))
 e s t

tel que ΘΛ,J5(^) (resp. ΘA^B{V))
 est dans ^λ^ (resp. g~Xj) done θA,β(hi) = /ij

or θA^β{hi) = hi + u d'ou u = hj — hi. Π

2.3. Calculs dans un prehomogene de t y p e ( ^

Supposons que α; = (λi + X2 + λβ + X±)/2 soit une racine de Δ2 (a

Γindexation pres), alors le sous-ensemble de Δ constitue des racines suiv-

antes

Γ>ίω) = {±λi, ±λ 2 , ±λ 3 , ±λ 4, i(±λχ ± λ2 ± λ3 ± λ4)}

est un systeme de racines de type D4, on peut prendre comme racines

simples:

La sous-algebre g(ω^ de g engendree par ga, a 6 £̂ 4 , graduee par (/ii +

Λ.2 + ^3 + ^4)/2 donne un prehomogene quasi-commutatif de type (Zλ*, α^)-

On suppose que Qω est de dimension un, alors l'algebre Q^ est deployee

et soit Xω un element non nul de gω. On note ωι = α; — λ2, et Xω. =

[j/tjXo;],^^ = [yj, [Vi, Xω\], etc et

[2/2, [2/3, [2/4, ̂ ω]]]], Xω)
=

2B(huhx)
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et (XJ, Λ-i, 2/i)κi<4 est une famille ίixee de s^-triplets 1-adaptes

LEMME 2.3.1. 1) Soient 01,02,03,04 des elements de F* ; s dans ¥

g(a, s) = exp(oα7(-θ2α45Xωi)3)) exp(oo 7(-o2o3sXω i j 4)) exp(ad(aιd2sXω3tA))

alors g(a, s)(Σι<i<4aiχi) = α i χ i + O2Ap(2s)x2 + 03X3 + 04X4 - ^-Xωi avec

V = Ui<i<4 ai e t Ap(s) = 1 + c ω p* 2 .

En particulier ^ i<j<4 ô x̂  eί θχXi + O2Ap(5)x2 + θ3Ap(5)~1X3 + 04X4 sont

dans la meme orbite de Ge

2) Soient u et t non nuls alors ux\ + tXωi et Σ κ ^ < 4 ô x̂  υerifiant —cω.

Πi<K4 α i ^ ^"*2 sont dans la meme orbite de G.

3) Pour tout x dans Φ κ ^ < 4 0 λ ΐ θ 0 ω ~ λ 4 il existe g dans Ge tel que gx soit

dans V

Demonstration. 1) C'est un calcul. En echangeant les roles de 2 et 3

dans g(a, 5), on obtient:

g(a',t){ J2 afci) = a[xλ + o'2x2 + 03^/(^x3 + O4X4 f-Xωi

O

avec p ; = Πi<»<4 ai- L'egalite

implique que

sont dans la meme orbite de Ge.

2) On peut supposer que p = ^- alors Ap(2) = 0 et

flf(α, 1)( V ] OiXi) = oχxi + 03x3 + 04x4 + Xωi
ZC(l

On veriίie sans peine que:

g'g(a, 1)( ^ o^Xi) = 01X1 + Xωi

avec
/ / ,/ ^304

g = exp(oo( .
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d'ou

c(—)h2{
 ω ι

CLΛ U

3) Soit x = Σι<i<±a>iXi + ^ avec 2; non nul appartenant a gω~~λ4. Deux

cas sont a considerer: Premier cas: α4 = 0. Le cas x — z est immediat car

les racines ω — X4 et λi sont dans la meme orbite de Wo. Sinon il existe i

compris entre 1 et 3 tel que α̂  φ 0, soit A appartenant a gω-^-χ* tel que

[A, diXi] = —zy alors exp(ad(A))(x) = Σ K I O ^ ^ Deuxieme cas: (24 5̂  0

On peut toujours supposer qu'au plus une composante a{ est nulle. En effet

si x — G&4X4 + 2:, soit A non nul dans Qω-χ^-χ^ alors

x = exp(ad(A))(x) — a\X\ + a^x^ + ̂  avec a\X\ = [A, 2] 7̂  0

De meme, soit £? non nul dans gω~λi~λ3 ( r esp. C non nul dans gω

tel que [0,04^4] = — [B^a\Xι]) alors

exp(αdC) exp(adB)(xf) — a\X\ + (L2X2 + ̂ 4X4 + z avec 02^2 — [-B, z] φ 0

Soient x = Σ 1 <^< 4 ^ i ^ + >2 avec a\a2a^ φ 0 et

D (resp. β, C) est dans le sous-espace radiciel de (—λi — \2 + \z +

(resp. (λi - λ2 + λ3 - λ4)/2, (-λi + λ2 + λ3 - λ4)/2). On a:

αdD) exp(ad(B + C))(xf) = αχxi + 02^2 + bx% + 04X4

avec
6x3 = (13x3 + [β, [C, 04X4]] •

Une consequence est la suivante:

LEMME 2.3.2. Lorsque (flojfli) est quasi-commutatίf de type (i?, λo):

(C n , α n ) o?ι (i^4,Qίi) quasi deploye, toute orbite de Ge dans Qι rencontre

Demonstration. Par la proposition 5.2.2 de [13], on sait que pour

l'ordre: |λ n | > |λ n _i | > ••• > |λi |, toute orbite de Ge dans gi rencon-

tre 0 i<i< n f l λ < Θ μ G Δ - flμ> a v e c

Δf = {λ e Δi / 3z n(λ, λ^ = - 1 , n(λ, λ7) = 0 pour i + 1 < j < n}.
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Lorsque (i?, λo) est de type ( C n , α n ) on a Δ2 = 0 done Δ̂ ~ — 0. Dans le

cas oύ (iϊ5λo) est de type (i<4,αi), on a Δ2 = {ω} done ΔJ~ = {ω — λ^, il

suffit d'appliquer le 3) du lemme 2.3.1 Π

Remarques. On peut montrer que le lemme 2.3.2 est verifie pour tout

les prehomogenes quasi-commutatifs, presque deployes, n'ayant pas de com-

posantes irreductibles de type C?2 (cf. [11], [12]).

§3. Complements sur les prehomogenes quasi commutatifs pres-

que deployes: formes quadratiques et invariant relatif fonda-

mental

Dans ce paragraphe, on suppose que le prehomogene (flo?βi) e s t quasi

commutatif presque deploye.

3.1. Une forme quadratique

On rappelle que (α^, hi, yi)ι<i<n est une famille fixee de ̂ -tr iplets 1-

adaptes. Lorsque A = (λj — A^)/2 est une racine de i2, par le paragraphe 2.2,

le sous-espace E1^ ± 1 est non reduit a {0} lorsqu'on note:

Eki = i x e fl / [hijx]=kx, [hj,x]=rx, [ Λ β , x ] = 0 p o u r sφi,j, 1 < s < n)

DEFINITION 3.1.1. f\ est la forme quadratique definie sur E1^ 1 par

B(ad(uf(xi),yj)

Remarques 3.1.2. 1) f\ est non degeneree. La definition et ce resultat

sont encore vrais lorsque le prehomogene (flo,0i) quasi commutatif n'est

pas presque deploye.

2) Pour tout element g de G centralisant tous les /î , on pose φg{\%) =

B(g(xi), yi)/B(xi, yi) alors la restriction de g a g λ i est donnee par φg(λi)Id x{

et Φg(λi)Φg(λj)f(\j-χi)/2 est equivalente a /(λj.-λ0/2

Soit x un element de gi, Qx est la forme quadratique definie par la forme

bilineaire obtenue par restriction de la forme de Killing B au centralisateur

de x dans QQ. QO = Q est la forme quadratique correspondant a la forme

de Killing. On utilise les notations suivantes:
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2) Soit J une partie non vide de {1,. . . ,n}, 3 J est le centralisateur de

Φ i £ j 0 ± λ ί et Rj la restriction de Q a 3 J

3) On designe par Rij = {λ € R λ(Ho) = i et s(λ) C J} avec s(λ) =

{i / n(λ, λ») ^ 0} et /(A) est le cardinal de s(λ)

4) ςo (resp. gi) est la forme quadratique en 2 variables

goί^jv) = u2 + 3^2 (resp. gi(u, v) = u2 — v2)

5) Pour {αi,. . ., an} G F n et ω G Δ on note αω - ΠILi α " ( W | λ i ) .

On rappelle que lorsque Δ est irreductible, et que (Δ,λo) n'est pas de

type (C?2,<22) ou (B2k-iiGik)i toute racine de Δ2 = R2 est de la forme

ω = (λi + λj + λk 4- λ/)/2 avec l < i < j < A ; < / < n e t que les difFerents

elements Xωij, cω ont ete definis dans le paragraphe 2.3.

PROPOSITION 3.1.3. On suppose que A est irreductible et que (Δ,λo)

n'est pas de type (G^c^) o u (^2fc-i5 &k)- Soit x = Σιi<i<Όai' χi ^e rang

p, J = {1, ,p}, 2B~(H%0)
 βSt έQuiυalente a

{ωeR2,s(ω)ΠJ=2 elements}

αλ/λ
{λ€Λi,j//(λ)=2}

Demonstration. Soit h = Σ 1 < : j<p hi alors (flo)x = (ΰo)x,h {

Qι)x. II suffit done de determiner (go)x,/ι sachant que

et que

ad(xi)(E_\ x) = {0} si k φ i ad(xi)(EιJί

1 x) = E\\

et si l(ω) — 4:

ad(xi)gω = Qω~*~Xi si ω + λ{ G Δ et 0 sinon

d'oύ
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avec

{ωeA2,s(ω)cJ} {ω'€Δ2,s(ω/)nJ=2 elements}

λ = ^ ^ <ϋλ = ad{ajy% -

et:

vω —

β ( α / ) n J = { i i i }

et:

Les sous-espaces 3J ?

ω. .
3 )

d'oύ (

sont deux a deux orthogonaux pour

2B(H H ) e s ^ ̂ a s o m m e directe des formes quadratiques Rj, de la

restriction a chaque 2Jλ qui est equivalente a αλ/Λ, de la restriction a chaque

%ΰω qui est equivalente a cωaωqo et de la restriction a chaque %ω qui est
λequivalente a

ωq
>λ )

3.2. Invariant relatif fondamental

Lorsqu'on a les trois proprietes suivantes:

i) Q\ est un go-module simple

ii) Qι et g_i engendrent g

iii) il existe un sous-espace radiciel d'une racine de Δi de dimension un

le centre de go est de dimension un, engendre par Ho done gi est un go-

module absolument simple ([14]), lorsque de plus 2HQ est 1-simple, il existe

un polynome non constant, defini sur gi, relativement invariant par G, de

degre minimal ([18], [14]), note P et appele invariant relatif fondamental,le

caractere correspondant est note χ, on a done

(2) P{x) Φ 0

P(g(χ)) = χ(g)P(χ)

x admet 2HQ comme element 1-simple ([14])
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PROPOSITION 3.2. Soit (flo,fli) un prehomogene quasi-commutatif,

presque deploy e tel que Δ soit irreductible et (i?, λo) n'est pas de type

(i?2fc-i,<2fc) on (G2,θί2) alors P est de degre n. De plus

1) Si n est impair, χ(Aut(g)#0) = χ(G) = F*.

2) Si n est pair

i) Lorsque (R, λo) est de type (F^oti) on a χ(Aut(g)#0) = χ(G) =

F*2.

ii) Lorsque (ϋ, λo) esί de type (Cn,an), χ(Aut(g)#0) e5̂  inclus dans

Demonstration. 1) Soit £ un element de F*, p le degre de P, corame P

est homogene et que X^κ^<n Xΐ admet 2HQ comme element 1-simple, on a:

car toutes les racines λi., , λn sont dans la meme orbite de Wo (2) de

5.1.1 et proposition 6.6 de [13]), il suffit de calculer χ(hι(t)). On utilise la

demonstration de la formule des degres de [18] (proposition 15). L'element

x = ^22<i<n χi e s ^ u n representant d'une orbite de codimension 1 verifiant

fli/[flθj#] ~ ¥xι Or hi centralise x et la restriction de ad{h\) a ¥x\ est

egale a 2. Id done χ{h\(t)) — t2. Par la relation (2) on deduit egalement

que

(3)

2) Le cas n impair est evident. Lorsque n est pair, on utilise la decomposition

de G donne dans le 1) du lemme 2.1. Tout element g" de G (ou de Aut(g)#0)

est le produit d'un element gf de Ge et d'un element g qui appartient a

^Kί<nGhi (ou. a Πι<i<nAut(g)/lί) et par la relation (3) et la definition

donnee dans le 2) de la remarque 3.2, on a

x(g)=
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Lorsque (β, λo) est de type (Cn,an) avec n pair, on a le result at par la

remarque 3.1.2. Lorsque (R,λo) est de type (i*4,ai), Δ2 = {ω}, φg est un

homomorphisme de D± dans F*, comme

CJ, α; — λ i , u; — λ i — λ 2 , u; — λ i — λ 2 — λ β , α; — λ i — λ 2 — λ β — λ 4 = —u;

sont egalement des racines de

G F*2.

Remarques. 1) La proposition 3.2 n'est pas verifiee dans les cas (G2, (X2)
et (B2k-i,&k)- En eίFet dans le cas (^2,0^2), P est de degre 4; P est de
degre 2k dans le cas (f^fc- b Qk)-
2) En utilisant les memes arguments que dans la proposition 3.2, on mon-
tre elementairement que lorsque (ίZ, λo) est de type (E^^i) ou (B2P>,OLP)

ou (D2P,ap) avec p pair, on a χ(Aut(g)#0) = χ(G) = F*2, et lorsque
(iϊ, λo) est de type (B2P,ap) avec p impair, χ(Aut(g)#0) est inclus dans
{5GF* s / λ - / λ } .

§4. Les orbites des cas pour lesquels (U, λo) est de type (Cn,αn)
ou (^4,0:1) lorsque F est un corps local ou global de car-
acteristique 0

Dorenavant on suppose que (flo50i) est un prehomogene quasi-com-

mutatif, presque deploye pour lequel (i?, λo) est de type (Cn, an) ou (F4, αχ)

4.1. Decomposition de g et premiers resultats de conjugaison
Nous avons les decompositions suivantes: R = Cn (4)

l<fc<r<n

i? = {±λi, 1 < i < n, i(±λ< ± λj ), 1 < * < J <

(5)

A< Θ < ί
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R = {±λt, 1 < i < 4, h±Xi ± λj ), 1 < * < 3 < 4,
z

(±λi ± λ2 ± λ3 ± λ4)}

On rappelle que E(Qi) = Πi<2<n^°(^) e^ ( l u e ̂ e s s o u s " e s P a c e s radiciels g *
et Qω sont de dimension un. Soit (A;, r) tel que 1 < A: < r < n

PROPOSITION 4.1.1.

1) Eft φ {0}

2) // existe un element de Gej g^^ dont la restriction α φ j 1 ^ g λ i soit une

involution qui se reduise a Videntite sur φ i < ^ ^ r < n 0 et gk r(fl ) —

3) // existe un systeme de Chevalley {Xμ^ hμ, X-μ)μeR de Γalgebre deploy-

ee QR tel que si Von pose pour 1 < i < n X{ = Xχ{ et yι = X^\{ on

a:

i) pour toutes racines courtes de RQ, λ et μ, Inequivalence de f\ et

de fμ

ii) 4cω = 1 lorsque R == F4.

Demonstration. 1) et 2) Resulte du systeme de racines R (cf. decom-

positions (4) et (5)). II suffit alors d'appliquer la deuxieme remarque qui

precede le lemme 2.2.2 et le lemme 2.2.2.

3) On fixe un 5/2—triplet 1-adapte (xi,/ii,yi) et n — 1 elements A{ dans

E^\ 1 ? tels que adAf(gλi) φ 0 et on definit pour 2 < i < n:

9i = 9Ai Xi = 9i(xi) Vi = 9i(Vi)

On rappelle que g^ a ete defini dans la remarque qui precede le lemme 2.2.2.

Soit / = /(λl-λ2)/2 et f(λj-χ.y2(u) = B{^(x^)Vi)] on a gi(yj) = Vj pour

i Φ j et pour j φ 2 on a j/j = #2(%) = 929j92(y2) or 020j02 = ^(A,)

centralise Xi; pour j = 2 xι — gi{x\) et ̂  centralise 2/2- Ainsi / et f\ sont

equivalentes avec λ = (λj — λ^)/2, ce resultat est egalement vrai pour toute

racine de la forme (±λj ± λi)/2. Lorsque f(\-\i)/2(u) φ 0 on a,:

(6) 5tι(x<) = /(λj-λO^M * *j 5u(l/<) = /(λj-λi)^ W 1 * »j
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On peut remarquer que Inequivalence de fχ avec / est independante du

choix particulier des gι (cf. 1) du lemme 4.1.3 et relation (6)). Ceci donne

les equivalences de / et fχ. Notons egalement que / represente 1.

Si on desire de plus une base de Chevalley, on peut proceder de la

maniere suivante. On considere une base de Chevalley de g#, (X'μ,hμ,

Xf_μ)μ£R, (cf. [2], chapitre VIII, paragraphe 2 n°4) et on conjugue Xχ

comme il a ete dit ci-dessus, dans le prehomogene ((QR)Q, (flβ)i.), a l'aide

des elements θχ> vt , 2 < i < n. Soit Θ Pautomorphisme de
Λ(λ1-λ ί)/2'^(λ i-λ1)/2? — -

QR associe a la base de Chevalley, comme

=; exp(ad(X[λi_λτ)/2) exp(αd(X (

/

λ._λ i ) / 2) exp(ad(X[XiLλi)/2)

= exp(ad(Xf

{x._Xi)/2) exp(ad(X[λi_x.)/2)

Θ e t θχ> χ> commutent d'oύ

X1

(λ1-λί)/2'A(-λ1+λ )/2

done si on pose Xμ = X'μ, /i G J?, /i / λj, 2 < ΐ < n et Xχ{ =

θχ> χι (X{ ) sinon, on a une base de Chevalley qui veriίie
(λl~λi)/2' (~λl+λi)/2 1

la condition i) de la proposition, ce qui termine la demonstration dans le

cas R = Cn. Pour le cas R = F4 il reste a montrer que sous ces conditions

4cω = 1. On a:

2B(huhx)cω - -

=" ±B(X-ω, Xω) (paragraphe 2, n°4, chap. 8, [2])

= —

= ΎB(H0, — )

= —B(h\,hι) done cω = —

On se place dans la Q-algebre de Lie engendree par (Xμ,/ιμ,X_μ), μ ap-

partenant a une base B de iϊ, que Γon note (QR)Q et qiii contient la base
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de Chevalley precedemment construite. Comme EιJ_\ λ Π (QR)Q est de di-

mension un et en tenant compte du fait que fχ represente 1, on a fχ ~ X2

lorsque λ = (Xi — Xj)/2. Par le 2) dulemme 2.3.1, x = — cωx\ + ]C2<;<4 χi

et x1 = —cωx\ + X2 — X3 — X4 sont dans la meme orbite, done les formes

quadratiques Qx et Qx> sont equivalentes ainsi

ω 1 ω 2 ω 3 2L—/ ι

4<i<6

est equivalente a

γ2 χr2 1 V2

- A 4 - A 5 -h A 6

(proposition 3.1.3) en tant que formes quadratiques a coefficients dans Q

done cω est un carre de Q. Π

DEFINITION 4.1.2. On suppose dorenavant choisi un systeme de

Chevalley de g#, (Xμ, hμ,X-μ)μeR, verifiant les proprietes 1) et 2) du 3) de
1 0

la proposition 4.1.1 et on note f la forme quadratique /(λ!-λ2)/2j E = E-i i?
d la dimension de E, pour i compris entre 1 et n, xι — Xχ{ et yι = X-λ^

Pour Λ element de E 1 ^ l 5 on note g^ Γautomorphisme ΘA,B? (̂ .5 ^j —

h{,B) etant un 5/2-triplet.

LEMME 4.1.3. 1) / represente 1 e£ lorsque n > 3 ; / eί α/ 5onί equiv-

alentes si et seulement si a est un element de f(E)*.

2) Δ = R <ίΦ / est anisotrope

Demonstration. 1) Comme / represente 1 la condition est toujours

necessaire. Montrons qu'elle est suffisante. Soit a dans f{E)*, il existe A

daris E tel que a — f(A); soit g = g^QA on a:

g(x1) = f(A)x1

-1 o

d'ou pour C dans Ej_λ λ:

B(ad(C)2(g(Xl)),y3) =
2) D'apres le lemme 2.2.2, pour toute racine μ dont le sous espace radiciel

est contenu dans ®El^x 1 ? la co-racine hμ est dans b d'oίi Δi = R\ et toute

racine μ de Δo est soit dans RQ soit s'annule sur b, mais alors hμ commute

a fli et g_i qui engendrent g; g etant semi-simple on a ainsi /ιμ = 0 ce qui

est absurde. On a ainsi veriίie que α = b. Π
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Remarques. Ce lemme peut etre en defaut dans le cas n — 2 comme
le montre Γexemple (Δ,λo) = (J3n,α?i) avec d impair, pour lequel on peut
avoir /(£?)* = F* (par exemple lorsque n > 4) et {s G F* / sf ~ /} = F*2.
Ceci s'explique aisement car ces cas proviennent en realite de la situation
(i?,λ0) = (B2n,θίn).

Introduisons les classes de formes quadratiques qui servent, entre autres, a
caracteriser les orbites de ces deux cas. N'etant pas capable de les definir
de maniere intrinseque, on peut proceder de la maniere suivante:

A tout x de il(F/ιn)i = Eo(hn) Π gi on associe la classe de formes
quadratiques fx de la maniere suivante:

A μ F F ( ) n a

Notation. Pour a = (αi, . . . , ap) G Fp on definit la forme quadratique
sur Ep par fa = a\f Θ ... Θ apf.

Remarques. Par les decompositions (4) et (5), on constate quele pre-
homogene quasi-commutatif presque deploye, (H(F/ιn)o,il(F/ιn)i) est en fait
commutatif, de type (Cn_i,αn_i). Si on note χιχ(ψhn) ̂ e caractere associe
(cf. paragraphe 3.2), on a alors pour tout element g de G centralisant /ιn,
la relation χ(g) = Xi(g)χu(¥hn)(g)i (cf. relation (3)) χi etant le caractere
defini par la valeur βU y\ ] ainsi pour tout element g de Aute(ίί(F/ιn)o)

( ) ( ) d ' ύ ( )

LEMME 4.1.4. 1) F et fx sont invariants par le groupe Aute(U(F/ιn)o)
et pour g de G centralisant hn on a fg^ = Xι(g)fx>

2) Soient h = Σi<i<Λ-i hi> x = Σi<*<n-i α»x* et V = Έi<i<n-i biχi dans

la meme orbite de A\it(ii(¥hn))h (resp. Aute(il(F/ιn)o)>) alors il existe t non
nul tel que fb - tfa (resp. fh - f a ) .

Demonstration. 1) Cela resulte des remarques ci-dessus.
2) Par le 1) du lemme 2.1 applique au prehomogene quasi-commutatif
(ii(F/ιn)o, iί(F/in)i), on peut ecrire:

Aut(li(FΛn))Λ = Aute(il(F/ιn)o) f | Ant(ίi(Fhn))hι

Soit y = g(x) alors g = g\g2, avec g\ G Aute(il(F/ιn)o et g2 centralisant les

hi, 1 < i < n - 1, d'oύ fy = fg2{x) et ^2(x). = Σ κ κ n - i ^(λ»)α»?* P o u r

https://doi.org/10.1017/S002776300002523X Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S002776300002523X


ORBITES POUR ESPACES PREHOMOGENES 181

z = Σ κ i < n _ i c-i%i, un calcul facile donne a Paide des decompositions (4)

et(5):

Λ~/CΦ(*)

avec (*) = 0 lorsque (i?, λo) est de type (C n ,α n ) et lorsque (i2, λo) est de

type {F±,a\) on a (*) ~ ciC2C3g, g etant une forme quadratique fixe a trois

variables. Or g2(χ) e ^ y sont dans la meme orbite de Aute(il(F/ιn)o done

- i ^ (relation (3)) d'oύ

/ = © ^(λi)α ί /-0 ί r a (λi)/ β (remarque 3.1.2) D
l<z<n-l

PROPOSITION 4.1.5.

1) On suppose n > 3. 5oi£ 1 < r < n, a = (α i , . . . , α r), et b = (6i,..., br)

des elements de F*.

i) Lorsque

ϊll<i<r ai = Πl<i<r 6 Ϊ
/ α eί / b sont equiυalentes

il existe g appartenant a Ge, centralisant φr_f_κJ <τι 0
 j, tel que

9(Σl<i<r aiXi) = Σ l < K r ^ X i

ii) Lorsque 1 < r < n — 1 e£ / α eί / 6 sonί equivalentes, il existe g ap-

partenant a Ge, centralisant λ

2) Soient x = ^ 1 < i < n α ^ eί x7 = Σ κ i < n ^iχi deux elements non nuls

de Qι de rang inferieur a n alors x et x' sont dans la meme orbite de

G si et seulement si il existe c non nul tel que les formes quadratiques

fa et cf sont equivalentes.

Demonstration. 0) On commence par montrer le resultat suivant

lorsque n > 3: soit a = (αχ ? . . ., α r), les α; etant des elements de F*, pour

tout t non nul represents par / α , il existe

(i) (c2,..., c r), les Ci etant des elements de F*

(ii) g element de Ge centralisant φ r + i < 7 <nflλ 7"

tels que
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(/?) fa est equivalente ktf Θ fc

(7) Ul<i<raι=t

La demonstration se fait par recurrence sur r; le cas r = 1 etant trivial, on

suppose r > 2 ainsi que le resultat annonce demontre pour r — 1. Comme t

est represents par / α , il existe A\ dans E et u represents par 0 2 < ί < Γ αz /,

tels que t = a,i/(Ai) + ?/. Si u = 0, le resultat est demontre en utilisant

Γautomorphisme g29Ax Supposons done u non nul. Lorsque r > 3, on peut

appliquer Fhypothese de recurrence: il existe g element de G?e, centralisant

Θr+i<i<n,j=i 0 λ j 5 C35 5

 cr non nuls tels que

Σ 3 < K r Cî i

0 2 < K r α^/ e s t equivalente a uf 0 / c

(7)

Lorsque r = 2 on a u — α2/(A2). Soit x' = f̂(x) pour r > 3 et xf = a:

pour r = 2, on note xf — a\X\ + VX2 + w avec w = X^3<i<r ĉ Xi et v =

ΐ/, (resp. if = 0 et v = 0,2) lorsque r > 3 (resp . lorsque r = 2). On a

92dAi(χf) — aif(Aι)x\ •+ <y/(Λi)~1X2 + w. Or il existe ^2 dans ^ L i tel

que

( 1) du lemme 4.1.3) et C2 dans J51 tel que

[B2,f(A1)-1vx2} + [C2,tei] = 0

alors:

exp(αc?(C2)) exp(ad(B2))x/ = txi + C2X2 H~ ^ avec C2 =

Par le 2) du lemme 4.1.4 applique a a\X\ + UX2 et a tx\'+ C2X2 les formes

quadratiques αi/ Θ u/ et t/ Θ c<ιί sont equivalentes. Q

de 0

Montrons le 1) i) de la proposition par recurrence sur r. Pour r = 1,

il n'y a rien a montrer. Supposons le resultat vrai pour r — 1 > 1. Pour r,

comme fa ~ / 6 il existe t non nul, represents par fa et / 6 ; d'apres le 0)

ci-dessus, il existe

( c 2 , . . . , c r ) , (d 2 j . . . 5 dr) j ff et gV dans G e
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centralisant 0 r + i < ? < n S λ ? tels que

g( 22 aiχi) —txi+ 22 CiXi e t ^V Σ biXi) —txι+ ^2 diXi

l<i<r 2<i<r l<i<r 2<i<r

tf®fc~fa et fb~tf®fd

1 Π c*= Π ai et * Π d i = Π hί

2<i<r l<i<r 2<i<r \<i<r

Done d'apres les hypotheses, les deux formes quadratiques fc et / sont

equivalentes et on a l'egalite f ] 2 < < r, Q = Π2<i<r^5 ^ suffit d'appliquer

Γhypothese de recurrence a Σ2<ί<r ciχi e^ ^ Y^2<i<r diχi pour obtenir le

resultat.

1) ii) Lorsque r — 1 il existe A et B dans E tels que aιf(A) — bιf(B).

II suffit d'appliquer a a\X\ l'element g^ g^. f est une forme quadratique

qui represente 1, l'equivalence de fa et fb implique que p = (Πi<i<r ai)~1'

(Πi<i<r ^) e s ^ r eP r^sente par /. II existe A dans Ej^i tel que /(λn-λi)/2(-^ )

— p, alors

9n9A(χf) — / . ciχi et on a I I c2- — If b{ ainsi que fc ~ f

II suffit alors d'appliquer le 1) i) de cette proposition.

2) x et x' ont meme rang p (1 < p < n — 1) et par le 2) du lemme 4.1.1, on

peut supposer que x = Σ i < i < P

 aiχi e t x' ~ Σ i < K p ^ Lorsque p — 1 le

resultat est evident; lorsque p > 2, on a n > 3 done les formes quadratiques

associees sont inchangees (cf. 1) du lemme 4.1.3).

Par le 1) ii) de cette proposition, les conditions sont suffisantes; par le

2) des lemmes 2.1 et 4.1.4, elles sont egalement necessaires. []

Remarques 4.1.6. En utilisant la meme demonstration que dans 1 ii),

lorsqu'on suppose que pour tout a non nul de f(E) il existe g dans G

centralisant tous les h{, 1 < i < n, dont la restriction a φ 1 < - < n _ 1 g *

(resp. a g n ) se reduise a Γidentite (resp. a aid) alors 2) est verifie e'est

a dire que l'equivalence de λ/α et fb pour un λ non nul implique x et

x' sont dans la meme orbite de G. Ceci est toujours verifie pour n im-

pair (on ecrit pour i — l , . . . , n — 1 a — f(χn_χ.y2(Ai) alors l'element
( 1 ) / 2 i 9AMΦ) convient).
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4.2. Le cas ( C n , α n )

Dans le paragraphe 4.2, on suppose que (flo?0i) est quasi-commutatif,

presque deploye de type (22, λo) = (Cn,an) (i.e. Δ2 = 0).

PROPOSITION 4.2.1. Lorsque n > 3 il existe un prehomogene quasi-

commutatif, (go,Qι,Ho), presque deploye de type (22, λo) = (Cn,an) ou

(.F4,αi) et un element 1-simple h de rang un de (go5fji5^o) tel que

1) fl = U(Fft)

2) # 0 = ft/2 + 2/0

Demonstration. II suffit de montrer que pour chaque corps F, chaque

type de systeme de racines gradue (Δ, λo), de type (A2Λ-i,ttn)j (Cn>αn),

(D2n,&2n) ou (D2n> &2n-i), (^75^7), donne par son diagramme de Satake

verifiant la propriete suivante: la racine λo du diagramme de Satake de

(Δ, λo) est blanche, non flechee et non contigύe a une racine noire, il existe

un systeme de racines gradue (Δ, λo), tel qu'il figure dans la liste de la

proposition 1.6, et que le diagramme de Satake de (Δ,λo) soit exactement

le diagramme de Satake de

gradue par la graduation induite par Δ. L'element h est simple me nt donne

par h^ . Cela resulte du tableau 3. Q

CoROLLAIRE 4.2.2. l) Lorsque n > Z, pour tout a non nul de f{E),

il existe g dans G centralisant tous les hi, 1 < i < n, dont la restriction a

θ κ i < n - i flλi (resp. a g λ n ) se reduise a Videntite (resp. a aid).

2) χ{G) = χ(Aut(g)#0) = F* lorsque n est impair et a f(E)* lorsque n est

pair et superieur ou egal a quatre.

3) Lorsque n>2, pour tout t non nul de F tel que tn E f(E), il existe un

element g de (Kerχ)° dont la restriction a Φ κ i < n _ i 0 λ ί soit Γhomothetie

de rapport t.

Demonstration. 1) Notons que la restriction a g du centralisateur de

h dans Auto(fl)^o est inclus dans G. Soit A appartenant a JϋΓ'™^1 tel

que /(λn+i-λn)/2(A) = α, et gΆ la restriction de g^ a g, alors g& convient.

Remarquons que χ(g~A) — &-

2) Cela resulte de la proposition 3.2, du 1) de ce corollaire.
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3) Si n est pair, Γelement c(t)hn(t~nl2) convient. Si n est impair, t est

dans /(£")* done represente par des elements de la forme f(\i-\n)/2(Ai) et

Π κ κ n - i 9Ai convient. •

On rappelle que toute orbite de Ge dans gi rencontre Φi<2< n 0 λ i

(lemme 2.3.2) et que ί*(]Ci<i<π caxi) = Π K K Π
 ai (^ ^a normalisation pres,

relation (3)).

THEOREME 4.2.3. Soient

y =

1) Lorsque n > 3 ; pemr g^e x et y soient conjugues par Ge, il faut et il

suffit que les conditions suivantes soient satisfaites:

(i) P(x) = P(y) (».e. Πi<<<n«ί = Πi<i<n^)

(ii) /e5 formes quadratiques fa et fb sont equiυalentes

2) Pour que x et y soient conjugues par G {resp. Aut(g)#0), il faut et

il suffit que la condition suivante soit satisfaite: il existe λ dans F*

tel que les formes quadratiques Xfa et fb soient equivalentes et pour

n — 2, il faut ajouter la condition "P{x) E P(y)χ(G)."

Demonstration. Lorsque n = 2 le result at est evident. Supposons

n > 3. On a Ge = Aute(ίl(FΛ)0). Le 1) decoule du lemme 4.1.4 et de

la proposition 4.1.5. Les conditions de 2) sont suffisantes par le 1) du

coroUaire 4.2.2 et la remarque 4.1.6 et necessaires par le 2) du lemme 4.1.4

applique au prehomogene (flo,fli5flo). D

Remarques. 1) Lorsque n = 2, on verifie immediatement qu'il y a une

seule orbite singuliere non triviale et que les orbites regulieres sont separees

par χ(G). Lorsque x et y non nuls verifient la condition P(x) E χ(G)P(y)

alors il existe λ E F* tel que Xfa ~ fb.

2) Les orbites singulieres de (Ker(χ))0 et de G' = {g E G / χ(g) E f(E)}

sont les memes (cf. le 3) du corollaire 4.2.2).

3) Le cas oύ d = 8 a ete traite entre autre dans [7], il correspond a deux

F-formes de (Eγ^aγ) (/ isotrope ou / anisotrope).

4) Lorsque /(£?)* = F*, le rang separe simplement les orbites (n + 1 or-

bites). Ainsi lorsque F est un corps p-adique et n > 3, ceci est realise
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lorsque d > 4. II reste ainsi les cas d — 1 (gi s'identifie alors a l'espace des

matrices symetriques) et d = 2, gi s'identifie alors a l'espace des matrices

hermitiennes sur un corps quadratique dans le cas / anisotrope, dans ce

dernier cas il y a une orbite de rang impair et deux orbites de rang pair.

On peut egalement donner la traduction lorsque F = E bien que eelle-ci

soit largement connue dans le cadre des algebres de Jordan ([17]); signalons

egalement les travaux mentionnes dans [5], qui sont faits dans un cadre un

peu plus general (on ne suppose pas de regularite).

PROPOSITION 4.2.4. On suppose quen>3 et que ¥ = R et soit G o la

composante connexe reelle de G

1) Lorsque (Δ, λo) n'est pas de type (Cn,an), le rang separe les orbites

singulieres de Go dans Q\, et GQ a deux orbites regulieres donnees par

{χ € 01 / P(χ) > 0} et {χ £ 01 / P(x) < 0} Les reprέsentants sont

donnes par

1 < j' < n y, χi-> ~χι + / . χ

i
2<i<n

2) Lorsque (Δ, λo) est de type (On,'an), pour 1 < j < n, Go a j + 1

orbites de rang j de reprέsentants:

χi — / J χi

Demonstration. Comme Go est connexe et χ est continue, χ(GΌ) est

connexe, or il contient IR*^ done χ(Go) — IK*+. Ceci est aussi vrai pour

tout autre caractere continu.

En tenant compte du 1) du lemme 4.1.3, la proposition 4.2.4 est la

traduction du resultat suivant: soient x = £^ 1 < i < 7 - a>iχi et xf = Σ 1 < i < ? b{X{

de rang j alors x et x1 sont dans la rneme orbite de Go si et seulement si les

formes quadratiques fa et fb sont equivaleiites et P(x)P{x') est positif ou

nul or Go est inclus dans Aut(g))^ ^ d'oύ les conditions necessaires par le

1) du lemme 4.1.4. Montrons qu'elles sont suffisantes.

• Lorsque j < n, le resultat decoule de l'inclusion de G e dans Go et du

1) du theoreme 4.2.3.
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• Lorsque j — n

A — Πi<i<n a^\X > 0 done il existe g(= exp(ad(^/Ahι)) G Go tel que gxf =

Σi<i<n cιχi a v e c fa ~ fC e t Πi<i<n ai = Πi<i<n c ^ a i n s i e n appliquant le
1) du theoreme 4.2.3, x et gx1 sont dans la meme orbite de Ge d'oύ x et x'
sont dans la meme orbite de Go- D

4.3. Le cas (i?, λ0) = (F4,

On rappelle que les (x^, /ι̂ 5 yi)ι<i<4 ont ete definis dans la definition 4.1.2

et que χ(G) = χ(Aut(g)^0) = F*2 ( 2) i) de la proposition 3.2).

Indiquons rapidement un lemme qui sera utilise ulterieurement et dont

la verification est laissee au lecteur (cf. [8], [20]).

LEMME 4.3.1. Soit F un corps global de caracteristique 0, on note S

(resp. Sm, Sf) I'ensemble des places (resp. reelles, finies) de F; pour tout v

de S, Fυ est le complete de ¥ a la place v. et ( , ) v designe le symbole de

Hubert du complete Fv.

1) Soient a dans F*, P et Q deux parties finies ay ant un nombre pair de

places telles que P est dans Sf alors

il existe A, B, C dans F* tels que:

i) (A, a)v = 1 pour tout v de S

ii) (A,C)υ = - 1 {resp. (B,C)υ = -1) lorsque v £ P (resp. v € Q)

et 1 sinon

2) Soit a dans F*, Pα(^i 5 $2) — s\ + as\j Q u n e partie de 5^ alors il y a
equivalence entre:

i) il existe u represents par Pa et υerifiant (u, —l)v = —1 pour tout

v dans Q et 1 pour tout v dans 5^ — Q

ii) (α, —l)v — —1 pour tout v dans Q

THEOREME 4.3.2.

1) x et y sont dans la meme orbite de G (ou Aut(g)#0) si et seulement

si les deux conditions suivantes sont verifiees:

i) P(x) € F*2P{y)

ii) Les formes quadratiques Qx et Qy sont equivalentes

2) Les orbites singulieres de de G (ou Aut(g)#0) sont les mimes que celles

de (Kerχ)°.
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Demonstration. 1) Les conditions enoncees etant clairement neces-

saires, il suffit de montrer qu'elles sont suffisantes. Soient x et y verifiant

les conditions i) et ii) du theoreme, alors par ii) x et y ont meme rang

(cf. proposition 3.1.3) done les elements 1-simples les completant en sl2-

triplets 1-adaptes sont dans la meme orbite de G.

Par le lemme 2.3.2 et le choix des s/2-triplets, on peut supposer que

x — Σι<i<k aiχi e^ V = Σi<i<k biχi, k etant le rang commun de x et de y.

Lorsque k est inferieur ou egal a 3, la condition ii) implique que les formes

quadratiques 0 κ < < i f c CLidjf et φ 1 < i < < f c bibjf sont equivalentes done il

existe c non nul tel que les formes quadratiques 0 1 < κ j t dif et c ( φ 1 < i < f c bif)

sont equivalentes. Le resultat decoule alors du 1) de la proposition 4.1.5. II

reste done les cas ou x et y sont generiques (i.e. k = 4). Comme P(x)P{y)

est un carre, on peut se ramener au cas oil

x = px\ + b\X2 4- 62^3 + Ί Ί

 χA-> V = Vχ\ + c\χ2 + C2X3 H X4 et Qx ~ Qy.
bιb2 cχc2

D'apres Γexpression explicite de Qx (proposition 3.1.3), on en deduit que

h(pf®f)®b2(pf®f)®b1b2(pf®f) - cι{Vf®f)®c2{pf@f)®cιc2{pf®f)

ce qui est toujours verifie dans le cas p—adique et se traduit dans les autres

cas par les conditions suivantes:

1) Lorsque F = R. II existe t tel que les formes quadratiques

t(pf®bιf®b2fφτ—f) et p/

soient equivalentes.

2) Lorsque F est un corps global. On reprend les notations du lemme 4.3.1.

Pour toute place reelle v, il existe tυ tel que les formes quadratiques

tυipf θ&i/ ®b2f θ 777-/) e t P / θ c i / θ c 2 / Θ /

soient equivalentes. Avant de commencer la demonstration, remarquons

que la propriete (P) donnee par:

(P) 61/ θ b2f 0 — - / - ci/ θ c2f φ /
bιb2 c\c2

permet de conclure que x et y sont dans la meme orbite (prop. 4.1.5, 1) i)).

(P) est verifiee lorsque f(E)* = F* ( 1) du lemme 4.1.3) ou lorsque F est un
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corps p-adique et d est pair. II reste a faire la demonstration dans les cas

restants. F etant un corps local (resp. un corps global) on verifie aisement

que (P) est verifie si et seulement si les invariants des formes quadrat iques

en question donnes respectivement par (&i, ί>i)(&25 &1&2) et (ci, ci)(c2, C1C2)

(resp. en toute place par (61, 61)^(62, 6162)1, et (ci, ci)υ(c2, CIQ)^) sont egaux.

( , •) designe le symbole de Hubert deF. Comme (61, 61)(62? &1&2) — (~1?"~1)

( — 61,-62)5 (P) est equivalent a ( — 61,-62) = (.—ci,— C2) (resp. en toute

place a (-61, -b2)v = (~ci, - c 2 ) υ ) .

1) F = R. / e s t alors de signature (d, 0). Lorsque p est negatif, x et

y sont dans la meme orbite de Ge ( 2) du lemme 2.3.1, on rappelle que

= 1, definition 4.1.2). Lorsque 2? est positif,

/b2f® Γ6162

est de signature possible (4c?, 0) ou (2d, 2rf) done (P) est verifie.

1) F est un corps p-adique. D'apres la remarque precedente, on peut

supposer que f(E)* est distinct de F* et que d est impair (ainsi d est inferieur

ou egal a 3). Comme f(E)* est un sous-groupe de F* ( 1) du lemme 4.1.3),

necessairement d = 1 d'oύ f(X) = X2. Soit s tel que A — p + s2 ne soit

pas un carre et u tel que (—u,A) = —1. On considere

1 _ r
A = p^i +X2+ UXs H X4 et r p i 2 T

u A u

D'apres le 1) du lemme 2,3.1, X et Y sont dans la meme orbite de Ge et

par calcul, on verifie que les invariants des formes quadratiques

u

sont opposes. Or d'apres la proposition 4.1.5, x (resp. y) est soit dans

l'orbite de X, soit dans l'orbite de Y, qui sont confondues d'ou le resultat.

3) F est un corps de nombre. On modifie x (et y) de la maniere suiv-

ante: soit R = {v G 5^ / (p, —l) v = —(61, —l) v •= -1}, d'apres le 2) du

lemme 4.3.1, il existe tx, si, s2 tels que

u = s\+psl (u,-l)v = -l VveRetl Vυ <Ξ SR - R

d'oίi x et x' = pxi-\-dιX2 + b2X3 + j^-X4 sont dans la meme orbite (d\ — ub\,

1) du lemme 2.3.1). On procede de meme pour y: y' = px\ + 6^2 +
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et lorsque, pour v G 5 ^ on a (p, — l)υ — — 1, alors (c?i,— l ) υ =

, — l ) v = — 1 . Ainsi pour tout v G £ R , les formes quadratiques

dif®b2f®-—f et d2f®c2f®——f
db d2c2

sont equivalentes (cf. le cas F = E). Lorsque d est pair, ces formes quadra-

tiques sont egalement equivalentes en toute place finie, done d'apres le

resultat (P) rappele precedemment, x' et yf sont dans la meme orbite, ce qui

termine la demonstration. Lorsque d = 1 (rappelons qu'alors f(X) ~ X2),

notons hv(x') — ( — 1, — l)υ(—di, — 62)1; (resp. hv(y')) Γinvariant de la forme

quadratique dxf Θ b2f Θ -^f (resp. d2f θ c 2/ θ ^ - / ) et

P = {ve SI hv(x')hv(y') - -1} Q = {v € 5 / (-di, -62)v - -1}

alors P, Q sont deux parties finies ayant un nombre pair de places et P ne
contient que des places finies done par le 1) du lemme 4.3-1, il existe A, J5,
C tels que:

(6) (A,-p)v = l VveS

(7) (A, C)v = -1 Vv e P et 1 \/v £ P

(8) (B, C)υ = -1 VveQ et 1 W $ Q

On considere:

t = pxi — Bx2 — Cxs +

d'apres (8) et (P), t et xι sont dans la meme orbite, de meme:

z =pxλ- ABx2 - Cx3 + D ^ # 4

est dans la meme orbite que y' par (7), (8) et (P) or par (6) z et t sont

dans la meme orbite (A est represents par la forme quadratique U2 +pV2)^

on applique le 1) du lemme 2.3.1, d'oύ x et y sont dans la meme orbite. Π

de 1)

2) est evident car on a vu au cours de la demonstration de 1) que l'on peut

se ramener au cas oύ

x = ^2 aiχi U = Σ biXi
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de rang p compris entre 1 et 3, tel qu'il existe t dans F* tel que tfa ~ fb.

II suίίit alors de considerer Γapplication de F* dans (Kerχ)° donnee par

h<i{t~l)hω-\A{t) dont la restriction a 0 1 < i < 3 g λ i est Phomothetie de rapport

ί. ~~ Π

Remarques. Les cas (Δ, λo) = (F4, a\) et (JSg, &s) sont traites sous une

autre forme dans [3] et [4] respectivement.

Donnons une autre version du theoreme precedent dans le cas oύ F est

un corps local:

COROLLAIRE 4.3.3. Soient x = Σi<ΐ<4 aiχi et V — Σ κ i < 4 bi%i de
rang r

(1) Si r < 3 ou si r = 4 et F est local archimέdien, x et y sont dans la

meme orbite de G (ou Aut(g)#0) si et seulement si:

(i) on a P{x) G F*2P(y)

(ii) il existe λ G F* tels que les formes quadratiques λfa et fb soient

equiυalentes

(2) Si r — 4 et si F est local non archimέdien, x et y sont dans la meme

orbite de G (ou Aut(g)#0) si et seulement si P(x) G F*2P(y)

Demonstration. C'est la traduction du theoreme 4.3.2 a l'aide de la

proposition 3.1.3.

Soit {u} un ensemble de representants de F*/F*2 dans F* Le lemme 4.1.3,

le theoreme 4.3.2 et le corollaire 4.3.3 permettent d'enoncer:

COROLLAIRE 4.3.4. Lorsque (go? 0i) est un prehomogene de type (i?3 λo)

= (F±,OLI) tel que Vune des deux conditions suiυantes soit υerifiees

i) le rang deploye de g est superieur ou egal ά 5

ii) F est un corps p-adique et d > 4

les orbites singulieres sont separees par le rang et les orbites regulieres sont

en bisection avec F*/F* 2 . Une liste des representants des orbites est donnee

par: 0, x\, x\ + X2, x\ + %2 + χ3? xi + %2 + ^3 + ux±, u decriυant des

representants de F*/F* 2 .
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Donnons des representants des orbites des cas restants c'est a dire lorsque

Δ = F4, i.e. /, qui represente 1, est anisotrope; soit — 8 son discriminant.

1) F = R. Ceci correspond aux E-formes ( 2 £ | ? 4 , α 2 ) , (£7,4, e*i), ( £ | j 4

8 , c*δ)

ainsi qu'a la forme deployee (i<4,αi). Les representants sont donnes par:

0, X1? Xι + X2, ^1 - X2, #1 + #2 + #3, Xl + X2 ~ #3, #1 + X2 + #3 + x\>>

Xl + X2 + X3 ~~ xAi xl + X2 ~~ X3 ~ X4-

2) F p-adique. Cas d = 1 ce qui correspond a la forme deployee de

type (F4,aι). Soient α, b tels que (α, 6) = —( — 1, —1), les representants sont

donnes par: 0, #i, xi-fx 2 +^3, - a ^ i - ^ 2 + ^ ^ 3 , χι+ux2, xi+X2+X3+v>X4,

u G {tx}.

Cas d = 2 ce qui correspond a la F-forme (2JE"|4,0^2)- Soit i> verifiant

(f,έ) = —1, les representants sont donnes par: 0, xχ\ x\ + X2, x\ + VX2,
Xl + X2 + χ3, Xl -f X2 + ^3 + UX4, U G {it}.

F est un corps de nombres. On reprend les notations du lemme 4.3.1.

On designe par

SRJ = {v G 5^ / /„ est anisotrope} = {v G 5 E / rang(Δυ) = 4}

Les representants sont donnes par 0, xi, xu^p = xi+X2 4-αx3-f^X4, u G {tx},

pour toute partie P, eventuellement vide, incluse dans Sf?w et avec α tel que

(α, -1),, = - 1 Vv eP et 1 Vv e SR - P

pour chaque u il y a ainsi 2 c a r d l n a l( 5/iu) orbites, auxquelles il faut rajouter

dans les cas

d — 1. xi + i/,X2, ^ G {u} et xp = — ax\ — 6x2 + ^^3? pour toute partie

ίinie P, de cardinal pair de places de 5, eventuellement vide, a et b verifiant

les relations

(α, b)v = - ( - 1 , - l ) v W G P et ( - 1 , -l)v Vv £ P

d = 2. xp = xi + WX2, pour toute partie finie P, de cardinal pair de

places v de 5 pour lesquelles δ n'est pas un carre de F*, w etant defini par

les relations

(it;, δ)υ = - 1 Vυ G P et l V ^ P

ainsi que XQ = xi + X2 + tx3, pour toute partie Q de places incluses dans

*%,/? ^ etant defini par les relations

(*, - l ) υ - - 1 \/υ G Q et lVί G SRJ - Q
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4.4. Deux consequences

On deduit de la proposition 3.1.3 et des theoremes 4.2.3 et 4.3.2 le

COROLLAIRE 4.4.1. Sous Γune des deux hypotheses suivantes:

i) F = K

ii) F est un corps local ou global de caracteristique 0 et d > 2 lorsque

n > 4

(jR, λo) etant de type (F$,OL\) OU (Cn,an), deux elements x et x', appar-

tenant a Q\, sont dans la meme orbite de G si et seulement si les formes

quadratiques Qx et Qx> sont equivalentes et P(x) G P(xf)χ(G).

THEOREME 4.4.2. F est un corps global de caracteristique 0. Soit

(flOjfli) u n prehomogene quasi-commutatif presque deploye tel que (2?, λo)

soit de type ( C n , α n ) , avec n > 3 ; ou (2*4,0:1) alors x et y sont dans la

meme orbite de G si et seulement si Us sont dans la meme orbite de Gυ

pour tout v de S.

Demonstration. Elle decoule des theoremes 4.2.3 et 4.3.2 et des remar-

ques suivantes:

1) deux formes quadratiques sont globalement equivalentes si et seule-

ment si elles sont equivalentes en chaque place

2) Qi et Q2 etant deux formes quadratiques, il existe t tel que tQ\ et Q2

soient globalement equivalentes si et seulement si cette propriete est

verifiee en chaque place. Q

5 One remarque. On utilise les notions de "bonne orbite" et "orbite

speciale" donnees dans [6]. Indiquons rapidement le resultat suivant facile

a etablir:

LEMME 5. Soit (flojfli) u n prehomogene tel que

i) 0i est un go-module absolument simple

ii) 2HQ est l-simple

Si h eth! — 2Ho — h sont deux elements 1-simples au sens de (go5fli) ^ Que

U(Fh)ι (resp. ίl(Fή/)i) soit un H(F/ι)0 (resp. U(FΛ7)o) rnodule absolument

simple alors pour tout x admettant h comme element l-simple, G-x est une

bonne orbite speciale.
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Les prehomogenes quasi-commutatifs, presque deployes, irreductibles

ont toutes leurs orbites qui sont de bonnes orbites (appendice 2 de [11]).

Lorsque de plus, Q2 e s t de dimension inferieure ou egale a 1, a Γexception

du cas oύ (i?, λo) est de type (S3, α^), (i.e. (iί, λo) est de type (C n , α n ) , ou

(F4, a\) ou (G2, 0^2))-, les conditions du lemme 5 sont verifiees; toutes les or-

bites sont de "bonnes orbites speciales" au sens de [6]. Par une consultation

des resultats donnes dans [6], on constate que ce sont les seuls.

REFERENCES

[1] N. Bourbaki, Groupes et algebres de Lie, chap. 4, 5 et 6, Hermann, Paris, 1968.
[2] N. Bourbaki, Groupes et algebres de Lie, chap. 7 et 8, Hermann, Paris, 1975.
[3] J. I. Igusa, A classification of spinors up to dimension twelve, Amer. J. of Math., 92

(1970), 997-1028.
[4] J. I. Igusa, Exponential sums associated with a Freudenthal quartic, J. Fac. Sci. of

Tokyo, 24 (1977), 231-246.
[5] S. Kaneyuki, The Sylvester law of inertia in simple graded Lie algebras, preprint,

Sophia University, Tokyo.
[6] T. Kimura, F. Sato and X. W. Zhu,. On the poles of φ-adic complex powers and

the b-functions of prehomogeneous vector spaces, Am. Journal of Math., 112 (1990),
423-437.

[7] J. G. Mars, Les nombres de Tamagawa de certains groupes exceptionnels, Bull. Soc.
Math. France, 94 (1966), 97-140.

[8] O. T. O'Meara, Introduction to quadratic forms, Springer-Verlag, 1963.
[9] I. Muller, Decomposition orbitale des espaces prehomogenes reguliers de type

parabolique commutatif et application, C. R. A. S. Paris, 303, serie I, 1986,
pp. 495-498.

[10] I. Muller, Formes quadratiques et classification d'orbites pour une classe d'espaces
prehomogenes, C. R. A. S. Paris, 312, serie I, 1991, pp. 319-322.

[11] I. Muller, Systemes de racines orthogonales et orbites d'espaces prehomogenes,
These, Universite de Strasbourg, 1996.

[12] I. Muller, Structure and Orbits of certain prehomogeneous vector spaces related with
orthogonal roots, Proc. of the Japan A., LXXII, n°5 (1996), pp. 104-107.

[13] I. Muller, Racines orthogonales et orbites d'algebres de Lie semi-simple graduees,
Journal of Algebra, 193 (1997), 41-74.

[14] H. Rubenthaler, Espaces prehomogenes de type parabolique, These, Universite de
Strasbourg, 1982.

[15] H. Rubenthaler, Espaces vectoriels prehomogenes, sous-groupes paraboliques et
5/2-triplets, C. R. A. S. Paris, 290, 1980, pp. 127-129.

[16] H. Rubenthaler, Espaces prehomogenes de type parabolique, Lect. Math. Kyoto Univ.,

14 (1988), 189-221.
[17] I. Satake, A formula in simple Jordan algebras, Tόhoku Math. J., 36 (1984), 611-622.

https://doi.org/10.1017/S002776300002523X Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S002776300002523X


ORBITES POUR ESPACES PREHOMOGENES 195

[18] M. Sato et T. Kimura, A classification of irreducible prehomogeneous vector spaces
and their relative invariants, Nagoya Math. J., 65 (1977), 1-155.

[19] G. B. Seligman, Rational methods in lie algebras, Dekker, 1976.
[20] J. P. Serre, Cours d'arithmetique, P. U. F. (1970).
[21] E. B. Vinberg, Classification of Homogeneous Nilpotent Elements of a Semi-simple

Graded Lie Algebra, Selecta Math. Sovietica, 6 (1987), 15-35.

Tableau 1: cas (Λ, λo) = (Cn,an)
φ pour corps p-adique
n pour corps de nombres

Diagramme de Satake(Δ,λ0) R n

Oil

X X

X X

X

(C 3,α 3) o •- τ~ X non

{Mn-l,Oίn)

ou

OL2n-l

OL2n

(E7,a7)

X X
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Tableau 2: cas (jR,λ0) = (F^

(Δ,λ0) Diagramme de Satake n

@-

@-

-o o—@

x X

non

x X x

X x

x
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Tableau 3:
X = {λGΔ/(λ,λ 0) =

Λ

λo = Δ λ o n A 7

(Δ,λ0) n

Oil

(2ΛW

X X

Oil

X X X

(E7,a7)
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