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ABSTRACT

It is shown how the stationary distributions of a bonus—malus system can be
computed recursively. It is further shown that there is an intrinsic relationship
between such a stationary distribution and the probability of ruin in the risk-
theoretical model. The recursive algorithm is applied to the Swiss bonus—malus
system for automobile third-party liability and can be used to evaluate ruin
probabilities.
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1. INTRODUCTION

Les systémes bonus—malus sont fréquemment utilisés en assurance automobile,
notamment en Europe. Ils ont pour fonction de répartir plus équitablement les
colits entre les bons et les mauvais risques. Une classe de tarif est prévue pour
le nouvel assuré puis, annuellement, un réajustement de la classe de tarif est effec-
tué conformément a son expérience et aux régles du systéme. Ces régles sont fixes
et ne prennent en compte, généralement, que le nombre de réclamations rap-
portées dans I’année précédente.

L’établissement des régles d’un systéme bonus—malus demeure un processus
relativement arbitraire. Il est alors important de pouvoir vérifier si elles ne vien-
nent pas en contradiction avec les buts du systeme et d’étre en mesure d’en
apprécier I'efficacité. La théorie des chaines de Markov est généralement utilisée
pour ces études dont une étape consiste en la détermination des distributions sta-
tionnaires associées au systéme (e.g., LOIMARANTA, 1972; VESPALAINEN, 1972;
LEMAIRE, 1985, ch. 17 et 1982, ch. 16). Cela revient a dire que I’on s’intéresse
a la répartition a long terme des assurés parmi les classes de tarif.

Notre but est de montrer que, sous certaines conditions, la distribution station-
naire de la classe de tarif d’un risque donné peut étre obtenue simplement d’une
fagon recursive, sans faire appel a la théorie des chaines de Markov. Le procédé
sera illustré avec un cas concret. Ensuite nous établirons les liens entre cette
distribution stationnaire et la probabilité de ruine, dans les cas discret et continu.
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2. LE SYSTEME BONUS-MALUS A TEMPS DISCRET

2.1. Le Modeéle

Soit un systéme bonus—malus constitué de n+1 classes de tarif C;,
i=0,1,2,...,n. Par convention, les classes sont numérotées en ordre croissant de
prime. En utilisant la terminologie de la théorie des chaines de Markov, nous
dirons que I’assuré se trouve dans I’état / quand il paie la prime de la classe C;.

Nous considérons un assuré en particulier. Soient X, son état au moment ¢,
t=0,1,2,..., et Xo= xp son état initial. Nous supposons que dans chaque inter-
valle de temps la classification de ’assuré est modifiée selon les régles suivantes:
soient Y7y, Y2, ..., des variables aléatoires mutuellement indépendantes et identique-
ment distribuées (i.i.d.) telles que

(1) Pr(Y.=k)=q(k), k=-1,01,2,..

et au temps ¢ + 1, Pétat est donné par

Xr+Y,+l Si0<X1+Y,+1<n,
() Xi+1=4 0, St Xe+ Yo = -1,
n, Si Xr+ Y{+1 >n.

Donc, il y a un recul de 1 avec une probabilité g(— 1), et avec probabilité g(k),
k=1,2,..., i y a un avancement de k états. Le recul a lieu quand il n’y a pas
eu de réclamation dans la période précédente et les avancements correspondent
au cas ou une ou plusieurs réclamations ont été rapportées. Ce dernier énoncé ne
tient pas compte des modifications nécessaires puisque O et » sont respectivement
le plus petit et le plus grand état qui peuvent &tre atteints.

Ainsi, la prime de I’assuré est ajustée a la baisse s’il n’a pas rapporté de
réclamation, a la hausse dans le cas contraire, mais sans étre inférieure a la prime
minimale ou supérieure a la prime maximale. Généralement, Y,, la variation de
I’état, ne dépend que du nombre de sinistres sans égard a leur sévérité.

Par 1a loi des probabilités totales, on obtient de ces hypothéses que

3) Pr( X, < x)= 2 Pr(X, < x—y)g(y)

y==1

pour x=0,1,2,...,n— 1. Evidemment,

) Pr(Xi+1<n)=1.

2.2. La Distribution Stationnaire

Sous ces hypothéses une distribution stationnaire existe et elle ne dépend pas de
I’état initial. Cette affirmation peut étre démontrée en utilisant, entre autres, les
propriétés des chaines de Markov (KARLIN et TAYLOR, 1975, p. 83). Soit

) F(x; n) = lim Pr(X, < x).

=
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Pour t — o, d’aprés (3) et (4) nous avons

(6) Flx;my= > Fx—yin)q(y), x=0,1,2,...,n~1
y=-1

et

(7) F(n; n)=1.

L’équation (6) est une formule récursive; si on connait F(0; n), F(1; n),...,
F(x; n), on peut calculer F(x+ 1; n), en utilisant la formule

(8) g(=1) F(x+1; n)= F(x; n) — ZOF(x—y; n) q(»).

Ainsi, I’équation (6) posseéde une solution unique a une constante multiplicative
pres. Cette constante est déterminée par la condition (7).

Par conséquent F(x; n) peut étre calculée de la fagon suivante. On calcule
d’abord une suite de valeurs auxiliaires A4(0), A(1), A(2), ..., en choisissant
A(0) > 0 arbitraire et en déterminant A (1), A(2), ..., récursivement de telle sorte
que

9) q(=1D) Ax+ 1) = A(x) = 2 Alx— »)g(y).

y=0

Alors il suit

_A)

(10) F(x; n) A’

par la condition (7).

On constate que la suite des valeurs auxiliaires A (x) ne dépend pas de la valeur
de n. De plus, I’équation (10) nous montre que cette suite est monotone
croissante. Si on écrit (9) sous la forme

A=DIAE+D = AN] = 25 qAX) - A=+ 20 () A)
(]1) y= y=x+

cette monotonicité se voit algébriquement par induction.

2.3. Un Nombre d’Etats Infini

Considérons maintenant le cas ou les états sont 0, 1, 2, ..., sans borne supérieure.
Une distribution stationnaire existe si

(12) ElYl= 2 yqy) <0,
y=-1

i.e., s’il y a une attraction (“drift”) vers le bas (voir, par exemple, KARLIN et
TAYLOR, 1975, ch. 3). Evidemment, la distribution stationnaire peut alors étre
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obtenue comme la limite

(13) F(x)=1lim F(x; n),

-t

et satisfait des eéquations similaires a (6), (8) et (9):

(14) Fx)= Y Fx— (), x=0,1,2,...
v=-1

et

(15) F(o)=1.

Par conséquent, F(x) est proportionnel & A (x). Si on choisit A4(0) égal a F(0),
on a alors A(x)= F(x) pour x=0,1,2,.... Heureusement, il est possible de
déterminer F(0). La détermination de la fonction génératice des probabilités
associée a F(x) nous donne une formule explicite pour F(0) (équation (25)).

Soient f(0) = F(0) et f(x)= F(x)— F(x—1)pour x=1,2, ..., les probabilités
de la distribution stationnaire. De I’équation (14), on obtient

(16) S0 = f(Dg(—1) + f(0)g(—1) + f(0)q(0)

et

a7 f= B fx=pat) x=12..
On peut exprimer la fonc'tion génératrice des probabilités f(x),
() Gls) = L)

par la fonction génératrice des probabilités g(y),

(19) H(s) = i s'q(y).

v=-1

En effet, en utilisant les équations (16) et (17) dans (18), on obtient tout d’abord

(20) Ge)= 25" X fx=1a0)+ fO(= .

x=0

Un changement de variable, z =x — p, nous donne
Q1) G(s)= ZI ZO s'q()s*f(2) = F(0)g(— Ds™" + f(O)g(— 1)
y=-12z=
= H(s)G(s) + f(0)g(~ Ds™ " + f(O)g(-1).

Donc,

22) Gy~ © ;(11){(221 S(); D

Il reste a déterminer f(0). Or, il faut G(1)=1. En utilisant la regle de
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Bernoulli-PHospital, on trouve

_JSOq(-1) _
(23) G =g~

[l en découle que

=-D(=H'(1)

e GO =T HE)
et
(25) foy=—HW_ g ' Yq(y)

g(-1) = SFhg-1

Il est a noter que selon I’hypethése (12) cette derniére quantité est positive. Si
’équation (12) n’est pas satisfaite, la distribution stationnaire n’existe pas.
LINDLEY (1952) a démontré que dans ce cas A(x) — o quand x = «.

2.4. Exemple Numérique

La procédure récursive pour évaluer la distribution stationnaire d’un systéme
bonus—malus sera illustrée avec le systéme suisse. Ce systéme possede 22 classes
de tarifs qui sont numérotées ici de 0 a 21. Le nouvel assuré doit payer la prime
de la classe 9. Par la suite, s’il ne rapporte aucun sinistre durant une année il passe
a la classe de tarif immédiatement inférieure, a moins qu’il ne se trouve déja a
la classe 0. Si, au contraire, il procéde a k réclamations, k =1, 2, ..., il paiera pour
I’année suivante la prime de la classe située a 3k au dessus de sa classe actuelle,
mais au plus la prime de la classe 21.

Le tableau 1 donne le niveau des primes de ce systéme en pourcentage de la
prime de base, celle de la classe 9. Nous supposons que le nombre de réclamations

Not=1,2,..., d’un assuré donné est une variable aléatoire de Poisson de
parametre ¥ > 0. On a donc pour le systéme suisse:
(26) g(-=e?  qg@=0ve"  q@®)=0%""?]2,..

TABLEAU |

SyYSTEME BONUS—MALUS SUISSE.
PRIMES EN POURCENTAGE DE LA PRIME DE BASE

X % X % x %o
0 45 8 90 16 185
1 50 9 100 17 200
2 55 10 110 18 215
3 60 11 120 19 230
4 65 12 130 20 250
5 70 13 140 21 270
6 75 14 155

7 80 15 170
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La variable aléatoire Y; qui donne la modification de I’état (& I'intérieur des
limites admissibles) est donc définie par

27) Y, = 3N, ST N =21,

-1 si N;=0,
pour t=1,2,.... Par conséquent, ’espérance de Y, est donnée par
(28) E[Y,) =E[3N,] —Pr(N,=0)

=39—¢ ",

Si on considére le systéme bonus—malus ayant un nombre infini d’états cor-
respondant au systéme suisse, il faut pour obtenir une distribution stationnaire
que

(29) i yq(y)=39-e"" <0,

y=-1

c’est-a-dire d < 0.257628 d’apres (12). Dans ce cas, on trouve
(30) fO)=1-39¢é%,

et on constate que la condition (29) est équivalente a f(0) positif.

Considérons 8 niveaux de risque, soient ¢; =0.05/,i=1,2,...,8. Dans les 5
premiers cas la distribution stationnaire du systéme possédant un nombre infini
d’états existe. Donc, en prenant f(0) selon I’équation (30) les fonctions auxiliaires
A(x) sont égales a F(x). Pour ¢ =0.30,0.35 et 0.40, on prend arbitrairement
A(0) = 1. Le tableau 2 présente les valeurs obtenues en appliquant récursivement
la formule (9). On constate que toutes ces fonctions sont croissantes.

Pour déterminer la distribution stationnaire du systéme suisse original, il suffit
d’utiliser la relation (10). Donc, les fonctions de répartition stationnaires sont
obtenues en divisant F(x) par F(21) ou A(x) par A(21). Le tableau 3 contient
les fonctions de répartition stationnaires résultant de ces opérations. Les fonc-
tions de probabilité associées sont données au tableau 4.

3. PROBABILITE DE RUINE: MODELE DISCRET

Considérons maintenant le surplus (les réserves “libres”) U, d’un assureur a la fin
d’une période de temps ¢, =0, 1,2, ..., et soit Up = u le surplus initial, v entier
non-négatif. Nous supposons qu’a chaque période le surplus est modifié de la
fagon suivante:

31 Un=U+ Z 4+ t=0,1,2,...,
ou les Z;, sont des variables aléatoires i.i.d. telles que
(32) Pr(Z;=z)=v(z), z=1,0,-1,-2,....

L’assureur fait donc un gain de 1 avec probabilité v(1) et une perte de k avec
probabilité v(—k),k=1,2,.... Ce modele n’est évidemment raisonnable que si
les intervalles de temps sont trés courts.
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Nous définissons la probabilité de survie comme la probabilité que le surplus
demeure toujours non-négatif. Cette probabilité est la probabilité complémen-
taire de la probabilité de ruine et dépend notamment du niveau du surplus initial
et sera alors notée R(u). Par la loi des probabilités totales, on a

1
(33) Rw)= 2, Ru+2) v(z), u=0,1,2,...,
Z=-Uu
et la fonction R(u) doit respecter la condition
(34) R(»)=1,

si E[Z] > 0. Dans le cas contraire la ruine est certaine, i.e. R(u)=0.

En comparant P’équation (33) et la condition (34) pour la probabilité de survie
avec I’équation (14) et la condition (15) pour la distribution stationnaire d’un
systéme bonus—malus possédant un nombre infini d’états, on conclut aisément

que
(35) R(x)= F(x), x=0,1,2,...,
si

(36) v(=»)=q(), y=-10,1,2,....

Cette dualité qui existe entre la distribution stationnaire d*un processus aléatoire
avec barriere réfléchissante et la probabilité d’absorption dans le cas d’un pro-
cessus avec barriére absorbante est bien connue (e.g., COX et MILLER, 1965,
p. 65).

On peut, par conséquent, calculer la probabilité de ruine du modéle discret de
facon récursive: il suffit d’adapter le schéme récursif décrit a la section 2.3 con-
formément aux relations (35) et (36). Cette procédure a d’ailleurs été suggérée par
Giezendanner et al. (1972) pour déterminer des bornes supérieure et inférieure a
la probabilité de ruine dans le modéle continu. If s’agit d’approximer convenable-
ment le modeéle continu par des modéles discrets.

Grace aux relations (35), (36) et (25), on trouve que la probabilité de survie avec
un surplus initial nul est

-1
37 RO)=1+ Z X:—((ly)l

Si on définit maintenant R(u; b), la probabilité que le surplus de ’assureur
atteigne un montant b, entier et supérieur a u, avant que la ruine ne se réalise,
on a comme précédemment

1
(38) R@; bY= 2, R(u+z; bv(2), u=0,1,2,....b—1.

I=-u
Naturellement, la fonction R(u; b) doit satisfaire la condition suivante

(39) R(b; b)=1.
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La fonction R(x) satisfait I’équation (38); la condition (39) implique

R(x)
40 R(x; b)=——, =0,1,2,...,b.
(40) (x; b) R(b) X b
Cette relation n’est valable que si E[ Z] > 0. Mais en comparant les équations
(38) et (39) avec (6) et (7), et en prenant v(—y)=¢q(y),y=—-1,0,1,2,...,0n a
aussi

41 R(x; b)= F(x; b), x=0,1,2,...,b.

Par conséquent, la technique utilisée pour évaluer F(x; n) quand E[ Y] > 0, peut
servir a calculer R(x; b) quand E[Z] < 0.

4. LE SYSTEME BONUS-MALUS EN TEMPS CONTINU

Nous considérons maintenant un systéme bonus—malus en temps continu et dont
le domaine des états est lui aussi continu. Un tel systéme peut étre obtenu
comme cas limite d’un systéeme discret. Durant intervalle de temps (¢, f + df)
I’assuré paie le montant b(x) dt s’il occupe I’état x & ’instant f. On dit que
b(x) > 0 est une densité de prime.

4.1. Le Modele

Soit X (1) ’état d’un assuré donné a ’instant ¢,¢ > 0, et X(0) = xo I’état initial.
Nous posons I’hypothése que le nombre de réclamations par unité de temps
possede une distribution de Poisson de parametre ¢ > 0. Dans un court intervalle
de temps (¢, t + dt), la probabilité de ne produire aucune réclamation est 1 — #dr¢
et nous supposons que dans ce cas

X()—dt, s X()> dt,

(42) X(t+ dt)= {0, si0 < X(1) < dt.

Une réclamation est rapportée dans ’intervalle (¢, ¢ + dt) avec une probabilité
d dt et alors

(43) X(t+dy=X()+Y - di,

ou Y est une variable aléatoire positive, indépendante des observations
antérieures et dont la fonction de répartition P(y) ne varie pas dans le temps. 1l
y a donc un saut d’une amplitude aléatoire si P(y) n’est pas dégénérée. Ce cas
pourrait étre celui d’un systéme tenant compte de la sévérité des sinistres.

Soit F(x, t) la fonction de répartition de X(¢). Les hypothéses précédentes et
la loi des probabilités totales conduisent & I’équation suivante:

(44) F(x,t+dt)=F(x+dt,)(1 -9 dt) + {S F(x-y,1) dP(y)}z? de.
0
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De cette équation, on obtient
d = d = = S
(45) — F(x,1)=— F(x,t) - 0F(x, )+ ¢ F(x—y,t) dP(p).
Jat dx 0
Supposons que X(t) posséde une distribution stationnaire quand 1 — . Soit
(46) F(x) = lim F(x,1),

>0

alors, de (45), on a I’équation intégro-différentielle

@7) F(x) = 9F(x) - & SO F(x—y) dP(y).

Si on définit f(x) = F'(x), p(y) = P'(y) et fo = F(0), on obtient en posant x =0
dans (47)

(48) (0= 9f,

et en dérivant I’équation (47):
(49) £1(x) = 8f(x) - 8fop(x) = 0 S) fx= ) dP(y).

Le systeme bonus—malus qui vient d’étre décrit et les équations (42) a (49) sont
mathématiquement équivalents au probléme du temps “virtuel” d’attente de la
théorie des files d’attente (un seul serveur). L’accroissement Y de I’état dans le
systtme bonus—malus correspond au temps de service du consommateur
nouvellement arrivé dans la file d’attente. L’état X(f) correspond, lui, au temps
que le nouveau consommateur doit attendre avant le début de son service.

Donc, la forme générale de la distribution stationnaire désirée et la condition
sous laquelle elle existe, peuvent étre déterminées en prenant les transformées de
Laplace de (48) et (49) (e.g., COX et MILLER, 1965, ch. 5). Si

(50) g (u) = SO e~ f(x) dx
et
51) R*(u) = SO e~ p(y) dy,

en prenant la transformée de Laplace de (49), on a
(52) ug*(u) - f(0) — 9™ () + Sfoh™(u) + Sg*(W)h*(u) =0
d’ou

_for1 - r*w)

(53) g = u—39+9h*w)’
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Soit
d
o= E h*(u) u=0
le saut moyen. En prenant ¥ — 0 dans (53), on obtient
(0
(54) g0 =L Qe
1 - 1-9[4'/1
En utilisant la relation (48) et la condition de normalisation
(55) for | fo) dx=for 8" O =1,
V]
on trouve, si on pose p = dux,
31 =p)[1—h*w)]
56 *u) = .
) &=y SR )

On a aussi de (54) et (55) que fo =1 — S, alors si w*(u) est la transformée de
Laplace du processus a I’équilibre, il suit

* _F * _ 1-p
(57) Wh) =fo+ 870 = ks
ou
(58) d*(u)__.l_"_w
U

La fonction ¢*(u) est elle aussi la transformée de Laplace d’une fonction de den-
sité de probabilité. Cette fonction est donnée par

(59) p@) =~ [1- PO)I.
th

D’aprés I’équation (57), la distribution stationnaire est une distribution géo-
métrique composée et elle existe si p = dus < 1. La transformée de Laplace (57)
correspond a I’équation (24) pour la fonction génératrice des probabilités dans
le cas discret.

Dans le cas spécial ol les sauts sont constants, la distribution stationnaire est
alors un mélange de convolutions de distributions uniformes continues.

4.2. Domaine des Etats Borné

Si dans le modéle continu I’état ne peut pas étre supérieur a une valeur b > 0, i.e.
lorsqu’une réclamation a lieu

(60) X(t+dt)=5> si X))+ Y—dr>b,

les équations pour la distribution stationnaire sont les mémes que dans le cas
précédent, a I’exception de la condition de normalisation. Il est a noter qu’une
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distribution stationnaire existe dans ce cas quel que soit ¢, et est indépendante
de I’état initial. Soient f(x; b) la fonction de densité de probabilité stationnaire
de I’état X (¢) en présence d’une borne supérieur b et fo(b) la masse de probabilité
a zéro. On trouve, en procédant de la méme fagon que dans le cas sans barriere
supérieure,

X

(61) S (x5 b) = 8f(x; b) = 8fo(b)p(x) = ¥ S S(x=y; b) dP(y)

Q

et
(62) f(0; b) = 3fo(d),

pour 0 € x < b. En prenant la transforinée de Laplace de (61) et en utilisant la
relation (62), on peut montrer que la solution a ces équations est unique a une
constante multiplicative prés. Cette constante doit étre telle que

b
(63) Fb; b) = fob) + S fix; b) dx=1.
0
Quand dpy < 1, f(x) satisfait (61) et a cause de la condition (63), on a
2y J(x)
(64) S(x; b) =Fo)’ 0<x<b.

Mais si dus = 1, ’équation (64) n’a plus de sens puisque f(x) n’existe pas. On
doit chercher par d’autres moyens une solution aux équations (61), (62) et (63).

5. PROBABILITE DE RUINE: MODELE CONTINU

Soient U(¢) le surplus d’un assureur a I’instant ¢, ¢ > 0, et U(0) = u le surplus in-
itial. On suppose que le nombre de réclamations par unité de temps est distribué
selon une loi de Poisson de parametre h. Les montants de ces réclamations sont
des variables aléatoires i.i.d. selon P(y), et la somme cumulative de ces montants
au temps # est S(¢). L’assureur regoit un montant ¢ > 0 de primes par unité de
temps. Le surplus au temps ¢ est donc

(65) Ut)=u+ct—S@t), t20.

Par définition, on considére que la ruine se réalise si le surplus devient éventuelle-
ment négatif. Soit R(«) la probabilité de survie,

(66) Ru)=Pr(U(t) > 0 pour ¢ > 0),

c’est-a-dire la probabilité que la ruine ne se réalise pas sur un horizon infini de
temps. L’équation intégro-différentielle et la transformée de Laplace associées a
la probabilité de survie sont bien connues (e.g., FELLER, 1966, ch. XIV; SEAL,
1969, ch. 4; BOWERS et al. 1987, pour les expressions en terme de probabilité de
ruine). Ces équations sont essentiellement équivalentes aux équations (47) et (57)
pour la distribution stationnaire d’un systéme bonus—malus en temps et états
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continus. De FELLER (1966, p. 469), on tire la relation suivante:
(67) R W)= (NORW =) | Ru=y) ().
0

En comparant (67) avec I’équation (47) et en prenant & = \/c, on déduit la rela-
tion suivante:

(68) Rw)=Fw), u=0,
en autant que

(69) A < ¢,

ou

(70) p= SO Yy dP(y).

La condition (69) signifie que la marge de sécurité incluse dans les primes est
positive. Si cette marge est négative ou nulle, la ruine est certaine et la distribution
du systéme bonus—malus correspondant n’existe pas. Quand le surplus initial est
nul, la probabilité de survie est donnée par ’expression bien connue

(71) R(©0) =1 — \yfc.

Comme dans le cas discret, on peut définir R (u; b) la probabilité que le surplus
atteigne un niveau » > 0 avant que la ruine ne survienne. R(u; b) engendre une
équation intégro-différentielle tout a fait similaire a celle de R(«). En utilisant la
condition supplémentaire

(72) R(b; b)=1,
on conclut que

T ()
(73) R(u; b)= R

On retrouve la relfation (73) dans les travaux de DICKSON et GRAY (1984) qui
discutent la probabilité de ruine en présence d’une barriére supérieure absorb-
ante. La correspondance de R(u; b) avec la distribution stationnaire est de la
méme forme que dans les cas précédents.
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