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ABSTRACT

It is shown how the stationary distributions of a bonus—malus system can be
computed recursively. It is further shown that there is an intrinsic relationship
between such a stationary distribution and the probability of ruin in the risk-
theoretical model. The recursive algorithm is applied to the Swiss bonus-malus
system for automobile third-party liability and can be used to evaluate ruin
probabilities.
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1. INTRODUCTION

Les systemes bonus—malus sont frequemment utilises en assurance automobile,
notamment en Europe. Us ont pour fonction de repartir plus equitablement les
couts entre les bons et les mauvais risques. Une classe de tarif est prevue pour
le nouvel assure puis, annuellement, un reajustement de la classe de tarif est effec-
tue conformement a son experience et aux regies du systeme. Ces regies sont fixes
et ne prennent en compte, generalement, que le nombre de reclamations rap-
portees dans l'annee precedente.

L'etablissement des regies d'un systeme bonus-malus demeure un processus
relativement arbitraire. II est alors important de pouvoir verifier si elles ne vien-
nent pas en contradiction avec les buts du systeme et d'etre en mesure d'en
apprecier 1'efficacite. La theorie des chaines de Markov est generalement utilisee
pour ces etudes dont une etape consiste en la determination des distributions sta-
tionnaires associees au systeme (e.g., LOIMARANTA, 1972; VESPALAINEN, 1972;
LEMAIRE, 1985, ch. 17 et 1982, ch. 16). Cela revient a dire que Ton s'interesse
a la repartition a long terme des assures parmi les classes de tarif.

Notre but est de montrer que, sous certaines conditions, la distribution station-
naire de la classe de tarif d'un risque donne peut etre obtenue simplement d'une
fagon recursive, sans faire appel a la theorie des chaines de Markov. Le procede
sera illustre avec un cas concret. Ensuite nous etablirons les liens entre cette
distribution stationnaire et la probability de ruine, dans les cas discret et continu.
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32 DUFRESNE

2. LE SYSTEME BONUS-MALUS A TEMPS DISCRET

2.1. Le Modele

Soit un systeme bonus—malus constitue de n + 1 classes de tarif C,,
/ = 0,1,2, . . . ,«. Par convention, les classes sont numerotees en ordre croissant de
prime. En utilisant la terminologie de la theorie des chaines de Markov, nous
dirons que l'assure se trouve dans l'etat / quand il paie la prime de la classe C,.

Nous considerons un assure en particulier. Soient X, son etat au moment t,
t = 0,1,2,.. . , et XQ = x0 son etat initial. Nous supposons que dans chaque inter-
valle de temps la classification de l'assure est modifiee selon les regies suivantes:
soient Y\, Yi,..., des variables aleatoires mutuellement independantes et identique-
ment distributes (i.i.d.) telles que

(1) Pr{Y, = k) = q(k), k= - 1,0, 1,2,...

et au temps t + 1, l'etat est donne par

CX,+ YI+X si 0 ^ X,+ Yt+i ^n,
(2) * , + 1 = ^ 0 , siX,+ Yl+l=-l,

\J7, si X, + Y,+ i > n.

Done, il y a un recul de 1 avec une probability q(- 1), et avec probability q(k),
k = 1,2,..., il y a un avancement de k etats. Le recul a lieu quand il n'y a pas
eu de reclamation dans la periode precedente et les avancements correspondent
au cas oil une ou plusieurs reclamations ont ete rapportees. Ce dernier enonce ne
tient pas compte des modifications necessaires puisque 0 et n sont respectivement
le plus petit et le plus grand etat qui peuvent etre atteints.

Ainsi, la prime de l'assure est ajustee a la baisse s'il n'a pas rapporte de
reclamation, a la hausse dans le cas contraire, mais sans etre inferieure a la prime
minimale ou superieure a la prime maximale. Generalement, Y,, la variation de
l'etat, ne depend que du nombre de sinistres sans egard a leur severite.

Par 1a loi des probabilites totales, on obtient de ces hypotheses que
X

(3) P r (^ , + i ^ x ) = 2 Pr(X, ^ x- y)q(y)

pour x = 0 , 1 , 2 , . . . , « — 1. Evidemment ,

(4)

2.2. La Distribution Stationnaire

Sous ces hypotheses une distribution stationnaire existe et elle ne depend pas de
l'etat initial. Cette affirmation peut etre demontree en utilisant, entre autres, les
proprietes des chaines de Markov (KARLIN et TAYLOR, 1975, p. 83). Soit

(5) F(x; n) = lim Pr(Ar, ^ x).
1-00
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DISTRIBUTIONS STATIONNAIRES D'UN SYSTEME BONUS-MALUS 33

Pour t -> oo, d'apres (3) et (4) nous avons

X

(6) F(x;n)= Yi F(x- y; n) q(y), x = 0, 1, 2 , . . . , « - 1
V = - 1

et

(7) F(n;n)=l.

L'equation (6) est une formule recursive; si on connait F(0; n), F(\; n),...,
F(x; n), on peut calculer F(x + 1; n), en utilisant la formule

(8) q(-\) F{x+ 1; n)= F(x; n) - fjF{x- y, n) q{y).
y = 0

Ainsi, l'equation (6) possede une solution unique a une constante multiplicative
pres. Cette constante est determinee par la condition (7).

Par consequent F(x; n) peut etre calculee de la facon suivante. On calcule
d'abord une suite de valeurs auxiliaires A{0), A{\), A(2),..., en choisissant
A (0) > 0 arbitraire et en determinant A (1), A (2),..., recursivement de telle sorte
que

(9) q(-\) A(x+ \) = A(x)- 2 A(x-y)q(y).
y = Q

Alors il suit

(10) F(x;n) = ̂ ^ , x = 0, 1,2,..., n
A(n)

par la condition (7).
On constate que la suite des valeurs auxiliaires A (x) ne depend pas de la valeur

de n. De plus, l'equation (10) nous montre que cette suite est monotone
croissante. Si on ecrit (9) sous la forme

q(-l)[A(x+l)-A(x)]=t,q(y)[A(x)-A(x-y)]+ S q(y) A(x)
v = 0 v = . v + l

(ID

cette monotonicite se voit algebriquement par induction.

2.3. Un Nombre d'Etats Infini

Considerons maintenant le cas oil les etats sont 0, 1,2,..., sans borne superieure.
Une distribution stationnaire existe si

(12) E[Y,]= t yq(y)<0,
y = - i

i.e., s'il y a une attraction ("drift") vers le bas (voir, par exemple, KARLIN et
TAYLOR, 1975, ch. 3). Evidemment, la distribution stationnaire peut alors etre
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34 DUFRESNE

obtenue comme la limite

(13) F(x)= lim F(x; n),
II ""X>

et satisfait des equations similaires a (6), (8) et (9):

(14) F(x)= £j F(x-y)q(y), jf = 0 ,1 ,2 , . . .
V = - 1

et

(15) F(oo)=l.

Par consequent, F(x) est proportionnel a A(x). Si on choisit A{0) egal a F(0),
on a alors A(x) = F(x) pour x = 0, 1,2,.... Heureusement, il est possible de
determiner F(0). La determination de la fonction generatice des probabilites
associee a F(x) nous donne une formule explicite pour F(0) (equation (25)).

Soient /(0) = F(0) et f(x) = F(x) - F(x - 1) pour x = 1,2,..., les probabilites
de la distribution stationnaire. De l'equation (14), on obtient

(16) /(O)=/(l)<7(-l) + /(Oto(-l)+/(O)<7(O)

et

(17) / ( * ) = £ /(x-y)Q(y), x=\,2,....
V = - 1

On peut exprimer la fonction generatrice des probabilites f(x),

(18) G(s)=fls
xf{x),

par la fonction generatrice des probabilites q(y),

(19) H(s)= J syq(y).
y = - \

En effet, en utilisant les equations (16) et (17) dans (18), on obtient tout d'abord

(20) G(s)=fls* t, f(x- y)q(y) + f(0)q(-\).

U n c h a n g e m e n t d e v a r i a b l e , z=x — y , n o u s d o n n e

(21) G(s)= 2 f, svq(y)s:f(z)-f(O)q(--\)s-l+f(O)q(-l)
y= - 1 ; = 0

= H(s)G(s)+f(0)q(~\)S-
[+f(0)q(-l).

Done,

(22) (J
C ( 5 ) = 5 ( 1 -

II reste a determiner / ( 0 ) . Or, il faut G ( l ) = l . En utilisant la regie de
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DISTRIBUTIONS STATIONNAIRES D'UN SYSTEME BONUS-MALUS 35

Bernoulli-l'Hospital, on trouve

(23)
- ti (1)

II en decoule que

(24) ( . - ! ) ( - / / - ( ! ) )
5(1 ~

et

(25) ^ ^
? ( ) (̂)

II est a noter que selon I'hypothese (12) cette derniere quantite est positive. Si
1'equation (12) n'est pas satisfaite, la distribution stationnaire n'existe pas.
LiNDLEY (1952) a demontre que dans ce cas A(x)-> °o quand x-> oo.

2.4. Exemple Numehque

La procedure recursive pour evaluer la distribution stationnaire d'un systeme
bonus-malus sera illustree avec le systeme suisse. Ce systeme possede 22 classes
de tarifs qui sont numerotees ici de 0 a 21. Le nouvel assure doit payer la prime
de la classe 9. Par la suite, s'il ne rapporte aucun sinistre durant une annee il passe
a la classe de tarif immediatement inferieure, a moins qu'il ne se trouve deja a
la classe 0. Si, au contraire, il procede a k reclamations, k = 1,2,..., il paiera pour
l'annee suivante la prime de la classe situee a 3k au dessus de sa classe actuelle,
mais au plus la prime de la classe 21.

Le tableau 1 donne le niveau des primes de ce systeme en pourcentage de la
prime de base, celle de la classe 9. Nous supposons que le nombre de reclamations
N,, t = 1,2,..., d'un assure donne est une variable aleatoire de Poisson de
parametre d > 0. On a done pour le systeme suisse:

(26) q(-\)=e~'\ q(3) = de~d, q(6) = d2e~d\2,...

TABLEAU 1
SYSTEME BONUS-MALUS SUISSE.

PRIMES EN POURCENTAGE DE LA PRIME DE BASE

V

0
1
2
3
4
5
6
7

45
50
55
60
65
70
75
80

X

8
9
10
11
12
13
14
15

%

90
100
110
120
130
140
155
170

X

16
17
18
19
20
21

%

185
200
215
230
250
270
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36 DUFRESNE

La variable aleatoire Y, qui donne la modification de l'etat (a l'interieur des
limites admissibles) est done definie par

pour / = 1,2,.... Par consequent, l'esperance de Y, est donnee par

(28) E[Y,] = E[3N,] - Pr(N, = 0)

= 3d-e~d.

Si on considere le systeme bonus-malus ayant un nombre infini d'etats cor-
respondant au systeme suisse, il faut pour obtenir une distribution stationnaire
que

(29) § yq(y) = 3d-e-*<0,
y = - \

e'est-a-dire § < 0.257628 d'apres (12). Dans ce cas, on trouve

(30) /(0) = 1 - Me\

et on constate que la condition (29) est equivalente a /(0) positif.
Considerons 8 niveaux de risque, soient i?,-= 0.05/, / = 1,2, . . . ,8 . Dans les 5

premiers cas la distribution stationnaire du systeme possedant un nombre infini
d'etats existe. Done, en prenant /(0) selon l'equation (30) les fonctions auxiliaires
A(x) sont egales a F(x). Pour $ = 0.30,0.35 et 0.40, on prend arbitrairement
A (0) = 1. Le tableau 2 presente les valeurs obtenues en appliquant recursivement
la formule (9). On constate que toutes ces fonctions sont croissantes.

Pour determiner la distribution stationnaire du systeme suisse original, il suffit
d'utiliser la relation (10). Done, les fonctions de repartition stationnaires sont
obtenues en divisant F(x) par F(21) ou A(x) par A(21). Le tableau 3 contient
les fonctions de repartition stationnaires resultant de ces operations. Les fonc-
tions de probabilite associees sont donnees au tableau 4.

3. PROBABILITE DE RUINE: MODELE DISCRET

Considerons maintenant le surplus (les reserves "libres") U, d'un assureur a la fin
d'une periode de temps t, t = 0, 1, 2,.. . , et soit Uo = u le surplus initial, u entier
non-negatif. Nous supposons qu'a chaque periode le surplus est modifie de la
facon suivante:

(31) Ut+l = U,+ Zl+l t = Q, 1 , 2 , . . . ,

ou les Z/+i sont des variables aleatoires i.i.d. telles que

(32) Pr (Z, = z) = u(z), z = 1 , 0 , - 1 , - 2 , . . . .

L'assureur fait done un gain de 1 avec probabilite v(l) et une perte de k avec
probabilite v( — k),k = 1, 2 , . . . . Ce modele n'est evidemment raisonnable que si
les intervalles de temps sont tres courts.
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40 DUFRESNE

Nous definissons la probabilite de survie comme la probabilite que Ie surplus
demeure toujours non-negatif. Cette probabilite est la probabilite complemen-
taire de la probabilite de ruine et depend notamment du niveau du surplus initial
et sera alors notee R(u). Par la loi des probability totales, on a

1

(33) /?(«)= S R(u + z)v(z), M = 0 , 1 , 2 , . . . ,
z= - u

et la fonction R(u) doit respecter la condition

(34) /?(<»)= 1,

si E[Z] > 0. Dans le cas contraire la ruine est certaine, i.e. R(u) = 0.
En comparant l'equation (33) et la condition (34) pour la probabilite de survie

avec l'equation (14) et la condition (15) pour la distribution stationnaire d'un
systeme bonus-malus possedant un nombre infini d'etats, on conclut aisement
que

(35) R(x)=F(x), x= 0,1,2,... ,

si

(36) v(-y) = q(y), y= -1,0,1,2

Cette dualite qui existe entre la distribution stationnaire d'un processus aleatoire
avec barriere reflechissante et la probabilite d'absorption dans le cas d'un pro-
cessus avec barriere absorbante est bien connue (e.g., Cox et MILLER, 1965,
p. 65).

On peut, par consequent, calculer la probabilite de ruine du modele discret de
fagon recursive: il suffit d'adapter le scheme recursif decrit a la section 2.3 con-
formement aux relations (35) et (36). Cette procedure a d'ailleurs ete suggeree par
Giezendanner et al. (1972) pour determiner des bornes superieure et inferieure a
la probabilite de ruine dans le modele continu. II s'agit d'approximer convenable-
ment le modele continu par des modeles discrets.

Grace aux relations (35), (36) et (25), on trouve que la probabilite de survie avec
un surplus initial nul est

Si on definit maintenant R(u; b), la probabilite que Ie surplus de l'assureur
atteigne un montant b, entier et superieur a u, avant que la ruine ne se realise,
on a comme precedemment

i

(38) R(u;b)= 2 R(u + z; b)v(z), u = 0, 1,2, ...,b - 1.
z = - //

Naturellement, la fonction R(u; b) doit satisfaire la condition suivante

(39) R(b;b)=\.
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La fonction R(x) satisfait l'equation (38); la condition (39) implique

( ) U, - R{by
 x~ , 1 , 2 , . . . , 6 .

Cette relation n'est valable que si E[Z] > 0. Mais en comparant les equations
(38) et (39) avec (6) et (7), et en prenant v{- y) = q{y), y= - 1,0, 1,2,..., on a
aussi

(41) R(x; b)= F(x; b), x= 0, 1,2, ...,b.

Par consequent, la technique utilisee pour evaluer F(x; n) quand E[ Y] ^ 0, peut
servir a calculer R(x; b) quand E[Z] < 0.

4. LE SYSTEME BONUS-MALUS EN TEMPS CONTINU

Nous considerons maintenant un systeme bonus—malus en temps continu et dont
le domaine des etats est lui aussi continu. Un tel systeme peut etre obtenu
comme cas limite d'un systeme discret. Durant l'intervalle de temps (t,t+ dt)
1'assure paie le montant b(x) dt s'il occupe l'etat x a l'instant /. On dit que
b(x) > 0 est une densite de prime.

4.1. Le Modele

Soit X(t) l'etat d'un assure donne a l'instant t,t ^ 0, et X(0) = x0 l'etat initial.
Nous posons l'hypothese que le nombre de reclamations par unite de temps
possede une distribution de Poisson de parametre d > 0. Dans un court intervalle
de temps (t, t + dt), la probabilite de ne produire aucune reclamation est 1 - ddt
et nous supposons que dans ce cas

(42)

Une reclamation est rapportee dans l'intervalle (t, t + dt) avec une probabilite
d dt et alors

(43) X(t + dt) = X(t) + Y - dt,

oil Y est une variable aleatoire positive, independante des observations
anterieures et dont la fonction de repartition P(y) ne varie pas dans le temps. II
y a done un saut d'une amplitude aleatoire si P(y) n'est pas degeneree. Ce cas
pourrait etre celui d'un systeme tenant compte de la severite des sinistres.

Soit F(x, t) la fonction de repartition de X(t). Les hypotheses precedentes et
la loi des probabilites totales conduisent a l'equation suivante:

(44) F(x, t+ dt) = F(x+ dt, t)(l -d dt)+\\ F(x- y,t) dP(y)\d dt.
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42 DUFRESNE

De cette equation, on obtient

(45) - F(x, t) = ~ F(x, t) - dF(x, t) + d \ F(x- y, t) dP(y).
dt ox Jo

Supposons que X(t) possede une distribution stationnaire quand t ̂  °°. Soit

(46) F(x)= lim F(x,t),

alors, de (45), on a 1'equation integro-differentielle

(47) F' (x) = dF(x) - d [ F(x-y) dP(y).
J o

Si on dennit/(x) = F'(x), p(y) = P'(y) et/) = F{0), on obtient en posant x= 0
dans (47)

(48) /(0) = tf/o,

et en derivant l'equation (47):

(49) /'(x) = df(x)- dfop(x)-d V f(x-y) dP(y).
J o

Le systeme bonus-malus qui vient d'etre decrit et les equations (42) a (49) sont
mathematiquement equivalents au probleme du temps "virtuel" d'attente de la
theorie des files d'attente (un seul serveur). L'accroissement Y de l'etat dans le
systeme bonus—malus correspond au temps de service du consommateur
nouvellement arrive dans la file d'attente. L'etat X(t) correspond, lui, au temps
que le nouveau consommateur doit attendre avant le debut de son service.

Done, la forme generale de la distribution stationnaire desiree et la condition
sous laquelle elle existe, peuvent etre determinees en prenant les transformees de
Laplace de (48) et (49) (e.g., Cox et MILLER, 1965, ch. 5). Si

(50) g*(u) = \ e-"xf(x) dx
Jo

et

(51) h*(u)= C e-»p(y) dy,
Jo

en prenant la transformed de Laplace de (49), on a

(52) ug*(u) - / (0) - &g*(u) + dfoh*(u) + dg*{u)h*{u) = 0

d'ou
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DISTRIBUTIONS STATIONNAIRES D'UN SYSTEME BONUS-MALUS 43

Soit

,lll=--fh*(u)
du , , =o

le saut moyen. En prenant u -* 0 dans (53), on obtient

(54) g (0) = —.
1 — t?/t/,

En utilisant la relation (48) et la condition de normalisation

(55) /o + f f(x) dx=f0 + g\0) = 1,
Jo

on trouve, si on pose p = ify/,,

*(
(56) g*(u) =

;..,_W-P)ll-hm(u)]
u-d + dh*

On a aussi de (54) et (55) que / 0 = 1 - dn>,, alors si w*(u) est la transformee de
Laplace du processus a l'equilibre, il suit

(57) w*(u)=fo+g*(u) =
\-pd\uY

ou

(58)

La fonction d*(u) est elle aussi la transformee de Laplace d'une fonction de den-
site de probability. Cette fonction est donnee par

(59) P(z) = - [1 - P(y)].
in,

D'apres l'equation (57), la distribution stationnaire est une distribution geo-
metrique composee et elle existe si p - 0/n, < 1. La transformee de Laplace (57)
correspond a l'equation (24) pour la fonction generatrice des probabilites dans
le cas discret.

Dans le cas special ou les sauts sont constants, la distribution stationnaire est
alors un melange de convolutions de distributions uniformes continues.

4.2. Domaine des Etats Borne

Si dans le modele continu Petat ne peut pas etre superieur a une valeur b > 0, i.e.
lorsqu'une reclamation a lieu

(60) X(t + dt) = b si X(t) + Y- dt > b,

les equations pour la distribution stationnaire sont les memes que dans le cas
precedent, a Pexception de la condition de normalisation. II est a noter qu'une
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44 DUFRESNE

distribution stationnaire existe dans ce cas quel que soit d, et est independante
de l'etat initial. Soient/(x; b) la fonction de densite de probabilite stationnaire
de l'etat X{t) en presence d'une borne superieur b etfo(b) la masse de probabilite
a zero. On trouve, en procedant de la meme fagon que dans le cas sans barriere
superieure,

(61) / ' (*; b) = df(x\ b) - d/o(b)p(x) - 0 f f\x~y; b) dP(y)
J o

et

(62) /(O; b) = dfo(b),

pour 0 < x < b. En prenant la transformed de Laplace de (61) et en utilisant la
relation (62), on peut montrer que la solution a ces equations est unique a une
constante multiplicative pres. Cette constante doit etre telle que

(63) F(b; b)=fo(b)+ ( /(*; b) dx= 1.
J o

Quand d/i/, < 1, f(x) satisfait (61) et a cause de la condition (63), on a

(64)

Mais si dnh ^ 1, l'equation (64) n'a plus de sens puisque/(x) n'existe pas. On
doit chercher par d'autres moyens une solution aux equations (61), (62) et (63).

5. PROBABILITE DE RUINE: MODELE CONTINU

Soient U(t) le surplus d'un assureur a 1'instant t, t ^ 0, et U(0) = u le surplus in-
itial. On suppose que le nombre de reclamations par unite de temps est distribue
selon une loi de Poisson de parametre X. Les montants de ces reclamations sont
des variables aleatoires i.i.d. selon P(y), et la somme cumulative de ces montants
au temps t est S(t). L'assureur regoit un montant c > 0 de primes par unite de
temps. Le surplus au temps / est done

(65) U{t) = u + ct - 5 ( 0 , t^O.

Par definition, on considere que la ruine se realise si le surplus devient eventuelle-
ment negatif. Soit R(u) la probabilite de survie,

(66) R(u) = Pr(f/(O Ss 0 pour t > 0),

e'est-a-dire la probabilite que la ruine ne se realise pas sur un horizon infini de
temps. L'equation integro-differentielle et la transformee de Laplace associees a
la probabilite de survie sont bien connues (e.g., FELLER, 1966, ch. XIV; SEAL,

1969, ch. 4; BOWERS et al. 1987, pour les expressions en terme de probabilite de
ruine). Ces equations sont essentiellement equivalentes aux equations (47) et (57)
pour la distribution stationnaire d'un systeme bonus-malus en temps et etats
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continus. De FELLER (1966, p. 469), on tire la relation suivante:

(67) fl'(w) = (X/c)rt(w)-(X/c) \ R(u-y)dP{y).
i o

En comparant (67) avec Pequation (47) et en prenant § = X/c, on deduit la rela-
tion suivante:

(68)

en autant que

(69)

R(u) = F{u),

Xu < c,

ou

(70) P=\ y dP(y).
Jo

La condition (69) signifie que la marge de securite incluse dans les primes est
positive. Si cette marge est negative ou nulle, la ruine est certaine et la distribution
du systeme bonus-malus correspondant n'existe pas. Quand le surplus initial est
nul, la probabilite de survie est donnee par l'expression bien connue

(71) £ ( 0 ) = l - V / c

Comme dans le cas discret, on peut definir R(u; b) la probabilite que le surplus
atteigne un niveau b > 0 avant que la ruine ne survienne. R(u; b) engendre une
equation integro-differentielle tout a fait similaire a celle de R(u). En utilisant la
condition supplemental

(72) R(b;b)=\,

on conclut que

On retrouve la relation (73) dans les travaux de DICKSON et GRAY (1984) qui
discutent la probabilite de ruine en presence d'une barriere superieure absorb-
ante. La correspondance de R(u; b) avec la distribution stationnaire est de la
meme forme que dans les cas precedents.
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