ANNEAUX METAPRIMITIFS
G. THIERRIN

Un anneau R est dit primitif (3) s'il existe un R-module irréductible et
fidele M. L’objet de cet article est d’étudier une généralisation naturelle de la
notion d’anneau primitif en remplagant ‘“‘irréductible’” par ‘‘sous-directement
irréductible” dans la définition ci-dessus. D'une fagon plus précise, un anneau
R sera dit métaprimitif s'il existe un R-module sous-directement irréductible
et fidéle M, avec SR # {0}, S étant le sous-module minimal de M. Nous
établissons pour les anneaux métaprimitifs un théoréme de structure (théoréme
2.3) faisant apparaitre certaines analogies avec le théoréme de structure
correspondant pour les anneaux primitifs. L’intérét des anneaux métaprimitifs
réside dans le fait que tout anneau avec élément unité est somme sous-directe
d’anneaux métaprimitifs (théoréme 2.6). Dans la derniére partie de cet article,
nous considérons une classe particuliére d’anneaux métaprimitifs, celle des
anneaux rationnels, dont I’étude est basée sur les résultats de (2).

A moins d’indication contraire, les modules considérés sont des modules &
droite et la nomenclature est celle de Jacobson (3).

1. Un R-module M est dit sous-directement irréductible si I'intersection de ses
sous-modules non nuls est un sous-module non nul S, appelé le sous-module
minimal de M. Soit E une extension essentielle maximale de M. On sait (1, 4)
qu’une telle extension existe toujours et que E est aussi une extension injective
minimale de M. Il est évident que E est aussi sous-directement irréductible
avec le méme sous-module minimal S.

Un anneau R est dit completement primaire (3) s'il posséde un élément
unité et si R/Q est un corps, Q étant le radical de R. Un anneau avec élément
unité est complétement primaire si et seulement si I'ensemble de ses éléments
non inversibles est un idéal. ‘

ProrosITION 1.1. Le centraliseur T d'un R-module M # {0} sous-directement
1rréductible et injectif est un anneau completement primaire. Si S est le R-sous-
module minimal de M, S est un T'-sous-module du T-module & gauche M.

Preuve. Le centraliseur T' étant anti-isomorphe A I'anneau & (M) des endo-
morphismes du R-module M, il suffit donc de montrer que € (M) est compléte-
ment primaire.

Soit € G(M). Si Sa 7 {0}, alors a est bijectif. En effet, « est injectif, car
sinon le noyau de « contiendrait S et 'on aurait Se = {0}. Posons 7" = Ma;
T est un sous-module # {0} et donc S C 7. Comme « est injectif, o ! est un
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R-homomorphisme de 7" sur M. Le module M étant injectif, a~! peut étre
étendu 4 un endomorphisme 8 de M sur M. Comme S8 # {0}, 8 est injectil.
Dot o7! = Bet M = Ma, c'est-a-dire « est surjectif.

De ce qui précede, il résulte que pour tout @ € (M), on a soit Se = {0},
soit Sa = S. Par conséquent, 'ensemble des éléments non inversibles de & (M)
est l'ensemble {a|la € E(M), Sa = {0}} qui est évidemment un idéal. Donc
I'anneau (M) est complétement primaire.

La seconde partie de la proposition est immédiate.

Un R-module M sera dit méta-irréductible s’il est sous-directement irré-
ductible, et si SR # {0}, S étant le sous-module minimal de M. On a alors
sR = .S pour tout s € S, s # 0.

Soit M un I'-module unitaire & gauche. L'ensemble fini %, . . ., u, d'éléments
de M sera dit quasi-libre sur T si les éléments u; sont 0 et si la somme Y T'u;
des sous-modules I'u; est directe, c’est-a-dire si la relation y; 21 + ... + v, 1,
=0, avec v; € T',entraine y; u; = ... = v, u, = 0.

ProrosiTioN 1.2. Soient M un R-module méta-irréductible, injectif et fidéle, S
le sous-module minimal de M et T le centraliseur de M. St U'ensemble fini
X1y« ooy Xy ' éléments de M est quasi-libre sur T et st y1, . . ., ¥, sont des éléments
arbitraires de S, 1l existe alors a € R tel que

x;a =Y, 1=1,...,n.

Preuve. La démonstration de cette proposition est analogue a celle du
théoréme de densité pour les modules irréductibles (3).

Montrons d’abord que tout homomorphisme % d'un R-sous-module N de M
dans le R-module M peut étre réalisé par un élément de I'. En effet, M étant
injectif, # peut étre étendu & un endomorphisme de M. Par conséquent, il
existe ¥ € T tel que yx = xk pour tout x € N.

Soit (M) 'anneau des I'-endomorphismes de M. Posons

A+ = {rlr € L(M), Ar = {0}}
si A est un sous-ensemble de M ;
A+ = {x|x € M, x4 = {0}}

si A est un sous-ensemble de ().
Les hypothéses du lemme de (3, p. 27) sont vérifiées. Comme R+ = {0}, on

a donc
n n L
2 Tu,=\NulNR
1 1
pour tout ensemble fini uy, ..., u, de M.
Posons T'; = Y ;.; I'x;. L'ensemble xy, . . ., x, étant quasi-libre sur T, on a
x; € T, D'ou

L
x]&(ﬂ x#ﬂR>-

i#]
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Il existe donc e; € R tel que
x;e; =0, 1 # 7, x;e; =u; #0.

Posons M; = u; R; M, est un R-sous-module de M. Si M; = {0}, 'ensemble
N = {ulu € M, uR = {0}} est un R-sous-module 5 {0} et donc S C N,
c'est-d-dire SR = {0}, contre I'bypothése. Par conséquent M; = {0} et
SC M, Siy; €S,il existe a; € R tel que u;a; = ;. Soit

n

a = 21 ejajE R.

On a alors:
x;a =9, 1=1,...,n.

2. Un anneau R sera dit métaprimitif (4 droite) s’il existe un R-module M
fidéle et méta-irréductible.

Tout anneau primitif est évidemment métaprimitif. Si Z est I'anneau des
entiers, ¢ un nombre premier et # un entier >1, 'anneau Z/(p") est méta-
primitif, mais non primitif.

Tout anneau métaprimitif R posséde au moins un idéal primitif P. En effet,
soit M un R-module fidéle et méta-irréductible, avec .S comme sous-module
minimal. L’ensemble P = {x|x € R, Sx = {0}} est un idéal propre de R et S
est un R/P-module fidéle et irréductible.

PRroPOSITION 2.1. Un anneau R est métaprimitif si et seulement s'il existe un
R-module méta-irréductible, fidele et injectif.

Preuve. La condition est évidemment suffisante. Elle est nécessaire, puisque
tout module sous-directement irréductible peut étre étendu 4 un module
sous-directement irréductible injectif avec le méme sous-module minimal.

A

Soit T un anneau avec élément unité et soit M un TI'-module & gauche
unitaire. Un anneau € d’endomorphismes du I'-module M sera dit localement
dense s'il existe un I'-sous-module S % {0} de M tel que:

1.S€ C S.
2. Pour tout ensemble fini x4, . . ., x, d’éléments de M quasi-libre sur T' et
tout ensemble y;, . . ., y, d’éléments de S, il existe a € € tel que

xXia =Y 1=1,...,n.

i I est un corps, alors M es espace vectoriel & gauche et les éléments
Si T est lors M est un espa toriel & he et les él t
X1, . . ., %, sont linéairement indépendants. Dans ce cas, € sera dit un anneau
localement dense de transformations linéaires d'un espace vectoriel.

ProrosiTioN 2.2. Tout anneau localement dense € d’endomorphismes d'un
T-module a gauche unitaire M est métaprimitif.

Preuve. L'ensemble M est un G-module fidéle et .S est un E-sous-module
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de M. On a SG ## {0}, car si s € S, s # 0, s est quasi-libre sur T. Il existe
donc @ € € tel que sa = s.

D’autre part, tout G-sous-module N = {0} de M contient S. En effet, soit
u € N, u # 0. L'élément u étant quasi-libre sur T, il existe pour tout s € S
un élément a € € tel que ua = s. D'ou S C 4 C N.

Le G-module M étant fidéle et méta-irréductible, I'anneau € est donc
métaprimitif.

THEOREME 2.3. Un anneau R est métaprimitif si et seulement s'il est isomorphe
d un anneau localement dense € d'endomorphismes d'un T-module d& gauche
unitaire M, ou T est un anneau complétement primaire.

Preuve. C'est une conséquence immédiate des propositions précédentes.

Un idéal 4 droite D d’un anneau R sera dit localement maximal si D = R et
si le R-module R — D est sous-directement irréductible, c’est-a-dire si 'inter-
section des idéaux a droite de R contenant D et D est un idéal a droite #D.
Du lemme de Zorn, il découle immédiatement que pour tout @ € R, a # 0, il
existe au moins un idéal a droite localement maximal ne contenant pas a.

Rappelons que si D est un idéal a droite de R, I'’ensemble

(D:R) = {x|x € R, Rx C D)

est un idéal de R. Si D est modulaire (en particulier, si R posséde un élément
unité), (D:R) est le plus grand idéal de R contenu dans D.

Un idéal P de R sera dit métaprimitif si 'anneau-quotient R/P est méta-
primitif.

PRroPoOSITION 2.4. S7 R est un anneau avec élément unité et si D est un 1idéal @
droite localement maximal de R tel que (D:R) = {0}, alors R est métaprimitif.

Preuve. Posons M = R — D. Alors M est un R-module sous-directement
irréductible et fidele. Si .S est le sous-module minimal de M, on a SR # {0}
puisque R posséde un élément unité. L'anneau R est donc métaprimitif.

COROLLAIRE. Pour tout idéal & droite localement maximal D d’'un anneau R
avec élément unité, I'idéal (D:R) est métaprimitif.

THEOREME 2.5. Tout anneau R sous-directement irréductible avec élément
unité est métaprimatif.

Preuve. Soit 4 I'idéal minimal de R et soit @ € 4, a # 0. Il existe un idéal
a droite D localement maximal ne contenant pas a. Comme R posséde un
élément unité, (D:R) C D et donc a ¢ (D:R). Par conséquent, puisque R est
sous-directement irréductible, (D:R) = {0} et 'anneau R est métaprimitif
d’aprés la proposition 2.4.

THEOREME 2.6. Tout anneau avec élément unité est somme sous-directe
d’anneaux métaprimitifs.
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Preuve. C'est une conséquence du théoréme précédent et du fait que tout
anneau avec élément unité est somme sous-directe d’anneaux sous-directement
irréductibles avec élément unité.

3. Nous allons étudier maintenant une classe spéciale d’anneaux méta-
primitifs, en utilisant pour cela certaines notions et certains résultats de (2)
que nous allons rappeler.

Soit un anneau R et soient 4 et B des R-modules. Si C est un sous-module
de B, on écrit C < B(A4), si pour tout R-homomorphisme partiel de B dans 4,
C C ker ¢ entraine im ¢ = 0. On a les propriétés:

1.SiC < B(A)et CC D C B,alors C < D(4) et D < B(4).

2. SiC < B(B)et B A(4),alors C < A(4).

Le module B est dit extension rationnelle du sous-module C si C < B(B).
On a:

3. B est extension rationnelle de C si et seulement si B est extension
essentielle de C et C < B(().

Un R-homomorphisme partiel ¢ de B dans A est dit fractionnaire si
dom ¢ < B(4). Le module 4 est dit rationnellement complet si tout R-homo-
morphisme fractionnaire d'un module B quelconque dans 4 peut étre étendu
A un R-homomorphisme complet. On a:

4. Tout R-module C posséde une extension rationnelle maximale C et C est
rationnellement complet.

Un anneau R sera dit rationnel (4 droite), s'il existe un R-module M méta-
irréductible et fidéle tel que M soit extension rationnelle de son sous-module
minimal S. Tout anneau rationnel est métaprimitif et tout anneau primitif
est rationnel.

ProposiTION 3.1. Un anneau R est rationnel si et seulement s’il existe un
R-module M méta-irréductible, fidéle et rationnellement complet tel que M soit
extension rationnelle de son sous-module minimal S. Le centraliseur T' du R-
module M est alors un corps et S est un T'-sous-module du T-module & gauche M.

Preuve. La condition est évidemment suffisante. Elle est nécessaire. En effet,
R étant rationnel, il existe un R-module N méta-irréductible et fidéle tel que
N soit extension rationnelle de son sous-module minimal S. Le R-module N
posséde une extension rationnelle maximale M et M est rationnellement com-
plet. Le module M est évidemment fidéle. D’aprés la propriété 2, M est
extension rationnelle de S et d’aprés la propriété 3, M est extension essentielle
de S. Il s’ensuit alors que tout sous-module non nul de M contient S et donc M
est méta-irréductible.

Montrons ensuite que l'anneau € des endomorphismes du R-module M est
un corps, ce qui entraine que I' est aussi un corps. Le module M est extension
rationnelle de tout sous-module NV % {0};eneffet,deS < M(M)et SCNC M
suit, d'aprés la propriété 1, N < M(M). Par conséquent, tout R-homo-
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morphisme partiel ¢ # 0 de M dans M est fractionnaire et, puisque M est
rationnellement complet, ¢ peut étre étendu & un endomorphisme de M.

Pour montrer que € est un corps, il suffit de montrer que tout @ € G, a = 0,
est bijectif.

a est injectif. Sinon, le noyau N de « contient S et Sa = {0}, ce qui entraine
a = 0, puisque M est extension rationnelle de S.

a est surjectif. Soit " = Mea; T est un sous-module de M et S C 7. L’appli-
cation inverse o~! est un R-homomorphisme partiel de M dans M. D’aprés ce
qui précéde, o' est fractionnaire et peut étre étendu & un endomorphisme g de
M, B # 0. Mais B est injectif; par conséquent 8 = a~! et « est surjectif.

Il est immédiat que S est un I'-sous-module de 3.

THEOREME 3.2. Un anneau R est rationnel st et seulement s'il est isomorphe @
un anneau localement dense € de transformations linéaires d'un espace vectoriel.

Preuve. La condition est nécessaire. D’aprés la proposition 3.1, il existe un
R-module M méta-irréductible, fidéle et rationnellement complet tel que M
soit extension rationnelle de son sous-module minimal S. Le centraliseur T' de
M est un corps et M est un espace vectoriel sur I'. D’autre part, tout R-
homomorphisme partiel de M dans M peut étre réalisé par un élément de T.
Cela découle du fait que tout R-homomorphisme partiel #0 de M dans M est
fractionnaire (voir la preuve de la proposition 3.1) et peut par conséquent
étre étendu a un endomorphisme de M. La suite de la démonstration est
analogue a celle qui a été faite pour les anneaux métaprimitifs (voir proposition
1.2 et théoréme 2.3).

La condition est suffisante. En effet, soit & un anneau localement dense de
transformations linéaires de 'espace vectoriel & gauche M sur le corps T, avec
le T-sous-espace S # {0} tel que SE€ € S. Il est immédiat que M est un
G-module méta-irréductible et fidéle avec S comme sous-module minimal.
Montrons que M est extension rationnelle de S. Pour cela, il suffit d’aprés
(2, proposition 1.4) de montrer que pour tout #,v € M, u # 0, il existe @ € &
tel que o # Oetwva € S. Soits € .S, s # 0. On a les deux possibilités suivantes:

(1) v est combinaison linéaire de u,v = yu, v € T. Il existe alors « € € tel
que ta = s # 0 etva = (yu)a = y(ua) = vys € S.

(2) u et v sont linéairement indépendants. Comme € est localement dense,
il existe o € € tel que o = s = va € S et ua # 0.

ProrosiTiON 3.3. Tout anneau rationnel commutatif est un corps.

Preuve. 11 suffit de montrer que tout anneau commutatif localement dense
€ de transformations linéaires d’un espace vectoriel M sur un corps I' est un
corps. Soit S le TI'-sous-espace #= {0} tel que SE€ C S et soit s € S, s = 0.
Supposons que M soit de dimension >1. Il existe alors # € M tel que s et u
soient linéairement indépendants. & étant localement dense, il existe a et
B € G tels que sa =0, ua = s et s =s, uB = 0. Dol uaB = s et uBa = 0.
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Mais af = Ba. Par conséquent s = 0, ce qui est impossible. L'espace M est
donc de dimension un et € est un corps.
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