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SUR LES ISOMETRIES DE I”(X) ET LE THEOREME
ERGODIQUE VECTORIEL

S. GUERRE ET Y. RAYNAUD

Introduction. FEtant donné un opérateur 7 sur un espace L/
(1 < p < c0), la théorie ergodique s’intéresse a la convergence presque
siire des moyennes de Césaro

2 e

n =1

des itérés d’un point f de I” par T. On dit que T vérifie le théoréme
ergodique si cette convergence a lieu pour tout f de 7.

Parmi les nombreux résultats sur cette question (cf. [21] ) nous citerons
d’abord ceux de A. Ionescu-Tulcea ([19]) et R. Chacon-S. A. McGrath
([10] ) que I'on peut réunir dans I’assertion suivante :

“Si 1 < p < oo et T une isométrie positive de I, ou si 1 < p #
2 < oo et si T est une isométrie surjective de I*, alors T vérifie le théoréme
ergodique’.

Nous nous intéressons ici a une version vectorielle de ce théoreme. Plus
précisément, si X est un espace de Banach réel, un opérateur linéare T sur
I’espace LP(X) est dit vérifier le théoréme ergodique vectoriel si la suite des
moyennes de Césaro

L5

noi—i neN

converge presque siirement en norme dans X, quel que soit f € L(X).
Nous donnons ici des conditions assurant que le théoréme ergodique
vectoriel est vérifié par certaines isométries de LP(X).

Ces résultats sont obtenus par 1’étude de la structure des isométries de
LP(X). Le cas des isométries surjectives est déja traité dans [26] et [15]. Le
cas non surjectif constitue I'un des objets du présent travail, essentielle-
ment lorsque X est un treillis convenable. Les conditions mises sur X
permettent d’assurer que [”(X) a ‘““assez peu” d’isométries positives en
réduisant chacune d’entre elles a la résultante d’une isométrie positive de
I” et d’'un champ mesurable d’isométries de X. Le cas des isométries
quelconques est traité ici seulement lorsque X = L9, généralisant ainsi a
IP(L?) les résultats de J. Lamperti [22].
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Rappelons d’autre part que ce type de généralisation vectorielle d’un
théoréme ergodique scalaire a déja été obtenu par R. Chacon ([9]) a
partir du théoréme ergodique de N. Dunford et J. T. Schwartz ([12])
relatif au cas ou T est une contraction a la fois de L' et L®: Chacon
obtient un théoréme ergodique vectoriel pour T contraction a la fois de
L(X) et L®(X).

Par ailleurs dans [1] et [2] M. Akcoglu et L. Sucheston ont étendu le
résultat de A. Ionescu-Tulcea aux contractions positives de L”, par une
“méthode de dilatation” dont nous montrons qu’elle ne peut pas s’étendre
au cas vectoriel.

Pour démontrer un théoréme ergodique vectoriel, dans le cas ou X est
réflexif, on sait (cf. [21] ) qu’il suffit de démontrer une inégalité maximale
vectorielle, c’est-a-dire :

3C = C(p, X) telle que Vf € LP(X)

LS pr

n j=1

sup
n

b = Al

Dans la premiére partie, aprés quelques définitions et remarques, on
donne une condition suffisante pour qu’une contraction de I”(X) vérifie
I'inégalité maximale vectorielle avec

c--—L_
p—1

Dans la deuxiéme partie, on montre que pour tout espace de Banach X,
les isométries surjectives de L”(X) pour 1 < p # 2 < +oo, vérifient cette
inégalité maximale vectorielle et que ceci reste vrai si p = 2 dans le cas ou
X est un treillis de Banach et T une isométrie de treillis sur L2(X ).

La troisiéme partie est consacrée a ’étude des isométries positives
T de [’(X) ou X = LYY) et Y est un treillis 1-g-concave et 1-r-convexe
sur vecteurs disjoints si ¢ = r > p (resp. : 1-g-convexe et 1-r-concave sur
vecteurs disjoints si ¢ = r < p). On montre que ces opérateurs vérifient la
condition de la partie 1.

Dans la quatriéme partie, on traite le cas des isométries positives de
I’(X), o X = LY(L"), pour des valeurs de g et r qui n’entrent pas dans le
cadre général de la partie 3.

La cinquiéme partie réduit 1’étude des isométries de LP(L9) a celles des
1sométries positives sauf lorsque p = ¢ = 2 ou g = 2.

Dans la sixiéme partie, on montre que le théoréme de dilatation
d’Akcoglu [1] ne s’étend pas d’une facon naturelle au cas des contractions
positives de LP(L?).

Nous tenons a remercier 1. Assani pour les nombreuses discussions
que nous avons eues avec lui et A. Brunel qui nous a encouragés dans
cette étude.
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1. Définitions, remarques praliminaires et condition suffisante.

Définitions. 1) Soient 1 << p << oo et (R, 27 p) un espace de probabilité.
On pose

L2 = P, o, ).

2) Si X est un espace de Banach, I”(X) est Iespace vectoriel des
fonctions Bochner-mesurables f de © dans X telles que la fonction | f(w) |y
soit dans I”; on appellera, comme dans [18] et [23], norme aléatoire de f
cet élément de L* et on le notera N(f).

3) On note | |,, la norme de L?, | |y la norme de X et on réserve
la notation || || pour la norme de L”(X). Ainsi pour f € I”(X), on a
WA= IN() I,

4 Sife L‘g(X ), on appelle p-support de f le support de N(f) dans €.

5) On dira qu'un opérateur T sur [P(X) est de Lamperti-vectoriel
(par analogie avec la terminologie de [20]) si T envoie des fonctions a
p-supports disjoints sur des fonctions a p-supports disjoints.

6)Si f e I etx € X, on note f ® x I’élément de I7(X) défini par :

(f ® x)(w) = f(w) - x (p.s.).

Si T est un opérateur positif sur I, T ® Id est 'unique opérateur sur
L’(X) tel que

(TOIA)(f®x)=Tf®x pourfeXetx € X.

Si T est une isométrie positive de I”, T @ id est une isométrie posi-
tive de I°(X).

7) Soit Z un treillis de Banach.

— deux éléments f et g sont disjoints dans Z si |f| N\ |gl = 0

— en particulier, si Z est un espace de Kothe de fonctions sur un espace
mesuré (', o, ') (cf. [24], 1 b 17), le support d’un élément f de Z
est le plus petit ensemble .«/’-mesurable 4 tel que 1,/ = f. Les expres-
sions “f et g disjointes” et “f et g a supports disjoints” sont alors
équivalentes.

— on dira que Z est strictement monotone (cf. [8]) si :

0=x=y

=X =y
Ixl, = Iyl,

Notons que si X est un treillis de Banach strictement monotone, il en est
de méme de I(X) (1 = p < o0).
8) On dira qu’un opérateur T sur un treillis de Banach Z est de Lamperti
(cf. [20] ) si T envoie des éléments disjoints sur des éléments disjoints.
En particulier, si Z est un espace de Kothe et T est un opérateur positif
et de Lamperti sur Z, T est un homomorphisme de treillis.
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L’espace Z qui intervient dans les définitions 7) et 8) sera en général
dans la suite un espace I’(X) ol X est un treillis de Banach.

Remargques. 1.1. Dans toute cette étude, on travaille sur un espace I de
probabilité : ceci n’est pas une restriction car en théorie ergodique, il suffit
de considérer des espaces I” pour une mesure diffuse et o-finie et ces
espaces sont positivement isométriques a un espace L” de probabilité.

1.2. Si T est une isométrie positive d’un treillis strictement monotone, T
est de Lamperti (cf. [8] Lemme 3).

1.3. Dans toute cette étude, on cherche & montrer des inégalités maxi-
males vectorielles pour une isométrie T et L(X) c’est-a-dire :

C > 0, Vf € I(X),

1 <
wp M 2 1) = cunn
n ni=1 P
Si X est réflexif, ceci implique d’aprés [21] que T vérifie le théoréme
ergodique vectoriel, la limite de

Pk
ni—1 neN
étant automatiquement un point fixe de 7.

Si X est un treillis de Banach et T un opérateur positif de L7(X), il est
clair qu’il suffit de montrer une inégalité maximale vectorielle pour les
fonctions positives de LP(X). Pour un espace X fixé, il est intéressant
de savoir quelle est la meilleure constante C vérifiant les inégalités maxi-
males vectorielles. On verra dans la partie 2 que cette constante vaut
p/(p — 1) pour les isométries surjectives et dans la partie 3 qu’elle
vaut également p/(p — 1) pour les isométries positives si X = LIY(Y) ou Y
est un treillis ayant de bonnes propriétés de concavité et convexité.

1.4. Lorsque X est un treillis de Banach et T un opérateur positif sur
I’(X), on peut s’intéresser A une inégalité maximale latticielle, c’est-
a-dire :

3C > 0 telle que Vf € IF(X), f = 0,
n

sup~ 3 T

n N =1

= qlIfIl.

Comme nous I’a fait remarquer 1. Assani, on connait grace a la démonstra-
tion de de la Torre [28] du théoréme de [19], une condition suffisante pour
que cette inégalité soit vérifiée :

LEMME 1.4.1. Soient 1 < p < oo, X un treillis et T un opérateur sur
I7(X) tel que :
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(i) T est positif
(i1) T est de Lamperti
(iii) 3@, b > 0 tels que Vf € [’(X), Vn € N
alfll = ITf1l = blIfII.

Soit s le shift a droite sur I’. Si S = s @ id vérifie I'inégalité maximale
latticielle avec la constante C, T vérifie la méme inégalité maximale avec la
constante bC/a.

Démonstration. Supposons en effet que S = s ® id vérifie
VF € P(X), F =0,
n

1 .
sup— > S'F
n N j=|

7(X)

Soit f € I’(X), f = 0. D’apres (ii), comme dans [28], on montre que :
Vny, € N, Vk € N,

1 & 1 <&
T"(sup - > T = sup - > T{(T).

n=ny N j=1 n=ny N j=1

On en déduit : Vny € N, Vk € N,

n

sup + S 77l

P
n=ny N j=1 (X)

wp12va>

n=ny N j=1

al

(X)

et donc aussi : Vny, € N, Vk, €

n

e
suplzT‘f

n=ny N j=| LF(X)

/\

al

/ 2 N(sup L'y T’“(f))

n=ny N j=]

Pour w € Q fixé, soit F I’élément de /’(X) défini par :
Vj € [ ng + kol. F(j) = T'f(w)
Vj & [1, ny + kg, F(j) = 0.

En appliquant ’hypothése, on peut alors écrire :

sup — E S'F(k)

n=ny N j=1

E N(SUP s T’“‘(f)) = %

nEny N =1 k=1

ko+ng )
= CNFlhyy = € 2 T 1%
Jj=1

I

En intégrant membre 4 membre, on obtient :
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n

sup + 3 TS

n=ny N j=1

P 1 kot ng

= — X | ITf() %

a ko =1

A

p
)

= (7)pT||f||ip(x>.

En faisant tendre k; vers +oo, n, étant quelconque, ceci donne bien
I'inégalité maximale latticielle pour T avec la constante bC/a. Les
conditions du Lemme 1.4.1 sur T sont vérifiées en particulier si T est une
isométrie positive de I”(X). La condition suffisante du Lemme 1.4.1 sur S
est vérifiée pour certains espaces X :

Les espaces 1°, L, C(K), ¢, En effet dans ce cas les inégalités
maximales latticielles coincident avec les inégalités maximales vectorielles
et S est une isométrie de 1’(X ) et /[°°(X). Donc on peut appliquer [9] et on
trouve C = p/(p — 1).

Les espaces 19, 1 < q < oo. Ceci résulte des travaux de [27] qui
s’appuient sur les inégalités de [13] pour la fonction maximale.

Les treillis de fonctions UMD. C’est une conséquence des inégalités pour
la fonction maximale dues a J. Bourgain ( [6] ).

Dans les deux derniers cas, la constante trouvée n’est pas p/(p — 1).
Les hypothéses de nature isométrique que nous envisageons dans la
partie 3 (qui n’entrainent pas la propriété UMD cf. [7] ) nous permettent
d’obtenir I'inégalité maximale vectorielle avec la constante optimale
C = p/(p — 1), de maniére relativement plus élémentaire.

La méthode utilisée dans cet article pour démontrer des inégalités
maximales vectorielles utilise la généralisation suivante de la notion
d’opérateur régulier (cf. [21]).

Définition. Soit T une contraction de I”(X). On dira que T est une
L -contraction majorante de T si c’est une contraction de L et :

P
vf € I’(X), N(If) = TN(H).

Il est clair que nécessairement T est positive; et que si T est de la forme
T = QO ® id, ou Q est une contraction positive de L?, alors Q est une

L,-contraction majorante de T.

La proposition suivante est fondamentale : elle donne une condition
suffisante pour qu’une contraction de I”(X) vérifie une inégalité maximale
et sera la clef de notre étude.

ProposITION 1.5. Soit 1 < p < oo, X un espace de Banach et T une
contraction de I(X). S’il existe une L,-contraction majorante T de I?, alors
T vérifie Iinégalité maximale vectorielle :
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vf e IP(X),

sup N(n ~ f)l ———||f||

Démonstration. En appliquant le théoréme d’Akcoglu & T, on obtient
immédiatement pour f € LP(X):

wp a2 2 7,

Pour une isométrie T de L7(X), cette notion de Lp-contraction
majorante est essentiellement équivalente a la réduction de T par une
isométrie positive de I* au sens de [15] :

II/\

sup L 3 v sy = L

n N =1

ProposITION 1.6. Soit 1 = p < +oo, X un espace de Banach et T une
isométrie de I”(X). Les propositions suivantes sont équivalentes :
(1) T admet un L,-contraction majorante.
(11) 1l existe une zsometrte positive T de 17 telle que :

vf € I(X), N(If) = TIN(/) ]

De plus si X est séparable, (1) et (ii) sont encore équivalentes a :
(iii) 1!/ existe une isométrie positive T de L’ et une famille fortemeni
mesurable (T,),cq d’isométries de X telles que :

vf € L'(X), Tf(w) = T(T @ idy)(f)(w) ps.
Démonstration. (1) = (i1). Supposons que 'on ait :
Vf € IP(X), N(Tf) = T(Nf).
En intégrant membre 4 membre cette inégalité, on obtient :

I/ = INTN |, = (TWNN, = IND L, = 111
On a donc des égalités partout et on en déduit (i1).
(i1) = (1) est évident.
(ii) = (i11). Pour une famille 5# dénombrable dense dans X, on définit S
sur 'espace vectoriel [#], engendré par % par : Vx € 5
S, (x) = T ® x)(w);
puis on pose

S

w

T, = .
18,11

On étend T, & X tout entier et on conclut comme dans [15].

Le résultat suivant donne une méthode pratique pour montrer
Pexistence d’une Lp-contraction majorante dans le cas ou 7T est une
isométrie.
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ProrosiTiON 1.7. Soit 1 < p < oo, X un espace de Banach et T une
isométrie de 17(X). Les propositions suivantes sont équivalentes :
(1) T admet une Lp-contraction majorante T.
(1) (a) T est de Lamperti vectoriel.
(b) 1l existe une fonction mesurable a:Q — R telle que :

Vx € X, N[TU®x)] = a- x|y

Démonstration. (1) = (ii) est une conséquence immédiate de la remarque
1.2 et de la proposition 1.6 en posant a = T(1).

(ii) = (i). Sous I’hypothése (ii) (a), on peut définir une application ® de
o/ dans &/ telle que ®(4) soit la borne supérieure des supports de N(Tf)
lorsque N(f) est a support dans 4.

On vérifie aisément que ® est homomorphisme booléen (en particulier

o-additif) et vérifie de plus : T(1,f) = 1g(4,T(f) pour tout 4 € =/ On en
déduit que si

f=21,0x € I/(X),
i=1 !

n n
Tf = 1(2 lAi®x,~) = 2 144, T(1 ® x,).
i=1

i=1
Avec I’hypothése (ii) (b), on peut alors écrire :

N( é 1, ®x,~)) = N(é Lo, T( ®x,-))

i=1 i=1

= 2 14 N(T(1 ® x,))

i=1

n
= 2 1@(A1)|xllx.
i=1
Soit T l'opérateur sur L tel que :

n n
T(Z ailAi) = a 21 alg )

i=1

L’extension naturelle de 7 4 I” est une isométrie positive : en effet, on a
N(Tf) = T(Nf) pour toute f € I”(X), fonction vectorielle étagée. T étant
une isométrie, ceci entraine que T est une isométrie sur les fonctions
étagées positives de I”. Par densité, on voit que T est une isométrie

positive de I” et que la relation N(Tf) = T(Nf) reste vraie pour toute
f e [’(X).
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2. Isométries surjectives de I(X).

Définition. On dit qu'une projection P sur un espace de Banach X est
une p-projection si pour tout x € X, on a:

X% = Pxlf + [ (I — P)x) |4
(cf. [4] ou [15]).

ProrosITION 2.1. Soit 1 = p < oo, p # 2, X un espace de Banach
séparable sans p-projection et T une isométrie surjective de LF(X). Alors T
admet une Lp—contraction majorante.

Démonstration. Ceci est une conséquence de la forme explicite des
isométries surjectives de I”(X) dans ce cas, qui figure dans [15], et qui
permet d’appliquer le critére (iii) de la Proposition 1.7.

Les outils définis dans [4] et utilisés par [15] permettent en fait d’obtenir
le résultat suivant :

THEOREME 2.2. Soit 1 < p < oo, p # 2, X un espace de Banach et T
une isométrie surjective de I7(X). Alors, T vérifie l'inégalité maximale
vectorielle : Vf € L/(X),

1 &
sup N(— > T'])‘p = L||f||-
p—1

n n i=1

Démonstration. Elle se fait en deux étapes :

A) Soit Z un espace de Banach. Dans [4], on montre que ’ensemble
#,(Z) des p-projections de Z est une algebre de Boole (car les
p-projections commutent si p # 2); on définit une mesure p sur %, (Z) et
une application surjective N, de Z sur Lﬁ(.%(Z)) qui est une norme
aléatoire a valeurs dans Lﬂ(ﬁl’,(Z)) au sens de [18] (“norm resolution”
dans la terminologie de [4] ) i.e., elle vérifie :

() Vze Z |z = IN D) lpp 2y
(i) Yz, z)) € Z Y(a;, ay) € R?

Nz(ayz) + ayzy) = laINz(z)) + laylN(2,)
(iii) VP € B(2),Vz € Z, Ny(Pz) = 1,N,(2).

Comme dans [15], & une isométrie surjective 7 de Z, on associe
I'isomorphisme booléen (surjectif) ® de @[’,(Z ) dans lui-méme tel que :

VP € #(Z), ®(P) = TPT "
On adonc: Vz € Z,
TP(z) = ®(P)T(2).
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D’ou 'on déduit : Vz € Z,
|Nz(TP(Z)) ‘[ip(g;)(z)) = |1q>(p)Nz(TZ) |I£P(9?;,(z))
= |ITP(z) |5, = ||Pz||}; = IN(Pz) |’f,ﬂ(9;,(2))

= |1P1VZ(Z) Iip(g?)(z) ).

En posant » = p, o ® !, on obtient alors : Vz € Z,

ot ® est 'isomorphisme de L° naturellement induit par ®. Il est clair que »
est absolument continue par rapport 4 p,, donc si 'on pose v = pu,
I’égalité précédente implique : Vz € Z,

Ny (Tz)P = I@NZ(Z)F-
Soit T I'opérateur sur LP(#,(Z) ) défini par :
n n
ﬂzxﬁﬁ=ﬂmthm.
Il est clair que pour z € Z,
Nx(Tz) = TN, (2)

et que T est une isométrie positive surjective de L* (%,(Z) ). Comme dans
la Proposition 1.5, on voit que : Vz € Z,

1 <@
sup NZ(— > T'z)

n i=1

V4
< __L
P&z = p — 7l

Ceci est une forme abstraite d’inégalité maximale vectorielle.
B) Appliquons ceci & Z = IP(X). Dans [15], il est montré que si X est
séparable (ce qui suffit dans notre probléme), alors

2(Z) = 4 © P,(X)
et on peut prendre
pz = p® py
Avec les notations précédentes, si f € [P(X), on a:
Nz(f) € D @ F (X)) = LifLpx)
Nz(f)(w) = Nx(f(w)) p-p.p. sur £
N()w) = If(@) [x = INx(/)@)) | x))

On peut donc écrire, pour f € LP(X):
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sup NX(1 2 Ti/)
n n j=1

1 &
sup NZ(— 2 T

n j=1

r 17

1 <@
sup N(— T’f)
1

n n =

I/(2,(X))

I(ARP,(X) )

On applique A) pour obtenir l'inégalité cherchée et ceci conclut le
théoréme 2.2.

La Proposition 2.1 et le Théoréme 2.2 ont des analogies dans le cas
p = 2, mais des hypothéses plus fortes sont nécessaires comme dans le
cas scalaire (cf. [21]).

THEOREME 2.3. Soit X un treillis de Banach séparable et T une isométrie
surjective de Lamperti sur LX(X). Si X n’a pas de 2-projections, T admet une
L,-contraction majorante et dans tous les cas T vérifie 'inégalité maximale :
vf € LX),

1 nh
sup N (—

|, = 20111l
1

n =

Démonstration. La clef des démonstrations de [4] et [15] est que si p # 2,
les p-projections sur un espace de Banach Z commutent.

Dans le cas ou p = 2 et Z est un treillis, on va remplacer #,(Z) par
P(Z) N P (Z) ou P (Z) est 'ensemble des projections de bande de Z.
Vérifions que les propriétés nécessaires pour appliquer [4] et [15] sont
vérifiées dans ce cas :

— Les éléments de #(Z) N #,(Z) commutent.

— Si T est une isométrie surjective de Lamperti de Z et P appartient a
PAZ) N P,(Z), alors TPT™ ! appartient 4 Z(Z) N P, (Z).

-SiZ = L2(X ), on montre aisément comme dans [15] que :

PALHX)) N PLHX)) = o ® [PAX) N (X)),

Il suffit alors d’appliquer la méthode de 2.1 et 2.2 a I’algébre de Boole
P(Z) N P (Z) pour conclure.

Remarque 2.4. Le théoréme 2.3 s’applique en particulier au cas ou X est

un treillis strictement monotone et 7' une isométrie surjective positive de
L*(X). (cf. 1.2).

Remarque 2.5. Dans [26], A. Sourour donne une caractérisation
analogue a celle de [15] pour les isométries surjectives de I”(X) ou X est
un espace de Banach complexe sans p-projections.

3. Isométries positives de 1°(X). On va démontrer que sous certaines

hypothéses sur X les isométries positives de I”(X) vérifient les conditions
(i1) (a) et (ii) (b) de la Proposition 1.7.
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Définition. On dit qu’un treillis X est 1-r-concave sur vecteurs disjoints
(resp. 1-r-convexe sur vecteurs disjoints) si pour tous x et y positifs dans X
telsquex Ay =0,0ona:

b+ oyl = (il + DI
(resp. : Ix + ylx = (lxly + |y[3"".
Notons que ceci correspond a la terminologie anglaise de “lower

r-estimates” (resp. : upper r-estimates) qui figure dans [24] et que ceci
implique des propriétés de concavité ou convexité du treillis X.

THEOREME 3.1. Soit 1 = p < oo, X un treillis strictement monotone et T
une isométrie positive de I¥(X). Si X est 1-r-concave sur vecteurs disjoints
pour unr < p (resp. : 1-r-convexe sur vecteurs disjoints pour un r > p), alors
T est un opérateur de Lamperti vectoriel.

Démonstration. Soient f et g appartenant a I”(X) telles que
N(f) N N(g) = 0.
D’aprés la remarque 1.2, Tf et Tg sont disjoints dans LP(X) et on peut
écrire :
NTf + Tgll” = [If + gll” = /117 + llgll” = NTf1IP + |ITgll”.

Supposons par exemple r < p et X l-r-concave sur vecteurs disjoints,
alors :

TP + ITgll” = f (N(TfY + N(Tg)Y'"

= _[(N(Tf)” + N(Tg)") = ITfII” + |ITgll”.

On est donc dans le cas d’égalité des inégalités entre normes d’espaces I et
!I” et ceci implique donc :
N(Tf) \ N(Tg) = 0.

Notons qu’il est possible d’obtenir la méme conclusion sous I’hypothese
que X est uniformément convexe avec un module d’uniforme convexité
8(¢) tel que

G
lim — =

0 e?

+ 00

mais nous ne nous servirons pas de ce résultat dans la suite.
Remarquons aussi que ce théoréme n’est pas vérifié pour tous les treillis
X. Par exemple si X = I7 il existe une isométrie positive T sur LP(LP)
vérifiant
T(f®g) =g®f pour(f,g) € IV X I

Cet opérateur n’est pas un opérateur de Lamperti vectoriel.
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THEOREME 3.2. Soit 1 = p < oo, X un treillis de Banach strictement
monotone et T une isométrie positive de 17(X). Soit

LY = LA, o', W)

ou |’ est une mesure positive non triviale quelconque. Si X = LYY) ou Y est
1-g-concave sur vecteurs disjoints avec q > p (resp. 1-q-convexe avec g < p),
alors il existe une fonction mesurable a de Q dans R telle que :

Vx € X, NTA®x)) = aN(1 ® x) = alx|y.

Avant d’aborder la démonstration de ce résultat, on peut faire un
commentaire sur ce théoréme :

Remarque 3.3. Dans le cas o X # R, ce résultat n’est pas toujours
vérifié si ’on ne met pas des hypothéses convenables sur X. En effet, soit
l<p<g<r<ooetX = [9"). On va montrer qu’il existe une
isométrie positive T sur I*(19(1") ) qui vérifie le Théoréme 3.1 mais pas le
Théoréme 3.2 :

Soit (y;);en une suite de v.a. indépendantes g/r stables positives
(cf. [14]). L’opérateur de /9 dans LP(I") qui a I’élément e; de la base
canonique de /7 associe yi” " ® e (ou e est le i-iéme vecteur de la
base canonique de /") est une isométrie positive. Soit de plus ¢ une
bijection de N? sur N et S une isométrie positive de L7(17) sur I*. Pour

F=f®¢®¢ € I7(UI"))
on définit TF par :
TF = S(f® /) ®¢, ® €

Il est immédiat que T s’étend en une isométrie positive de L7(19(I") ) et que
son extension, encore notée T, est un opérateur de Lamperti vectoriel.
T ne vérifie pas le Théoréme 3.2 car :

N(T(1®e¢®€)) = SA®Y,) et

1
0o (oo}
;L('V1 Y\ < a) =11 wy)’" < a) =0, Va>o.
= i=1

Donc

Y.
V v,/ = +oop.s.

i=1 "'
et il n’existe donc pas de fonction a de @ dans R telle que
NT(A®x)) = alx|y.

On peut noter cependant que cette isométrie T vérifie 'inégalité maxi-
male vectorielle avec C = p/(p — 1) car T se factorise de la maniére
suivante :
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L") ) ——— L2(I0"))

N /

{u(f Re,®e) =S(f@Y)N)®
vW([f®e)=/fQe Oe.
Par densité, il est clair que v vérifie :

N[v(F)] = N(F) pourtout F € IP(19(1")).
D’ou :

ou

sup N(v— 2 (uo v) (uF))L

ni=1

sup N( » (vou)(F))' =

n n =1

sup N( 2 (uo v) (uF))L.

n o=l

On verra (Corollaire 3.5) que toute isométrie positive de I”(!") vérifie une
inégalité maximale. On peut donc appliquer ceci & u o v et on obtient

sup N[> S oo u)(F))‘

uF r
> g

= L Pl
Démonstration du Théoréme 3.2. Soit S 'opérateur de X dans L7(X)
défini par :
Sx)=TA® x).

S est une isométrie positive et le Théoréme 3.2 est une conséquence
immédiate du lemme suivant :

LeMME 34. Si X = LYY) o Y est un treillis strictement monotone
1-qg-concave sur vecteurs disjoints si q > p (resp. 1-q-convexe sur vecteurs
disjoints si q << p), alors toute isométrie positive S de X dans L[F(X)
vérifie :

Ja mesurable : & — R telle que : Vx € X, N(Sx) = alx|y.

Des idées analogues a celles de ce lemme figurent déja dans [18], dans
un cadre plus général.
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Démonstration du Lemme 3.4. Supposons par exemple ¢ < p et Y
1-g-convexe sur vecteurs disjoints. Comme par hypothése LY n’est pas de
dimension 1, on peut décomposer X = LYY)en X = X, 0, X5, X; # {0},
X, # {0}.

Si x est dans X, on écrit x = x; + x5, x| € X}, x, € X, etona:

/(N(le)q + N(sz)Q)P/q = fN(le + sz)p = l.x‘ + le’i\/

= (% + beolp?d = [( f N(le)P)q/p + ( / N(sz)l’)q/pr/q.

On est dans le cas d’égalité de I'inégalité triangulaire dans 779, 11 existe
donc un réel A tel que

**)

N(Sx;) = AN(Sx,).

En intégrant cette égalité, on trouve

_ x|y
1, ] x

Posons

o — N(Sx)) _ N(sz).
x| x Ixalx
Il est immédiat que a ne dépend que de X, et X, et en notant que
N(Sx; + Sx;) = (N(Sx)? + N(Sx)")"4
(puisque dans (**) I’inégalité est en fait une égalité), on obtient :

N(sx)  (N(Sx))? + N(Sx)?)'

|X1X ( 'X1|Sl( + Ilet)i()”q

Ceci prouve donc bien le Lemme 3.4 et donc le Théoréme 3.3.

En appliquant la Proposition 1.7 et les Théorémes 3.1 et 3.2, on
obtient :

COROLLAIRE 3.5. Soit 1 = p < +o0, X un treillis de Banach strictement
monotone et

L = LA, ', )

ou | est une mesure positive non triviale quelconque. Si X = LY(Y) ou Y
est 1-g-concave et 1-r-convexe sur vecteurs disjoints avec ¢ = r > p (resp. :
1-g-convexe et 1-r-concave avec q = r < p), alors toute isométrie positive de
LP(X) admet une Lp-contraction majorante.
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Remarque 3.6. Ce dernier corollaire s’applique en particulier au cas ou
X=LlouX=LYLYlorsquep <r=qgoup>r=gqSip<gqg<r,
la remarque 3.2 montre que les isométries positives de LP(LYL")) ne
vont pas en général admettre de L,-contraction majorante. Par contre,
on va montrer que si X = LYL") dans les cas restants c’est-a-dire
g<p<rr<p<getr<gq<p,laméthode de I'isométrie majorante
(1.7) s’applique avec des démonstrations différentes.

4. Isométries positives de I°(X) pour X = LI(L"). Soit
LY = LY, o, et L' = L'(Q, ", n)
ou u’ et p” sont des mesures positives quelconques, g’ n’étant pas triviale.
On s’intéresse ici aux isométries positives de L7(X) pour X = LY L") dans
les cas n’entrant pas dans le cadre du Corollaire 3.5 ou pour des espaces
X analogues (Remarque 4.3 ci-dessous). Notons tout d’abord que si

p =¢q, g =roup = g = r, on est ramené soit a des cas triviaux
(LP(IF)), soit & des cas déja traités dans la partie 3 (LP(L9)).

ProrosiTioN 4.1. Sil Sr<p<g<oooul =r<g<p<oo
et si T est une isométrie positive de IP(LYL")), alors T admet une L,-
contraction majorante.

Démonstration. Elle se fait en deux étapes en suivant la Proposition 1.7.
Posons X = LI(L").

Etape 1. T est un opérateur de Lamperti vectoriel. En effet si f et g sont
a p-supports disjoints dans L7(X), Tf et Tg sont a supports disjoints et on
peut écrire : VA = 0.

ILf+ Agll? = IIf1IP + Nligll? = ITfI1” + N||Tgll?

= |ITf + ATg|l? = f(f(lelj + N ITgl:)q/’)p/q.

Dérivons cette derniére expression par rapport 4 » = A". On trouve pour la
dérivéeen v = 0 :

J (S e [ iapigma,

Puisque p > r, la dérivée de
v = AP + »P"||Tgll?

en v = 0 vaut 0 et ceci implique :

J (S )™ [rareazsr = o

Ceci entraine |Tf]|, N\ |Tg|, = 0 et donc aussi :

“ |Tf|r + }\|Tg|r”LP(L‘l) = ||Tf+ >\Tg“LP(L’l(1,’))
= (IITAIP + NIITgllP)'"”.
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Les fonctions |Tf/, et |Tg|, forment donc un /4 isométrique dans L/(LY)
et le raisonnement du Théoréme 3.1 montre que ces fonctions sont a
p-supports disjoints c’est-a-dire que Tf et Tg sont A p-supports disjoints
dans I7(X).

Etape 2. Si S est une isométrie positive de X dans L7(X) et si x et y sont
a g-supports disjoints dans X = LY(L"), |Sx|, et |Syl, sont & supports
disjoints dans IP(L7) et de plus, il existe une fonction mesurable
a:Q — R telle que : Vx € X,

N(Sx) = alx|y.

Si x et y sont a g-supports disjoints dans LY(L"), Sx et Sy sont a
supports disjoints dans I”(LY(L")) et on peut écrire : VA = 0,

ISx + ASYIP = Ix + Mlh = (Ixl% + NIyl%)P'9
C1ISx|9 4+ A9)|Sy||9)?’4

f ( f (1Sxl; + )\’lSylf)"/’y’/q

En dérivant par rapport 4 » = X', on trouve comme précédemment en
v = 0, puisque g > r:

0— f ( f |5x|g)(”_q)/q f 1SxI9 7" 1Syl

Ce qui implique de méme

Sx|, A [Sy|, = 0.

Comme dans I’étape 1, on applique le raisonnement du Lemme 3.4 a
|Sx|, et |Sy|, et on obtient ainsi ’existence d’une fonction mesurable a telle
que : Vx € X,

N(Sx) = alx|y.

En vertu de la Proposition 1.7, ces deux étapes permettent de conclure la
Proposition 4.1.

ProPoOSITION 4.2. Si 1 = g < p < r et si T est une isométrie positive
de IP(LY(L")), alors T admet une L,-contraction majorante.

Démonstration. Elle se fait en trois étapes en suivant encore la méthode
de la Proposition 1.7 mais dans un ordre différent. Posons encore
X = LYL").

Etape 1. Si S est une isométrie positive de X dans I”(X) et si x et y sont
4 g-supports disjoints dans X, [Sx|, et |Sy|, sont & supports disjoints
dans I”(L9) et il existe une fonction mesurable a de @ dans R telle que :
Vx € X,

N(Sx) = alx|y.
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En effet, si x et y sont a g-supports disjoints on a :

ISx + Syll = Ix + yly = (IxI§ + 1y1D"

= disate -+ v = [ [ f sz + s ]
= ( f ( f ISx]¢ + |Sy|gy/q)””
S (Sisf P+ [ (s 77}

= (1ISx|19 + [ISyl|9).

On est dans le cas d’égalité d’une inégalité entre normes /9 et /" et d’une
inégalité triangulaire dans 17’9, Ceci implique donc :

ISx|, A ISyl, = 0
N(Sx) et N(Sy) sont proportionnels.

On conclut cette étape comme précédemment (3.4).

Etape 2. Si T est une isométrie positive de I°(X) et si f et g sont &
p-supports disjoints, alors |Tf], et |Tg|, ont méme support sur le support
de N(Tf) - N(Tg).

Supposons pour simplifier que le support de N(Tf) - N(Tg) est Q tout
entier et que f et g sont positives. Si les supports de |Tf], et |Tg|, ne
coincident pas, on peut écrire par exemple 7g = ; + , ou |, Y, = 0
et [y, et [Tf], sont a supports disjoints. On a alors : YA > 0,

J war +ay = [ ([ g + v

= [ vay + Aoy - 17 + e
— 1P + NUTgIP.

En dérivant par rapport & v = A9, on trouve en » = 0, comme
précédemment, puisque p > ¢ :

SIS [ =0

Ceci implique N(Tf) A\ N(¢;) = 0 donc ¢, = 0 puisque le support de
N(Tf) est Q tout entier. Donc les supports de |Tf/, et |Tg|, coincident.

Etape 3. Sous les hypothéses de I'étape 2, N(Tf) A N(Tg) = 0. Par
linéarité de T et densité des fonction étagées, on peut supposer par
exemple que g = 1, ® x ou x € LYL"). Décomposons x en x; + X, ol
Ixyl, A\ Ix5l, = 0 et posons

I
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On peut écrire pour A; et A, = 0:
ITf + N Tg + MTgll” = 1If + Mgy + Agoll”
= ITAI” + A{liTg 1! + MIITg,ll)" .

D’apres I’étape 1, les supports de |Tg,l, et |Tg,|, sont disjoints et les
supports de N(Tg,) et N(Tg,) coincident. D’aprés I'étape 2, sur le sup-
port de N(If) - N(Tg,), les supports de |Tf], et |Tg,|, coincident. De la
méme facon, les supports de |Tf|, et |Tg,|, coincident sur le support de
N(Tf) - N(Tg,). Donc les supports de |Tg,|, et |Tg,|, coincident sur le
support de N(Tf) - N(Tg,). Ce dernier est donc de mesure nulle puisque

ITgllr N ng2|r = O;

de méme bien siir, pour le support de N(Tf) - N(Tg,). On en déduit bien
que N(Tf) N\ N(Tg) = 0 et ces 3 étapes concluent cette proposition
comme précédemment.

Remarque 4.3. 11 est facile de voir que les Propositions 4.1 et 4.2
s’étendent aux isométries positives de I7(X) ot X = LYUY) et Y est
l-r-concave sur vecteurs disjoints si r < p < gou r < g < p
et 1-r-convexe sur vecteurs disjoints si ¢ < p < r.

5. Isométries de L*(LY) : cas non positif. Comme dans la partie 4 on
pose

U= IPQ o p) et LY = LY, o', ).

L7 peut étre de dimension finie, au moins 2 quand p # 1 et au moins 3
quand p = 1. On s’intéresse aux isométries générales de I*(L9), pour
P # g, obtenant ainsi des extensions vectorielles des résultats de [22].

THEOREME 5.1. Soit 1 = p # g < co. Si 'on exclut les casp = q = 2 ou
q = 2 (ou L9 se plonge dans 1) alors toute isométrie de 17(L?) admet une
L,-isométrie majorante.

La Proposition 1.6 (iii) donne alors une représentation des isométries de
IP(L9) dans le cas ou L7 est séparable. Comme les isométries de L9, ¢ # 2
sont de Lamperti, cf. [21], de méme que les isométries positives de L”, on
en déduit immédiatement que toute isométrie de L7(LY) est de Lamperti.

COROLLAIRE 5.2. Sous les hypothéses du Théoréme 5.1 toute isométrie T
de IP(LY) s’écrit T = US, ot S est une isométrie positive et U la multiplica-
tion par une fonction (mesurable sur @ X Q') de module 1.

C’est en effet une propriété facile pour une isométrie de Lamperti d’'un
treillis L complet pour l'ordre. S est définie par Sf = |Tf| Vf € L, (cf.
[20] Théoréme 3.1 dans le cas L = LF).

Dans le cas ou p, ¢ > 2 on peut montrer directement que toute isométrie
de I*(LY) est de Lamperti, en utilisant 'inégalité
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Wf+ gl +11f— gl

Vf, g € IP(LY) 5

z (2 + &)1

Le Théoréme 5.1 se déduit alors du Corollaire 3.5.

Mais le cas général se prouve ci-dessous par le biais de la Proposi-
tion 1.7.

Définition 5.3. Deux éléments x, y d’un espace normé forment un 14
isométrique quand

lIx + Ml = A + A9 pour tout A € R.

Pour démontrer le Théoréme 5.1 on applique le critére (i) de la
Proposition 1.7, qui sera vérifié si ’'on montre que :

a) Lorsque f, g € LP(L?) sont 4 p-supports disjoints il en est de méme
de Tf et Tg.

b) Lorsque f, g € LP(L9) forment un /{ isométrique alors Tf et Tg sont a
supports disjoints et N(Tf), N(Tg) sont des éléments colinéaires
de I’

Toutefois dans le cas p = 1 on doit remplacer b) par :

b’) Lorsque f, g, & € L'(LY) forment un /{ isométrique, alors T, Tg, Th
sont A supports disjoints et N(Tf), N(Tg), N(Th) sont colinéaires.

Ces propriétés (b) et (a) sont facilement déduites respectivement des
propositions 5.4, 5.6 ci-dessous danslecas g # 1,p # 2,p & [q,2]; de 5.4,
57 danslecasqg = loup = 2o0uq < p = 2; (V) et (a) sont conséquence
de 5.8 et 5.6 dans le cas p = 1.

ProrosiTiON 5.4. Sous les hypothéses du Théoréme 5.1, avec de plus
p # 1, sif, g forment un 1% isométrique dans IP(L?) alors f et g sont a sup-
ports disjoints et N(f), N(g) sont colinéaires dans I?.

Démonstration. a) Le cas ¢ > 2V p, p # 1. On a par inégalité triangu-
laire dans L7 :

N(f+ Ag)’ + N(f — Ag)’

2
1
= 5[ L+ AglPlpan + [ — Agl?|pan]
|+ Agl? 4 1f = Agl?
= | ) 19p
If + Agl? + If — Agl?

¥ T

En appliquant 'inégalité de Beckner ( [24], p. 75) ceci est plus grand que :

2
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N(((f + VP~ N+ (f - \/ﬁxg)z)mr

2
= N2 + (p — DN)!2Y

en appliquant les inégalités (entre réels) :

v

a® + aad®" b si &

+ by =
(@ +b) {a”‘ tala+bP b sia<l.

On obtient on aisément :

N(f + A + N(f — Ag)’

1+ AP/ =
( ) )

=142 - - -
=145~ N f N(f)P 4 / f197%8" + 0\

ce qui n’est possible que si |f| A |gl = 0 (car ¢ > 2). On conclut en
appliquant le Lemme 3.4.

b) Le cas 2 < g < p. Alors Lp/z(Lq/z) est un treillis de Banach. On a
donc :

(1 + X)Y9 = ||f + Ngll* = |If — Agll?

- %( I+ Agl + 1If — Agl)

1
= 5( I/ + Ag)ZHLP/Z(LW) + 11 (f = Ag)anl”l(L‘l/z))

v

1
S+ A+ (f = Al

= || (f2 + )\2g2)l/2”ip(1ﬂ)

on conclut alors comme dans le cas a) ci-dessus.
c) Le cas ¢ < 2 A p. On vérifie aisément le lemme élémentaire
suivant :

LEMME 5.5. Pour toute fonction réelle ¢ de variable réelle, dérivable en 0,
non nulle en 0, on a (pour tous p, q = 0) :

oAV’ + (=N o0 =2 oA + g(—A)7

3 . 3 = 9(0)"19(0)” ¢

1 _
+p(p — (090’ "2 - N + o(A?).
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Appliquons ce lemme a la fonction ¢(A) = N(f + Ag). Admettant
provisoirement la légitimité des dérivations sous signe f , on obtient :

d_|If + Agll? + IIf — Agll®
d\? 2

=1:; /N(f),,_q ) (/ﬁ(ler Agl? ;L If - Kgl"))

=§ fN”—"(f) ‘ (f{/=0} Iglq)

g% [ wrmuvag) = "—;Hfll"“’llgll"-

A=0

Si|lf + Agll = (1 + AI9)"7 on voit que les inégalités précédentes sont des
égalités, ce qui permet de conclure.

Les deux dérivations sous signe f sont justifiées par le théoréme de
convergence dominée au moyen des deux inégalités suivantes (1) et (2) :

;\lq (|f+ Agl? er AR f,q) = |glf
(inégalité de Clarkson, cf. [16]) et

1[N(f + M) + N(f = Ag)’
Ad 2

= CIN(f)PIN(g)! + N(g)"l.

Pour montrer (2) on remarque que, d’aprés 'inégalité de Beckner ([24],
p- 76) et celle de Clarkson on asi ¢ # 1:

N(f + Ag)? + N(f — Ag)P\V/
3) ((f g)2 f g))"

)]

@ Vo<A<I: — N(Y

= (N(f)q + Xq(%)q/zN(g)q)“q

et on obtient (2) en utilisant I’inégalité entre réels
(@+ b)* = a* + Cya® b + b%.

Dans le cas ¢ = 1, (3) est remplacée par 'inégalité triangulaire :

7 + N — Ag)P\l/p
VA > 0, (N(f+ Ag) . U~ Ag) ) = N(f) + AN().
Remarque. La Proposition 5.4 ne s’étend pas au cas p = 1 car L

contient isométriquement tout espace normé de dimension 2 (cf. [3]
Proposition 2.3).
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PROPOSITION 5.6. Supposons que I ne se plonge pas isométriquement
dans L% (c’est-d-dire sauf dans les casp = 2, ouq = 1, 0ou q < p < 2).
Alors si f, g forment un I isométrique dans LP(L?), ils sont a p-supports
disjoints. :

Démonstration. a) Le casp > 2 > g > 1. On a pour tout A > 0:

(1 + NP = || f + Agll? = IIf — Agll?

=%Nf+MW+Hf—MW)

1
= 5[ |N(f + Ag)q|u’“i + IN(f“ >\z‘>’)q|1,"/q]
PU+MW+NU—MW
2

= ‘(N(f+ Ag) + N(f — }\g)fi)l/q
2

=

P4

q
"

Comme g = 2 on a d’aprés I'inégalité de Beurling (cf. [16])
N(f + Ag)? + N(f — Ag)
= (N(f) + AN(g))? + IN(f) — AN(g) I

puis en utilisant 'inégalité de Beckner ( [24] p. 75)

N(f + Ag)? + N(f — Ag)?\/
( (f+ Ag) : f g)) qi(N(f)z—F(q— AN (2))2.

D’ou
1+szwvf+@—mme”
21+§w—anNUY”MQZ
ceci n’est possible pour tout A > 0 que si N(f) N\ N(g) = 0.

b) Le cas 2 < p A q. En utilisant le fait que I7/*(L9?) est normé, il
vient comme dans le cas (b) de la preuve de la Proposition 5.4 :

I+ W)= 2+ XD
= P, _ 2 - 2,2
=1 + 5(1) DA fN(f)” q / |f197%g> +
o\?)
d’ou |f] N |g| = 0. Alors :
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_/N(f)” + fN(g)" = IIf + gl

= f N(f + g) = f (N + N(g)H

comme p # g ceci entraine que N(f) et N(g) sont a supports disjoints.
c) Le cas p < g /\ 2. En utilisant le Lemme 5.5, et admettant
provisoirement la légitimité des dérivations sous signe [, on obtient (en

A=0):
_ d IS+ Agll” + Lf — Agll”
aN’ 2
[ d N(f + Ag) + N(f — Ag)
S oaw 2

- p
jv(f)=0 N(g)
- d |f+ Agl? + |f— Agl?
P—q 4
+ N(f)#0 N (f) fd)\” 2

= A/(f):() N(g)’

Donc :

P P
/N(g) ,/11/(/):0 N(g)
ce qui entraine N(f) N\ N(g) = 0.
Pour justifier les deux dérivations sous signe f on remarque que :
|/ + Agl? + 1/ — gl
2

= ISV

1A
[\ 9]

Nlgl? si g

_ 1 _ .
%(m +1g) gl A sig

v
(3]

D’autre part on remarque que :

N/ +Ag) + N(f — A’ _ (N(f + Ag) + N(f — Ag)"y/"
2 - 2 ’

Si = 2, ceci d’aprés l’inégalité de Clarkson, S€ majore par:
q

Si g = 2, ceci se majore d’aprés 'inégalité de Beurling (cf. [16] ) et celle de
Beckner par : '
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(N(f) + AN(g))? + IN(f) — AN(g) I")V/q
2

= (VU + RN @Y
o

1
= N(f)P + ————=NN(g)’.
) -1~ &)

ProrosITION 5.7. Supposons que g < p < 2,ouquep = 2ouq = 1. Si
un sous-espace G de LP(L?) est isométrique a 1§ et s’ajoute en I’ a un
vecteur f # 0 (c.a.d |lg + flI” = llgll” + IIf|I?, Vg € G) alors f et G sont
a p-supports disjoints.

Démonstration. a) Le cas ¢ < p = 2 ou ¢ = 1. Le raisonnement qui suit
est analogue a celui de 4.2, (étape 3). Il suffit de montrer que :

Si f, g € I’(L9) forment un /5 isométrique, alors leurs supports
coincident sur P'intersection de leurs p-supports.

Puisque, d’aprés la Proposition 5.4 il y a dans G deux vecteurs a
supports disjoints et de méme p-support. Donc f et G sont alors bien a
p-supports disjoints.

Or soient f, g comme ci-dessus, posons g =, + y, ol ¢, est étranger &
/. et ¢, dans la bande définie par f.

On a:

LN = I1f + Agll? = I1f + Ay + Al
= 1If = AllP = IS = My = All?
= IS + Ay = AP

donc :

L+ N Zf + Ml = f (N(OT + MN@)H?

v

[ v + 2wy
q

SRS J Ny

ceci pour tout A > 0 d’ou N(¥;) N N(f) = 0 ie, ¢, et f sont a
p-supports disjoints.
b) Le cas p = 2. En utilisant le Lemme 5.5 on voit aisément que pour
tous f, g € LX(L9):
d N(f + Xg)* + N(f — Ag)’
dN\? 2

A=0
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N(g)* siN(f) =0

S N NV G N Y VA A
@D gy 2 N(f)q“)
si N(f) # 0.

Donc si f et g forment un l% isométrique dans L*(L) :

@ Jyywo V@

3 £ £ g 2
- LW*O [(q U g 2)( N(f)""') }

Supposons que g = g; + Ag, décrit un sous-espace G isométrique a /9
et s’ajoutant en 1% avec J. Comme g, et g, sont a supports disjoints et
N(gy) = pN(g;) (Proposition 5.4) le membre de gauche dans (4) s’écrit :

,/N(f);eo N(g, + Agy)” = (1 + pA19)>4 [V(f)#o N(g))’

tandis que le membre de droite est un trindme du 2° degré en A.
D’ou nécéssairement

N(f) N\ N(g) = 0.
De méme N(f) N\ N(gy) = 0 et ceci conclut la Proposition 5.7.

Dans le cas p = 1 la Proposition 5.4 a pour analogue la Proposition 5.8
ci-dessous.

PROPOSITION 5.8. Soit ¢ > 2. Si f, g,, g, forment un 1 isométrique
dans L'(L"), alors ces éléments sont & supports disjoints et N(f), N(g,),
N (g,) sont proportionnelles.

Montrons d’abord deux lemmes.

LEMME 5.9. Si f, g forment 1§ isométriquement dans Ly(L?) il existe
dans Q un ensemble mesurable A et une fonction a € L%RQ) tels que :

D1, f=al,-g
ii) 14f et 1,8 sont étrangéres.

Démonstration. Notons que f et g ont méme 1-support. En effet on a par

exemple :
1+ Y2 = /N(f+ Ag) + N(f — Ag)
2
N(f +Ag)+ N(f — Ag)
= v =0 ) + 1Al N(/')=()N(g)
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= fNu#oN(f) oo V@)
— 1+ A

d’ou, avec A — 0,

/N(/'>=0 N(g) = 0.
Ceci étant, le Lemme 5.5 permet de voir que si N(f) # 0 :

) N(/+ Ag) + N(f— Ag)

aA* 2
e LA [z = w2 ( [ 7]

D’ou, avec le lemme de Fatou :

vin—o V(&)

A=0

J PRV 0 N(f+ Ag) + N(f — Ag)
O:W“HI) 'A:O=w :
. f_a_N(f+ Ag) + N(f — Ag)
A 2

~ Lt v [ - v f ]

Mais le terme entre accolades est positif car :

(J ) = vy [0

ce qui résulte de I'inégalité de Cauchy-Schwartz appliquée a
9 = f{//Q—Ig et 4/ _ f‘c//l.

On a donc égalité dans cette inégalité, c.a.d. que f9? 'g(w) et f¥*(w)
sont proportionnels (en tant que vecteurs de L9Y) pour presque tout
w € . Donc 1., 4g(w) et 1.,/ (w) sont des vecteurs colinéaires de LY. En
échangeant les roles de f et g on obtient la conclusion du Lemme 5.9.

[N———

LEMME 5.10. I/ existe pour tout ¢ > 1 une unique probabilité = sur
R, vérifiant : VA = 0

[e)e)
f tV Ndm(t) = (1 + A)Va,

0
De plus @ intégre t* pour tout a < q.

Démonstration. Cette équation fonctionnelle équivaut a

/0 (VA —dn@t) = (1 + )\t/)l/q -
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et par le théoréme de Fubini et en dérivant on obtient :
([0, A]) = (1 + a9y
’ d\

Démonstration de la Proposition 5.8. Le sous espace G = [g;, g,] de
L'(L9) est isométrique a 14 et s’ajoute en /7 au vecteur f. Pour tout g € G
les supports de N(f) et N(g) sont égaux; on peut donc supposer N(f) = 1
(quitte a changer de densité). D’aprés le Lemme 5.9, on a :
sur 4 :

NM+g+NM—-g A+a+A—ad
2 - 2
= AV ]a] = Al V N(g)

sur A€ :
NN+ g) = NV — g) = (NV)T + N(g)y)"4
= (Il + N(g)H)"9
donc : VA > 0,

ILf + Agll + 11f — Agll
2

= L AV N(g) + L (7 + N(g)H)".

Soit Y une v.a. (définie sur un autre espace de probabilité Q") dont la loi 7
est donnée par le Lemme 5.10. On a:

1+ AV =

/;f A+ N = | EQAV N(g) - Y).

Posons Z = 1,®1 + 1,® Y, v.a. définie sur € X £”. On constate aisé-
ment que 4 ne dépend pas de g € G, donc Z non plus. On a alors :

1+ Al = EfAV(N(g)-Z) VA > 0.

Donc d’aprés le Lemme 5.9 1a loi de N(g) - Z = N(g - Z) ne dépend pas
deg e G,llgll = 1et N(gZ) € L*, Va < ¢q. Fixons 1 < a < ¢q. Alors
g > g - Z est un plongement isométrique a un facteur prés de G dans
L*(L?), donc, d’aprés la Proposition 5.4, g,Z et g,Z sont a supports
disjoints et N(g,Z), N(g,Z) sont proportionnelles; il en est alors de
Méme de g, et g,.

Remarque 5.11. Pour 1 = p < g < 2, le résultat du Théoréme 5.1 est
faux. En effet, il existe une injection isométrique S de LY dans L’ qui
n’est pas un endomorphisme de treillis (cf. [24] p. 212). L’opérateur T de
LP(L?) tel que :
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T=vouo(id®S)

ol u est une isométrie surjective de I”(L”) dans L” et v linjection
canonique de I” dans I”(L7), est une isométrie de I(L?) qui n’est pas un
opérateur de Lamperti. 7 n’admet donc pas de Lp-contraction majorante
en vertu de la Proposition 1.6.

6. Remarque sur les contractions positives de I’(L?). Dans [1], Akcoglu
montre que les inégalités maximales pour les contractions positives de
I”,1 < p < oo, se déduisent des inégalités maximales pour les isométries
positives par un théoréme de dilatation.

On va montrer qu’un analogue vectoriel naturel de ce résultat n’est pas
possible dans le cas ou X = LY.

On pose

P =0IPQ, L p) et LT = LYY, o, W)
ou p et w sont des mesures de probabilité non triviales.

Contre exemple 6.1. Une contraction positive T sur L”(L) (1 < p #

q < oo) pour laquelle on ne peut trouver
(i) un surespace L?(L9) de L/(LY)

(ii) une projection contractante positive P de L?(L?) sur LP(L%)

(iii) une isométrie positive Q de LP(L9)
tels que TP = PQ.

La démonstration de ce résultat repose sur les deux propositions
suivantes :

ProrosiTION 6.2. Soit 1 < p # q < —+oo. Alors toute projection
contractante positive de LP(LY) sur I(L?) admet une L,-contraction
majorante.

Démonstration. Soit P une projection contractante positive de
LP(L?) sur I(L7) et p*, g*, les exposants conjugués de p, g (i.e., :
I/p + 1/p* =1, 1/q + 1/¢* = 1). On vérifie aisément que I’adjoint P*
de P est une isométrie positive de IF(L?) dans [P (LT) et que le
Corollaire 3.5 s’applique dans ce cadre. On en déduit que P* admet une
L,-contraction majorante. Pour conclure, il suffit donc d’appliquer le
lemme suivant :

LEMME 6.3. Soit X un treillis réflexif et S un opérateur de LP(X)
admettant une L,-contraction majorante S. Alors S* est un opérateur sur
* ~
L (X*) admettant (S)* comme Lp-contraction majorante.

Démonstration. Soit h € I’,, f € I’ (X*) et g € L,(X) tel que, si ()
représente la dualité X, X* on ait :

N(S*f) = (S*f.g) et N(g) = L.
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On peut alors écrire :

v n= [ sty - [ s s
= [ vowesem = [ voHsane)

= /S*(N(f)) " h.
On en déduit bien : Vf € L% (X*), N(S*f) = S*(Nf) et ceci suffit pour
conclure le lemme.

PROPOSITION 6.4. Soit 1 < p # q < +oo. Alors il existe une contraction
positive de IP(L9) sans Lp-contraction majorante.

Démonstration. On distingue deux cas :

Cas p > q. Soit i 'injection canonique de I*(L?) dans LY(L?), S une
isométrie positive de LY(L7) dans L9 et j I'isométrie de LY dans L7(L9) telle
que j(p) = 1 @ ¢ pour ¢ € LY.

La contraction positive T = j o S o i vérifie la Proposition 6.4. En effet,
soit fe L/ . Ona:

TfO1H) =10 S(fO1)
NT(f® D) = Ifl,
NSO = [

Donc s’il existait une Lp-contraction majorante T de T, on aurait :

vf e 12, Ifl, = T().
Ceci n’est pas possible car prenons une partition mesurable (4;),c; de
et appliquons ceci 4 f; = 1,; on obtient, en sommant sur i € I:

2 A" = T(.

iel

Ce qui entraine, en prenant la norme des deux membres :

2 w4y =1

iel
Comme g > 1, ceci n’est pas possible dés que le cardinal de / est supérieur
a2

Cas p < ¢q. On procéde d’une maniére analogue : soit i 'injection
canonique de I7(L?) dans L(L”), S une isométrie positive surjective de
LP(LP) dans I” et j isométrie de L dans LP(L7) telle que :

j(@) = e®1 pourg € I’

La contraction positive T = j o S o i vérifie encore la Proposition 6.4

car, pour g € L% on a:
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T1®g) = S(1®g)
NT1®g)] = S1®g)
N1®g) = [gl,

Comme dans le premier cas, on ne peut pas trouver de contraction positive
T de I? telle que :

vg e LY, S1®g) = Tlgl,
c’est-a-dire :
vg e LY, g =g, S 'T(D).
Notons que dans ce cas T est un opérateur de Lamperti vectoriel.

Démonstration du résultat 6.1. Soit T une contraction positive définie par
la Proposition 6.4 et supposons qu’il existe un surespace L”(L?), une
projection contractante P de L”(L9) sur I”(L7) et une isométrie positive Q
de LP(L7) telle que : TP = PQ.

D’aprés la Proposition 6.2, P admet une L,-contraction majorante 13;

D’aprés la remarque 3.6, Q admet une L,-contraction majorante Q.
Donc si f € (L), on a:

N(Tf) = N(PQf) = PN(Qf) = PQ(Nf).

Donc PQ est une L,-contraction majorante de T ce qui contredit la
Proposition 6.4.

Remarque 6.5. Les contractions positives T de L”(L?) qui apparaissent
dans la Proposition 6.4 vérifient le théoréme ergodique vectoriel car elles
se factorisent par L7 si ¢ > p et par L si p > g et on peut appliquer un
raisonnement analogue a celui de 3.2 pour conclure.

Remarque 6.6. En vertu de la partie 5, dans les quatre cas suivants :
2<p<gq<p<,qg<2<petp<2<g,lecontre exemple 6.1
reste valide méme si I’on ne suppose pas que la projection P et 'isométrie
Q sont positives.
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