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SUR L'IMAGE D'UNE FONCTION ENTIERE DE DEUX
VARIABLES COMPLEXES

par D. COUTY

(Recu le 15 Mars 1984)

Soit 0 un automorphisme analytique de C2, 0 ayant un point fixe attractif z0 (c'est-
a-dire il existe un voisinage V de z0 tel que pour tout element z de V, on ait
limn^ + a,0"(z) = zo). Alors d'apres un resultat bien connu, il existe une fonction F
entiere de C2 dans C2, injective, telle que F(C2) = {zeC2,limn^ + oo0"(z) = zo}. Ceci
provient du fait qu'il existe une fonction F, definie au voisinage de z0, telle que F'(z0)
— I, verifiant Fequation fonctionnelle @°F=F°B ou B est un automorphisme analy-
tique de C2 verifiant limn_ + ooB"(z) = 0 pour tout z element de C2. F se prolonge en une
fonction entiere qui est injective sur C2 car 0 est un automorphisme de C2 et F a un
jacobien constant et egal a 1 si le jacobien de 0 est constant (voir Kodaira [6], Lattes
[7]).

Dans un article recent, [8], Nishimura a construit une fonction F du type ci-dessus
dont l'image evite un voisinage de la droite complexe A d'equation y = 0. L'objet de
cette note est d'expliciter le type de voisinage U de A qu'une telle fonction peut eviter.
On en deduit une fonction G telle que G(C2) evite un ensemble ft = {(x,y)eC2:|;c|<|.y|
et |}>|>2} retrouvant ainsi un resultat de Sadullaev [9].

Je remercie B. Chevreau, J. Esterle et les membres du groupe de travail d'analyse de
l'Universite de Bordeaux pour les encouragements qu'ils m'ont prodigues pendant la
redaction de cette note.

Theoreme. // existe une fonction F entiere de C2 dans C2, injective, de Jacobien
constant et egal a 1 telle que

F(C2)nC7 = 0 avec l/ = {(x,y)eC2:|xy|<let \

Demonstration. Soit 0 l'automorphisme defini par 0 = 0 2 ° 0 i avec

son inverse 0 " 1 est donne par ®~1 = ®^loQ~i avec

©f1 :(u, v)->(ue-fluve\ evefiuve))
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328 D. COUTY

oii /e t g sont deux fonctions entieres d'une variable telles que

= 0 |

g(0) =

(il suffit de prendre par exemple /(«) = — u et

0i(x,j>) est definie par la matrice

) + xyf'(xy)efixy) x2f'{xy)enxy)

--y2f'(xy)e-fixy)

e
-e-

fixy) --xyf'(xy)e-nxy)

e e

&2{x, y) est definie par la matrice

p g'(y)~\
|_o 1 J

done Jac0 ! = l/e et Jac0 2 = l d'ou J a c 0 = l/e; en calculant 0[(x,O)] et 0[(l , I)] on
constate que A est une droite de points fixes et que (1,1) est un point fixe. Verifions que
(1,1) est un point fixe attractif; 0 i ( l , 1) et 0'2(l/e, 1) sont respeetivement definies par les
matrices

- - B 1 ]
done 0'(1,1) est definie par la matrice

M =
- 2 - l / e - 4J

comme Trace M = 0 et Det M = l/e les valeurs propres de M sont i/^/e et — i/yfe done
de module inferieur a 1; done (1,1) est un point fixe attractif. Soit
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on a

d((x,y),A) = \y\; d{@(x,y),A) = \v\; uv = -xy + vg(v).

Posons Ult = {(x,y)eC2:\xy\<fi et |y|</z/2} pour ne[0, l [ et a=(l/e)exp
(sup|u |<J/(H)|) (a<l car | / ( M ) | < 1 si |u|<l). Pour tout (x,y) element de U^ on a:

W =

done

\v\Za\

en particulier |i;[<(/i/2) done |i;g(i;)|<(/i/2)(car|f(u)|<lsi|u|<(l/2)) on en deduit

'e 2

d'ou

\uv\<n.

Done Up est stable par 0 et limn_ + ood(@"(x,_y),A) = 0 pour tout (x,y) element de [/„ or
U — {Jo<n<i Up done limn_ + ood(@"(x,3'), A) = 0 pour tout {x,y) element de U.

D'autre part, d'apres un resultat rappele dans l'introduction, on sait qu'il existe F
entiere, injective et de Jacobien constant et egal a 1 (car Jac © = 1/e) telle que

: lim

done F(C2)n [7 = 0.

Corollaire 1. Pour tout n, il existe une fonction Fn entiere de C2 dans C2, injective, de
jacobien constant et egal a 1 telle que

Fn(C2)n[ / n=0 avec

Demonstration. Posons

alors

n n

JacF =JacF=l
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et

Fn(C
2) =

done

= 0.

Corollaire 2. II existe une fonction G entiere de C2 dans C2, injective telle que
G{C2)r\Q = 0

O = {(x, y) eC2 :|x| < |^| et |y| >2}.

Demonstration. Soit H definie sur C2\A par H:(u, v)->(u, l/v). Posons G = H°F et Q
= H(U') oii U' = U\A. Comme F(C2) evite A, G est entiere de C2 dans C2; G est
injective car H et F sont injectives et

D'autre part, la valeur propre de © dans la direction transversale a A est \je en tout
point de A. II resulte alors du theoreme 1 de Nishimura qu'il existe une fonction entiere
de C2 dans C2 injective telle que

= <zeC2: lim d(0"(z),A) = <
( n— + 00

On a done UcS(£,2). On peut de meme trouver pour tout n une fonction entiere de C2

dans C2, injective, d'image non dense et contenant Un.
Les proprietes des images des fonctions entieres de Cp dans lui-meme, injectives,

d'image non dense, restent tres mal connues. Un resultat recent (P.G. Dixon et J.
Esterle) montre que s'il existait un entier p (p necessairement superieur ou egal a 2) et
une suite (FJ de fonctions entieres de Cp dans lui-meme telles que QnFl o. . .oFn(Cp)
= 0 alors tous les caracteres des algebres de Frechet seraient continus. Voir a ce sujet
[2], [3], [4] oii on trouvera une etude detaillee du phenomene de Bieberbach-Fatou (Les
premieres fonctions entieres injectives, d'image non dense, de C2 dans lui-meme, ont ete
construites par Fatou [5] et par Bieberbach [1]).
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