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SUR L’'IMAGE D’UNE FONCTION ENTIERE DE DEUX
VARIABLES COMPLEXES

par D. COUTY

(Regu le 15 Mars 1984)

Soit ® un automorphisme analytique de C?, ® ayant un point fixe attractif z, (C’est-
a-dire il existe un voisinage V de z, tel que pour tout élément z de V, on ait
lim, ., ©®"(z2)=z,). Alors d’aprés un résultat bien connu, il existe une fonction F
entiere de C? dans C? injective, telle que F(C?*)={zeC?lim,, ., 0"(z)=z,}. Ceci
provient du fait qu’il existe une fonction F, définie au voisinage de z,, telle que F'(zo)
=], vérifiant I’équation fonctionnelle ®@oF=FoB ou B est un automorphisme analy-
tique de C? vérifiant lim,, ., B*(z) =0 pour tout z élément de C2. F se prolonge en une -
fonction entiére qui est injective sur C2 car @ est un automorphisme de C2 et F a un
jacobien constant et égal a 1 si le jacobien de © est constant (voir Kodaira [6], Lattés
[7D.

Dans un article récent, [8], Nishimura a construit une fonction F du type ci-dessus
dont I'image évite un voisinage de la droite complexe A d’équation y=0. L’objet de
cette note est d’expliciter le type de voisinage U de A qu'une telle fonction peut éviter.
On en déduit une fonction G telle que G(C?) évite un ensemble Q= {(x,y)eC?:|x|<|y|
et |y|>2} retrouvant ainsi un résultat de Sadullaev [9].

Je remercie B. Chevreau, J. Esterle et les membres du groupe de travail d’analyse de
I'Université de Bordeaux pour les encouragements qu’ils m’ont prodigués pendant la
rédaction de cette note.

Théoréme. 1l existe une fonction F entiére de C? dans C2, injective, de Jacobien
constant et égal a 1 telle que

F(CHnU=0 avec U={(x,y)eC?:|xy|<let|y|<3}.

Démonstration. Soit @ I'automorphisme défini par ® =0,-0, avec
1
@1:(x,y)_, xef(xy)’zye S(xy)

0,:(x, )~ (x+£(3), )
son inverse ® ~! est donné par ® ' =0 '@, ! avec
O ':(u,v) - (ue ™49 gpef (vve))

O3 " :(u, )~ (u—g(v), v)
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ou f et g sont deux fonctions entiéres d’une variable telles que

fO=0 f()=-1 f'(h=-1 |f(w)|<Llsi|u|<!
g(0)=0 g(1)=1—é g)=-2 ]g(u)|<1si|ul<%
(il suffit de prendre par exemple f(4)= —u et

g(u)=<2—3;4e—>u+<—1 +§1£>u4

®'i(x, y) est définie par la matrice
e/ 4 xyf’(xy) el x») xzf'(xy)ef("y)

1 1 1
_-ny’(xy)e-f(xy) _e-f(xy)__xyff(xy)e—f(xy)
e e e
5(x, y) est définie par la matrice
1 g'(y)
0 1

donc Jac®,;=1/e et Jac®,=1 d’ou Jac®=1/e; en calculant ®[(x,0)] et O[(1,1)] on
constate que A est une droite de points fixes et que (1,1) est un point fixe. Vérifions que
(1, 1) est un point fixe attractif; ®7(1, 1) et @,(1/e, 1) sont respectivement définies par les

matrices
0 —1/e 1 =2

donc ©’(1, 1) est définie par la matrice

[-2 —1/e—a
e[

comme Trace M =0 et Det M =1/e les valeurs propres de M sont i/\/z et —i/\/g donc
de module inférieur a 1; donc (1, 1) est un point fixe attractif. Soit

1 1
O:(x,y)~(u,v) =(xef""” +g(;ye’f"‘”),;ye‘f"‘”)
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d(x,y), M) =|y|; d(O(x,y),A)=|v]; uv=%xy+vg(v)-

Posons U,={(x,»)eC?:|xy|<u et |y|<p/2} pour ue[0,1[ et a=(1/e)exp
(Supjy <, | f()]) (<1 car | f(u)| <1 si |u|<1). Pour tout (x,y) élément de U, on a:

.l_e-f(xy)

. |l

|o|=

donc

v[Saly

en particulier |v| <(u/2) donc |vg(v)]<(u/2)(car |g(u)| <1si|u|<(1/2)) on en déduit

+|vg(v)|<g+ﬁ

|uv| < -l-xy
e 2

d’ou

|uv| < .
Donc U, est stable par © et lim,_, , ,, d(®"(x, y), A)=0 pour tout (x, y) élément de U, or
U={Jo<u<1 U,, donc lim, _, . ,, d(©"(x, y), A)=0 pour tout (x, y) élément de U.

D’autre part, d’aprés un résultat rappelé dans I'introduction, on sait qu’il existe F
entiére, injective et de Jacobien constant et égal a 1 (car Jac ® = 1/e¢) telle que

F(C2)={(x, »eC?: lim ©"(x,y)=(1, 1)}

n—+ o
donc F(CH)NU=0.

Corollaire 1. Pour tout n, il existe une fonction F, entiére de C* dans C2, injective, de
jacobien constant et égal a 1 telle que

F(CHNU,=0 avec U,,={(x,y)e(?2:|xy|<n2 et|y| <g}

Demonstration. Posons

F,(x, y)=,,p<£,z>
nn

alors
JacF,=JacF=1
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et
F,(€C?*)=nF(C?)
donc
F.(CY)NU,=nF(CH)nnU

=0.

Corollaire 2. Il existe une fonction G entiére de C? dans C2?, injective telle que
G(CHN Q=0 avec

Q={(x,y) eC*:|x|<|y|et|y|>2}.

Demonstration. Soit H définie sur C\A par H:(u,v)—(u, 1/v). Posons G=H-F et Q
=H(U’) ou U'=U\A. Comme F(C?) évite A, G est entiére de C> dans C% G est
injective car H et F sont injectives et

G(C*)NQ=H-F(C*)nH(U)=Qcar F(C)n U =0.

D’autre part, la valeur propre de ® dans la direction transversale @ A est 1/e en tout
point de A. 1l résulte alors du théoréme 1 de Nishimura qu’il existe une fonction entiére
de C? dans C? injective telle que

S(CZ)={zeC2: lim d(@"(z),A):O}.

On a donc Uc S(C?). On peut de méme trouver pour tout n une fonction entiére de C2
dans C2, injective, d’image non dense et contenant U,,.

Les propriétés des images des fonctions entiéres de C? dans lui-méme, injectives,
d’image non dense, restent trés mal connues. Un résultat récent (P.G. Dixon et J.
Esterle) montre que s’il existait un entier p (p nécessairement supérieur ou égal a 2) et
une suite (F,) de fonctions entiéres de C? dans lui-méme telles que (), Fy,..., F,(C?)
= alors tous les caractéres des algébres de Fréchet seraient continus. Voir a ce sujet
[2], [3], [4] ou on trouvera une étude détaillée du phénomeéne de Bieberbach—Fatou (Les
premiéres fonctions entiéres injectives, d’image non dense, de C? dans lui-méme, ont été
construites par Fatou [5] et par Bieberbach [1]).
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