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Fifth Meeting, March 9th, 1894.

Dr C. G. KNOTT, President, in the Chair.

Coordonnees Tangentielles.

By M. PAUL AUBERT.

Cette note a pour objet de familiariser les sieves avec l'emploi
des coordonne'es tangentielles, en appliquant ces coordonnees, con-
curremment avec les coordonnees ponctuelles, a la resolution d'un
certain nombre de questions, d'ordre tres general, concernant les
surfaces du second ordre.

I. FOYERS ET FOCALES.

DEFINITION :—Soit /(x, y, z) = 0

liquation d'une surface du second ordre. On dit qu'un point
a, p, y est foyer de cette surface si' l'on peut trouver deux ex-
pressions L et M line'aires en x, y, z satisfaisant a l'identite

(1) (x-af + (y- Pf + (z - yf + eU + e'M2 = X/(x, y, z)
ou l'on a e = + l , e ' = ± l , A. etant une constante. La droite qui a
pour Equations L = 0, M = 0, est la directrice correspondante.

L'identite' (1) conduit a considerer un foyer comme le centre
d'une sphere de rayon nul doublement tangente a la surface.

Nous ramenerons l'^tude des foyers d'une surface a un autre
probleme en ^tablissant les deux propositions suivantes :

I". Tout sommet d'un cone de revolution circonscrit a la surface
est un foyer de celle-ci.

En effet l'e'quation d'un c6ne de revolution ayant pour sommet le
point (a, /?, y) est de la forme

P = 0 etant l'equation d'un plan passant par le point a, /?, y.
Si ce c6ne est circonscrit a la surface consideree, on a l'identite

(x - «)2 + (y - py + (z-yy-r-=x/(x, y, z) + Q2

oil Q est lineaire en x, y, z. On peut done ^crire
x/(x, y, z) = (x-ay+(y - py+(z-yy - P - Q S

et le point (a, p, y) est foyer de la surface.
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11°. Tout foyer de la surface est le sommet d'un cone de
revolution circonscrit a cette surface.

Prenons en effet le point (a, /3, y) donne comme foyer de la
surface, pour origine de coordonnees ; l'equation de la surface
deviendra de la forme

f[x, y, z) = x- + f + z" + el? + e'M2 = 0.

Or le c6ne circonscrit ayant pour sommet l'origine est

Vto y, *)M. y.» ^)-^fx+i/fy+~fz+tft)2=0

o u l ' on f a i t x 1 — y1 = zl — Q e t t = tl=l.

Si done nous posons

Je'M — a'x + b'y + c'z + d't = M,

l'equation du cdne sera

(d1 + d'*)(x* + f + 'J + L* + M,2) - (L,rf + M,d7 = 0

ou (d* + cT2)(x'2 + y- + z-)-(Lld+ M.d'f + L,2(rf- + d'*) + M*(d"- + d'-) = 0

e'est a dire (d? + d'2)(ar! + f + z2) + (L,rf' - M.rf)2 = 0

Equation d'une surface de revolution; le c6ne est done de
revolution.

Cela pose, nous allons chercher les directions principales d'un
cdne circonscrit a la surface donnee par le point (a, y8, y), puis nous
e'erirons que ce cdne est de revolution.

PROBLEM E :—Determiner les axes d'un cone de sommet donne" cir-
conscrit a une quadrique donnife.

Supposons la quadrique definie par son equation tangentielle

l'equation du point donne, (a, /?, y) etant

0 (2)
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nous avons immecliatement l'equation tangentielle du c6ne circon-
scrit par ce point a la surface

Ait'+ Bv> +Cut- (3)

Or le cdne reciproque a memes directions d'axes que celui-ci, et, son
equation en coordonnees ponctuelles etant

<f>(x, y, z) = Ax1 + Btf + Cs5 - (cue + fy + yzf = 0

il nous suffit de determiner les directions principales de ce cone.

Posons p = ax + /3-i/ + yz.

Nous savons que les coordonnees du point directeur d'une direction
principale sont les solutions communes aux equations

(A - s)x - ap = 0

ax + fly + yz - p =0

A -

s e"tant une inconnue auxiliaire assujettie a verifier par cela meme
la condition

0 0 o I

0 B-s 0 (3 J
0 0 C-« y

p y 1
ou bien

(4)

Toute racine de cette equation substitute a s dans les Equations
qui pr6ceclent donnera une direction principale.

Condition pour que le cone soit de revolution:—II faut et il suffit
que le cdne rdciproque soit de revolution, et pour cela, que l'equation
(4) ait une racine double.

Je dis qu' une racine double de cette Equation ne peut 6tre que
l'une des valeurs A, B, ou 0, c'est a dire, une racine de l'equation
en 8 relative a la forme
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En effet, si s est une racine double de l'equation (4) la forme
<f>(x, y, z) - s(x? + y2 + z2) est carrê  parfait.
On a done

Ax1 + By' + Cz2 - s(x2 + if + z2) - (ax + /3y + yz)2 = Qa

ou Aar + By* + Cz- - s(r> + y2 + z2) = P3 + Q2

P et Q etant lindaires et homogenes par rapport a *, y, z. Done
s est une racine de l'equation en s relative a la forme

Cherchons" alors la condition pour que Tune de ces racines, C par
exemple soit racine de l'equation (4). Le terme ne contenant pas
en facteur (s - C) dans cette equation est

r(A-C)(B-C)

Si done on suppose (A - C)(B - C) 3 0 on doit avoir y = 0 et
il reste

Cette equation doit encore admettre la racine s = C qui etait racine
double de la premiere. On doit done avoir

A-CT B-C

Ainsi le point (a, (3, y) est determine par les conditions

7 = 0

-£ + ? - 1 = 0

Si l'on avait pris s = A on aurait trouve' de mfeme

B - A C-A

et pour s — B on aurait eu

+_£_- 1=0
C-B+A-B
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On obtient ainsi trois courbes situ^es dans les plans principaux
de la surface donne^e, et lieux des sommets de cones de revolution
circonscrits a cette surface. Tous ces points sont, nous l'avons vu, des
foyers de la surface. Aussi a-t-on donne a ces trois courbes le nom
de/bcales de la surface considered.

Remarque —Le calcul precedent s'applique au probleme suivant.
Trouver les directions principales d'un cOne de sommet donne et
passant par une conique donned,

— + ^ - - 1 = 0 .
A B

II suffit de faire C = 0 dans les re'sultats obtenus.

Ainsi consideVons la conique

La trace d'un plan tangent au c6ne de sommet (a, f3, y) et dont la
directrice est cette conique, sur le plan de cette courbe sera
tangente a la conique. On aura done

ua + v/3+ wy + h = 0

L'e'limination de h donnera l'equation du c6ne, et on achevera comme
pre'ee'demment, en introduisant le c6ne reciproque.

II, SURFACES HOMOFOCALES.

On dit que deux quadriques sont homofocales si elles admettent
les memes focales.

Soit f{u, v, w, h) = 0

l'equation tangentielle d'une surface, et

ua + v/3 + wy + h = 0

l'equation du point a, /S, y. Le cOne circonscrit par ce point
s'obtient en eliminant h entre ces deux equations, ce qui donne
\j/{u, v, w) = 0, et le point (a, /?, y) est foyer si ce
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est de revolution. Or les calculs nous ont montre1 que dans oe cas
la forme

\//(u, V, w) - S(U2 + v" + M>2)

est carre parfait. *

II est clair que si on considere une surface dont l'equation est

f(u, v, w, h) + A(K2 + v2 + w2) = 0

le cdne circonscrit correspondant sera

tf<(u, v, w) + \(u" + vi

et il sera de revolution en mgme temps que le cdne \f/(u, v, w). On
peut le voir en prenant le c6ne reciproque.

Ainsi, toutes les surfaces de la famille represented par l'equation

f(u, v, w, h) + \(u2 + v° + v?) = 0

ou X designe un parametre arbitraire ont les memes focales.
Pour interpreter ce resultat, remarquons que toutes ces surfaces

sont inscrites dans une mSme surface developpable, circonscrite a la

f ois a f{u, v, w, h) = 0

eta ui +

puisque les coordonnees (u, v, w, h) de tout plan tangent a la fois
a ces deux surfaces verifient l'equation pr^cedente.

Cherchons si parmi toutes les surfaces qui constituent la famille
considered il peut y avoir des coniques.

Pour cela rapportons la quadrique f(u, v, w, h) a ses plans
principaux, et soit

son equation. Liquation

Ait2 + Bv2 + Cwr1 - A2 + A(M2 + v- + id1) = 0

repr&entera une conique si le discriminant de la forme premier
membre est nuL On retrouve ainsi les trois focales. Liquation

* On doit exprimer en effet que la trace de la surface sar le plan de I'infini est
bitangente au cercle de I'infini. Le calcul est le meme qu'en coordonnees ponc-
tuelles, ce qui s'explique en remarquant que par la transformation reciproque, \
deux coniques bitangentes correspondent deux coniques bitangentes.

https://doi.org/10.1017/S001309150000167X Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S001309150000167X


61

donne, il est vrai, pour A. une quatrieme racine, de valeur infinie a
laquelle correspond le cercle de l'infini.

Ces trois coniques sont entierement situees sur la developpable
dont nous avons parle, dont elles constituent des lignes de points
doubles. Chacun de leurs points en effet, etant sommet d'un c6ne
isotrope bitangent a la quadrique, est l'intersection de deux
generatrices de la developpable tangentes a la quadrique.

Ainsi: Pour obtenir les trois focales (Tune quadrique, on e'gale a
zero le discriminant de la forme f(u, v, w, h) + \{u~ + v2 + u?).
L'equation ainsi oblenue donne trois valeurs Jinies de A. pour
chacune desquelles on obtient une conique focale d'equation

f(u, v, ic, h) + X(u- + ir + w") = 0.

Reprenons l'equation d'une quadrique a centre rapportee a ses
plans principaux

An- + Bt- + CM-2 - h~ = 0 (1)

L'equation d'une surface homofoeale pourra s'ecrire

(A-s)u' + (B~sy + (G-s)w--h- = 0. ... (2)

La condition pour qu'elle passe par un point a, /?, y est

A - s
 T B - (3)

d'oii Ton deduit trois valeurs reelles de « donnant trois surfaces
homofocales a la premiere et passant par le point.

Nous avons vu que les directions principales du cone circonscrit
a la quadrique (1) par le point (u, fi, y) sont donnees par

(A- x)x + pa = 0

ou s est racine precisement de l'equation (3).
Les cosinus directeurs qui derinissent les axes du cone sont

proportionnels a

« _ l y _
A - ,v ' B - s ' C - s '
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Or ces quantites sont aussi proportionnelles aux cosinus directeurs
de la normale a la quadrique (2) au point a, /?, y. On reconnait
ainsi que

Les axes du cone circonscrit a une quadrique sont les normales
aux trois surfaces homofocales a cette quadrique qui passent par le
sommet du cone. On en deduit que ces trois surfaces se coupent
orthogon alevient.

Quand une surface est definie par son equation ponctuelle

F(x,y,z,t) = 0

on dit que deux points (.r,, y,, ~u t^) et (x.a y.a z.B <2) sont
conjugues par rapport a cette surface si on a

* , F ^ + y,F'^ + ^ + t,Vu = 0.

Pareillement nous dirons que deux plans («„ »„ wlt A,) et
(«2, v., wv h2) sont conjugues par rapport a la surface dont
l'equation tangentielle est

F(w, v, w, h) = 0
si Ton a

MlF'Uj + t, ,F^ + W , F ^ + A,F^= 0.

TH^ORKME :—Si deux plans sont conjugue's par rapport a
deux surfaces homofocales Us sont rectangulaires.

En effet soient / (« , v, w, h) + X(

/(it, r, w, h) + fi(u- + vl + to') = 0

les deux surfaces considerees. On a par hypothese

' l / ' w > + hl/'h + M(M1M2 + »i»J + «>.«>„) = 0.

On en deduit immediatement

ce qui etablit la proposition.
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TIIEOREME : Les poles d'un plan fixe par rapport a toutes les
surfaces homofocales d'une mime famille sont situes sur la norrnale a
celle de ces surfaces qui louche le plan donne, au point de contact.

En effet, le pole d'un plan «„ »„ wt, A] a pour coordonnees

X =

Or en remarquant que le point de contact du plan (w,, vlt wt, A,)
avec la surface A, est

2/, = - l
fK A

et en posant

on peut ecrire

II en resulte bien que le point x, y, z est sur la normale au
plan donne au point xly ylt z, puisque les cosinus directeurs de
cette normale sont, on le sait, proportionnels aux coordonnees
Mi> »» wi de ce plan.

Remarque.—A une famille de surfaces homofocales correspond
en vertu du principe du dualite, une famille de surfaces

f(x,y,z,t) + k(:,r + y- + z°-) = O (4)

passant par la courbe d'intersection des deux surfaces

f(x,y,z,t) = 0 (5)

x- + y- + z- = Q (6)

Aux proprietes etablies plus haut correspondent les proprietes corre-
latives suivantes.

I. II existe trois surfaces de la famille (4) langentes a un plan
donne", et les droites qui joignent I'origine, centre du cone isotrope, aux
trois points de contact sont rectangulaires.
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En effet, soit («, v, u; h) un plan tangent a (4) on aura

A/'., + kx = pn

l/!l + Xy = pv

}yf. + Xz = pW

if, =M
ux + vy + wz = lit = 0.

Les points de contact s'obtiendront en remplacant A par les
trois racines de l'equation qui expriine que ce systeme a une
solution en x, y, z, f, p.

Designons par (a:,, y,, ;„ I,) une des solutions du systeme,
correspondant a la rocine AIt le point (,r, y, z, i) correspondant a la
valeur A. On peut ecrire

UX) + vy1 + wz! + htx = 0.

Multiplions respectivement par (xv y,, zlt t^ les quatre premieres
relations du premier systeme, puis ajoutons, en tenant compte de la
derniere relation du second systenie, il vient

•i(*iA + yj", + -i f: + lift) + ^ {xx, + yyx + zzx) =• 0.

En operant de meme sur le second systeme on a

+ = / . - , + * ft) + k ^ x + VTV + V) = 0-t)

En retranchant ces deux relations membre a membre, il vient
puisque (A - Aj)50

0

On demontrerait de meme,

ce qui etablit la proposition.
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Interpretation ge'ome'trique.—Une surface (4) tangente au plan
(w, v, w, h) est couple par ce plan suivant deux droites formant
l'un des couples de secantes communes aux coniques sections du
plan donne par les deux surfaces (5) et (6). Le point de contact est
done un sommet du triangle conjugue coinmun a ces deux coniques.
Le telraedre forme par les droites joignant les trois points de contact
du mgme plan et des trois surfaces (4), a l'origine, est done conjugue'
par rapport au c6ne isotrope. Par suite les trois aretes issues du
sommet du c6ne sont rectangulaires.

On etablirait aussi simplement la seconde proprie'te correlative
a savoir: Les deux droites qui joignent l'origine a deux points
conjugiuds par rapport a deux surfaces de la famille (4) sont
rectangulaires.

La troisieme propriety peut s'enoncer ainsi. Les plans polaires
d'un point fixe par rapport a toutes les surfaces de la famille (4)
passent par une droite fixe, intersection du plan tangent d la surface
particuliere qui passe au point donne', en ce point par le plan mene
par l'origine perpendiculairement d la droite joignant le point donne
d Vorigine.

On montre en effet que les coordonnees de l'un quelconque de ces
plans ont la forme

x = M, + kx1

y = v1 + ky1

h=hi

ou MU vlt wlt ^ sont les coordonnees du plan tangent a la surface Xx

qui passe par le point donne" (xu ylt z,, <,).

II. SECTIONS CIRCULAIRES; SOMMETS U'UKE QUADBIQUE EN

COORDONNEES TANGEKTIELLES.

FROBLEME :—Une surface du second ordre etant definie par son
Equation tangentielle, exprimer qu'un plan u, v, w, h la coupe suivant
un cercle.

II suffit eVidemnient de conside>er ici le c6ne asymptote de la
surface donnee. Supposons l'origine des coordonnees au sommet de
ce cdne, et d&ignons par p, q, r les coordonnfes d'un plan tangent
quelconque a ce cdne, en sorte que son equation tangentielle soit

f(p,q,r) = 0.
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Le point de contact du plan (p, q, r) situe dans le plan de l'infini
a pour coordonnees ponctuelles

Ce point sera dans le plan (w, v, u; h) si on a

0 (1)
En y joignant

,r) = 0 (2)

on obtient les valeurs de (p, q, r) definissant une generatrice
passant par le point de contact considere. La section plane
(u, v, it; h) sera un cercle si le point de contact en question est sur
la surface

x- + y- + z- - 0
c'est a dire, si l'on a

' = 0 (3)

II faudra done ticrire que les equations (1), (2), et (3) ont un
systeme de solutions communes en p, q, r.

On peut interpreter cette condition en remarquant que si (p, q, r)
representaient les coordonnees d'un point, ce serait exprimer que le
plan (1) contient les generatrices communes aux deux c6nes (2)
et (3).

Le calcul peut etre dirigu ainsi: on a

et aussi uf'^ + of \ + w/'r = 0

d'ou •?"'• = -LL— =—£J—
wq - vr nr - wp vp - uq

On est done ramene a ecrire que les equations

(wq - vrf + (ur - uq))* + (vp - uqf = 0,

ont un systeme de solutions communes en p, q, r.
Dans certains cas il est plus simple, pour exprimer que le plan

M, •?;, to, h est un plan cyclique du cone, de considerer le cdne
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re'ciproque. Le plan donne1 coupant le premier c6ne suivant deux
droites isotropes, les plans tangents au second c6ne par la droite
perpendiculaire au plan donne passeront par une des focales de ce
cdne. Chacun de ces plans touche en effet le premier cone le long
d'une des generatrices isotropes. On aura done a exprimer que la
droite perpendiculaire au plan (w, v, w, h) est une focale du cone
reciproque du c6ne donne; ce qui peut etre plus simple que le calcul
precedent.

:—Une surface du second ordre e'tant dejinie par son
Equation tangentielle, exprimer q\Cun plan (u, v, w, h) la coupe suivant
une hyperbole e'quilatere.

On prendra l'equation ponctuelle du cone reciproque du cone
asymptote de la surface donnee, soit

et il suffira d'ecrire que les plans tangents rnenes a ce cone par la
droite dont les cosinus directeurs sont proportionnels a u, v, to, sont
rectangulaires. On est ramene a une question bien connue.

PROBL£ME :—Une surface du second ordre etant dejinie par son
Equation tangentielle, trouver les sommets de cette surface.

Ecrivons l'equation donnee sous la forme

f(u, v, w, h) = <f>(u, v, w) + 2PA + h? = 0
ou Ton a pose

<£(«, v, w) = aw.2 + a V + a"w" + 2bvw + 2b'ivu + 2b"uv

P = cu + c'v + c"w.

Le centre de la surface est le p61e du plan de l'infini. Ses
coordonne'es ponctuelles sont done c, c', et c".

Le point de contact du plan u, v, w, h a pour coordonnees
ponctuelles

<t>'H + 2ch <f>', + 2c'h <j>'a + 2c"h
W+W' 2P + 2A' ~W+2h '

Les parametres directeurs de la droite qui joint lo centre au
point de contact, e'est a dire, du diametre conjugue du plan u, v, w
sont done

<j>'u+2ch 4
C

quantites proportionnelles a

<*>'„-2cP, </>'r-2c'P, <f>'K - 2 c " P .
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Ce sera un axe de la surface si on a

<j>'u - 2cP <f>'e - 2e'P _ 4>'u - 2c"P
U V IV

Designons par 2* la valeur de ces rapports, et developpons
les expressions <£'„, <£'„. <f>'m nous obtenons les equations

(a - c- - s)u + (b" — cc')v + (// - cc")w = 0

(b" - cc')u + (a -c"2 -s)v + (b - e'c")w — 0

(6' - cc")u + (6 - c'c")v + (a" - c"- - s)w — 0.

La forme de ces equations conduit a considerer la fonction
homogene

F(u, v, iv) = (a - c")u- + (a - c'-)v2 + (a" - c"J)w" +

2(4 - c'c")wv + 2(4' - c"c)uw + 2(b" - cc")uv.

Les premiers membres des equations precedentes sont les trois
derivees partielles de la forme

F(u, v, w) - s(u2 + v" + ur).

La question est done identique a celle qui concerne l'equation en
s d'une quadrique en coordonnees ponctuelles, On remarquera
toutefois qu'ici l'equation contient les coefficients c, c, c" des
termes qui correspondent aux termes du premier degre dans
liquation ponctuelle d'une quadrique.

Ayant determine les racines de l'equation

= 0

on les portera dans le systeme des equations precedentes, qui
fournira les valeurs de u, v, w correspondant aux plans principaux
de la surface. L'equation

<f>(u, v, w) + 2PA + A2 = 0

ou Ton portera ces valeurs de u, v, w donnera deux valeurs de h
qui feront connaitre les deux plans tangents paralleles au plan prin-
cipal et par suite determineront les points de contact ou sommets
correspondants de la surface.

a -

b" -

b'-

c- - s

- cc'

cc"

b"

a

b-

- cc

- c" - s

- c'c"

V •

b-

a"

- cc"

- c'c"

- c"- -
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