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Coordonnées Tangentielles.
By M. PauL AuBERT.

Cette note a pour objet de familiariser les éléves avec I'emploi
des coordonnées tangentielles, en appliquant ces coordonnées, con-
curremment avec les coordonnées ponctuelles, & la résolution d’un
certain nombre de questions, d’ordre trés général, concernant les
surfaces du second ordre.

I. Fovers T FocaLEs,

DerFINiTION :— Soit Sz, y,2)=0
I'équation d'une surface du second ordre. On dit qu'un point
a, B, v est foyer de cette surface si' 'on peut trouver deux ex-
pressions L et M linéaires en «, y, # satisfaisant & lidentité

(1) (@-af+(y-By+(z-y)+eli+eM =Af(z y, 2)

oilon a e= +1,¢ = %1, A étant une constante. La droite qui a
pour équations L=0, M=0, estla directrice correspondante.

L’identité (1) conduit & considérer un foyer comme le centre
d’une sphére de rayon nul doublement tangente & la surface.

Nous raménerons I'étude des foyers d’une surface & un autre
probléme en établissant les deux propositions suivantes :

I°. Tout sommet d'un céne de révolution circonserit & la surface
est un foyer de celle-ct.

En effet I'équation d’un céne de révolution ayant pour sommet le
point (o, 3, y) est de la forme

(@-a)+(y-py+E-7)-P=

P=0 étant I’équation d’'un plan passant par le point a, B, y

Si ce cone est circonserit & la surface considérée, on a l'identité
(@-af+(y-PY+(E-y) - =Mz y 2)+Q
ol Q est lindaire en =, v, z. On peut donc écrire
M@, 4 9= (@@= + (g = B+ (=9 - P @

et le point (a, B, y) est foyer de la surface.
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II°. Tout foyer de la surface est le sommet d'un céne de
révolution circonscrit & cette surface.

Prenons en effet le point (a, B, y) donné comme foyer de la
surface, pour origine de coordonnées ; l'équation de la surface
deviendra de la forme

Az, y, )=+ + 22 +elf+M?=0.
Or le c6ne circonscrit ayant pour sommet l'origine est
4@, Yy ) S Yo 2) = @+ Uy +5F, +4 ) =0
oulon fait z;=y,=2=0 et t=¢=1

Si donc nous posons

VeL=ax+by+cz+dt=L,
VeM=az+by+cz+dt=M,
Péquation du céne sera

(@ +dY @4y + 2+ L+ M) - (Ld 4 M) =0
ou (@ + )+ +) - (Lid+ M + LA + %) 4 MAE + &) =0
cest a dire (B +d° o+ y* +2%) + (Lyd' - Md)*=0

équation d’'une surface de révolution; le céne est donc de
révolution.

Cela posé, nous allons chercher les directions principales d’un
cone circonscrit 4 la surface donnée par le point (e, 8, y), puis nous
écrirons que ce cone est de révolution.

PROBLEME :—Déterminer les axes d'un cone de sommet donné cir-
conscrit 4 une quadrique donndée.

Supposons la quadrique définie par son équation tangentielle
Au® + Bv* 4 Cw® - 2= 0,

Péquation du point donné, (g, B, y) etant

ue+vB+wy+h=0 ¢
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nous avons immédiatement I'équation tangentielle du cone circon-
scrit par ce point & la surface
Av®+ Bo? + Cu? — (ua + v +wy)*=0. (3)

Or le cOne réciproque a mémes directions d’axes que celui-ci, et, son
équation en coordonnées ponctuelles étant

$(x, y, 2) = Az’ + By’ + C" - (az + By + y2)" = 0
il nous suffit de déterminer les directions principales de ce cone.
Posons p=ox+ Ly +yz

Nous savons que les coordonnées du point directeur d’une direction
principale sont les solutions communes aux équations

(A -3s)x-ap=0

(B-s)y~Bp=0

(C-8)x —yp=0

ax+By+yz-p =0

s étant une inconnue auxiliaire assujettie & vérifier par cela méme
la condition

A-s 0 0 a ;
0 B- 0
s B i _0
0 0 C-s vy |
« By 1 '

ou bien

(A - 2)(B - s)(C - s)[ A“j —+ Bﬁﬂ

.y'l
s+C—s-1]=0 *)

Toute racine de cette équation substituée & s dans les équations
qui précédent donnera une direction principale.

Condition pour que le céme soit de révolution .—1l faut et il suffit
que le cne réciproque soit de révolution, et pour cela, que I'équation
(4) ait une racine double.

Je dis qu’ une racine double de cette équation ne peut étre que
Pune des valeurs A, B, ou C, c'est & dire, une racine de I'équation
en 3 relative & la forme

Ax? + By + C2.
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En effet, si s est une racine double de l'équation (4) la forme
d(x, ¥, 2) —8(* +y*+2°)  est carré parfait.
On a donc

Ax®+ By’ + C2? - s(a® + y° +2%) — (ax + By +v2)* = Q?
ou A"+ Byt + C2* ~ s(a® + 42 +28) = P* 4+ Q?
P et Q étant linéaires et homogénes par rapport & =, ¥, 2. Donec
s est une racine de I'équation en s relative 4 la forme

Az’ + By + C2.

Cherchond alors la condition pour que l'une de ces racines, C par
exemple soit racine de I'équation (4). Le terme ne contenant pas
en facteur (s - C) dans cette équation est

7(A-C)B-0)

Si donc on suppose (A-C)YB-C)z 0 on doit avoir y=0 et
il reste

(A—sXB—@[EE%-k§§?—1]=Q

Cette équation doit encore admettre la racine s=C qui était racine
double de la premieére. On doit donc avoir

o B
R S gy}
A-cTB-C

Ainsi le point (a, 8, ¥) est déterminé par les conditions
y=0
(12 ﬁ?
— 3 1=0
A-G*B-CT

Si I'on avait pris s = A on aurait trouvé de méme

a=0
B Y ~1=0
B-ATCT-A
et pour ¢ =B on aurait eu
B=0
_i_. +._a__..-.l=()
C-B A-B
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On obtient ainsi trois courbes situées dans les plans principaux
de la surface donnée, et lieux des sommets de cones de révolution
circonscrits a cette surface. Tous ces points sont, nous 'avons vu, des
foyers de la surface. Aussi a-t-on donné 4 ces trois courbes le nom
de focales de la surface considérée.

Remarque —Le calcul précédent s'applique au probléme suivant.
Trouver les directions principales d’'un cone de sommet donné et
passant par une conique donnée,

xZ y2
Z+4 -1=0.
A + B
11 suffit de faire C =0 dans les résultats obtenus.
Ainsi considérons la conique
A+ Bv* - A2=0,

La trace d’'un plan tangent au cone de sommet (a, 3, y) et dont la
directrice est cette conique, sur le plan de cette courbe sera
tangente 4 la conique. On aura donc

ua+vB+wy+h =0
A+ B - Ak2=0

L’élimination de A donnera equation du cone, et on achévera comme
précédemment, en introduisant le cone réciproque.

IT. SurrFacES HOMOFOCALES.

On dit que deux quadriques sont homofocales si elles admettent
les mémes focales.

Soit S(u, v, w, A)=0
Péquation tangentielle d’une surface, et
ua+vB+wy+h=0

Péquation du point o, B, y. Le cOne circonscrit par ce point
s'obtient en éliminant % entre ces deux equations, ce qui donne
Yu, v, w)=0, et le point (o, B, y) est foyer si ce cone
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est de révolution. Or les calculs nous ont montré que dans ce cas
la forme
Y(u, v, w) — 8(u® +v* + w?)
est carré parfait. *
11 est clair que si on considére une surface dont I'équation est

Suy v, w, B+ AMu+ v +w?) =0
le c6ne circonscrit correspondant sera
Y(u, v, w)+ A+ +u?) =0

et il sera de révolution en méme temps que le céne ¥(u, v, w). On
peut le voir en prenant le cone réciproque.
Ainsi, toutes les surfaces de la famille représentée par 'équation

S, v, w0, )+ Mu +v*+w?) =0

ol A désigne un paramétre arbitraire ont les mémes focales.
Pour interpréter ce résultat, remarquons que toutes ces surfaces
sont inscrites dans une méne surface développable, circonscrite 3 la

fois & S(u, v, w, b)=0
et a w42+ w'=0

puisque les coordonnées (u, v, w, k) de tout plan tangent i Ia fois
A ces deux surfaces vérifient I'équation précédente.
Cherchons si parmi toutes les surfaces qui constituent la famille
considérée il peut y avoir des coniques.
Pour cela rapportons la quadrique f(u, v, w, ) 3 ses plans
principaux, et soit
A+ B+ Cuw* - A =0

son équation. L’équation
A+ Bv*+ Cu? - B2+ MuP+ '+ uwf) =0

représentera une conique si le discriminant de la forme premier
membre est nul.  On retrouve ainsi les trois focales. L’équation

* On doit exprimer en effet que la trace de la surface sar le plan de Pinfini est
bitangente au cercle de linfini. Le calcul est le méme qu’en coordonnées ponc-
tuelles, ce qui s’explique en remarquant que par la transformation réclproque, A
deux coniques bitangentes correspondent deux coniques bitangentes.
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donne, il est vrai, pour A une quatriéme racine, de valeur infinie &
laquelle correspond le cercle de V'infini.

Ces trois coniques sont entiérement situdes sur la développable
dont nous avons parlé, dont elles constituent des lignes de points
doubles. Chacun de leurs points en effet, étant sommet d’un cone
isotrope bitangent 4 la quadrique, est lintersection de deux
génératrices de la développable tangentes 4 la quadrique.

Ainsi: Pour obtenir les trots focales d'une quadrique, on égale o
zéro le discriminant de la forme  f(u, v, w, h) + Ao + 2% + w?).
Léquation ainst obtenue donne trois valeurs finies de A pour
chacune desquelles on obtient une conique focale d'équation

S, v, 0, b + Mo+ 02+ 107 = 0.

Reprenons I'équation d’une quadrique a centre rapportée a ses
plans principaux

A+ Be'+ Cuw? - =0 ... o (D
L’équation d’une surface homofocale pourra s'écrire
(A - )u’+ (B - s)v* + (C ~ s)u* - A*=0. e (9

La condition pour qu’elle passe par un point a, 3, y est

o2 B-.' '}’9
-h= e (3
A-stTB-s "C-s h=0 (3)
d’oti I'on déduit trois valeurs réelles de s donnant trois surfaces
homofocales a la premiére et passant par le point.
Nous avons vu que les directions principales du cone circonserit
4 la quadrique (1) par le point («, 8, y) sont données par

(A-8)r+pa=0

(B-s)y+pB=0
(C-9)z+py=0

ot s est racine précisément de I'équation (3).
Les cosinus directeurs qui définissent les axes du cone sont

proportionnels &

(73 B 'y .
C-s

5 Vol, 12
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Or ces quantités sont aussi proportionnelles aux cosinus directeurs
de la normale & la quadrique (2) au point a, 8, y. On reconnait
ainsi que

Les axes du cime circonserit o une quadrique sont les normales

N

aux trots surfaces homofocales G celte quadrique qui passent par le
sommet du céne. On en déduit que ces trois surfaces se coupent

orthogonalement.
Quand une surface est définie par son équation ponctuelle
F(z, y, 2, 8)=0

on dit que deux points (x, y, 2, 4) et (xy Yy %y &) sont
conjugués par rapport a cette surface si on a

ol +yF, +4F, +4F, =0.
T, Y, ~2 2

Pareillement nous dirons que deux plans (v, v, w, &) et
(u,, vy w, hy) sont conjugués par rapport & la surface dont
Péquation tangentielle est

F(u, v, w, h)=0
silon a
ulF'u‘) + v,F'v2 + wlF'wz + th’h2= 0.

THeEoREME :—S8t  deux plans sont conjuguéds par rapport a
deux surfaces homofocales ils sont rectangulaires.

En effet soient  f(u, v, w, A) + A(u* +v* + w?) =0
J(u, v, w, h) + p(w® + 0+ w?) =0

les deux surfaces considérées. On a par hypothése
'y + S A0Sy A IS+ Matytty 0,0, + ) = 0
2 2 2 9
wf', +of I"g +w fl, +hf Ih, + p{a 2y + 2,0, + wn,) = 0.
2 : t

On en déduit immédiatement

U2y + V0, + W Wy = 0

ce qui établit la proposition.
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ToaEorREME: Les piles d'un plan fixe par rapport i toutes les
surfaces homofocales d'une méme famille sont situés sur la normale
celle de ces surfaces qui touche le plan donnd, aw point de contact.

En effet, le pole d’un plan  u,, v, w3, Ay a pour coordonnées

f'ul + 2w, f'vl+ 2w, f’w1+ 2w,

X = 7 y Y= o o= 7
fhl jhl ’ fh]

Or en remarquant que le point de contact du plan (w,, v, w, k)
avec la surface A, est

St 2 St 2Ap, St 20w,
1 1 1
&= y h= y B 7
f},] f'h] J 3
et en posant 2A-A)=xkxf,
1

on peut écrire
X=x 4+ KUy, Y=y +Kry, =24 Ky,

Il en résulte bien que le point z, y, = est sur la normale au
plan donné au point x;, ¥, 2, puisque les cosinus directeurs de
cette normale sont, on le sait, proportionnels aux coordonnées
u,, v, w; de ce plan,

Remargque.—A une famille de surfaces homofocales correspond
en vertu du principe du dualité, une famille de surfaces

Sy, 2 )+ A +y* 4+ 2%) =0 o ()
passant par la courbe d’intersection des deux surfaces

Sl y,50)=0 . (D)
B+ y +t=0 .. .. (6)

Aux propriétés établies plus haut correspondent les propriétés corré-
latives suivantes.

1. Il existe trois surfuces de la famille (4) tangentes & un plan
donnd, et les droites qui joignent Uorigine, centre du cone isotrope, aux
trois points de contact sont rectangulaires.
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En effet, soit (u, », %, &) un plan tangent a (4) on aura

1/ . +Ax=pu

L+ Ay =pr
.+ Az=pw
L7 =ph

ux + vy +ws=ht=0.

Les points de contact s'obtiendront en remplacant A par les
trois racines de l'équation qui exprime que ce systdme a une

solution en x, y, 5, t, p.
Désignons par (), 11, %, ;) une des solutions du systéme,

correspondant & la racine A, le point (w, y,z, ) correspondant 4 la
valeur A. On peut écrire

%f’x + A, =pu
1

%f'-'/l +hpn=pr

;.l’f!zl + Az =pw

%fltl =p,h

ux; + vy, + wr, + ht; = 0.

Multiplions respectivement par (xz,, 7, z), ¢,) les quatre premiéres
relations du premier systéme, puis ajoutons, en tenant compte de la
derniére relation du second systéme, il vient

Yoo f e fy+a .+ 6f )+ A (e +yy, + zz) = 0.
En opérant de méme sur le second systéme on a
Yo fy +y Sy +5.0. +01 )+ Mma+yy +22) =0,

En retranchant ces deux relations membre a membre, il vient

puisque (A —A)=0
xx,+yy+22=0

On démontrerait de méme,

xx+Y Yot szn=0
Ty + Y1y + 212, =0

ce qui établit la proposition.
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Interprétation géoméirigue.—~TUne surface (4) tangente au plan
(u, v, w, k) est coupée par ce plan suivant deux droites formant
Pun des couples de sécantes communes aux coniques sections du
plan donné par les deux surfaces (5) et (6). Le point de contact est
donc un sommet du triangle conjugué commun 4 ces deux coniques.
Le tétraédre formé par les droites joignant les trois points de contact
du méme plan et des trois surfaces (4), & Y'origine, est donc conjugué
par rapport au cdne isotrope. Par suite les trois arétes issues du
sommet du cOne sont rectangulaires.

On établirait aussi simplement la seconde propriété corrélative
& savoir: Les deux droites qui joignent lUorigine & deux points
conjuguds par rapport & deux surfaces de la famille (4) sont
rectangulaires.

La troisitme propriété peut s'énoncer ainsi. Les plans polaires
dun point fixze par rapport & toutes les surfaces de la famille (4)
passent par une droite fixe, intersection du plan tangent d la surface
particuliére qut passe au point donné, en ce point par le plan mené
par Vorigine perpendiculairement d la droite joignant le point donné
i Dorigine.

On montre en effet que les coordonnées de 'un quelconque de ces
plans ont la forme

x=u, + kx,
y=v+ky
z=w, + k2,
h=h,

ol u,, v, wy, k; sont les coordonnées du plan tangent a la surface A,
qui passe par le point donné (x, y,, %, t,)-

II. SectioNs CIRCULAIRES; SOMMETS D'UNE QUADRIQUE EN
COORDONNEES TANGENTIELLES.

PROBLEME ;:—Une surface du second ordre étant définie par son
équation tangenticlle, exprimer qu'un plan u, v, w, h la coupe suivant
un cercle.

Il suffit évidemment de considérer ici le cone asymptote de la
surface donnée. Supposons lorigine des coordonnées au sommet de
ce cone, et désignons par p, ¢, » les coordonnées d’un plan tangent
quelconque & ce cone, en sorte que son équation tangentielle soit

S(p, 9, r)=0.
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Le point de contact du plan (p, ¢, r) situé dans le plan de Finfini
a pour coordonnées ponctuelles

t=0, m=f,m ?/=f'.,, :=flr'

Ce point sera dans le plan (w, v, 1w, A) siona

wfy+ e, +wf, =0, .. e (D
En y joignant

Spy g r)=0 e ()

on obtient les valeurs de (p, ¢, ») ddfinissant une génératrice
passant par le point de contact considéré. La section plane
(u, v, w, k) sera un cercle si le point de contact en question est sur
la surface

Bty =
c’est & dire, si l'on a

S+ +P=0 . o ()

I1 faudra donc dcrive que les équations (1), (2), et (8) ont un
systéme de solutions communes en p, q, 7.

On peut interpréter cette condition en remarquant que si (p, ¢, 7)
représentaient les coordonnées d'un point, ce serait exprimer que le
plan (1) contient les géncératrices communes aux deux cones (2)
et (3).

Le calcul peut étre dirigé ainsi: on a

»futaf +rf =0
et aussi wf,+of, +wf,=0
Fo e T

d’olt =
wg—vr wur—-wp vp - uq

On est donc ramené a derire que les dquations
S(py g 7)=0
uf’)'+vf’u+ch’r=0
(10q = w1+ (ur = wp)t + (up — g =0,

ont un systéme de solutions communes en p, ¢, 7.
Dans certains cas il est plus simple, pour exprimer que le plan
u, », w, h est un plan cyclique du cone, de considérer le cone
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réciproque. Le plan donné coupant le premier cone suivant deux
droites isotropes, les plans tangents au second céne par la droite
perpendiculaire au plan donné passeront par une des focales de ce
cbne. Chacun de ces plans touche en effet le premier cone le long
d’une des génératrices isotropes. On aura donc & exprimer que la
droite perpendiculaire au plan (u, v, w, k) est une focale du cone
réciproque du cone donné ; ce qui peut étre plus simple que le calcul
précédent.

PRrOBLEME :—Une surface du second ordre étant définie par son
équation tangentielle, exprimer qu'un plan (u, v, w, h) la coupe suivarnt
une hyperbole équilatére.

On prendra 'équation ponctuelle du cone réciproque du cone
asymptote de la surface donnée, soit

Sflx, y, %) =0
et il suffira d’écrire que les plans tangents menés a ce cone par la
droite dont les cosinus directeurs sont proportionnels & u, v, w, sont
rectangulaires. On est ramené a une question bien connue,

PROBLEME :—Une surface du second ordre dtant définie par som
équation tangentielle, trouver les sommets de cette surface.
Ecrivons Péquation donnée sous la forme
J(u, v, w, h)=p(u, v, w)+2PL+A*=0
ol I'on a posé
b(u, v, w) =ar’ + a'v* + a”"w® + 2brw + 20" wu + 26" uv
P=cu+cv+cw.

Le centre de la surface est le pole du plan de linfini. Ses
coordonnées ponctuelles sont donc ¢, ¢, et ¢”.
Le point de contact du plan wu, v, w, A a pour coordonnées
ponctuelles
¢, +2h ¢, +2%R P,+2R
3P+2h° 2P+2h° 2P+2h
Les paramétres directeurs de la droite qui joint le centre au
point de contact, c’est & dire, du diamétre conjugué du plan , v, w
sont donc

¢+ 2ch . ¢+ 2ch o ¢t 2e"h o
9P+2h 7 2P+ 2h > AP+ 2%

quantités proportionnelles 4
¢~ 2P, ¢, - 2P, ¢’ —2¢"P.
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Ce sera un axe de la surface si on a

¢ -2P ¢,-2%P ¢,-2%"P

U v w

Désignons par 2s¢ la valeur de ces rapports, et développons
les expressions ¢',, ¢',. ¢',, nous obtenons les équations

(a—c—s)yu+ (0" —ccye+ (V' - ccYw=0
(" —echu+(a' - c*~s)v+ (b—c'cYuw=0
(b e+ (b~ccyr+(a" = —s)w=0.
La forme de ces dquations conduit & considérer la fonction
homogéne
Fu, v, w) = (a — *)u? + (¢’ — )+ (a” - ) +
200 —c'c" v + 2(0" — ¢"chuw + 2(b" - cc'yur.

Les premiers membres des équations précédentes sont les trois
derivées partielles de la forme

F(u, v, w) - s(u” + 2* + 7).

La question est donc identique & celle qui concerne I'équation en
8 d’une quadrique en coordonnées ponctuelles. On remarquera
toutefois qu’ici I'équation contient les coefficients ¢, ¢, ¢’ des
termes qui correspondent aux termes du premier degré dans
I'équation ponctuelle d’une quadrique.

Ayant déterminé les racines de I'équation

g—c—s b - ec b — e
5" ~cc’ a —c%—s b-cc” =0
b —ec” h~c'c” a'-c"?-s

on les portera dans le systéme des équations précédentes, qui
fournira les valeurs de wu, v, w correspondant aux plans principaux
de la surface. L’équation

P, v, w)+2Ph+A*=0

ou l'on portera ces valeurs de wu, v, w donnera deux valeurs de X
qui feront connaitre les deux plans tangents paralléles au plan prin-
cipal et par suite détermineront les points de contact ou sommets
correspondants de la surface.
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