L' ESPERANCE MATHEMATIQUE DU NOMBRE
DE NOMBRES PREMIERS ALEATOIRES
INFERIEURS OU EGAUX A x
Benoit Lachapelle
(recu le 21 aodt, 1960)

D. Hawkins [1] propose un modele stochastique simple de
la distribution des nombres premiers. II construit un crible
aléatoire analogue 2 celui d' Eratosth&ne. La regle pour obtenir
une suite de nombres premiers aléatoires est la suivante: 2 est
un nombre premier aléatoire, que nous désignerons par Py;
chaque entier plus grand que P, est ensuite criblé avec proba-
bilité 1/P1 d' étre éliminé par le crible; si P, est le premier
entier plus grand que P4 quin'a pas été éliminé par le crible,
on crible chaque nombre plus grand que P, qui n'a pas été
éliminé par le crible & la premi2re opération, avec probabilité
1/P, d'&tre éliminé; 3 la ni®me ¢tape, si P, est le premier
nombre plus grand que P, _4, quin'a pas été éliminé par les
n-1 premieres opérations du crible, on crible chaque nombre
plus grand que P, quin'a pas été éliminé par les. n-1 pre-
midres opérations du crible, avec probabilité 1/P, d'é&tre éli-

‘miné. On obtient ainsi une suite { P} n=1,2,3,... de
nombres premiers aléatoires.

Soit P(n) la probabilité que n ne soit pas criblé (que n
soit un nombre premier aléatoire) et soit 'na(x) 1' espérance
mathématique du nombre de nombres premiers aléatoires
inférieurs ou égaux 3 x, alors

(1) va(x) =Ej[:]2 P(j).

Dans ce travail, nous allons prouver le théoréme suivant.
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1ra(x) =x/log x+ (1 - B)x/log‘x-i- e
s~ -B+BY20 4.+ -0 B T - 1) )x/10gx
+ o(x/lognx).

od B est constante!.

Il est intéressant de remarquer que si m(x) désigne le
nombre de nombres premiers inférieurs ou égaux a x alors

Bx

w(x) - 7 (x) ~ .
2 logzx

Pour prouver le théoréme, nous allons utiliser le résultat
suivant [1]. Si g, = 1/P(n), alors

= E n=2, 3, ...

(2) g 1

n - —
gn
LEMME:

(3) g = logn+ B + O(1/n).

Preuve. Soit g = E,Iii 1/j + c(n). Substituant dans (2),
on obtient o J=

. 1 !
c(n+1)-c(n)+n+i- 1
n-—
n
Con = > =2, 3, ...
c:»mmeg2 1etgn+‘1 gn n=2, 3
1 1 i
1/n-n+1<c(n+ 1) - c(n)<n_ riea
n-1 n-1 1
0<c(n)-c(2)=2Z, (c(j+1)-c(j))<Z, .
j=2 'Y ! j=2 j2 -4
Soit I
c=c(2)+ ijz {c(j + 1) - ().
!La valeur de B, qui est 1.24004 ... , a été calculée par Serge

Dubuc 3 1'aide du calculateur LGP-30 de 1' Université de Montréal.

140

https://doi.org/10.4153/CMB-1961-015-5 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CMB-1961-015-5

Alors
1

j% -1

O<c-clm)==" (clj+1)-cGN<Z" = O(1/n).
j=n j=n

La relation bien connue ij_l_z i/j=logn+ y+ O(41/n) nous
permet d' écrire

gn=log n+vy+c+ O(1/n).
On obtient le lemme en choisissant B =c + y.

Preuve du théoréme. De (1) et (3), on obtient

_ s [x] 1
(4) X = Tog s BT oWl

En remplagant la somme (4) par une intégrale, on obtient

* 1
'rra(x) = _/2 logt+ B + O(1/t) + o(1)

/x dt
= + O(1)

logt
=2n-1(_1)j/x (B + ou/ty
j=0 2 1@t
X n
+ / Of (B + O(1/t) f&/m ) dt
2 log t

) n-1., 5.5 [* a * 1
r (x) =277 1 (-1)) BJ —_ o( ) dt
a j=0 +1 tlogt
2 log 't J2

* 1
+ Of YT ) dt.
2 log t

Un simple calcul nous donne finalement

n-1, . j.j [* at x
(5) rE=z. _,(-1) B 1 tol—
J 2 IogJ t log x
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x

dt

En intégrantf — par parties n - j - 1 fois, on obtient
2 logJ t

* oat x x
(6) T = — t+ ] 1 +
2 logJ t logJ x logJ x

X

+ jG+1) ... (n-1) + of o )
log x log x
De (5) et (6), en groupant les termes, on obtient
x x
-na(x)-logx+(1-.B) + ...
log x
2 n-1
B n-1 B X
- ! - —_— . e -
+ (n-4) (4 B+=r + (-1) (n-i):) -
log x
+ of ).
log x
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