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Introduction

La question posee par Noshiro dans [5] pour les ensembles d'accumulation

relatifs a des fonctions pseudo-analytiques classiques a ete resolue par (T.)

Yosida [12] preincrement et ensuite, le present auteur [8] a etendu son resultat

(theoreme 1 de [12]) au cas oύ un nombre ίini ou denombrable de surfaces de

Riemann, qui sont des surfaces de recouvrement, sont transformees dans une

autre surface de Riemann par une application continue a derivees partielles

continues sauf en un ensemble ferme de mesure lineaire nulle, ayant pour image

un ensemble de mesure lineaire egalement nulle le quotient de dilatation n'y

est pas necessairement borne mais subit certaine condition, et les ensembles

d'accumulation y sont deίinis pour les elements frontieres de Kerekjartό-Stoϊlow.

Une generalisation d'un theoreme etoile de Gross obtenue dans [7] a ete utilisee

dans sa demonstration. L'auteur a continue son etude sur ce theoreme etoile

et un de ses resultats etablis dans [9] lui permettra d'ameliorer les resultats

de [8] dans le present memoire. L'idee fondamentale est la meme que dans

[8] mais nous la recrirons, en nous reportant a [8] le moins possible.

Nous montrerons dans le theoreme 1 que, sauf pour un ensemble exception-

nel, les valeurs de la difference d'un ensemble d'accumulation interieure et d'un

ensemble d'accumulation frontiere sont prises dans tout voisinage d'un element

frontiere oύ les ensembles d'accumulation sont definis, et, dans le theoreme 2,

que les valeurs non prises sont des valeurs asymptotiques.

En comparaison des resultats de [8], Amelioration sera faite de trois points

de vue. Un espace g compose de surfaces de Riemann ne consistera pas neces-

sairement en des surfaces de recouvrement,^ ce qui a ete place dans Γhypothese
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dans [8], un element frontiere de $ sera defini au moyen d'un filtre d'un

caractere assez general, et Γapplication sera une transformation localement

pseudo-analytique au sens de Pfluger-Ahlfors a Γexception d'un certain ensemble

ferme elle n'a pas besoin d'avoir les derivees partielles continues.

Comme element frontiere de la surface de Riemann Sΐ, dans laquelle g est

applique, on prend la composante frontiere de Kerekjartό-Stoϊlow. Si la ques-

tion posee par Brelot a la fin de [1], a savoir si presque toute la ligne de Green

converge vers un element frontiere de Martin et si la mesure harmonique d'un

ensemble d'elements frontieres de Martin est egale a la mesure de Green des

lignes de Green qui y convergent, est resolue affirmativement, alors on peut

ameliorer nos resultats en prenant Γelement frontiere de Martin comme element

frontiere de SR. Mais nous ne nous occupons pas du detail de cette question ici.

Peut-etre c'est la premiere fois que des transformations de surfaces de

Riemann abstraites en des surfaces de Riemann egalement abstraites sont trai-

tees dans la theorie des ensembles d'accumulation.

1. Soit $ un espace non compact compose d'un nombre fini ou denombr-

able de surfaces de Riemann. Nous dirons qu'une suite de points ou ensembles

tend vers la frontiere de $ si, pour tout compact dans $, les points ou les en-

sembles se placent en dehors du compact, excepte un nombre fini au plus.

Considerons un filtre 35 dans £y ayant pour base une suite decroissante d'en-

sembles ouverts tendant vers la frontiere de §". Nous ajoutons a ^ un nouvel

element 2, dit element frontiere, correspondant a $$, et munissons S-f {2} d'une

topologie, en prenant le filtre qui consiste en {F-f{2}>* F e $ } pour le filtre

des voisinages de 2 et conservant les bases des voisinages des points de £y.

Etant donnee une fonction reelle q(P), 0 ^ q(P) *= o°, definie presque par-

tout sur % et, comme fonction de tout parametre local x+ iy, mesurable au sens

de Lebesgue, on appellera 2 q-parabolique s'il existe une base de 35, composee

d'une suite decroissante d'ensembles ouverts {Dn} a frontieres relatives dis-

jointes {cn}> telle que, pour tous n et m (n < m), on trouve une fonction Xn,?n(P)

harmonique dans Dn — Dm — cm qui satisfait aux conditions suivantes :

Umun,m(P) ^ 0 et \imunm(p) ^ i
Gn cm

et n etant fixe,

J o \ qclVn, m
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oύ Vn,mKP) est la fonction conjuguee de un,m(P) et Γintegrale 1 q(P)dvn,m(P)

est prise le long de presque toute la courbe de niveau un,m(P) = Cte un,m,

0<Un,m<l.

On va definir une transformation parabolique [2] de ^. Soient 3ΐ une

autre surface de Riemann quelconque et f(P) une application continue de g

dans ϊk localement pseudo-analytique au sens de Pfluger-Ahlfors en dehors d'un

ensemble ferme E de mesure lineaire nulle, ayant pour image un ensemble E

de mesure lineaire egalement nulle dans 3f E est alors une reunion denombr-

able d'enesmbles compacts dans ΪR. Renvoyons aux nos 2 et 5 de [9] pour les

definitions d'une transformation pseudo-analytique au sens de Pfluger-Ahlfors

et de son quotient de dilatation on voit que celui-ci est mesurable au sens de

Lebesgue. On dira que f(P) est parabolique [2] si 2 est ^-parabolique avec

q(P) egal au quotient de dilatation de /(P).

La derniere idee qu'il faut pour enoncer le premier theoreme, c'est celle

d'ensembles d'accumulation. Si $t est ouvert, S signifiera Γensemble des com-

posantes frontieres de Kerekjartό-Stoϊlow, et si 9? est clos, on pose § = φ. Soit

2o un autre element frontiere de $ de caractere general qui est plus fin que 2 I

nous munissons g + {2o} d'une topologie comme S + {2} Lyensemble d'accumu-

lation intέrieure SQ0 =S(SO) en 2o relatif a f(P) est defini par Γensemble de

points de 3f + S tel que pour chacun P de ces points il existe une suite

sur g convergeant vers 2o dont Γimage /(Pk) tend vers P. Soit {D{n)} une

base de 2o. Nous associons a Dn) Γadherence Mn dans S + § de Γensemble de

toutes les limites dans 9f + % dont chacune lim/(P&) est obtenue lorsqu'une
fcfc-

suite {Pk} dans D(n) tend vers la frontiere de $ en restant en dehors d'un cer-

tain element de 55. Lensemble daccumulation frontiere SΓ%^~ ~SΓ(2ol2) en

So relatif a f(P) est defini par Γ\Mn.
n

Maintenant nous enongons:

THEOREME 1. Soit $ un espace composέ d'un nombre fini ou dέnombrable

de surfaces de Riemann, 9? une autre surface de Riemann, 2 un element fron-

tiέre de § correspondant ά un filtre S, et f(P) une transformation parabolique

[2] de % dans 3ϊ. Soient S(2o) et SΠSoίS) respectiυement Γensemble d'accumu-

lation interieure et Γensemble d'accumulation frontiere en un έlement frontiere

SJo, Qui est plus fin que 2 et possede pour base une suite dέcroissqnfe {D{n)}
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d'ensembles ouverts a frontieres relatives {c{n)} telles que chaque c{n) reste en

dehors dun certain element de 23. Λlors toute composante connexe Ω de 3Ϊ + S

- SΓ(£o 2) est contenue dans S(£o), toute valeur de Ω Π ίίf - E est prise sur une

suite de points de $ conυergeant υers 2o sauf au plus les υaleurs d'un ensemble

de capacitέ logarithmique nulle dans Ω Γ\ 3ί - E, et la mesure harmonique de

Ω Π § est nulle par rapport a Ω Γ\ 9? 2) sinon Ω Π S(2o) - E consiste en un en-

semble dans Dΐ de capacitέ logarithmique nulle et en un sous-ensemble de & de

mesure harmonique nulle par rapport a Ω Γ\ 9t.3)

Le cas particulier £ - £o Soient # et dl les memes que dans le theoreme.

Si f(P) est une transformation parabolique [£0] de % dans 3f, toutes les con-

ditions sont remplies.

2. Dans ce numero on se prepare pour la demonstration du theoreme 1.

II y a encore une notion analogue a transformation parabolique [£]. C'est-

a-dire, 2i etant un element frontiere, defini au moyen d'un ίiltre SSi, d'une sur-

face de Riemann 9ί, on appelle une transformation continue g(P') d'une autre

surface de Riemann SJί' dans SJί parabolique (2i) lorsque g(P') est localement

pseudo-analytique au sens de Pfluger-Ahlfors en dehors d'un ensemble ferme

Ef dont Γimage est de mesure lineaire nulle4) et lorsque 2i est ^-parabolique

avec q(P) egal a la somme Σ g ( P ' ) pour F tels que g(P') = P et egal a 0 si
pi

P est disjoint de Γimage de 9ΐ', oύ q(Pf) est le quotient de dilatation de g(Pf)

en P' comme Γimage g(E') est de mesure lineaire nulle, q(P) est defini pres-

que partout dans 9ί. La mesurabilite de q{P) suit du fait que g(Pf) est la

transformation interieure au sens de Stoϊlow [11D definie dans dV - E.

Avec cette definition, il est facile d'etablir le lemme suivant:

LEMME 1. Soit f(P) une transformation parabolique [2] de % dans Dϊ, %'

ΐespace compose de surfaces de Riemann, correspondant a $ — E par rapport a

f(P), qui sont des surfaces de recouυrement de 3ί, et fι{P') Γhomέomorphisme

2 ) S'il n'existe aucune function de Green dans Ω n ξft, on suppose que tout ensemble
sur la frontiere est de mesure harmonique nulle.

3> On dira simplement que ΩΠS(So) - E est de mesure harmonique nulle; de la meme

maniere on definira la nullite de la mesure harmonique de GnS(So) — E pour un sous-

domaine quelconque G de Ω.

^ Ici on ne demande pas neςessairement que Pensemble lui-meme soit de mesure
lineaire nulle,
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de g' sur 3 ' - E. Alors la restriction de f'HP') a un domaine quelconque Dr

de §•' est une transformation parabolique (Si) de D' dans la composante connexe

#1 de g qui contient f~1(Df), oύ Si est Vέlέment frontiere correspondant a la

trace sur $i du filtre qui dόfinit S, pourvu que cette trace soit un filtre.

Rappelons certaines terminologies donnees au n° 2 de [7]. Etant donnee

une transformation analytique, non necessairement univalente mais localement

homeomorphe, d'un domaine G du plan z = x+iy de la forme 0 < # < l , 0 <y <

h (x) ^ + °°, dans une surface de Riemann 3i', on appelle Γimage de G un

έcoulement harmonique. L'ensemble des images de quelques lignes x = Cte,

0 <y < h(x), est appele un sous-έcoidement harmonique, et Γimage de chaque

ligne x = Cte est une trajectoire de cet ecoulement. Si la representation est

univalente, Γecoulement est appele monofeuillet. Si h(x) < + °° pour tout x de

Γintervalle (0, 1) ou pour une partie de cet intervalle, Γecoulement ou le sous-

ecoulement correspondant est appele fini. Selon qu'un sous-ecoulement est

Γimage d'un ensemble de lignes x - Cte, dont la trace sur Γaxe des x est de

mesure lineaire nulle ou positive, il est appele respectivement nut ou positif.

On dit qu'une transformation d'un ecoulement harmonique place sur une sur-

face de Riemann 9ϊ' dans une autre surface de Riemann ouverte 3ϊ est paraboli-

que (2) quand la transformation dans 9ΐ deίinie dans G par Γintermediaire de

9ϊ' est parabolique (S), S etant un element frontiere de '31.

II decoule immediatement de ces definitions et du theoreme 5 de [9] (pour

une correction de la demonstration de ce theoreme, voir la note 7) au bas de

[10]):

LEMME 2. Soit 9? une surface de Riemann ouverte et 3£' une auίre surface

de Riemann quelconque considέrons une transformation parabolique (2) dans

9? d'un ecoulement harmonique Ή! placέ sur 31'. Si chaque trajectoire d'un

sous-ecoulement fini H[ de H1 contient une suite de points dont les images

tendent vers 2, alors H[ est nul.

Soient ŷ, 33 et 2 Γespace, le filtre et Γelement frontiere definis au n° 1, et

soit/(jP) une transformation parabolique [2] de 3* dans 9ϊ. On designera par

M(S) Γadherence dans 3f + S de l'ensemble de toutes les limites dans 9ί -h S

dont chacune limf(Pk) est obtenue lorsqu'une suite {Pk) dans g tend vers sa

frontiere en rest ant en dehors d'un certain element de 3). Pour un ensemble
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ouvert D C $, on note n(P, D) le nombre des points dans D-E qui sont trans-

formes en P par /(P), oύ E est Γensemble exceptionnel, a Γimage E-f(E)>

defini au n° 1 n{P, g) sera note simplement n(P).

Le lemme suivant jouera le role important dans la demonstration du theo-

reme 1.

LEMME 3. Pour chaque composante connexe α> de $ί + § — Af(S), on conclut

que

n{P) = sup w(P)

quasi-partout (cest-ά-dire sauf en un ensemble de capacitέ logarithmique nulle)

dans ω Π 9f - E. Si n(P) $ 0 dans ω Γλdh la mesure harmonique de ω Π l .£αr

rapport a ω Γ\$ est nulle2).

On designe par $' Γespace compose des surfaces de Riemann, homeomor-

phes a ^ - E par rapport a/(P), qui sont des surfaces de recouvrement de 3ί.

Posons sup n(P) = N, et supposons que N> 0 et que Γensemble

soit de capacite logarithmique positive. Si N= oo, {{ existe no, 0 < n0 < oo, tel

que

B' = {PξΞωΓ\ίϊ-E; n(PXnQ}5)

soit de capacite logarithmique positive. Par le lemme 3.1 de Cβ] on trouve un

sous-ensemble compact discret BQ de capacite logarithmique positive de B (si

iV < oo ) ou de B1 (si iV= oo ). Soit Po e S3 Π 3Ϊ - £ un point tel que n(P0) = iV

(si iV< oo) ou MA) =-N' ̂ nQ (si iVr= °°), et soint {£*•} ( ί = l , 2, . . ., N ou

Nf) les points de g ; situes au-dessus de Po. On peut supposer qu'aucun Qi n'est

pas de point de ramification. On definit la fonction de Green G(P, Po) ayant

Po pour pole dans ω Γ\$ -Bo et on la considere sur $'. Les trajectoires ortho-

gonales maximales issues de Po, sans points multiples, des courbes de niveau

de G(P, Po), sont appelees lignes de Green [2]. Comme E est de mesure lineaire

nulle, presque toutes les lignes de Green ne rencontrent pas E. On considere,

pour chaque ligne de Green, la courbe maximale issue de Qi dans $', situee

C'est un ensemble boreΊien et 4onc capacitable d'aprέs le resulta t̂ de Choquet [3],
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au-dessus de cette ligne et ne passant pas par des points de ramification de § ;.

L'ensemble de telles courbes issues de Q[ engendre un ecoulement harmonique

monofeuillet fini sur £y' tel que les trajectoires dont les projections convergent

vers Bo forment un sous-ecoulement harmonique positif.6) D'apres les lemmes

1 et 2, on conclut que les images dans $ de presque toutes les trajectoires de

ce sous-ecoulement ne s'etendent pas vers 2. Comme Bo Π M(2) = Φ, les images

ne tendent pas vers la frontiere de $ et done aboutissent en des points de

8 - E. Cest vrai pour tout i (1 ^ / ^ N ou Nf) et il en resulte qu'il existe au

moins un point de .So qui possede N (ou Nf) images reciproques dans % - E.

Ainsi arrive une contradiction. Comme Γimage reciproque d'une ligne de Green

qui tend vers &-M(2) s'etend vers 2, encore par suite des lemmes 1 et 2, il

suit que la mesure harmonique de ώ Π l 6 ) est nulle si w(P)Φ0 dans ω ΓλR.

Remarque. Definissons un ensemble N( 2) par les points de Oΐ + § tels que,

pour chacun P de ces points, il existe une courbe sur $ dont Γimage converge

vers P et qui tend vers la frontiere de $ en restant en dehors d'un certain

element de 25. Alors N(2) C Λf(2). Si on emploie N(2) au lieu de Λί(2) dans

le lemme, on a une meme conclusion.

COROLLAIRE.7) Soit SR une surface de Riemann ouverte, 9ΐ une autre quel-

conque, 2i un έlέment frontiere de 3t et f(P) une transformation parabolique

[2i] de 3? dans 3ϊ. On suppose que toute la courbe sur 9i qui tend vers la

frontiέre et sur laquelle f(P) tend vers une valeur de Oi + S, s'etend vers 2i

Alors, si D C 9ΐ est une composante connexe de Γimage rέciproque dun domaine

quelconque D C 9ί, on conclut que

n{P, D) = sup n(P, D)

quasi-partout dans D — E.

En effet, si on prend D pour $ dans le lemme 3 et un element frontiere

correspondant a la trace sur D du filtre qui definit 2i, pour 2 dans le lemme

3, alors N(2) est egal a la frontiere relative de D et D est une composante

connexe de 3ί - N(2) *> ainsi le lemme 3 s'applique.

6> La mesure harmonique de Bo d Pb est egale d la mesure de Green des lignes de

Green qui covergent vers Bo (voir [2]); il en est de meme de ω ί l έ
7> C'est une extension des resultats de Nagai, Tsuji, Yύjόbό et de Γauteur.
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3. Dέmonstration du thέoreme 1. Supposons que Ω Π S(2o) - E ne soit

pas de mesure harmonique nulle. On peut trouver Po ^ Ω Π S(8o) - E tel que,

pour tout voisinage U C Ω άe Po, U Γ\ SCSo) - # ne soit pas de mesure harmoni-

que nulle. Soit ΩQ G P O un domaine quelconque relativement compact dans Ω.

Nous choisissons w tel que MnΓ\ Ωo-φ. Soit P = lim/(P&) une limite obtenue

lorsque P*.e e x t e n d vers la frontiere de g. Alors ? G Mn. En effet, d'apres

Γhypothese il existe un element F de 23 tel que V Γ\ c{n) = ψ. Prenons un autre

element Vx C F de 35 tel que sa frontiere relative n soit disjointe de celle de

F. Evidemment c(w) CΛrι = φ. On peut done choisir P& 6Ξ £>(w) - Fi pres de Pk

tel que/(Pi) tende vers P, d'oύ PeMn.

Maintenant si Po φ/(c ( w )), on pose D{n)> - D(M) et c(w)' - c{n). Si Po e/(c ( w ) ),

Γensemble AC c{n) qui est transforme en Po est compact dans $, parce que

Po φ MM. Puisque/(P) est une transformation interieure au sens de Stoϊlow

[11] en dehors de E qui est totalement discoutinu, A est totalement discontinu

et on peut renfermer A par un nombre ίini de courbes fermees dont les images

ne passent pas par Po On retranche de D(n) les interieurs de ces courbes et

on designe par D(n)f le domaine qui reste et par c[n)l sa frontiere relative.

Soit ω la composante connexe de

qui contient Po. D'apres le lemme 3 applique a D{n)f, on conclut que

n(P9 Din)f) -

quasi-partout dans δ Π S - ^ et que la mesure harmonique dans ώ Π 3ϊ de

δ Π i est nulle. Si N < oo, les points PφE tels que «(P, D ίΛ)/) = N n'appar-

tiennent pas a S(So), et done S(2o) Π ω Π 9i - ^ est de capacite logarithmique

nulle. C'est en contradiction avec notre hypothese sur Po. Done n{Py D{n)) = °°

quasi-partout dans un voisinage dans 3ί de Po, E etant exclu.

Soit ΩQ Γensemble des points de ,§o Π 3i dont chacun P possede un voisinage

ί/p- dans Ωo tel que ^(P, D{n)) = oo quasi-partout dans U? - E. Alors J2j est

visiblement un ensemble ouvert et n{P, D(n}) - oo quasi-partout dans Ω[-E.

Supposons qu'il existe un point frontiere Pi φ E de <§ό dans ΩQ. Comme Px φ

Λfw, il y a, sur c ίw), au plus un nombre fini de points qui correspondent a Pi

On retranche de D{n) des voisinages compacts de ces points tels que Γimage
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de la frontiere relative de Γensemble ouvert restant ne passe pas par Px.

Encore en vertu du lemme 3, on voit que ϊ\ e Ωo. Par suite,

Ω C\ίl-Ω[CE

et done n(P, D{n)) = oo quasi-partout dans Ωo Γ\ ίft - E. C'est vrai pour tout m

plus grand que n. Done tout point de So Π 0t - /? est pris sur une suite de

points de $ qui converge vers So sauf les points d'un ensemble de capacite

logarithmique nulle. Ωo etant pris arbitrairement pres de Ω, on a la meme con-

clusion pour Ω. II est facile de voir que la mesure harmonique de Ω Γί S est

nulle par rapport a β Π | .

Remarque 1. Supposons qu'il exsite, dans toute composante connexe de

chaque Din\ une courbe tendant vers la frontiere de $ en dehors d'un certain

element de 25. Si Ω Π S(So) # Φ, alors Ω Π S(2o) -E n'est pas de mesure har-

monique nulle.

En effet, soit {Pn} une suite de points de $ telle que Pn G Din), qui con-

verge vers So et dont Γimage {/(Pn)} converge vers un point P de Ω Π S(So).

Menons une courbe ln dans D{n) partant de Pn et tendant vers la frontiere de

$ telle qu'elle reste en dehors d'un certain element de 55. L'image f{ϊn) est

une courbe qui part άef(Pn) et tend vers Mn. L'ensemble d'accumulation de

{/(/«)} est un continu qui est contenu dans S(So) et joint P avec SΓ(So S)

dans Ω. Done S(So) Π Ω — E n'est pas de mesure harmonique nulle.

La supposition est remplite, par exemple, dans le cas oύ $ est un domaine

D dans un plan, S correspond a un ensemble ferme F sur la frontiere C de D

de capacite logarithmique nulle, et So correspond a un point de F qui appartient

a Γadherence de C - F ; on y considere la topologie ordinaire dans un plan.

Avec ces S et S, une transformation pseudo-analytique classique quelconque

deίinie dans D a quotient de dilatation borne est une transformation paraboli-

que [S i C'est dans cette situation que Noshiro [5] a posee une question (voir

Γintroduction). Ainsi on voit que notre theoreme 1 repond a la question.

Remarque 2. Nous avons suppose que So possede une base {D{n)} a fron-

tieres relatives {c{n)} telle que chaque cin) soit situee en dehors d'un certain

voisinage de S On montrera que, sans une telle hypothese, le theoreme n'est

pas toujours vrai.

En effet, prenons le demi-plan x > 0 (z = x + iy) pour $, et le plan | w I ̂  oo
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pour $t soit w ~f(z) une fonction analytique bornee dans le demi-plan et con-

tinue dans le demi-plan ferme, Γorigine etant exclue, telle que/(iy) tende vers

une limite WQ lorsque y < 0 tend vers z = 0 mais n'ait pas de limite lorsque y > 0

tend vers z = 0. On prend les demi-cercles {Dn}9 oύ Dn = {! z I < 1/w, AT > 0},

pour base de S. Soit {zn} une suite tendant vers 2 = 0 dans le demi-plan telle

que \zn\ < 1/n et que lim/(zn) = &>J existe et WΛ # ^o. On mene une courbe ln

dans le premier quart du cercle I z \ < 1/n, qui part du point z = 1/n et se

termine a Γorigine et qui renferme, ensemble avec le segment (0, 1/n), tout

{zk)> k ^ n. On prend, pour la frontiere relative de Γelement D{n) d'une base

de So, In et un quart de circonference: | z | = 1/n, x > 0, y < 0. On peut sup-

poser que {D{n)} est decroissante. Alors, S(2o) est un continu borne qui con-

tient wo et wi et SΠSo ί S) consiste seulement en wo. Done i§ = Oi — SΠSo 8) est

le plan \w\ ^ oo pique έt tc o, et 5 ΠS(So) n'est pas de mesure harmonique

nulle. Cependant, J2φS(So).

4. On va etablir

TH^OREME 2. Sows /̂ s memes conditions que celles du theoreme 1, si

iδ C S(8o) ί̂ si w^ ίoiwί P de Ω nest pas pris par f(P) dans un certain D{n),

alors P est la valeur asymptotique suivant une courbe dans D{n) qui converge

vers 8.

D'abord nous donnons deux lemmes. Soit F(P) une transformation con-

tinue quelconque de $ dans 9Ϊ. Pour un domaine D C 3ΐ, on dira que F(P)

possede la propriέtέ dlversen par rapport a D si pour un point quelconque

Pi G $ dont Γimage F{PX) - Px se place dans Z), pour un autre point quelcon-

que P2^.D et pour un sous-domaine quelconque V de 5, contenant Pi et P2,

on peut trouver une courbe / C £y telle que F(/) C F, partant de Pi et ayant la

valeur P2 comme valeur asymptotique lorsque P ε / tend vers un point extremite.

LEMME 4. Sous les memes conditions que dans le lemme 3, /(P) possέde la

propriete dlversen par rapport a ω Π 3Ϊ.

Soient Pi, P2 et V definis comme ci-dessus. Soit Vf un sous-domaine

relativement compact dans V, contenant Pi et P2. Puisque, dans un voisinage

quelconque de Pi, on peut joindre Pi a un certain point P[φE, on peut sup-

poser que Pi^E. Pour la meme raison que dans la demonstration du lemme
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3, presque toutes les lignes de Green de la fonction de Green dans V\ ayant Pλ

pour pole, ne passent pas par E et ont des images reciproques partant de Pi et

aboutissant en les points de $ qui correspondent a des points frontieres de V'.

II existe au moins une telle ligne de Green 7 qui passe par un point Pr dans

un voisinage de P2. A partir de P', au moins une ligne de Green analogue a

7 passe dans un voisinage plus petit de P2. En repetant ce procede, on obtient

une courbe dans Vf aboutissant en P2, courbe dont Γimage reciproque dans g

part de Pi et a P2 comme valeur asymptotique.

LEMME 5. Sous les memes conditions que dans le lemme 3, cheque valeur

Pi non prise de ω Π U dans lequel n(P)^0 est une valeur asymptotique

suivant une courbe sur 8* qui converge vers 2 // en est de me me de chaque

point de δ Π l .

En effet, soit Po G ω Π 3Ϊ - E une valeur que/(P) admet en Po. D'apres

le lemme 4 on trouve une couve / C % partant de Po et ayant Pi comme valeur

asymptotique suivant /. Comme Pj n'est pas pris par /(P), / tend vers la fron-

tiere de % elle converge vers 2 parce que Pi ΐ M(2). Le deuxieme enonce est

demontre de la meme fa9on.

Remarque. De la meme maniere on peut prouver que chaque valeur

Pi e ω Π 0f - E telle que n(P) < sup n(P) est une valeur asymptotique suivant

une courbe sur $ qui converge vers 2

Le lemme 5 etant etabli, le theoreme 2 est maintenant une consequence

immediate du lemme 5.

II est clair que nos theoremes 1 et 2 et nos lemmes 3 et 4 generalisent les

theoremes 1 et 2 et les lemmes 1 et 2 de [8] respectivement.

5. Enfin on appliquera les theoremes 1 et 2 a un cas particulier. Si %

est une surface de Riemann parabolique et si le filtre 55 sans point adherent,

ayant une base formee d'ensembles ouverts a frontiere relative compacte, definit

2, alors toute transformation pseudo-analytique au sens de Pfluger-Ahlfors a

quotient de dilatation borne d'un element de 55, dans une autre surface de Rie-

mann 0i quelconque est parabolique [2]. Ainsi les theoremes 1 et 2 s'appliquent

et on obtient le

THEOREME 3. Soit f? une surface de Riemann parabolique et %l une autre
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surface de Riernann quelconque. Appliquons dans 3ί un ensemble ouvert D re-

lativement non compact dans t? a frontiέre relative compacte par une transfor-

mation pseudo-analytique au sens de Pfluger-Ahlfors a quotient de dilatation

bornέ, et dέsignons par S(F$) Vensemble d'accumulation en un ensemble fermέ

F(£ de composantes frontiέres de Kerέkjάrtό-Stoϊlow qui fait une partie de la

frontiέre idέale de D.

Alors ou Men 9Ϊ est parabolique et toute υaleur de Oί est prise sur une

suite de points de $ tendant vers Fg sauf au plus les valeurs d9un ensemble de

capacitέ logarithmique nulle dans 3Ϊ, ou bien S(F^) consiste en un ensemble

dans *β de capacitέ logarithmique nulle et en un ensemble de composantes fron-

tiέres de 3ί de mesure harmonique nulle par rapport a Oί I dans le premier casf

chaque point de 9t qui n'est pas pris dans un voisinage de F$ est la valeur

asymptotique suivant une courbe tendant vers la frontiέre de $ dans tout

voisinage de F§.

Considerons le cas oύ % est un domaine plan situe en dehors d'un en-

semble de capacite logarithmique nulle. Soit D un domaine de frontiere C

dans le plan z, soit F un ensemble relativement ferme dans D de capacite

logarithmique nulle, et soit w=f(z) une fonction pseudo-analytique au sens de

Pfluger-Ahlfors de quotient de dilatation borne deίinie dans D- F. Soit z0 un

point de F. Si on prend pour le filtre deίinissant un element frontiere So le

filtre des voisinages dans D - F de ZQ et pour $ definissant 2 le filtre des

voisinages dans D - F de F, alors SΓ( So \ S) =ψ. On ecrira S(zo) au lieu de

S(8o). Le plan entier | to \ <= oo etant pris pour 3ί, le theoreme 3 montre que

toute valeur w est prise dans tout voisinage de z0 sauf au plus les valeurs d'un

ensemble de capacite logarithmique nulle et toute valeur non prise est la valeur

asymptotique suivant une courbe se terminant en F, sinon S(zQ) consiste en un

point.

Supposons que S(z) consiste en un point pour tout point z de F. Alors

f{z) peut etre prolonge en une fonction definie et continue partout dans Dl

cette fonction sera notee encore p a r / U ) . On montrera qu'elle est pseudo-

analytique partout dans D.

LEMME β. Soit w—f(z) une fonction dέfinie et continue dans un domaine

D et soit F un ensemble relativement fermέ dar\s D de capacitέ logarithmique

nulle] supposons que f(z) soit pseudo-analytique au sens de Pfluger-Ahlfors de
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quotient de dilatation borne dans D - F. Alors f(z) est pseudo-analytique par-

tout dans D.

En premier lieu, nous prouverons que/U) transforme tout ensemble ouvert

dans D en un ensemble ouvert. On peut supposer que f(z) est pseudo-analy-

tique sur la frontiere C de D. En prenant le filtre des voisinages de F dans

D — F pour $, tout domaine complementaire A de /(C) possede la propriete

dΊversen d'apres le lemme 4. Done, si A Γ\f(D- F) # φ et s'il existe une

valeur WQEZA —f(D —F), on trouve une courbe / dans D — F suivant laquelle

f(z) tend vers w0. Cet / doit aboutir en un point de F et done w0 est l'image

d'un point de F. On en conclut que A C f(D). Soit ZQ un point quelconque de

D. Puisque F est totalement discontinu et f(z) est pseudo-analytique dans

D — F, on peut trouver une courbe fermee k autour de z0 telle que son image

ne passe pas par f(zo). Le domaine complementaire δy contenant /(zo), de/(/0)

contient l'image au moins d'un point P&F situe dans l'interieur de k. Done

le raisonnement ci-dessus s'applique et il resulte que δCftD). On voit que

f(z) est une transformation ouverte.

II est facile de conclure que Γensemble des points de D correspondant a

une valeur w quelconque est totalement discontinu. Ainsi f{z) est une trans-

formation interieure au sens de Stoϊlow [11] dans D. Le resultat suivant de

Mori [4] achevera la demonstration de notre lemme:

Soit f(z) une transformation interieure d'un domaine D\ supposons qu'elle

soit pseudo-analytique dans D - K, ou K est un ensemble relatiυement ferme

dans D qui est une rέunion dέnombrable d'ensembles de mesure linέaire finie.

Alors f(z) est pseudo-analytique partout dans D.

Ainsi on a etabli le

THEOREME 4. Soit D un domaine dans le plan z et soit F un ensemble

relatiυement fermέ dans D de capacitέ logarithmique nulle. Soit w -f(z) une

fonction pseudo-analytique au sens de Pfluger-Ahlfors de quotient de dilatation

borne dέfinie dans D - F, telle qu'elle ne puisse pas etre prolongέe a une fonction

pseudo-analytique partout dans D. Alors f(z) prend toute valeur w, \w\ ^ oo,

dans tout voisinage de F dans D — F sauf au plus les υaleurs dun ensemble de

capacitέ logarithmique nulle et chaque valeur non prise est la valeur asymptoti-

que suivant une courbe aboutissant a F.
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C'est une generalisation des resultats obtenus par Nevanlinna, Hallstrδm,

Kametani, Cartwright et Noshiro dans le cas oύ /U) est analytique.
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