SUR LES ENSEMBLES D’ACCUMULATION RELATIFS
A DES TRANSFORMATIONS LOCALEMENT PSEUDO-
ANALYTIQUES AU SENS DE PFLUGER-AHLFORS
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Introduction

La question posée par Noshiro dans [5] pour les ensembles d’accumulation
relatifs a des fonctions pseudo-analytiques classiques a été résolue par (T.)
Yosida [12] premiérement et ensuite, le présent auteur [8] a étendu son résultat
(théoreme 1 de [12]) au cas oi un nombre fini ou dénombrable de surfaces de
Riemann, qui sont des surfaces de recouvrement, sont transformées dans une
autre surface de Riemann par une application continue a dérivées partielles
continues sauf en un ensemble fermé de mesure linéaire nulle, ayant pour image
un ensemble de mesure linéaire également nulle; le quotient de dilatation n’y
est pas nécessairement borné mais subit certaine condition, et les ensembles
d’accumulation y sont définis pour les éléments frontiéres de Kerékjarto-Stoilow.
Une généralisation d’'un théoréme étoilé de Gross obtenue dans [7] a été utilisée
dans sa démonstration. L'auteur a continué son étude sur ce théoréme étoilé
et un de ses résultats établis dans [9] lui permettra d’améliorer les résultats
de [8] dans le présent mémoire. L’idée fondamentale est la méme que dans
[8] mais nous la récrirons, en nous reportant a [8] le moins possible.

Nous montrerons dans le théoréme 1 que, sauf pour un ensemble exception-
nel, les valeurs de la différence d’'un ensemble d’accumulation intérieure et d'un
ensemble d’accumulation frontiére sont prises dans tout voisinage d’'un élément
frontiére ou les ensembles d’accumulation sont définis, et, dans le théoréme 2,
que les valeurs non prises sont des valeurs asymptotiques.

En comparaison des résultats de [8], 'amélioration sera faite de trois points
de vue. Un espace 7% composé de surfaces de Riemann ne consistera pas néces-

sairement en des surfaces de recouvrement,” ce qui a été placé dans I'hypotheése
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1 On l'a écrit ® dans [8].
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dans [8], un élément frontiere de T sera défini au moyen d'un filtre d’'un
caractére assez général, et lapplication sera une transformation localement
pseudo-analytique au sens de Pfluger-Ahlfors a 'exception d’un certain ensemble
fermé; elle n’a pas besoin d’avoir les dérivées partielles continues.

Comme élément frontiére de la surface de Riemann R, dans laquelle 7 est
appliqué, on prend la composante frontiere de Kerékjarto-Stoilow. Si la ques-
tion posée par Brelot 4 la fin de [1], &4 savoir si presque toute la ligne de Green
converge vers un élément frontiére de Martin et si la mesure harmonique d’'un
ensemble d’éléments frontieres de Martin est égale a la mesure de Green des
lignes de Green qui y convergent, est résolue affirmativement, alors on peut
amaéliorer nos résultats en prenant I'élément frontiére de Martin comme élément
frontiere de . Mais nous ne nous occupons pas du détail de cette question ici.

Peut-étre c'est la premiéfe fois que des transformations de surfaces de
Riemann abstraites en des surfaces de Riemann également abstraites sont trai-

tées dans la théorie des ensembles d’accumulation.

1. Soit § un espace non compact composé d'un nombre fini ou dénombr-
able de surfaces de Riemann. Nous dirons qu’une suite de points ou ensembles
tend vers la frontiere de §§ si, pour tout compact dans 7, les points ou les en-
sembles se placent en dehors du compact, excepté un nombre fini au plus.

o~

Considérons un filtre ¥ dans F ayant pour base une suite décroissante d’en-
sembles ouverts tendant vers la frontiére de 5. Nous ajoutons 2 & un nouvel
élément @, dit élément frontiere, correspondant a %, et munissons & 4 {Q} d’une
topologie, en prenant le filtre qui consiste en {V+{Q}; V& B} pour le filtre
des voisinages de { et conservant les bases des voisinages des points de .
Etant donnée une fonction réelle q(P), 0 = q(P) £ o, définie presque par-
tout sur ¥ et, comme fonction de tout parametre local x+ 7y, mesurable au sens
de Lebesgue, on appellera ¢ g-parabolique s’il existe une base de B, composée
d’'une suite décroissante d’ensembles ouverts {D.} a frontiéres relatives dis-
jointes {¢x}, telle que, pour tous 7z et m (n < m), on trouve une fonction %y . (P)

harmonique dans D, — Dm— ¢ qui satisfait aux conditions suivantes :

limun,m(P) =0 et lim%, (P)<1

cm
et n étant fixé,

j ' dunm

- 0 avec m,
0§advn, m
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olt ¥, m(P) est la fonction conjuguée de u. m(P) et l'intégrale jq(P)dvn,m(P)
est prise le long de presque toute la courbe de niveau wunm(P) = Cte un,m,
0 < ttnm<1.

On va définir une transformation parabolique [{] de . Soient H une
autre surface de Riemann quelconque et f(P) une application continue de
dans %t localement pseudo-analytique au sens de Pfluger-Ahlfors en dehors d’un
ensemble fermé F de mesure linéaire nulle, ayant pour image un ensemble £
de mesure linéaire également nulle dans §; E est alors une réunion dénombr-
able d’enesmbles compacts dans §t. Renvoyons aux n® 2 et 5 de [9] pour les
définitions d’une transformation pseudo-analytique au sens de Pfluger-Ahlfors
et de son quotient de dilatation; on voit que celui-ci est mesurable au sens de
Lebesgue. On dira que f(P) est parabolique Q] si L est g-parabolique avec
q(P) égal au quotient de dilatation de f(P).

La derniére idée qu’il faut pour énoncer le premier théoréme, c’est celle
d’ensembles d’accumulation. Si %t est ouvert, € signifiera 'ensemble des com-
posantes frontieres de Kerékjartd-Stoilow, et si ¢ est clos, on pose & = ¢. Soit
& un autre élément frontiere de & de caractére général qui est plus fin que {;
nous munissons % + {Q} d’une topologie comme ¥ + {Q}. L'ensemble d'accumu-
lation intérieure Sg)=S(Eo) en L relatif & f(P) est défini par I'ensemble de
points de § + & tel que pour chacun P de ces points il existe une suite {Pe}
sur § convergeant vers {, dont 'image 7(P:) tend vers P. Soit {D'™} une
base de Q. Nous associons a D' l'adhérence 7. dans § + & de I'ensemble de

toutes les limites dans % + & dont chacune lim f(P:) est obtenue lorsqu’une
k>0

suite {P;} dans D" tend vers la frontiére de 7% en restant en dehors d'un cer-
, 8 .

tain élément de B. L'ensemble d accumulation frontitre SI' (20 "= ST(2; Q) en

Q relatif a f(P) est défini par N M,.

Maintenant nous énongons :

TutoriMe 1. Soit § un espace composé d'un nombre fini oun dénombrable
de surfaces de Riemann, Nt une autre surface de Riemann, & un élément fron-
ticre de % correspondant a un filtre B, et f(P) une transformation parabolique
[Q] de ¥ dans K. Soient S(Q) et S[(Lo; Q) respectivement U'ensemble d accumu-
lation intérieurve et l'ensemble d accumulation frontiére en un élément frontiére

S0, qui est plus fin que L et posséde pour base une suite décroissante {D™'}
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" yeste en

d’ensembles ouverts a frontiéres relatives {c"} telles que chaque c
dehors d'un certain élément de B. Alors toute composante connexe 3 de it + G
— SI(Q; Q) est contenue dans S(L), toute valeur de 2 N K — E est prise sur une
sutte de points de §F convergeant vers 2 sauf au plus les valeurs d'un ensemble
de capacité logarithmique nulle dans £ N % —E, et la mesure harmonique de
3 NC est nulle par rapport & & NN ;? sinon £ N S(Q) — E consiste en un en-
semble dans R de capacité logarithmique nulle et en un sous-ensemble de § de

mesure harmonique nulle par rapport & £ N R

Le cas particulier & = L : Soient 3 et i les mémes que dans le théoréme.
Si f(P) est une transformation parabolique [2,] de & dans Jt, toutes les con-

ditions sont remplies.

2. Dans ce numéro on se prépare pour la démonstration du théoreme 1.

Il v a encore une notion analogue 4 transformation parabolique [2]. Clest-
a-dire, & étant un élément frontiere, défini au moyen d’un filtre B,, d'une sur-
face de Riemann R, on appelle une transformation continue g(P') d’'une autre
surface de Riemann R’ dans R parabolique (L) lorsque g(P') est localement
pseudo-analytique au sens de Pfluger-Ahlfors en dehors d’'un ensemble fermé
E' dont l'image est de mesure linéaire nulle” et lorsque 2 est g-parabolique
avec g(P) égal a la somme %q(P’) pour P’ tels que g(P') =P et égal a 0 si
P est disjoint de I'image de %/, ou g(P’) est le quotient de dilatation de g(P')
en P'; comme l'image g(E') est de mesure linéaire nulle, q( P) est défini pres-
que partout dans M. La mesurabilité de ¢(P) suit du fait que g(P’') est la
transformation intérieure au sens de Stoilow [11] définie dans ! — E'.

Avec cette définition, il est facile d’établir le lemme suivant:

LemMmE 1. Soit f(P) une transformation parabolique [{] de ¥ dans t, &'
lespace composé de surfaces de Riemann, correspondant & §§ — E par rapport a

S(P), qui sont des surfaces de recouvrement de N, et £ (P') I'homéomorphisme

2 §'il n'existe aucune fonction de Green dans ON%, on suppose que tout ensemble
sur la frontiére est de mesure harmonique nulle.

3 On dira simplement que QN S(L) — E est de mesure harmonique nulle; de la méeme
maniére on définira la nullité de la mesure harmonique de G nS(g) — E pour'un sous-
domaine quelconque G de Q.

4 Ici on ne demande pas nécessairement que l'ensemble lui-méme soit de mesure
linéaire nulle,
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de §' sur % — E. Alors la restriction de f~(P') & un domaine quelconque D'
de ' est une transformation parc;bolique (Q) de D' dans la composante connexe
1 de § qui contient f~H(D'), ow Q est U'élément frontiere correspondant & la

trace sur %1 du filtre qui définit , Pourvu que cette trace soit un filtre.

Rappelons certaines terminologies données au n° 2 de [7]. Etant donnée
une transformation analytique, non nécessairement univalente mais localement
homéomorphe, d’'un domaine G du plan z=x+zy de la forme 0<x <1, 0 <y <
h(x) £ + o, dans une surface de Riemann 9/, on appelle I'image de G un
écoulement harmonique. L’ensemble des images de quelques lignes x = Cte,
0<y<h(x), est appelé un sous-écoulement harmonique, et 'image de chaque
ligne x=Cte est une trajectoire de cet écoulement. Si la représentation est
univalente, I’écoulement est appelé monofeuiliet. Si h(x) < + co pour tout x de
l'intervalle (0, 1) ou pour une partie de cet intervalle, '’écoulement ou le sous-
écoulement correspondant est appelé fini. Selon qu'un sous-écoulement est
I'image d'un ensemble de lignes x=Cte, dont la trace sur l'axe des x est de
mesure linéaire nulle ou positive, il est appelé respectivement nul ou positif.
On dit qu’'une transformation d’un écoulement harmonique placé sur une sur-
face de Riemann 9’ dans une autre surface de Riemann ouverte R est paraboli-
que (L) quand la transformation dans Rt définie dans G par lintermédiaire de
N est parabolique (L), & étant un élément frontiere de R.

Il découle immédiatement de ces définitions et du théoréeme 5 de [9] (pour

une correction de la démonstration de ce théoréme, voir la note 7) au bas de

[101):

LemME 2. Soit R une surface de Riemann ouverte et W' une aulre surface
de Riemann quelconque; considérons une transformation parabolique (L) dans
N d'un écoulement harmonique H' placé sur R'. Si chaque trajectoire d’un
sous-écoulement fini H, de H' contient wune suite de points dont les images

tendent vers R, alors Hi est nul.

Soient %, B et L l'espace, le filtre et I'élément frontiére définis au n° 1, et
soit /(P) une transformation parabolique [Q] de & dans Ji. On désignera par
M(Q) l'adhérence dans % +& de l'ensemble de toutes les limites dans R+ @

dont chacune lim f( P;) est obtenue lorsqu'une suite {P} dans { tend vers sa
k->»

frontiére en restant en dehors d'un certain élément de B. Pour un ensemble
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ouvert D C ¥, on note z( P D) le nombre des points dans D — E qui sont trans-
formés en P par f(P), ot E est 'ensemble exceptionnel, 2 l'image %= f(E),
défini au n° 1; #n(P, §) sera noté simplement n(P),

Le lemme suivant jouera le role important dans la démonstration du théo-

réeme 1.

LemMme 3. Pour chaque composante connexe & de Nt +8& — M(R), on conclut

que

n(P) = sup n(P)
Pewn$t
quasi-partout (c’est-a-dire sauf en un ensemble de capacité logarithmique nulle)
dans 5N R —E  Si n(P)£0 dans 3 N\ R, la mesure harmonique de & N C par

rapport & & N R est nulle®.

On désigne par 3§/ 'espace composé des surfaces de Riemann, homéomor-
phes a § — E par rapport & f(P), qui sont des surfaces de recouvrement de .

Posons _sup n(P) = N, et supposons que N >0 et que I'ensemble
Pewaf

B={Peanf-E; n(P) < NP

soit de capacité logarithmique positive. Si V= o, il existe 7, 0 <7, < =, tel

que
B ={PeanR-E; n(P)<n)®

soit de capacité logarithmique positive. Par le lemme 3.1 de [6] on trouve un
sous-ensemble compact discret B, de capacité logarithmique positive de B (si
N< o) oudeB' (si N= )., Soit P& &N K —FE un point tel que n(5) =N
(si N<o) ou n(P) =N 2=mn, (si N= ), et soint {Q!} (i=1,2, ..., Nou
N') les points de 3 situés au-dessus de . On peut supposer qu'aucun @ n’est
pas de point de ramification. On définit la fonction de Green G(P, B,) ayant
Py pour pole dans & N Rt — B, et on la considére sur #'. Les trajectoires ortho-
gonales maximales issues de /%, sans points multiples, des courbes de niveau
de G(P, P,), sont appelées lignes de Green [2]. Comme E est de mesure linéaire
nulle, presque toutes les lignes de Green ne rencontrent pas £. On considére,

=]

pour chaque ligne de Green, la courbe maximale issue de @) dans §', située

5 C'est un ensemble bhorélien et donc capacitable d’aprés le résultat de Choquet [3].
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au-dessus de cette ligne et ne passant pas par des points de ramification de .
L’ensemble de telles courbes issues de Q! engendre un écoulement harmonique
monofeuillet fini sur &' tel que les trajectoires dont les projections convergent
vers B, forment un sous-écoulement harmonique positif.” D’aprés les lemmes
1 et 2, on conclut que les images dans % de presque toutes les trajectoires de
ce sous-écoulement ne s'étendent pas vers 8. Comme B, N M(L) = ¢, les images
ne tendent pas vers la frontiere de i et donc aboutissent en des points de
& —E. Clest vrai pour tout z (1 £7 = N ou N') et il en résulte qu'il existe au
moins un point de B, qui posséde N (ou N') images réciproques dans { — E.
Ainsi arrive une contradiction. Comme I'image réciproque d’une ligne de Green
qui tend vers § — 17(¢) s'étend vers ¢, encore par suite des lemmes 1 et 2, il

suit que la mesure harmonique de @ N &% est nulle si #(P) %0 dans & N R.

Remarque. Définissons un ensemble N(Q) par les points de Jt + € tels que,
pour chacun P de ces points, il existe une courbe sur § dont I'image converge
vers P et qui tend vers la frontiere de I en restant en dehors d'un certain
élément de B. Alors N(Q) C J(Q). Si on emploie N(Q) au lieu de A(Q) dans

le lemme, on a une méme conclusion.

CorOLLAIRE.” Soit R une surface de Riemann ouverte, t une autre quel-
conque, L& un élément frontiére de R et f(P) une transformation parabolique
[ de R dans . On suppose que toute la courbe sur N qui tend vers la
frontiére et sur laquelle f(P) tend vers une valeur de B+ 8, s'étend vers Q..
Alors, si D C R est une composante connexe de I'image récibroque dun domaine
quelcongue D C %, on conclut que

n(BP, D)= sup n(P, D)

PED
quasi-partout dans D — E.

En effet, si on prend D pour § dans le lemme 3 et un élément frontiére
correspondant 2 la trace sur D du filtre qui définit &, pour { dans le lemme
3, alors N(Q) est égal a la frontiére relative de D et D est une composante
connexe de Jt — N(R); ainsi le lemme 3 s’applique.

6 La mesure harmonique de Bo 4 P) est égale 4 la mesure de Green des lignes de

Green qui covergent vers By (voir [2]); il en est de méme de o ne.
7 Cest une extension des résultats de Nagai, Tsuji, Y1jobd et de l'auteur.
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3. Démonstration du théoréme 1. Supposons que & N S(L) —E ne soit
pas de mesure harmonique nulle. On peut trouver P& £ N S(R) — E tel que,
pour tout voisinage 7 C & de Py, U'N S(L) — E ne soit pas de mesure harmoni-
que nulle. Soit &, P, un domaine quelconque relativement compact dans &.
Nous choisissons » tel que M, N 2o=¢. Soit ]3=kli52 f(Pr) une limite obtenue

(n)

lorsque Pr& ¢ tend vers la frontiere de §¥. Alors Pe NM,. En effet, d’aprés

" = ¢. Prenons un autre

I’hypothése il existe un élément V de B tel que VNe¢
élément V; C V de B tel que sa frontiere relative r: soit disjointe de celle de
V. Evidemment ¢™ Ny, =¢. On peut donc choisir Pie& D™ — V, pres de Pe
tel que f(P}) tende vers P, dot P& M,.

Maintenant si P, & 7(¢™), on pose D™ = D™ et ¢ =¢™. Si Pye f(c'™),
Iensemble A C ¢'™ qui est transformé en Py est compact dans §, parce que
P, e M,. Puisque f(P) est une transformation intérieure au sens de Stoilow
[11] en dehors de E qui est totalement discoutinu, A est totalement discontinu
et on peut renfermer A par un nombre fini de courbes fermées dont les images
ne passent pas par P,. On retranche de D™ les intérieurs de ces courbes et
on désigne par D™’ le domaine qui reste et par ¢ sa frontiére relative.

Soit @ la composante connexe de
S’R+'@_M_f(c(m,)
qui contient 7. D’aprés le lemme 3 appliqué a D™, on conclut que

n(P, D™ = ~sgp~n(]3, D™ =Ng o
Peon®t

quasi-partout dans @ N % — E, et que la mesure harmonique dans & NJ de
@N & est nulle. Si N< oo, les points PeEE tels que n(P, D™') = N n’appar-
tiennent pas a S(L), et donc S(L) N& N K — E est de capacité logarithmique
nulle. Cest en contradiction avec notre hypothése sur P,. Donc nl P, D™) = o
quasi-partout dans un voisinage dans §t de P, E étant exclu.

Soit @¢ 'ensemble des points de 2, N & dont chacun P posséde un voisinage
Uy dans 2, tel que »n(P D™)= o quasi-partout dans Uz —E. Alors 2, est
visiblement un ensemble ouvert et n(P D™)= « quasi-partout dans 2¢— E.
Supposons qu’il existe un point frontiere P & £ de £¢ dans £,. Comme P &
My, il y a, sur ¢, au plus un nombre fini de points qui correspondent 2 Pi.

On retranche de D' des voisinages compacts de ces points tels que I'image
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de la frontiere relative de I'ensemble ouvert restant ne passe pas par B
Encore en vertu du lemme 3, on voit que P, € ;. Par suite,

GNR-5CE
et donc n(P, D) = « quasi-partout dans &, N K — E. Clest vrai pour tout m
plus grand que #. Donc tout point de @, N\ % — E est pris sur une suite de
points de § qui converge vers & sauf les points d'un ensemble de capacité
logarithmique nulle. 2, étant pris arbitrairement prés de &, on a la méme con-

clusion pour &. Il est facile de voir que la mesure harmonique de £ NE est
nulle par rapport a £ N K.

Remarque 1. Supposons qu’il exsite, dans toute composante connexe de
chaque D™, une courbe tendant vers la frontiére de % en dehors d'un certain
élément de B. Si & N S(L) = ¢, alors 2 N S(Q) — E n'est pas de mesure har-
monique nulle.

En effet, soit {P,} une suite de points de F telle que P, D", qui con-
verge vers @ et dont I'image {f(P,)} converge vers un point 2 de & N S(g).
Menons une courbe I, dans D' partant de P, et tendant vers la frontiere de
& telle qu’elle reste en dehors d’'un certain élément de L. L’image f(I,) est
une courbe qui part de f(P,) et tend vers i7,. L’ensemble d’accumulation de
{f(I,)} est un continu qui est contenu dans S(%,) et joint P avec SI(L; Q)
dans #. Donc S(L) N £ — E n’est pas de mesure harmonique nulle.

La supposition est remplite, par exemple, dans le cas ol ¥ est un domaine
D dans un plan, ¢ correspond & un ensemble fermé F sur la frontiere C de D
de capacité logarithmique nulle, et €, correspond a un point de F qui appartient
a 'adhérence de C —F; on y considére la topologie ordinaire dans un plan.

o~

Avec ces §F et ¢, une transformation pseudo-analytique classique quelconque
définie dans D a quotient de dilatation borné est une transformation paraboli-
que [2]. Clest dans cette situation que Noshiro [5] a posée une question (voir

Tintroduction). Ainsi on voit que notre théoréme 1 répond a la question.

Remarque 2. Nous avons supposé que £, posséde une base {D"} a fron-

) soit située en dehors d’un certain

tieres relatives {¢™} telle que chaque ¢
voisinage de & On montrera que, sans une telle hypotheése, le théoréme n’est
pas toujours vrai.

En effet, prenons le demi-plan x > 0 (z=x +¢y) pour &, et le plan |w| = o
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pour % ; soit w =/(z) une fonction analytique bornée dans le demi-plan et con-
tinue dans le demi-plan fermé, l'origine étant exclue, telle que f(zy) tende vers
une limite w, lorsque ¥ <0 tend vers z = (0 mais n’ait pas de limite lorsque y>0
tend vers z=0. On prend les demi-cercles {Dn}, ott Dy ={l2]| <1/n, x> 0},
pour base de Q. Soit {z.) une suite tendant vers z =0 dans le demi-plan telle

que |zn| <1/n et que limf(z,) = w; existe et w, = wo. On meéne une courbe I,

n—>

dans le premier quart du cercle |z| <1/#, qui part du point z=1/% et se
termine a l'origine et qui renferme, ensemble avec le segment (0, 1/#), tout
{2z}, k> n. On prend, pour la frontiere relative de I'élément DY d'une base
de @, I, et un quart de circonférence: |z]=1/5, x>0, y <0. On peut sup-
poser que {D™} est décroissante. Alors, S(%) est un continu borné qui con-
tient wo et w: et SI(R; Q) consiste seulement en wo. Donc & = Jt — SI'(Ly; Q) est
le plan |w| < « piqué 2 wy, et £ N S(Q) n'est pas de mesure harmonique
nulle. Cependant, 2 € S().

4. On va établir

TutorEME 2. Sous les mémes conditions que celles du théoréeme 1, si
2 C S(Q) et si un point P de & west pas pris par f(P) dans un certain D™,
alors P est la valeur asymptotique suivant une courbe dans D qui converge

vers L.

D’abord nous donnons deux lemmes. Soit F(P) une transformation con-
tinue quelconque de ¥ dans $. Pour un domaine D C %, on dira que F(P)
possede la propriété dlversen par rapport & D si pour un point quelconque
P, e § dont 'image F(P) =P, se place dans D, pour un autre point quelcon-
que P, D et pour un sous-domaine quelconque V de D, contenant P, et P,
on peut trouver une courbe ! C § telle que F(I) C ¥, partant de P, et ayant la

valeur P, comme valeur asymptotique lorsque P& [ tend vers un point extrémité.

LeMME 4. Sous les memes conditions que dans le lemme 3, f(P) posséde la

propriété d Iversen par rapport & & N RK.

Soient P, P, et V définis comme ci-dessus. Soit V' un sous-domaine
relativement compact dans V, contenant P, et P,. Puisque, dans un voisinage
quelconque de Pi, on peut joindre P, 2 un certain point P; e E, on peut sup-

poser que PiéE E. Pour la méme raison que dans la démonstration du lemme
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3, presque toutes les lignes de Green de la fonction de Green dans V7, ayant P,
pour pdle, ne passent pas par £ et ont des images réciproques partant de P, et
aboutissant en les points de & qui correspondent a4 des points frontiéres de V.
Il existe au moins une telle ligne de Green 7 qui passe par un point P' dans
un voisinage de P,. A partir de P’, au moins une ligne de Green analogue a
7 passe dans un voisinage plus petit de P,. En répétant ce procédé, on obtient
une courbe dans V' aboutissant en P, courbe dont l'image réciproque dans

part de P, et a P» comme valeur asymptotique.

LemME 5. Sous les meémes conditions que dans le lemme 3, chaque valeur
B, non prise de 5NN dans lequel n(P)£0 est une valeur asymptotique
suivant une courbe sur T qui converge vers L; il en est de méme de chaque
point de & N T.

En effet, soit o€ @ N R — E une valeur que f(P) admet en P). D'apres
le lemme 4 on trouve une couve ! C i partant de P, et ayant P, comme valeur
asymptotique suivant .. Comme /7 n’est pas pris par f(P), I tend vers la fron-
tiere de §; elle converge vers € parce que P & M(Q). Le deuxieme énoncé est

démontré de la méme facon.

Remarque. De la méme maniére on peut prouver que chaque valeur

Pie 3N —E telle que n(P) < sup n(P) est une valeur asymptotique suivant
Beonit
une courbe sur ¥ qui converge vers Q.

Le lemme 5 étant établi, le théoréme 2 est maintenant une conséquence
immédiate du lemme 5.
Il est clair que nos théorémes 1 et 2 et nos lemmes 3 et 4 généralisent les

théorémes 1 et 2 et les lemmes 1 et 2 de [8] respectivement.

5. Enfin on appliquera les théorémes 1 et 2 a un cas particulier. Si ¥
est une surface de Riemann parabolique et si le filtre B sans point adhérent,
ayant une base formée d’ensembles ouverts a frontiere relative compacte, définit
Q, alors toute transformation pseudo-analytique au sens de Pfluger-Ahlfors a
quotient de dilatation borné d’'un élément de B, dans une autre surface de Rie-
mann R quelconque est parabolique []. Ainsi les théorémes 1 et 2 s’appliquent

et on obtient le

THEOREME 3. Soit § une surface de Riemann paraboligue et N une autre
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surface de Riemann quelconque. Appliquons dans % wun ensemble ouvert D re-
lativement non compact dans F & frontidre relative compacte par une transfor-
mation pseudo-analytique aun sens de Pfluger-Ahlfors & quotient de dilatation
borné, et désignons par S(Fy) U'ensemble d’accumulation en un ensemble fermé
Fg de composantes frontieres de Kerékjarto-Stoilow qui fait une partie de la
Srontiere idéale de D.

Alors ou bien i est parabolique et toute valewr de R est prise sur une
suite de points de § tendant vers Fg sauf au plus les valeurs d'un ensemble de
capacité logarithmique nulle dans R, ou bien S(F@) consiste en un ensemble
dans f& de capacité logarithmique nulle et en un ensemble de composantes fron-
tieres de Jt de mesure harmonique nulle par rapport & % ; dans le premier cas,
chaque point de Nt qui west pas pris dans un voisinage de Fg est la valeur
asymptotique suivant une courbe tendant vers la frontiére de ¥ dans tout
voisinage de F.

o

Considérons le cas ol § est un domaine plan situé en dehors d’un en-
semble de capacité logarithmique nulle. Soit D un domaine de frontiere C
dans le plan z, soit F un ensemble relativement fermé dans D de capacité
logarithmique nulle, et soit w = f(z) une fonction pseudo-analytique au sens de
Pfluger-Ahlfors de quotient de dilatation borné définie dans D — F. Soit z, un
point de F. Si on prend pour le filtre définissant un élément frontiere Qo le
filtre des voisinages dans D — F de z, et pour ¥ définissant ¢ le filtre des
voisinages dans D — F de F, alors SI(Q ; Q) =¢. On écrira S(z,) au lieu de
S(%). Le plan entier |w]| £ oo étant pris pour %, le théoréme 3 montre que
toute valeur w est prise dans tout voisinage de z, sauf au plus les valeurs d’un
ensemble de capacité logarithmique nulle et toute valeur non prise est la valeur
asymptotique suivant une courbe se terminant en F, sinon S(z,) consiste en un
point.

Supposons que S(z) consiste en un point pour tout point z de F. Alors
f(z) peut étre prolongé en une fonction définie et continue partout dans D;
cette fonction sera notée encore par f(z). On montrera qu’elle est pseudo-
analytique partout dans D.

LemMmEe 6. Soit w=f(2) une fonction définie et continue dans un domaine
D et soit F un ensemble relativement fermé dans D de capacité logarithmique
nulle; supposons que f(2) soit pseudo-analytique au sens de Pfluger-Ahlfors de
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quotient de dilatation borné dans D—F. Alors f(2) est pseudo-analytique par-
tout dans D.

En premier lieu, nous prouverons que f(z) transforme tout ensemble ouvert
dans D en un ensemble ouvert. On peut supposer que f(z) est pseudo-analy-
tique sur la frontiere C de D. En prenant le filtre des voisinages de F dans
D - F pour %, tout domaine complémentaire 4 de f(C) posséde la propriété
d’Iversen d’aprés le lemme 4. Donc, si ANfA(D—F) % ¢ et s’il existe une
valeur wo€ 4— (D — F), on trouve une courbe [ dans D — F suivant laquelle
f(z) tend vers w,. Cet I doit aboutir en un point de F et donc w, est I'image
d’un point de F. On en conclut que 4 C (D). Soit 2z, un point quelconque de
D. Puisque F est totalement discontinu et f(z) est pseudo-analytique dans
D — F, on peut trouver une courbe fermée [, autour de z, telle que son image
ne passe pas par f(z). Le domaine complémentaire §, contenant f(z,), de f(k)
contient Iimage au moins d’un point P F' situé dans lintérieur de I,. Donc
le raisonnement ci-dessus s’applique et il résulte que 6 C f{D). On voit que
f(z) est une transformation ouverte.

Il est facile de conclure que 'ensemble des points de D correspondant a
une valeur w quelconque est totalement discontinu. Ainsi f(z) est une trans-
formation intérieure au sens de Stoilow [11] dans D. Le résultat suivant de

Mori [4] achevera la démonstration de notre lemme:

Soit f(z) une transformation intérieure d'un domaine D; supposons quwelle
soit pseudo-analytigue dans D~ K, ou K est un ensemble relativement fermé
dans D qui est une réunion démombrable d’ensembles de mesure linéaive finie.

Alors f(2z) est pseudo-analvtique partout dans D.
Ainsi on a établi le

TuEOREME 4. Soit D un domaine dans le plan z et soit F un ensemble
relativement fermé dans D de capacité logarithmique nulle. Soit w =f(2) une
fonction pseudo-analytique au sens de Pfluger-Ahlfors de quotient de dilatation
borné définie dans D — F, telle quwelle ne puisse pas éire prolongée & une fonction
Dseundo-analytique partout dans D. Alors f(z2) prend toute valeur w, |w| < «,
dans tout voisinage de F dans D — F sauf au plus les valeurs d’'un ensemble de
capacité logarithmique nulle et chaque valewr non prise est la valeur asymptoti-

que suivant une courbe aboutissant @ F.

https://doi.org/10.1017/50027763000002014 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0027763000002014

144 MAKOTO OHTSUKA

C’est une généralisation des résultats obtenus par Nevanlinna, Hallstrém,

Kametani, Cartwright et Noshiro dans le cas ou f(z) est analytique.
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