SUR LE GROUPE D’AUTOMORPHISMES D’UN ESPACE
FIBRE PRINCIPAL ANALYTIQUE COMPLEXE

AKIHIKO MORIMOTO

1. Dans ce mémoir nous démontrons que le groupe d’automorphismes d'un
espace fibré principal analytique complexe & base compacte est un groupe de
Lie complexe par la topologie de la convergence compacte et ensuite nous
étudierons quelques relations entre le groupe d’automorphismes d'un espace
fibré principal analytique complexe et le groupe d’homéomorphisme analytiques

de sa base.

2. Soit M une variété différentiable’ et soit D(M) le groupe d’homéo-
morphismes différentiables de M. Un sous-ensemble {a:; — = <t< ) de
D(M) sera appelé un groupe a un parametre de transformations de M si a: - as
= a+s et si U'application de R x M dans M définie par (¢, x) - a;x est différ-
entiable. Un groupe & un parameétre de transformations a@; définit un champ

de vecteurs X sur M tel que

Xof = lim flar(x) = f(x)
10 t

Soit, maintenant, M une variété analytique complexe et soit a:;(— o <t <
+ o) un groupe a un parameétre de transformations analytiques (complexes)
de M. Soit X le champ de vecteurs sur M défini par a;. Si 'on désigne par
I le tenseur de type (1.1) définissant la structure complexe de M, ona [ X, I,Y]
=Iy[X, Y1 pour tout champs de vecteurs Y sur M. Un champ de vecteurs
X sur M qui vérifie cette derniére condition sera appelé un champ de vecteurs
conforme. On peut dire alors que le champ de vecteurs X défini par un groupe
a un parametre de transformations analytiques de M est conforme. Réciproque-
ment, si M est compacte, tout champ de vecteurs conforme sur M engendre un

groupe & un parameétre de transformations analytiques de M. Un champ de

vecteurs complexes X sera dit holomorphe si ¥ s’écrit localement X = >\ X'(z,
i=1

Received April 6, 1958.
D Dans ce mémoir “différentiable” signifie “indéfiniment différentiable.”
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Lo, 20 aZ,-—, ot 2, ..., z" désigne un systéme de coordonnées complexes
dans M et ou X'(z, ..., 2") sont des fonctions holomorphes de z', ..., 2"
Un champ de vecteurs réels X est conforme si et seulement si X s’écrit X =¥ + X,
ot X est un champ de vecteurs holomorphe et X désigne le conjugué complexe
de X. Pour X conforme le champ de vecteurs X sera appelé la partie holomorphe
de X. L’ensemble a(M) des champs de vecteurs conformes sur M forme une
algeébre de Lie complexe. La structure complexe de a(M) est donnée par la
condition y—1+X=1Iy+X. Lensemble H(M) des champs de vecteurs holo-
morphes sur M forme une algebre de Lie complexe isomorphe & a(M): L'iso-
morphisme est donné par X - ¥. Soit T(M) l'espace fibré tangent de M. T(M)
est un espace fibré vectoriel analytique complexe et on peut identifier §(M)

avec l'espace vectoriel complexe des sections holomorphes de T(M).

3. Soit P(M, G, =) un espace fibré principal analytique complexe de base
M et de groupe structural G, » étant la projection de P sur M. Une application
& : P- P sera dite un automorphisme de P(M, G, n) si & est un homéo-
morphisme analytique de la variété complexe P et si @(R;* x) = Ra* @(x) pour
tout x & P et a € G, ou R, désigne la translation a droite par un élément ¢ du
groupe structural G. Désignons par F(P) le groupe de tous les automorphismes
de P et par A(M) le groupe de tous les homéomorphismes analytiques (com-
plexes) de M munissant de la topologie de la convergence compacte (compact-
open topology). Le groupe F(P) (resp. A(M)) est alors un groupe topologique

de transformations de P (resp. de M). Cela étant dit, nous démontrons le
théoréme suivant:

TutorEME. Soit P(M, G, =) un espace fibré principal analytique complexe
a base M compacte. Alors le groupe F(P) d’automorphismes de P(M, G, r) est
un groupe de Lie complexe et I'application de F(P) X P dans P définie par
(@, x) » @(x) est analytique complexe. De plus I'algébre de Lie de F(P) s’identifie
avec U'algébre de Lie {(P) de tous les champs de vecteurs conformes X sur P
tels quz RaX =X pour tout a € G, oit Ry désigne la différentielle de I application
Ra.

4. Pour démontrer notre théoréme rappelons, d’abord, deux théorémes
suivants dus & Bochner-Montgomery [3]:

(A) Si M est une variété analytique complexe compacte le groupe A(M)
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est un groupe de Lie.

(B) Soit V une variété différentiable connexe. Supposons qu'un groupe
topologique H de transformations de V satisfasse & la condition suivante: un
élément de H qui laisse fixe chaque point d'un ouvert non vide de V est
nécessairement la transformation identique. Dans ce cas, si le groupe H est
localement compact, H est un groupe de Lie.

D’aprés ce qu'on a remarqué au paragraphe 2 on voit que A(M) est un
groupe de Lie complexe dont l'algebre de Lie s’identifie avec l'algebre de Lie

H(M) des champs de vecteurs holomorphes sur M.

5. Nous allons démontrer que F(P) est un groupe de Lie par la topologie
de la convergence compacte, en supposant que la base A7 est compacte.

D'apres (A) le groupe A(M) est un groupe de Lie, & fortiori, un groupe
localement compact par la topologie de la convergence compacte. On peut
donc trouver un nombre fini des compacts L. et des ouverts W/ (»=1, ..., p)

dans M tels que
U={a€ AM) | «(L,) CW,, o« "(L)CW!. v=1...,p)

soit un voisinage ouvert dans A(M) dont la fermeture 1l est compacte. Prenons
des compacts L, dans P (»=1,2,...,p) tels que n(L,) =L,. Soit {U} un
recouvrement fini des voisinages ouverts coordonnés de M tel qu'il existe un
homéomorphisme holomorphe ¢; : Ui x G —» =~ '(U}"). Désignons par {gi;} des
fonctions de passage par rapport au recouvrement {U}'} :

0 (%, @) = ¢i(x, gi;(x) + ) xeU!’NU/, geG.

Choisissons des ouverts U;, U} dans M tels que U; CU; C U C U CUY ou U;
est compact et que M= U U..

Pour un compact K et un ouvert O dans P tels que K C O nous posons
WK, O)={eae F(P)|a(K)CO, & '(K)CO0)}.
Soit f; la section holomorphe de P sur U;' définie par
fi(%) = ¢ilx, @) re U,

ou a; est un élément de G qui sera bientGt convenablement choisi. Posons
Ki=fi(Uj), O;i=¢i(U; x a; V) ot V est un voisinage ouvert de I'élément neutre

de G tel qu'il existe un voisinage ouvert V' qui est analytiquement homéomorphe
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a4 un domaine borné dans C" (#n=dim G) et qui contient la fermeture V
de V:VCVCV. Soit W, (b=1,2,...,5) un ouvert de M tel que
LCW.CW CW!, (»=1,2,...,p). Maintenant nous posons:

8= NWEK;, O) NOWL., W),

ot W. est un ouvert de P telque L. CW.,. C ="' (W,) (»=1,2,..., p). DB est,
par définition, un voisinage ouvert de I'élément neutre de F(P). Démontrons
d’abord que lon peut trouver, pour toute suite {@*}7-, de ¥, un élément
d’accumulation de {#'®'} dans T.

Or, un élément & de F(P) induit un élément a de A(M) tel que
ax°om=m0°d.
Si & est un élément de B, d’aprés la définition de B on peut écrire comme suit:
(1) @(gilx, a))) = ¢ila(x), a; * Bi(x)) x e U,

ou fBi: U;—-» V' est une application holomorphe. Puisque & est un auto-

morphisme de P on a l'égalité suivante:
(2) giila(x)) « fi(x) =F:(x) » gij(x) pour xe& U;NU;,

ot Bi(x) =a; - Bi(x) » ai'. D'aprés la maniére du choix de B 'automorphisme a'*’

~ (k) (k)

de M induit par @' est contenu dans . On peut supposer que a'~ converge
vers « € A(M) par la convergence compacte car Il est compact. Puisque

’égalité (1) est vraie pour @ on peut écrire:
a®(fi0) = ¢:(a®P(x), aip®(x)) rxe U

ou B ={8™}) est une famille des applications holomorphes uniformément bornés
de U; dans V', parceque V'’ est un domaine borné. On peut donc trouver une
suite uniformément convergente {8{*’} dans B. Nous pouvons donc supposer
que

- B
par la convergence compacte, ol 3/ est aussi holomorphe. Définissons @ € F(P)
par la formule suivante:

&(fi(x) « g) = ¢i(alx), aiBi(x) « g).

Nous remarquons que & est un élément de F(P) bien défini puisque B/ satisfait

a légalité (2). Dapres la convergence compacte des suites {a®} et {5{®’} il est
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clair que @ converge vers @ dans F(P).

Pour un compact K et un ouvert O dans P tels que K C O désignons par
C(K, O) I'ensemble de toutes les applications continues de K dans 0. C(K, O)
est un espace topologique par la topologie de la convergence compacte. Si O
est contenu dans un voisinage coordonné, C(K, O) a une base dénombrable des
ouverts car K et O, tous les deux ont telle base. Soit ¢ I'application de (K, O)
dans C(K, O) qui fait correspondre a un élément & € (K, O) sa restriction a
K. Si K contient un ouvert non vide 'application p est injective. Démontrons

le lemme suivant:

LemMma.  Supposons que la base M soit connzxe. Si K contient un ouvert
non vide et si O est contenu dans un voisinage coordonné, I'application o est une

application topologique de B N U(K, O) dans C(K, O).

D’aprés la définition de la topologie de la convergence compacte p est
naturellement continue. Pour montrer que p est topologique il suffit donc de
montrer le fait suivant puisque C(K, O) a une base dénombrable des ouvérts:
Si, pour une suite {a®} dans ¥ NIU(K, 0), o(@®) converge vers p(&@) dans
C(K, 0), @® converge nécessairement vers @ dans F(P). Si, en effet, la suite
{a'®} ne converge pas vers @, il existe un voisinage I de @ dans F(P) et il
existe infiniment beaucoup de &*’ dans {a*®'} tel que a'*" & 1. Dapres ce
qu'on a déja démontré il existe une sous-suite {@*"’} dans {&*”} qui converge
vers un élément 5 dans B. Puisque a(p) =5 (p) pour tout point p de K et
puisque K contient un ouvert non vide de P, on a & =j5. En effet, pour le voir,
il suffit de démontrer le fait suivant: une transformation & de F(P) qui laisse
fixe chaque point d’'un ouvert U non vide de P est nécessairement la transfor-
mation identique. Soit, en effet, x, un point de . Alors @ laisse fixe chaque
point de la composante connexe Pi, de P contenant le point x,. Puisque M est
connexe, on sait que n(Py) =M. Il existe donc, pour tout point x de P, un
point x; € Py, et un élément g€ G telsque x=2x,*g. Onaalors @(x) =a(x;*g)
=a(x) *g=x°+g=x & est donc la transformation identique. Or, I'égalité
& =[ est contradictoire au fait: @*” €1, et le lemme est donc démontré.

Puisque C(K, O) a une base dénombrable des ouverts pour un ouvert O
contenu dans un voisinage coordonné, B N U(K, O) a de méme une telle base
pour un K contenant un ouvert non vide. D’aprés ce qu'on a démontré plus

haut ce voisinage V=V NU(K, O) -de 1'élément neutre dans F(FP) a donc la
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fermeture compacte et par suite F(P) est un groupe localement compact.

Nous allons maintenant démontrer que F(P) est un groupe de Lie en
supposant que la base M soit connexe. \ Soit P’ une composante connexe de P.
Puisque M est connexe, on voit qu'il est possible de trouver les éléments a;€G
tels que I'image {/fi;(x)|x & U;'} de la section f; est contenue dans P' pour tout
indice 4, et il est possible, de méme, de trouver les ouverts O, O; et W, contenus
dans P/, les notations étant celles qui ont été utilisées pour définir le voisinage
ouvert B; de F(P). Soit F'(P) le sous-groupe de F(P) des éléments de F(P)
qui laissent stable P'. F'(P) est alors un sous-groupe ouvert de F(P) parceque
F'(P) contient un ouvert U({x}, P') ou x; est un point de P'. Soit F'(P)]| P’
le groupe de transformations de P' constitué par les restrictions sur P’ des
éléments de F'(P), munissant de la topologie de la convergence compacte. Soit
maintenant 7 'homomorphisme de F/(P) sur F'(P)|P' qui fait correspondre
4 un élément de F'(P) sa restriction sur P'. D’aprés ce qu'on a dit dans la
démonstration du lemme 7 est algébriquement un isomorphisme de F'(P) sur
F'(P)| P, car P’ est un ouvert de P. De plus, I'image 7(%8:) de l'application 7
de ®B; est un ouvert de F'(P)|P’' car des ouverts O, O; et W, sont contenus
dans P!. Puisque 7 est continue et puisque B, a la fermeture compacte, 7(%;)
a aussi la fermeture compacte 7(B;) =7(%;)—donc le groupe F'(P)| P’ est un
groupe localement compact et par conséquent un groupe de Lie d’aprés (B).
Puisque F'(P) est localement compact (car F’(P) est un sous-groupe du groupe
localement compact F(P)), et puisque » est un isomorphisme continu de F'(P)
sur le groupe de Lie F/(P)|P’, on sait que F'(P) lui-méme est un groupe de
Lie (voir, par exemple, [4] p. 130). Le groupe F(P) est donc un groupe de
Lie car F'(P) est un sous-groupe ouvert de F(P).

Dans le cas ott la base M n'est pas connexe, nous posons M = ij)le ou M
est une composante connexe de M et ou M N My = ¢(k = k). S(;it F*P) le
sous-groupe ouvert de F(P) des éléments de F(P) qui laissent stable chaque
oYM (B=1, ..., s), et soit Fr(P) le sous-groupe de F*(P) des éléments de
F*(P) qui laissent fixe chaque point de kgkn"(Mkf). Fx(P) est alors canonique-
ment isomorphe & F(P), P. désignant la restriction de I'espace fibré P sur M;.
D'autre part F*(P) est isomorphe au produit direct kliIle(P). Puisque chaque
F(P;) est un groupe de Lie d’apres ce qu’on a démontré tout a I'heure, le groupe

F*(P) est aussi un groupe de Lie—F(P) est donc aussi un groupe de Lie.
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On sait que si un groupe de Lie de transformations G opére continument
sur une variété différentiable M, l'opération est nécessairement différentiable :
c’est-a-dire 'application G x M~ M définie par (g, x) - g(x) est différentiable
(voir, par exemple, [2]). Par conséquent on sait que 'application F(P) x P> P
est différentiable.

6. Pour compléter la démonstration de notre théoréme montrons d’abord

la proposition suivante:

Prorosition 1. Les notations étant celles du Théoréme, soit X un champ
de vecteurs sur P. Le champ X engendre un groupe ¢ un parametre de transfor-
mations globales contenu dans F(P) si et seulement si X est conforme et R,X
= X pour tout a € G.

Soit @& un groupe a un parameétre de transformations contenu dans F(P).
On a alors R; o ar =a: © Ry pour tout e € G. Soit X le champ de vecteurs défini
par &:. D’aprés la définition méme de X on obtient R; X = X. De plus, ar étant
analytique, X est conforme. La nécessité est donc vérifiée. On va montrer que
le champ de vecteurs conforme X sur P qui satisfait a4 la condition dans la
proposition 1 engendre un groupe & un parametre de transformations globales de
P. Pour cela il suffit de démontrer le fait suivant: il existe un nombre réel
positif ¢ tel que, pour tout point x€& P, il existe une courbe intégrale x(f) du
champ du vecteurs X définie pour |#| <: et passant par x a t=0: x(0) = x.

Pour tout point v € P désignons par ¢y’ le groupe local 2 un parameétre
de transformations locales dans un voisinage suffisamment petit de y engendré
par le champs de vecteurs X. Pour tout point #» € M nous choisissons un point
%(u) € n~'(w). 1l existe alors un nombre positif e(x(%)) et un voisinage ouvert
Uxwy de x(u) tels que ¢i"™ soit défini dans Uxw, pour || <e(x(z)). Si v est
un point de = (%), il existe un élément ¢ G tel que ¥y =x(u) + a. 1l résulte
de I'égalité R, X=X que ¢ =Rs0 ¢:"*" o R;' et par suite ¢’ est défini dans
Uxrwy * a pour |t| <e(x(un)). Posons Uy =n(Uxu). Puisque M est compacte il
existe un nombre fini de points ui, ..., #m tel que M= }"_J, U,;. Soit
¢=Mine(x(2;)). Or, pour tout point x& P, il existe un indice i tel que
xE n:“‘(U,,i). Il existe alors un élément ¢ & G tels que x € Uxw, * a. Posons

v=2x(u;) + a, alors ¢ est défini dans Uy, * @ pour |t| < e(x(u;)) et donc pour
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[t] <e SiTon pose x(t) = ¢ (x), d'apres la définition méme de ¢ la courbe
x(1) est une courbe intégrale cherchée de X. On a donc montré que X engendre
un groupe 2 un paramétre de transformations ¢: de P qui verifient la condition
R; ° ¢t = ¢t © R, pour tout ¢ € G. Puisque le champ de vecteurs X est conforme
la transformation ¢:( — o <# <o) est nécessairement analytique complexe.
Le groupe ¢: est donc contenu dans F(P). La proposition est ainsi démontrée.

Nous allons maintenant compléter la démonstration de notre théoréme.
Les champs de vecteurs conformes X sur P tels que R:X =X pour tout a€ G
forment une algébre de Lie f(P). Soit { 'algebre de Lie des champs de vecteurs
invariants a droite sur F(P), et soit 8(P) l'algébre de Lie de tous les champs
de vecteurs sur P. L’isomorphisme canonique ¢ de } dans §(P) est défini comme
suit: ¢(X) (X¥Xe&1) est le champ de vecteurs dans §(P) qui engendre le groupe
a un parameétre de transformations exp (¢X) (C F(P)) de P. D’aprés la propo-
sition 1 l'isomorphisme ¢ est un isomorphisme de { sur {(P), donc on peut
identifier I'algébre de Lie de F(P) avec.T(P). Soit, d’autre part, Ir le champ
de tenseurs sur P définissant la structure complexe de P. Puisque R, est une
transformation analytique de P, on a Ir(R;X) = R,(IX) pour tout champ de
vecteurs X sur P. Il en résulte immédiatement que, pour tout X & {(P) on a
Ir X € {(P). Puisque les champs de vecteurs dans {(P) sont conformes, on peut
définir une structure de l'algebre de Lie coinplexe dans {(P) en posant v—-1X
=I,X pour Xe{(P). Donc F(P) est un groupe de Lie complexe. On va
montrer que 'application ¢ de F(P) X P dans P définie par ¢(&, x) =a(x) est
analytique complexe. Soit Ir le champ de tenseurs sur F(P) définissant la
structure complexe du groupe de Lie complexe F(P).

Puisque la structure complexe de F(P) a été définie en identifiant | et {(P)
par lisomorphisme ¢, on a ¢(I»X) =1I»+ ¢(X) pour X1

Soit maintenant x un point de P. On désignera encore par x 'application
de F(P) dans P définie par x+a =a(x). Puisque l'on a x(expt X-a)
=expt X&) on a x(Xz)=¢(X)s4 pour tout XE7i et @ € F(P), ou x'
désigne la differentielle de lapplication x Il en résulte que *'(([xX)3)
=1Ir+x'(X;) pour tout X} Pour montrer que ¢ : F(P) x P— P est ana-.
lytique complexe, il suffit de montrer que ¢'((IrX)3, IrXz) = Ip+ ¢'( Xz, Xx) en
tout point (&, ¥} de F(P) x P, ou X est un élément arbitraire de | et X, désigne

un vecteur tangent arbitraire de P au point x; on a identifié 'espace vectoriel
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tangent (F(P) X P)@,x avec le produit F(P)z X P..* On a

(e X)z I X)) =@ (Ip X)) + #'((Ie X)3) = Ir&@'(Xa) + Ir » (X))
= IP(S;'(XE, X:)).

L’application ¢ est donc analytique. Le théoréme est ainsi démontré.

7. Relations entre les groupes F(P) et A(M). Dans ce paragraphe,
P(M, G, ) désigne toujours un espace fibré principal analytique complexe a
base M compacte. On utilisera les notations introduites aux paragraphes
précédents. Désignons par Fo(M) (resp. Al M) la composante connexe de
I'élément neutre de F(M) (resp. de A(M)). Il existe un homomorphisme
holomorphe naturel = de Fy(M) dans Ao(M). Si a € F(P), on a (za)(zx)
=n(a(x)) pour tout x € P. L’homomorphisme 7 induit un homomorphisme
(complexe) =’ de l'algebre de Lie complexe {(P) dans 'algébre de Lie complexe
a(M). Cet homomorphisme =’ est précisément égal a la projection sur M des
champs de vecteurs appartenant a {(P).

Considérons la suite exacte des espaces fibrés vectoriels analytiques com-

plexes sur M introduite par Atiyah [1]:

1) 0—> L(P) 25 Q(P) %> T(M) —> 0.

Q(P) est défini comme suit: Soit #€ M et soit &, l'ensemble de tous les
champs de vecteurs {X:|x& = '(«#)} tangents 4 P le long de la fibre = '(a)
tels que X:..= RiX. pour tout x € 7 (%) et tout e G. Un élément de 2.
sera appelé un champ de vecteurs le long de la fibre = (%) invariant par G.
Soit Q(P) l'ensemble des £., ot # parcourt M. On voit que Q(P) se munit
d’'une structure d’'un espace fibré vectoriel analytique complexe de base M
(Atiyah [1]). On vérifie facilement que 'on peut identifier {( P) avec i'espace
vectoriel des sections holomorphes de Q(P). T(M) est le fibré tangent de M
et L(P) est défini comme suit: L(P) est I'ensemble des champs de vecteurs
le long d’'une fibre de P invariants par G qui sont verticaux, c’est-a-dire leurs
projections sur A sont nuls. L’application = est la projection naturelle et j est
I'injection de L(P) dans Q(P). On peut identifier L(P) avec l'espace fibré
vectoriel de fibre type 8 (8 étant l'algébre de Lie complexe du groupe structural
G) associé a4 P(M, G, =) par la représentation adjointe de G dans 8. La suite

» On désignera par M I'espace vectoriel tangent d’'une variété M au point 1.
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(1) induit la suite exacte de cohomologie:

2) 0— HYM, L(P)) 25> H'(M, Q(P)) => H'(M, T(M))
S HM, L(P) — ...

(Pour un espace fibré vectoriel analytique complexe E on désignera par E le
faisceau des germes de sections holomorphes de E). Comme on a déj¢ remarqué
plus haut, on peut identifier {(P) avec H"(M, Q(P)) et a(M) avec H (M, T(M))

de telle maniére que le diagramme
- ﬁ*
H(M; Q(P)) — H'(M, T(M))

f(P) NG 78

soit commutatif. Puisque la suite (2) est exacte, on obtient le résultat suivant.

ProposiTION 2. La dimension complexe du noyau de I'homomorphisine
7 Fy(P) » Al M) est égale a la dimension complexe de I'espace vectoriel com-
plexe des sections holomorphes de L(P). L'homomorphisme = : F(P) -~ Af(M)
est surjectif si et seulement si 8*(H"(M, T(M))) = (0).

On va montrer maintenant la proposition suivante.

ProrositioN 3. L'homomorphisme n : F(P) —~ AofM) est surjectif si une
des conditions suivantes soit satisfaite:

1) Il existe une connexion holomorphe dans P(M, G, r).

2) M est une variété kaehlerienne & premier nombre de Betti nul et le

groupe structural G est nilpotent.

Supposons qu’il existe une connexion holomorphe sur P(M, G, n). Alors
I'’homomorphisme H(M, Q(P)) - H(M, T(M)) est surjectif et donc = : Fo(P)
- Ad(M) est surjectif. En effet, d’apres Atiyah [1], 'existence d’'une connexion
holomorphe sur P(M, G, =) implique l'existence d’'un homomorphisme 7 de
I'espace fibré vectoriel analytique T(M) dans l'espace fibré vectoriel analytique
Q(P) tel que weoyp=1.

Supposons maintenant que la condition 2) soit vérifiée. On va démontrer
que H' (M, L{P)) =(0). Supposons dabord que G soit abélien. Alors la re-
présentation adjointe de G est triviale. Donc L(P) est analytiquement équivalent

au produit direct M x 3 et par suite L(P) est égal au faisceau 2°(4) des germes
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de fonctions holomorphes a valeurs dans § sur M. D’autre part, d’aprés un
‘théoreme de Dolbeault [5], H'(M, 2°(8)) est isomorphe & l'espace vectoriel
complexe H"' (M) ®.8, oo H"'(M) désigne I'espace vectoriel complexe des
formes harmoniques de type (0, 1) de M. Puisque l'on a supposé que le premier
nombre de Betti de M soit nul, on a H*'(M) = (0) et par suite H'(M, 2°(8))
= HYM, L(P)) =(0). Dans le cas général nous montrons que H'(M, L(P))
=(0) par récurrence sur la dimension complexe de G. Si la dimension com-
plexe de G est égale 2 1, G est abelien et par suite on a H'(M, L(P)) = (0).
Supposons que l'on ait H'(M, L(P)) =(0) pour tout espace fibré P(M, G) tel
que G soit nilpotent et que la dimension complexe de G soit plus petite que
n (>1). Soit P(M, G) un espace fibré principal analytique dont la dimension
du groupe structural G est égale 2 n. Soit Z le centre de G. G étant nilpotent
Z est un sous-groupe complexe et fermé de dimension positive de G. Posons
G'=G/Z Soit P(M, G, =)/Z le quotient de P(M, G, =) par la relation
d’équivalence x~x+z (x€ P, z€2Z). P(M, G, »)/Z est un espace fibré
principal analytique de base M, de groupe structural G', que nous désignerons
par P (M, G, n'). Soit ¢ : P> P’ et ¢ : G- G' les projections canoniques.
On a alors ='(¢(x)) =n(x) et ¢(xa) =¢(x) » ¢(a) pour tout xE P et tout cEG.
Soit L(P') I'espace fibré vectoriel analytique de fibre type 8' (4’ étant l'algebre
de Lie de G') associé a2 P’ par la représentation adjointe de G' dans ¢. On
désignera encore par ¢ la projection canonique de ¢ sur ¢. L’application ¢
induit un homomorphisme ¢ de l'espace fibré vectoriel L(P) sur l'espace fibré
vectoriel L(P’). Cet homomorphisme ¢ peut étre défini de la facon suivante:
Soient p: Px g~ L(P) et o' : P' x ¢ - L(P’) les projections canoniques.” On
définit ¢ : L(P) » L(P') par ¢(po(x, §)) = o'(¢(x), ¢(£)) pour tout x € P et tout
§ 4. Cette définition consiste en vue des égalités ¢(x-a)=¢(x)*c(a) et
¢(ada«$) =ad(¢(a)) + ¢(§) (xE P, ac G, £=8). Soit maintenant 3 le centre
de 8 et soit Z(P) l'espace fibré vectoriel analytique de fibre type 3 associé a P
par la représentation adjointe de G dans 3. On peut définir I'isomorphisme j

de Z(P) dans L(P). On a alors la suite exacte des espace fibrés vectoriels:

(3) 0—> Z(P) 5> L(P) 2> L(P) —> 0,

% Remarquons que L(P) est le quotient de l'espace P x§ par la relation d’équiva-
lence (x, ¢)~(x+a, ad(a™1)¢) (x€P, ¢4, acsG).
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qui induit la suite exacte de cohomologie :

. : *
(4) ... H'M, 2(P) T H' (M, L(P) 25 H' (M, L(P)) —> . ..

Par 'hypothése de récurrence, on a H'(M, L(P")) =(0). D'autre part, 3 étant
le centre de 8, la représentation adjointe de G dans 3 est triviale. Donc Z(P)
est analytiquement isomorphe au produit direct M x 3. Il en résulte que le
faisceau Z(P) est égale au faisceau 2°(z) des germes de fonctions holomorphes
a valeurs dans 4 sur M. On a alors H'(M, Z(P)) = H*' (M) ®3=(0). 1l
résulte alors de la suite exacte (4) que H'(M, L(P)) =(0). On a donc démontré
que H'(M, L(P))=1(0). Tl résulte de 12 et de la suite exacte (2) que '’homo-
morphisme H'(M, Q(P)) ;*» HYM, T(M)) est surjectif et donc que I’homo-
morphisme n : Fo(M) - Ao(M) est surjectif.
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