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1. Dans ce memoir nous demontrons que le groupe d'automorphismes d'un

espace fibre principal analytique complexe a base compacte est un groupe de

Lie complexe par la topologie de la convergence compacte et ensuite nous

etudierons quelques relations entre le groupe d'automorphismes d'un espace

fibre principal analytique complexe et le groupe d'homeomorphisme analytiques

de sa base.

2. Soit M une variete differentiate1} et soit D(M) le groupe d'homeo-

morphismes differentiates de M. Un sous-ensemble {at ', ~ ^ < t <.°°} de

D(M) sera appele un groupe a un parametre de transformations de M si at as

= at+s et si Γapplication de Rx M dans M definie par (t, x) -* atx est differ-

entiable. Un groupe a un parametre de transformations at definit un champ

de vecteurs X sur M tel que

Soit, maintenant, M une variete analytique complexe et soit at( — °° < t <

-f oo) un groupe a un parametre de transformations analytiques (complexes)

de M. Soit X le champ de vecteurs sur M defini par at. Si Γon designe par

IM le tenseur de type (1.1) defmissant la structure complexe de M, on a ZX, IMYI

= IMZX, Yl pour tout champs de vecteurs Y sur M Un champ de vecteurs

X sur M qui verifie cette derniere condition sera appele un champ de vecteurs

conforme. On peut dire alors que le champ de vecteurs X defini par un groupe

a un parametre de transformations analytiques de M est conforme. Reciproque-

ment, si M est compacte, tout champ de vecteurs conforme sur M engendre un

groupe a un parametre de transformations analytiques de M Un champ de
n

vecteurs complexes £ sera dit holomorphe si £ s'ecrit localement 36=

Received April 6, 1958.
1] Dans ce memoir "differentiable" signifie "indeflniment differentiable."
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. . . , zn) ?-γ$ ou z1, . . . , zn designe un systeme de coordonnees complexes

dans M et ou X'iz1, . . . , zn) sont des functions holόmorphes de zι, . . . , zn.

Un champ de vecteurs reels X est conforme si et seulement si X s'ecrit X- 36 4- £,

oύ 36 est un champ de vecteurs holomorphe et X designe le conjugue complexe

de 36. Pour X conforme le champ de vecteurs £ sera appele la partie holomorphe

de X. L'ensemble a(M) des champs de vecteurs conformes sur M forme une

algebre de Lie complexe. La structure complexe de Q(M) est donnee par la

condition J — Ϊ X-IM X. L'ensemble ί)(M) des champs de vecteurs holo-

morphes sur M forme une algebre de Lie complexe isomorphe h a(M) : L'iso-

morphisme est donne par X -> #. Soit T{M) Γespace fibre tangent de M. T(M)

est un espace fibre vectoriel analytique complexe et on peut identifier ί)(M)

avec Γespace vectoriel complexe des sections holomorphes de T(M).

3. Soit P(M, G, π) un espace fibre principal analytique complexe de base

M et de groupe structural G, π etant la projection de P sur M. Une application

a : P~*P sera dite un automorphisme de P(M, G, 7r) si a est un homeo-

morphisme analytique de la variete complexe P et si a(Ra* x) ^Ra a(x) pour

tout x 6Ξ P et a G G, oύ Ra designe la translation k droite par un element a du

groupe structural G. Designons par F(P) le groupe de tous les automorphismes

de P et par A(M) le groupe de tous les homeomorphismes analytiques (com-

plexes) de M munissant de la topologie de la convergence compacte (compact-

open topology). Le groupe F(P) (resp. A(M)) est alors un groupe topologique

de transformations de P (resp. de M). Cela etant dit, nous demontrons le

theoreme suivant:

TH^OREME. Soit P(M, G, π) un espace fibre principal analytique complexe

a base M compacte. Alors le groupe F(P) d'automorphismes de P(M> G, TΓ) est

un groupe de Lie complexe et Vapplicaiion de F(P) x P dans P dέfinie par

{a, x) -> a(x) est analytique complexe. De plus Valgebre de Lie de F(P) sΊdentifie

avec Valgέbre de Lie ]{P) de tous les champs de vecteurs conformes X sur P

tels que RάX= X pour tout « e G, oil Rά designe la diffέrentielle de Vapplication

Ra.

4. Pour demontrer notre theoreme rappelons, d'abord, deux theoremes

suivants dus h Bochner-Montgomery [3]:

(A) Si M est une variete analytique complexe compacte le groupe A(M)
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est un groupe de Lie.

(B) Soit V une variete differentiate connexe. Supposons qu'un groupe

topologique H de transformations de V satisfasse a la condition suivante: un

element de H qui laisse fixe chaque point d'un ouvert non vide de V est

necessairement la transformation identique. Dans ce cas, si le groupe H est

localement compact, H est un groupe de Lie.

D'apres ce qu'on a remarque au paragraphe 2 on voit que AiM) est un

groupe de Lie complexe dont Γalgebre de Lie s'identiίie avec Γalgebre de Lie

t)(M) des champs de vecteurs holomorphes sur M.

5. Nous allons demontrer que FiP) est un groupe de Lie par la topologie

de la convergence compacte, en supposant que la base M est compacte.

D'apres (Λ) le groupe AiM) est un groupe de Lie, a fortiori, un groupe

localement compact par la topologie de la convergence compacte. On peut

done trouver un nombre fini des compacts Z,, et des ouverts W[ (ι> = 1, . . . , p)

dans M tels que

U - {a G A(M)! α(Zv) C Wί, K'HL,) C W[, V = 1, . . . , p)

soit un voisinage ouvert dans AiM) dont la fermeture Π est compacte. Prenons

des compacts Zv dans P iι> = 1, 2, . . . , p) tels que τr(Lv) =£„. Soit {£/,•'} un

recouvrement fini des voisinages ouverts coordonnes de M tel qu'il existe un

homeomorphisme holomorphe φi : U" x G -> τΓιiU'i). Designons par {gij} des

fonctions de passage par rapport au recouvrement {£/''}

φj(x, g) = Φi(x> gijW g) x& U" Π Uj',. g&G.

Choisissons des ouverts Uiy U\ dans M tels que Ui C U) C U'i C ϋ\ C U" oύ Ui

est compact et que M = U Ui.

Pour un compact K et un ouvert O dans P tels que KCO nous posons

VL(K, 0) = {«E:F{P)\a(K) CO, dc'HK) CO},

Soit ft la section holomorphe de P sur U'/ definie par

fiix) =φi(X, di) XE: (I",

oύ en est un element de G qui sera bientot convenablement choisi. Posons

Ki-fiiUi), Oi-φiiϋ'i x aiV) oύ V est un voisinage ouvert de Γelement neutre

de G tel qu'il existe un voisinage ouvert V qui est analytiquement homeomorphe
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a un domaine borne dans Cn (n = dim G) et qui contient la fermeture V

de V : VCVC V. Soit T7V (p = 1, 2, . . . , p) un ouvert de M tel que

LCW.CW C Wl (v = 1, 2, . . . , p). Maintenant nous posons:

O/) π n

oil $\ est un ouvert de P tel que Zv C W^ C :Γ !( Wv) (z> = 1, 2, . . . , i>). $ est,

par definition, un voisinage ouvert de Γelement neutre de F(P). Demontrons

d'abord que Γon peut trouver, pour toute suite {a(k))k=i de "$>, un element

d'accumulation de {a(k)} dans M.

Or, un element a de F(P) induit un element a de A(M) tel que

a ° 77 = π ° a.

Si α est un element de B, d'apres la definition de $ on peut ecrire comme suit:

(1) a(φi(x, aί)) = 0/(α(Ar), at

oύ /9/ : Ui -*Y* est une application holomorphe. Puisque a est un auto-

morphisme de P on a Γegalite suivante:

(2) gijicc(x)) βj(x) = $i(x) ŷ(Λ ) pour x e £7, Π ϋ>,

oύ 5,-(AT) = «/ βi(x) β/"1. D'apres la maniere du choix de $ Γautomorphisme a{k)

de M induit par a{k) est contenu dans 11. On peut supposer que a{k) converge

vers a e A(M) par la convergence compacte car Q est compact. Puisque

Γegalite (1) est vraie pour a{k) on peut ecrire:

a{k}(fi(x))=φi(a{k)(x)y aiβik)(x)) x^Uiy

oύ B - {βljk)} est une famille des applications holomorphes uniformement bornes

de Ui dans V\ parceque V est un domaine borne. On peut done trouver une

suite uniformement convergente {βikΊ} dans B. Nous pouvons done supposer

que

#*' - βt

par la convergence compacte, oύ β* est aussi holomorphe. Definissons a EL F(P)

par la formule suivante:

aifi(x) g) = φi(oc(x), aiβΐ(χ) g).

Nous remarquons que a est un element de F(P) bien defini puisque β* satisfait

^ Γegalite (2). D'apres la convergence compacte des suites {a{k)} et {βik)} il est
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clair que aίk) converge vers a dans F(P).

Pour un compact K et un ouvert O dans P tels que K <Z O designons par

C(K, O) Γensemble de toutes les applications continues de K dans O. C(K, O)

est un espace topologique par la topologie de la convergence compacte. Si O

est contenu dans un voisinage coordonne, C(K, O) a une base denombrable des

ouverts car K e't 0, tous les deux ont telle base. Soit p Γapplication de ll(K> O)

dans C{K, O) qui fait correspondre a un element i ε H(ϋf, O) sa restriction a

K. Si K contient un ouvert non vide Γapplication p est injective. Demontrons

le lemme suivant:

LEMMA. Supposons que la base M soit connexe. Si K contient un ouvert

non vide et si O est contenu dans un voisinage coordonne, Γapplication p est une

application topologique de SSΠUίίΓ, O) dans C(K, O).

D'apres la definition de la topologie de la convergence compacte p est

naturellement continue. Pour montrer que p est topologique il suffit done de

montrer le fait suivant puisque C(K, O) a une base denombrable des ouverts:

Si, pour une suite {ά{k)) dans ΦΠ1K/Γ, 0) , p(&{k)) converge vers p(a) dans

C(K, O), ak) converge necessairement vers a dans F(P). Si, en effet, la suite

{a{k)} ne converge pas vers α, il existe un voisinage It de a dans F(P) et il

existe infiniment beaucoup de a{k'] dans {a{k)} tel que α^'1 $ U. D'apres ce

qu'on a deja demontre il existe une sous-suite {άκk'}} dans {α α ) } qui converge

vers un element jS dans 53. Puisque ά(p) =fi(p) pour tout point p de K et

puisque K contient un ouvert non vide de P, on a a - β. En effet, pour le voir,

il suffit de demontrer le fait suivant: une transformation a de F(P) qui laisse

fixe chaque point d'un ouvert U non vide de P est necessairement la transfor-

mation identique. Soit, en effet, x0 un point de U. Alors a laisse fixe chaque

point de la composante connexe PXQ de P contenant le point xQ. Puisque M est

connexe, on sait que π{PXΰ) — M. II existe done, pour tout point x de Py un

point Xi e PXo et un element g^G tels que x = X\ g. On a alors a{x) = a (Xι g)

= &(Xi) g = Xi g-x. a est done la transformation identique. Or, Γegalite

# = / ? est contradictoire au fait: α (* / }3=li, et le lemme est done demontre.

Puisque C{K, O) a une base denombrable des ouverts pour un ouvert O

contenu dans un voisinage coordonne, 5}ΠU(/ίΓ, O) a de meme une telle base

pour un K contenant un ouvert non vide. D'apres ce qu'on a demontre plus

haut ce voisinage slπ = 5i Π \\(K, O) de Γelement neutre dans F(P) a done la
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fermeture compacte et par suite F(P) est un groupe localement compact.

Nous allons maintenant demontrer que F(P) est un groupe de Lie en

supposant que la base M soit connexe. Soit P9 une composante connexe de P.

Puisque M est connexe, on voit qu'il est possible de trouver les elements Λ»GG

tels que Γimage {/,(#) | # e ϋ") de la section fi est contenue dans P9 pour tout

indice t, et il est possible, de meme, de trouver les ouverts O, O, et W^ contenus

dans P', les notations etant celles qui ont ete utilisees pour definir le voisinage

ouvert 35i de F(P). Soit F'(P) le sous-groupe de F(P) des elements de F(P)

qui laissent stable P1. F'(P) est alors un sous-groupe ouvert de F(P) parceque

F'{P) contient un ouvert U({#i>, P9) oύ Xι est un point de P1. Soit F9(P)\P9

le groupe de transformations de P9 constitue par les restrictions sur Pf des

elements de Ff(P), munissant de la topologie de la convergence compacte. Soit

maintenant y Γhomomorphisme de Ff(P) sur F'(P)\P' qui fait correspondre

a un element de F'(P) sa restriction sur P'. D'apres ce qu'on a dit dans la

demonstration du lemme y est algebriquement un isomorphisme de F'(P) sur

F ' ( P ) | P ' , car P9 est un ouvert de P. De plus, Γimage τ?(Si) de Γapplication y

de 35i est un ouvert de Ff(P) \ P1 car des ouverts 0, O, et JFV sont contenus

clans Pf. Puisque y est continue et puisque Si a la fermeture compacte, τ?(9Si)

a aussi la fermeture compacte y(%ΐ) = τ?C55i) — done le groupe F9(P)\Pf est un

groupe localement compact et par consequent un groupe de Lie d'apres (B).

Puisque Ff(P) est localement compact (car F'(P) est un sous-groupe du groupe

localement compact F(P)), et puisque y est un isomorphisme continu de F'iP)

sur le groupe de Lie F ' ( P ) | P ' , on sait que Ff(P) lui-meme est un groupe de

Lie (voir, par exemple, [4] p. 130). Le groupe F(P) est done un groupe de

Lie car F'iP) est un sous-groupe ouvert de F(P).
s

Dans le cas oύ la base M n'est pas connexe, nous posons M= U Mk oύ Mk

est une composante connexe de M et oύ Mk Π Mk* = φ(k * kf). Soit F*(P) le

sous-groupe ouvert de F(P) des elements de F(P) qui laissent stable chaque

π'^Mk) (ft = l, . . . , s), et soit Fk(P) le sous-groupe de F*(P) des elements de

F*(P) qui laissent fixe chaque point de KJπ^ίMv). Fk(P) est alors canonique-

ment isomorphe a F(P^), Pk designant la restriction de Γespace fibre P s u r Mk.
s

D'autre part F*(P) est isomorphe au produit direct UFk(P). Puisque chaque

F(Pk) est un groupe de Lie d'apres ce qu'on a dόmontre tout a Γheure, le groupe

F*(P) est aussi un groupe de Lie — F(P) est done aussi un groupe de Lie.
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On sait que si un groupe de Lie de transformations G opere continument

sur une yariete differentiate M, Γoperation est necessairement differentiable:

c'est-a-dire Γapplication G x Λf-> M definie par (g, x) -»g(x) est differentiate

(voir, par exemple, [2]). Par consequent on sait que Γapplication F(P) x P -> P

est differentiate.

6. Pour completer la demonstration de notre theoreme montrons d'abord

la proposition suivante:

PROPOSITION 1. Les notations έtant celles du Thέorέme, soit X un champ

de υecteurs sur P. Le champ X engendre un groupe a un parametre de transfor-

mations glob ales contenu dans F{P) si et settlement si X est con forme et R'aX

= X pour tout a EG.

Soit at un groupe a un parametre de transformations contenu dans F(P).

On a alors Ra ° at =άt ° Ra pour tout a EL G. Soit X le champ de vecteurs defini

par at. D'apres la definition meme de X on obtient R'a X- X. De plus, at etant

analytique, X est conforme. La necessite est done verifiee. On va montrer que

le champ de vecteurs conforme X sur P qui satisfait a la condition dans la

proposition 1 engendre un groupe a un parametre de transformations globales de

P. Pour cela il suffit de demontrer le fait suivant: il existe un nombre reel

positif ε tel que, pour tout point x€Ξ P, il existe une courbe integrale xit) du

champ du vecteurs X definie pour \t\ < ε et passant par x a t = 0: x(0) = x.

Pour tout point v e P designons par φ\y) le groupe local a un parametre

de transformations locales dans un voisinage suffisamment petit de y engendre

par le champs de vecteurs X Pour tout point u G M nous choisissons un point

x(u) G π'ι(u). II existe alors un nombre positif ε{x(u)) et un voisinage ouvert

UX(u) d e x(u) t e l s q u e <f>{

t

x{u)) s o i t def ini d a n s Ux{u) p o u r \t\ <ε(x(u)). Si v e s t

un point de π~1{u)t il existe un element a€ΞG tel que y-x(u) a. II resulte

de Γegalite RάX=X que φ\y) = Ra ° ψix{U)) ° Ra1 et par suite ψ\y) est defini dans

UX{U) a pour \t\ < ε(x(u)). Posons Uu = n(Ux{u)). Puisque M est compacte il

existe un nombre fini de points u\, . . . , um tel que M = U UUi. Soit
ι = l

ε = Miχιε(x(ui)). Or, pour tout point # e P , il existe un indice i tel que

x G π~1(Uni). II existe alors un element « e G tels que x e ί/*(«t ) a. Posons

y = x(ui) a, alors 0^} est defini dans Ux{Ui) β pour \t\ < ε(x(tn)) et done pour
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| ί | < e. Si Γon pose x(t) = φiy) (x), d'apres la definition meme de φ{y) la courbe

x(t) est une courbe integrate cherchee de X. On a done montre que X engendre

un groupe k un parametre de transformations <pt de P qui verifient la condition

Ra ° Φt = Φt ° Ra pour tout CIELG. Puisque le champ de vecteurs X est conforme

la transformation φt( — co < t < ^ ) est necessairement analytique complexe.

Le groupe φt est done contenu dans F(P). La proposition est ainsi demontree.

Nous allons maintenant completer la demonstration de notre theoreme.

Les champs de vecteurs conformes X sur P tels que R'aX-X pour tout aE:G

forment une algebre de Lie UP). Soit f Γalgebre de Lie des champs de vecteurs

invariants a droite sur F(P), et soit β(P) Γalgebre de Lie de tous les champs

de vecteurs sur P. L'isomorphisme canonique ψ de \ dans 0(P) est defini comme

suit: ψ(X) ( J e t ) est le champ de vecteurs dans 0(P) qui engendre le groupe

a un parametre de transformations exp (tX) ( C F ( P ) ) de P. D'apres la propo-

sition 1 Γisomorphisme ψ est un isomorphisme de f stir j(P), done on peut

identifier Γalgebre de Lie de F(P) avec f(P). Soit, d'autre part, IP le champ

de tenseurs sur P deίinissant la structure complexe de P. Puisque Ra est une

transformation analytique de P, on a Ip{RάX) = Rά(IpX) pour tout champ de

vecteurs .X" sur P. II en resulte immediatement que, pour tout Z e j ( P ) on a

7pXeί(P) Puisque les champs de vecteurs dans f(P) sont conformes, on peut

definir une structure de Γalgebre de Lie complexe dans f(P) en posant yj — lX

= IpX pour I e j ( P ) . Done F(P) est un groupe de Lie complexe. On va

montrer que Γapplication ψ de F(P) x P dans P definie par f(α, ΛΓ) -ά(x) est

analytique complexe. Soit IF le champ de tenseurs sur F(P) definissant la

structure complexe du groupe de Lie complexe F(P).

Puisque la structure complexe de F(P) a ete definie en identifiant f et f(P)

par Γisomorphisme ψ, on a ψ{IFX) = Ip ψ(X) pour XG| .

Soit maintenant x un point de P. On designera encore par x Γapplication

de F(P) dans P definie par x a=a(x). Puisque Γon a x(exptX a)

= expt X a(x) on a x'iXv) =ψ(X)zίx) pour tout XGf et ά&F(P), oύ ΛΓ'

designe la differentielle de Γapplication x. II en resulte que x'((IFX)a)

^ Ip x'iXa) pour tout Xef. Pour montrer que f : F(P) x P - ^ P est ana-,

lytique complexe, il suffit de montrer que Ψ'((IFX)*> IPXX) = Ip f7(X«, XΛΓ) en

tout point (#, #) de FίP) x P, oύ X est un element arbitraire de f et X^ designe

un vecteur tangent arbitraire de P au point AT; on a identifie Γespace vectoriel
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tangent (F(P) x P)(a,X) avec le produit F(P)a x P*.2} On a

φ'({IrX)τ, IPXX) = a'(IpXx) + x'«IFXh) = IPa'(Xx) + Ir - x'(Xa)

= IP(<f'(X«, Xx)).

L'application <f est done analytique. Le theoreme est ainsi demontre.

7. Relations entre les groupes F(P) et A(M). Dans ce paragraphe,

P(M, G, π) designe toujours un espace fibre principal analytique complexe a

base M compacte. On utilisera les notations introduites aux paragraphes

precedents. Designons par Fo(M) (resp. Λo(M) la composante connexe de

Γelement neutre de F(M) (resp. de A(M)). II existe un homomorphisme

holomorphe naturel π de FQ(M) dans ΛQ(M). Si a e F(P), on a (τza)(τ:x)

— π{a(x)) pour tout x E= P. L'homomorphisme π induit un homomorphisme

(complexe) π' de Γalgebre de Lie complexe UP) dans Γalgebre de Lie complexe

o(M). Cet homomorphisme π' est precisement egal a la projection sur M des

champs de vecteurs appartenant a f(P).

Considerons la suite exacte des espaces fibres vectoriels analytiques com-

plexes sur M introduite par Atiyah [1] :

(1) 0—>L(P) -ϊ-> Q(P) - ^ T(M)—>0.

Q(P) est defini comme suit: Soit w G M e t soit ξu Γensemble de tous les

champs de vecteurs {Xx\xE: K~X{U)} tangents a P le long de la fibre τz"1(u)

tels que Xx.a~ RaXx pour tout x^π~ι(u) et tout O G G . Un element de ςu

sera appele un champ de vecteurs le long de la fibre κ~ι(u) invariant par G.

Soit Q(P) Γensemble des f«, oύ u parcourt M. On voit que QiP) se munit

d'une structure d'un espace fibre vectoriel analytique complexe de base M

(Atiyah [1]). On verifie facilement que Γon peut identifier f(P) avec Γespace

vectoriel des sections holomorphes de Q(P). T(M) est le fibre tangent de M

et L(P) est defini comme suit: L(P) est Γensemble des champs de vecteurs

le long d'une fibre de P invariants par G qui sont verticaux, e'est-a-dire leurs

projections sur M sont nuls. L'application π est la projection naturelle et j est

Γinjection de L(P) dans Q(P). On peut identifier L(P) avec Γespace fibre

vectoriel de fibre type Q (Q etant Γalgebre de Lie complexe du groupe structural

G) associe a P(M> G, π) par la representation adjointe de G dans β. La suite

2) On designera par Mx Γespace veetoriel tangent d'une variete M au point x.
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(1) induit la suite exacte de cohomologie:

(2) 0—>H°(M, L ( P ) ) - ^ H ° ( M , Q(P)) ^H°(M, T(M))

-^-> Hι(M,

(Pour un espace fibre vectoriel analytique complexe E on designera par E le

faisceau des germes de sections holomorphes de E). Comme on a deje remarque

plus haut, on peut identifier f(P) avec H°(M, Q(P)) et a(M) avec H\M, T(M))

de telle maniere que le diagramme

H°(M; Q(P)) X> H\M, T(M))

ί ( P ) - ^

soit commutatif. Puisque la suite (2) est exacte, on obtient le resultat suivant.

PROPOSITION 2. La dimension complexe du noyau de Vhomomorphisme

π : Fo(P) -* AQ{M) est egale a la dimension complexe de Vespace vectoriel com-

plexe des sections holomorphes de L(P). LΊiomomorphisme π : Fo(P) -+ Ao(M)

est surjectif si et settlement si δ*(H°(M, Ί(M))) = (0).

On va montrer maintenant la proposition suivante.

PROPOSITION 3. Lhomomorphisme π : FoiP) -> AoiM) est surjectif si une

des conditions suiυantes soit satisfaite:

1) // existe une connexion holomorphe dans P(M, G, π).

2) M est une variέtέ kaehlerienne a premier nombre de Betti nul et le

groupe structural G est nilpotent.

Supposons qu'il existe une connexion holomorphe sur P(M, G, π). Alors

Γhomomorphisme H°(M, Q(P)) -> H°(M, T(Λf)) est surjectif et done π : F0(P)

-> Λϋ(M) est surjectif. En effet, d'apres Atiyah [lΊ, Γexistence d'une connexion

holomorphe sur P{M, G, π) implique Γexistence d'un homomorphisme -η de

Γespace fibre vectoriel analytique T(M) dans Γespace fibre vectoriel analytique

Q(P) tel que π ° T? = 1.

Supposons maintenant que la condition 2) soit verifiee. On va demontrer

que HHM, Lip)) = (0). Supposons d'abord que G soit abelien. Alors la re-

presentation adjointe de G est triviale. Done L(P) est analytiquement equivalent

au produit direct M x β et par suite L(P) est egal au faisceau i?°(9) des germes
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de fonctions holomorphes a valeurs dans 9 sur M D'autre part, d'apres un

theoreme de Dolbeault [δ], HHM, i?°<9)) est isomorphe a Γespace vectoriel

complexe H*'ι(M) ®<?9, oύ H*Λ(M) designe Γespace vectoriel complexe des

formes harmoniques de type (0, 1) de M Puisque Γon a suppose que le premier

nombre de Betti de M soit mil, on a HOtl(M) = (0) et par suite HHM, i2°(9)>

= Hι(My L(P)) = (0). Dans le cas general nous montrons que Hι(My HP))

= (0) par recurrence sur la dimension complexe de G. Si la dimension com-

plexe de G est egale a 1, G est abelien et par suite on a Hι(My UP)) = (0).

Supposons que Γon ait Hι(My L(P)) = (0) pour tout espace fibre P(M, G) tel

que G soit nilpotent et que la dimension complexe de G soit plus petite que

n ( > 1). Soit P(M, G) un espace fibre principal analytique dont la dimension

du groupe structural G est egale a n. Soit Z le centre de G. G etant nilpotent

Z est un sous-groupe complexe et ferme de dimension positive de G. Posons

G' = G/Z. Soit P(M, G, π)/Z le quotient de P(M, G, π) par la relation

d'equivalence x ~~ x z (# G P, z ε Z). P(M> Gy π)/Z est un espace fibre

principal analytique de base M, de groupe structural G\ que nous designerons

par P'(M, G\ π1). Soit φ : P-+ P' et <f : G -> Gr les projections canoniques.

On a alors rΛ<f (x)) -π(x) et <f(xa) - <f(x) <f (a) pour tout x G P et tout a & G.

Soit L(P') Γespace fibre vectoriel analytique de fibre type Q' (9' etant Γalgebre

de Lie de Gf) associe a P1 par la representation adjointe de G' dans 9'. On

designera encore par ψ la projection canonique de 9 sur 9'. L'application <f

induit un homomorphisme <f de Γespace fibre vectoriel L(P) sur Γespace fibre

vectoriel L(P'). Cet homomorphisme <f peut etre defini de la faςon suivante:

Soient p : Px 9 -• L(P) et p' : P' x 9' -• L(P') les projections canoniques.3) On

definit ψ : LiP) -+ L(P') par <f (p(x, ξ)) =. p'((f(x)y <f(ξ)) pour tout Λ : G P e t tout

f £ 0 . Cette definition consiste en vue des egalites <f(x a) =*f(x) <f{a) et

fίada ξ) =ad(c( β ) ) c(ξ) ( ^ e P , o ε G , fG9) . Soit maintenant 3 le centre

de 9 et soit Z(P) Γespace fibre vectoriel analytique de fibre type 3 associe a P

par la representation adjointe de G dans 3. On peut definir Γisomorphisme /

de Z(P) dans L(P). On a alors la suite exacte des espace fibres vectoriels:

(3) 0—> ZiP) -i> L(P) -A L(P')—>0,

3 ) Remarquons que L(P) est le quotient de Γespace PxQ par la relation d'equiva-
lence U, ί ) ~ ( * d l P
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qui induit la suite exacte de cohomologie:

(4) . . .—>HHM, Z(P)) -^HHM, L(P))^H1(M, UP'))—> . . .

Par Γhypothese de recurrence, on a HHM, L(P')) = (0). D'autre part, 3 etant

le centre de 0, la representation adjointe de G dans 3 est triviale. Done Z(P)

est analytiquement isomorphe au produit direct M x i II en resulte que le

faisceau Z(P) est egale au faisceau Ω°(z) des germes de fonctions holomorphes

a valeurs dans 3 sur M. On a alors Ή.\M\ Z(P)) = H0>1(M) ®C3 = (0). II

resulte alors de la suite exacte (4) que Hί{My L(P)) = (0). On a done demontre

que HHM, L(P)) = (0). II resulte de la et de la suite exacte (2) que Γhomo-

morphisme J7°(M, Q(P)) -̂ -» E°(M, Ύ(M)) est surjectif et done que Γhomo-

morphisme π : F0(M) -> A0(M) est surjectif.
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