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RESOLUTION D’EQUATIONS ASSOCIEES
A UN SYSTEME DE TCHEBYCHEFF

SERGE DUBUC ET JEAN SAVOIE

1. Introduction. Soit {fi(x), f2(x), . . . , fu(x)} un systéme de Tcheby-
cheff de dimension m, c’est-a-dire les fonctions f;(x) sont des fonctions
réelles continues définies sur un intervalle ouvert (a, b) et toute fonction
de la forme g(x) = D7 ¢,f;(x) admet au plus m — 1 racines dans (a, b)
lorsqu’au moins un des coefficients ¢; différe de 0. Notre point de départ
est un théoréme dii & Krein [3]. On se limite au cas ol la dimension m
est paire, m = 2n. Ce théoréme dit que la totalité @ des points (y,)%,
de R?" qui se représentent ainsi y; = ZLl pifi(x;) olt x1, X2, . . ., X, sONt
n points distincts de (a, b) etot p; > 0,1 < 7 £ =, forme effectivement
un ouvert convexe de R?". Les systémes d’équations que nous voulons
traiter sont justement les équations:

¢9) ;lpifj(xi) =y, 1=2j=52n

(¥;)%; est un point donné de @ et les inconnues sont les nombres
(p)i=1, (x3)i=1-

L’importance de ce systéme d’équations est amplifiée par le fait suivant.
Si u est une mesure (positive) portée par l'invervalle (a, b) et dont le
support contient au moins # points, alors les nombres

Y =j; fi(x)du(x)

donne lieu & un point de Q. Les ¥, ainsi obtenus sont appelés les moments
de la mesure p par rapport aux fonctions f;(x). De fagon réciproque,
résoudre le systéme (I), c’est trouver une mesure discréte p dont le
support contient précisément » points distincts de (a, b), x1, X2, - . . , Xy,
telle que

Y; =f fix)du(x), 1=j=2n.

Pour résoudre le systéme (I), nous proposons l'algorithme suivant,
qui suppose que les systémes partiels {f1, fe, . . . , f2x} pour k s’étalant de
1 & n sont tous des systémes de Tchebycheff. On procéde par récurrence
sur k en couplant les équations deux par deux. La premiére étape, & = 1,
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consiste a résoudre le systéme de deux équations pfi(x) = yi et pfa(x) =
ys; ce qui est trés facile. Supposons que les (z — 1) premiéres étapes aient
été franchies et qu’en particulier I'on ait trouvé une solution i, ms, . . .,

a1} &1, £2, « . ., Epe1 du systéme des 27 — 2 équations:
n—1
; mifi(E) =y, 15j=2n—2

Nous posons

n—1

=2 mifi&), 1Sj<2n et

i=1

yit) =&+t — &)

Pour trouver la solution du systéme (1), nous entreprenonsla recherche
de 2n fonctions p(¢) et x,(¢), 1 £ 7 < n,0 <t £ 1 telles que

1) S HOLE0) = 2,0,

On détermine les valeurs ,(0) et x;(0) dans un premier temps. x;(0) = £,
sil <1 =< n — 1. Pour localiser 'abscisse x,(0), on trouve d’abord 2
nombres §; tels que

g} Bifi(&:) = 01

o 1215 n—-1
IERAOE S

2n
; Bi(y; — &) = 0.

Il s’agit de trouver une solution non triviale & un systéme homogeéne de

(2n — 1) équations linéaires 4 n inconnues, ceci est toujours possible.
On introduit la fonction

B(x) = ]_Z.\r;ﬁffj(x)

et on trouvera une et une seule racine impaire £ a 'équation B(x) = 0.
On posera x,(0) = &. Si ¢ différe de toutes les autres racines &; nous dirons
qu'’il s’agit du cas régulier et I'on pose alors p;(0) = 7,1 S 1< n — let
$.(0) = 0. Dans le cas contraire, si £ = &, on pose p;(0) = m;si1 # k,
1=<7i=n—1,p,0) = p,(0) = 7/2. Le nombre £ sera appelé la racine
cachée. Les cas est régulier lorsque la racine ¢ est simple.

Dans un deuxiéme temps, on évalue p(t) et x;(t) de proche en proche
alors que ¢ augmente vers 1. On se donne deux entiers naturels m et &,
ce sont les deux paramétres de I'algorithme. Les valeurs de ¢ que I'on
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retient sont les nombres {t; = (¢/m)2}—o. On estime p;(t) et x,(¢) par
une prédiction et k corrections successives. Si w;(¢) et £;(¢) sont des valeurs
approchées a p;(t) et & x;(¢), la correction simple 7, et £;(¢) & celles-ci
procéde comme suit. On détermine d’abord les nombres 7;(t) et 5,(¢),
1 < 7 £ 7 qui sont solution du systéme linéaire

n n

2 wmO)fi(E0) + ;ﬁf(t)fj'(&(t)) =y,0).

i=1
On pose ensuite £,(t) = £;(t) + 5:(t)/#:(t). Nous notons par Q, cet
opérateur qui associe 7(), £:(¢) & w;(¢), £:(t). QF est le k*™eitéré de I'opé-
rateur Q,. La solution proposée au systéme (I) est

(Bm*, %) = Qut 0 Quns* 0 -+ 0 Qut((B4(0), %4(0))).

L’objectif principal de notre étude est d’établir la convergence de cet
algorithme. Nous montrerons qu'il existe une constante C et un entier m,

qui ne dépendent que de 1, y2, . . ., ¥2, tels que les inégalités suivantes
ont lieu
2k
]xim,k — x1| é <7_S‘> lsnm g mo
. 1=:1=n
2
[p"* — pil £ (;)—f) Sk =12...

Ce résultat n’est cependant valide que si les fonctions de Tchebycheff sont
suffisamment dérivables (de classe C*). Le nom que nous accorderons a
I'algorithme sera la méthode du couplage. Au terme de notre étude, nous
présenterons des exemples numériques pour apprécier l'efficacité de
'algorithme proposé.

Citons deux situations oul 'on est amené a connaitre la solution numé-
rique du systéme (I). Il y a d’abord la recherche des formules de quadra-
ture de meilleure précision. Soit w(x) une fonction de poids sur un inter-
valle (a, b), si I'on considére le systéme de Tchebycheff formé des puis-
sances successives de x, f;(x) = x",1 < j < netsi

b
Yi = f xj—lw(x)dxv

la solution (p;, x;)%=1 du systéme (I) permet d’obtenir une formule de
quadrature Q(f) = D1 p+f(x;) pour estimer

fa  fyw)ds

et cette formule sera exacte pour tout polynéme de degré inférieur a 2n.

Un deuxiéme exemple est apporté par la transformée de Laplace F(s)
d’une mesure (positive). Side cette transformée on ne connait ou on ne re-
tient que les valeurs y; = F(s;) pour 2z abscissesdistincts {s;: 1 < j < 2n}
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et si I'on fait intervenir le systéme de Tchebycheff f;(x) = e=*i*, résoudre le
systéme (I), c'est effectuer une résolution numérique de la transformée
de Laplace. Cette approche différe des solutions proposées par Bellman-
Kalaba-Lockett [1], mais réclame quand méme de l'intérét.

A notre connaissance, le seul effort pour résoudre le systéme Y s, pe~*i*
= y; a été entrepris par Rutishauser [6]. L’algorithme QD que propose
ce dernier ne peut s'utiliser que si les s; sont en progression arithmétique.
C’est évidemment une restriction trés sérieuse.

2. Détermination numérique de ’extrémité d’un arc inconnu.
Cette section formera un tout en soi et justifiera plus tard la convergence
de la méthode du couplage. Soit xo, x1, . . ., Xn, m + 1 points d’un arc
dans un ensemble X, x, est I'extrémité gauche de l'arc, x,, est I'extrémité
droite et pour chaque valeur de 7, de 1 a m, x; est voisin de x,_;. Supposons
que 'on connaisse une approximation w, de xo et que I'on dispose d'un
opérateur de correction Q; qui & une approximation w de x; permet de
trouver une meilleure approximation Qx(w) de x;, que peut-on proposer
comme approximation de 'extrémité x,? C’est ce probléme dont nous
voulons parler. Préparons la notation pour les prochains résultats.

Nous faisons d’abord appel & une suite de pseudo-métriques d;(x, v),
x€X,yeX,k=0,1,...,m,quiremplit les conditions suivantes:

di(x,y) Z 0,dx(x,y) £ di(x,2) + di(z, )

et dp(x, ¥) £ di_i(x, ). On parlera de famzille décroissante de pseudo-
métriques. Nous dirons que la suite {x;} est une §-chaine si d;(x;_1, x;) < 6

pourk =1,2, ..., m.
Nous dirons qu’une fonction réelle ¢ définie sur [0, o0 ) est une fonction
de contraction locale si ¢(0) = 0, est non-décroissante et s'il existe un

nombre @ > 0 tel que ¢(a¢) < @ et x — ¢(x) est non-décroissante sur
[0, a]. On dira que ¢ est contractante au niveau a.

Nous dirons qu’un opérateur Q. est un opérateur de correction relative-
ment A d; et & ¢ si pour les valeurs w de X ou Q; est défini, Qx(w) appar-
tient & X est dx(Q(w), xx) = o (dp(w, x)).

Si w, est une approximation proposée pour x,, on définit par récurrence
sur k la suite wy, : wy = Qi(wy_1). w, sera donc l'approximation proposée
pour x,. Si on le désire, on peut méme engendrer une suite d’approxima-
tion w,, , de I'extrémité x,,; pour # donné, on se sert plutdt de la famille
d’opérateurs de correction Qy*, le n-iéme itéré de Q;.

LEMME 1. Soit ¢ une fonction de contraction locale, contractante au niveau
a, alors pour tout 6 de l'intervalle [0, a — ¢(a)], il existe une racine a
Péquation ¢ (x + 8) = x sttuée dans U'intervalle [0, ¢ (a)].

Démonstration. La fonction ¢ — ¢(¢) est continue, prend la valeur 0
ent = 0etlavaleuré, = a — ¢(a)ent = a.S10 < 6 < 4§, il existe un ¢
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compris entre 0 et a tel que t — ¢(¢) = 6. Six =t — 6, x = ¢(¢),0 =
x S pa)etolx +8) =o(t) = x.

La plus petite racine positive a I'équation ¢ (x + §) = x sera noté ¢*(3).

THEOREME 2. Soit ¢ une fonction de contraction locale, contractante au
niveau, a, soit {d;}r—o une famille décroissante de pseudo-métriques sur un
ensemble X, soit {xy}i—o une 8-chatne dans X alors que § £ a — ¢(a),
soit {Qxlie1 une famille d'opérateurs de correction pour {x;} relativement
a d; et ¢ alors que Qy est au moins défint sur {w : dp(w, x;) < a}, supposons
de plus que I'approximation wy est dans la boule {w : do(w, x0) = ¢*(9)},
alors Wy, = Qp O Qpu—1 0 ... 0 Qi1(w,) est bien défint et est situé dans la
boule {w : d,,(w, x,,) < 0*(8)}.

Démonstration. Montrons par récurrence sur k que 'on peut définir
une suite {w;}i—; telle que

di(wy, %) = 0*(8) et wp = Qr(wi—y).

Par hypothése d’induction, supposons donc que wy_; a été ainsi construit.

dk(wk—ly X)) = dlc(wk—ly Xp-1) + dlc(xk—ly Xx)

S di1( Wiy, Xx—1) + 6 = ©*(6) + 6.

Le Lemme 1 nous assure que ¢*(8) + 6 < a. L’opérateur Q; est défini au
point w;_;, on pose wy = Qi (w;_;). Maintenant

di (Wi, xx) £ o(dr(Wi—1, 22)) = 0(*(8) + 8) = ¢*(8).
On saura donc que w,, est bien défini et que dp(Wp, x,) = ¢*(5).
On peut élargir la portée du Théoréme 2 par les corrections successives

Q1 Qi = Qi O = Qro Qil, ..., Q" = Qro QL

La fonction de contraction locale ¢, que l'on peut associer a Q" est la
n-iéme itérée fonctionnelle de la fonction ¢. Remarquons que ¢ — ¢,(a) =
a — ¢(a), il sufit donc que 6 < a — ¢(a) pour que § < a — ¢,(a). Si
W, , est 'approximation proposée a x,, & l'aide des opérateurs Q,”, il suffit
que do(wo, x0) = ¢,*(8) pour que w,, , soit bien défini et 'on saura alors
que &y (Whn, Xm) = ¢,%(8). Le choix le plus fréquent pour w, est wy = x
et d’habitude do(xo, xo) = O.

Pour utiliser le Théoréme 2, il faut savoir calculer la fonction ¥,
associée a la fonction ¢, ou du moins connaitre certaines propriétés de ¢*.
Sip(x) =cxou0 < ¢ < 1,alors o*(x) = /(1 — ¢). Le cas ol p(x) =
cx?, ¢ > 0, p > 1 est couvert par le prochain lemme.

LEMME 3. Soit ¢ une fonction convexe croissante, nulle & I'origine et dont
la dérivée a gauche du point a > 0 est inférieured 1, s10 =6 < a — ¢(a),
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alors pour k= 1,2, ... ¢%06) £ (¢:(8))/(1 — ¢'(a=)) ot ¢y est la
k-iéme itérée de o.

Démonstration. Traitons d’abord du cas & = 1. Sur [0, a], x — ¢(x) est
injective. Posons § = x — ¢(x), pour 0 < x < «; dans ce cas ¢*(5) =
*=x—08=o0(x) ¢06) = — ¢(x)). Vu la convexité de la fonction ¢
aux points x — ¢(x) et ¢(x), on a I'égalité

e(x) — ol — ox)) £ ¢'(a—)e(x).

D’ou
o(x) S olx — (x))/1 — ¢'(@—))

et
¢*(6) = ¢(®)/(1 — ¢'(a—)).

Lorsque & > 1, l'inégalité précédente est

ei*(6) < @x(8)/(1 — @' (a—))

or
ei'(a—) = & (a—)¢' (ela—)) ... ¢ (err(a—)) = ¢ (a—).

D'ou

¢i*(0) = r(8)/ (L — ¢'(a—)).

3. Rappels sur les systemes de Tchebycheff. Dans cette courte
section, nous citons les résultats de Krein qui sont pertinents a notre
étude. Comme tantdt, soit {f1, fo, . .., fou} un systéme de Tchebycheff
de dimension paire sur l'intervalle ouvert (a, b), a < b; rien n'empéche
que a ou b ne soit pas fini. Nous désignerons par M la totalité des mesures
(positives) portées par (a, b) pour lesquelles chacune des fonctions f;(x)
est intégrable. Si k est un entier naturel, M, désignera les mesures discrétes
dont leur support consiste en k points distincts de (a, b). On notera par $
I'application suivante de M dans R*", ®(u) = (y1, ¥2, . . . , ¥2u) OU

b
Y; = f fi(x)du(x).
On notera enfin par @ I'image par ® de M,.
PROPOSITION 4. L'application ® resireinte & \Ui—o My est injective.

Ceci est une conséquence de la notion de systéme de Tchebycheff et
assure que le systéme d’équations (I) admet une solution unique dés que
I'on exige que les abscisses x ; soient ordonnées par ordre croissant.

THEOREME 5. L'image par ® de \UrZy M, est contenue dans la frontiére
de Q. @ est un ouvert convexe de R*. St u appartient @ M et st le support de u
contient plus de n points, ®(u) appartient a Q.
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Les résultats que Krein a établis en [3] ou en [4] permettent de vérifier

facilement ce théoréme. On pourrait aussi consulter avec profit le volume
de Karlin-Studden [2].

4. Analyse du systeme I en certains de ses points singuliers.
Nous voulons résoudre le systéme (I).

(I ;Pifj(xi) =y, 1=j=2n

Pour ce faire, partons de la donnée de 2n — 2 quantités et §;, 1 < 1 <
n—1,tellesquen; > 0eta < § < ... <&, <b. Posons

n—1
(L) §1= ; mifi(¢), 1 =7 = 2n.
Vu le Théoréme 5, le point ()%, appartient A la frontiére de Q. Posons
y(t) = (1O ot y,() =&+t — §)).

Pour tout ¢ de (0, 1], y(¢) appartient & @, on peut donc trouver des
fonctions p;(¢) et x;(),1 2+ =n,0<t=1 telles que p;(¢) = 0,a <
x1() <...<x,() <bet

1) 20 = Zp@fw@), 15752

Le but de cette section est d’étudier le comportement des quantités p;(t)
et x,(t) lorsque ¢ décroit vers zéro. La premiére étape de I'analyse consiste
a révéler une racine cachée £ au systéme (Io) relativement au point y.

THEOREME 6. Soit (y,)%, un point de Q et soient (wi, £1)'Z1, 2n — 2

valeurs o w; > 0,0 < & < ... < &1 < b donnant lieu aux quantités
n—1
6= 2 mfi), 15j<2m,
alors il existe un polynome généralisé de Tchebycheff B(x) = ?’;1 B.f;(x)
Z 0 tel que

B(fi)=B’(fi)=0r 12s1=n—-1
et

2n

j_zlﬁf(yj_fz) = 0.

Ce polynéme B (x) est unique & une constante multiplicative prés. Il change
de signe exactement une fois dans U'intervalle (a, b)

Démonstration. Soit (p;, x;)"_1 la solution au systéme I, D> 51— pif,(x+)
= v;, 1 £ j £ 2n. Choisissons un nombre a; suffisamment a gauche de
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I'intervalle (a, b), pour que tous les nombres £;, 1 < 7 < n — 1 et tous
les nombres x;, 1 < ¢ < n, sont tous supérieurs a a; et désignons par m
la mesure ) _i—; p:6(x,). On remarque dans un premier temps que I'en-
semble des polyn6mes

2n
Be) = 3 8:f,)
=
tels que B(¢;) = B’(¢;) = 0,1 =7 = n — 1 est un sous-espace vectoriel

de dimension égale a 2. Sur ce sous-espace vectoriel, V, considérons la
fonctionnelle linéaire

b
B-—>f B(x)dm (x).
Montrons d’abord qu’elle n’est pas identiquement nulle sur V. Soit By(x),
le polyndme tel que Bo(a1) = 0, Bo(§;) = B ((;) = 0,1 1= n — 1,
By # 0, on s’apercoit que By ne peut pas changer de signe sur (a1, b)
(sinon By admettrait trop de zéros compte tenu de la multiplicité deux

des racines £;, 1 < 7+ = n — 1). On peut donc supposer que By(x;) = 0,
1<i=ZnDou

fb Bo(x)dm (x) = 0.

Il est impossible que

beo(x)dm(x) =0,

sinon xi, X, . . . , X, seraient n racines doubles pour By(x). Ainsi
b
f Bo(x)dm (x) > 0.
Il s’ensuit que
In. 5 ' _o!
l :BE T, B(x)dm(x) = 0;

est formée des multiples scalaires d’'un méme polyndme Y vy B,f;(x).
Et la condition

be(x)dm(x) =0

veut justement dire que

;ﬁj(yj —$) =0

lorsque B € V. Comme l'intégrale de B par rapport a la mesure (positive)
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m est nulle, il faut que B(x) change de signe au moins une fois. Un tel
changement de signe ne peut pas se produire plus d'une fois, sinon B(x)
admettrait 2z zéros, compte tenu de la multiplicité des racines, ce qui est
impossible dans un systéme de Tchebycheff de dimension 2.

Soit # cette racine ot B(x) change de signe. Nous dirons que £ est la
racine cachée au systéme (I;) par rapport au point (v;)%%;. Deux cas
peuvent se présenter. Le premier cas est que la racine cachée ne soit pas
une des valeurs £;, 1 = 2 < n — 1; c'est ce que nous appellerons le cas
régulier. Le deuxiéme cas est lorsque la racine cachée est égale & 1'une
des racines £;; nous 'appellerons le cas singulier. Selon que le cas est
régulier ou singulier, les systémes (I;) lorsque ¢ décroit vers zéro se
comportent différemment. La normalisation que nous retenons pour R(x)
lorsque £ est une racine simple (cas régulier) est que R'(§) = 1.

A partir de ce moment-ci, nous réclamons davantage de régularité de la
part du systéme de Tchebycheff. Nous supposons désormais que le
systéme de Tchebycheff est formé de fonctions analytiques et que tout
polyndme de Tchebycheff, Y 7, ¢,f;(x), qui n’est pas identiquement nul
n'admet pas plus que 2# — 1 racines compte tenu de la multiplicité des
racines.

En fait, il a été montré en (7], que la condition ‘‘les f;sont analytiques”
peut étre affaiblie par les ‘‘f; sont éléments de C” (a, b).”

A. Analyse du cas régulier. Pour étudier le systéme (I;) alors que la
racine cachée ¢ est simple, nous changerons de base pour le systéme
de Tchebycheff. Introduisons les 2z fonctionnelles linéaires suivantes:

Li) = F60, Lif) = /6D, LS i 5 n— 1,L(f) = /&) et
£(3e) - 500, - 0.

j=1 j=

LEMME 7. Les fonctionnelles {L;} "1, {L/}"~", L' et E sont linéairement
indepéndantes.

Démonstration. Soit L la fonctionnelle, L(f) = f(¢), les fonctionnelles
{L}," Y, {L/}"', L et L' sont linéairement indépendantes. E doit
pouvoir s’exprimer a 'aide de ces fonctionnelles:

n—1

E=cL+JdL + Z (cLy+ ¢/L).
i=1

Soit S(x) le polyndéme de Tchebycheff tel que S(¢) = 1, S'(¢) = 0,
S() = S'(¢;) = 0,1 £ 17 = n — 1. Vu le Théoréme 6, E(S) = 0. Or
E(S) = c. Ainsi ¢ # 0. On peut donc faire 'échange de E avec L pour
obtenir une nouvelle base de I'espace des fonctionnelles linéaires sur le
systéme de Tchebycheft.

Le lemme précédent permet de trouver 2n polyndémes de Tchebycheff
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linéairement indépendants 4 ;(x), B;(x),1 = ¢ = n — 1, A(x) et B(x)
orthogonaux aux fonctionnelles mentionnées:

Ay(&) = s Bi&) =0
A/ (&) =0 B/(&) = aik}l =k
E(,) =0 E(B) =0

A7) =0 B/ =0.

I\

n—1

Cecipouridelan — 1.
Af) =4'&) =0 BE) =B(E) =0 1sksn—1
E(A) =1 EB)=0
A4'(¢) =0 B'(§) =L

Dans cette base, le systéme d’équations (I;) est ainsi transformé

pAx(x) + ;piAk(xi) = Tkl

n—1

pBi(x) + ;Pin(xz) =0

(I1y)

n—1

pA(x) + ;piA(xi) =1

0.

PBE) + L pBG)

Nous procédons & I'étude de ce systéme au voisinage des valeurs
xi=£i,pi=1r,~,1§i§n—-1,x=£etp=0.

Remarque-clé. 11 y a un trés grand avantage A considérer p comme
variable indépendante et de dire que ¢ est fonction de p par 'avant-
derniére équation.

Traitons d’abord des 2n — 2 premiéres équations en considérant que p
et x sont des paramétres fixes voisins respectivement de 0 et de ¢ La
matrice jacobienne de ces équationsen p; = 75, x;, = £, 1 £ 1< n — 1
est une matrice diagonale dont les divers éléments sont tantét 1, tantdt
m > 0. Ceci permet de prétendre que les p; et les x; sont des fonctions
analytiques de p et de x si p n’est pas trop écarté de 0 et si x ne s'écarte
pas trop de £ Développons les p; et les x; selon les puissances successives
de p;

pi=mio(x) + pria(x) + ...
x; = Eio(x) + pialx) + ...

On vérifie d’abord que 7. o(x) = 7, et £;0(x) = &,;; il suffit de résoudre
le systéme des (2n — 2) équations avec p = 0. Pour trouver le dévelop-
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pement de Taylor d’ordre un pour p; et x,, il suffit de faire la correction
de Newton-Raphson avec la solution approchée p; = 7; et x; = &
dp; = —pAi(x)etpdx; = —pB;(x). D'ot

7r“(x) = —Al(x) et E,-,l(x) = —Bi(x)/m.

Remplagons maintenant les valeurs obtenues pour p; et x; dans les
deux derniéres équations:

pA(x) + g(p,x) = ¢
pB(x) + h(p,x) =0

n—1 n—1

glp,x) = D piA(x:) et h(p,x) = D pBxy).

i=1 i=1

Déterminons les développements de Taylor

g(p, x) = golx) + pgalx) + ...
h(p, x) = ho(x) + phi(x) + . ..

Puisque 4 (&) = A" (&) = B(&) = B'(&) =0,1 2k =n—1,

Ax;) = AE) + A" (E) (s — &) + A7 (E) (xs — E)2/2 4+ ...
Ax:) = A" (E)(xs — £)*/2+ ...
B(xz) B”(fi)(xi - Ei)2/2 + ...

Ainsi go(x) = g1(x) = ho(x) = hi(x) = 0.

En particulier, on peut diviser la fonction k(p, x) par p?: h(p, x) =
p*ha(p, x).

Lorsque p # 0, 'équation pB(x) 4+ h(p, x) = 0 est équivalente 2
B(x) + pha(p, x) = 0. Puisque B’(£) = 1, la solution x, voisine de ¢,
a cette derniére équation, existe lorsque p est voisin de 0 et x est une
fonction analytique de p. Remplagons enfin cette valeur de x dans
I'équation qui définit la fonction ¢ : pA4 (x) + g(p, x) = t. La dérivée de ¢
par rapport 4 p en p = 0 est dt/dp = A(¢) # 0. On peut finalement
exprimer p en fonction de ¢ et dans ce cas p est analytique en fonction de ¢.
On peut résumer tous ces calculs sous la forme d’un théoréme.

THEOREME 8. Dans le cas o la racine cachée  est simple, les familles de
solutions p;(t), x:(t) au systeme (1;) sont des fonctions qui se prolongent
analytiguement jusqu'en t = 0. Il existe un entier k tel que x,(t) converge
vers & et pr(t) converge vers 0 lorsque t décroit vers zéro. Les autres valeurs
x4(t) convergent vers &; ou £,y et pi(t) converge vers w; ou w1 selon que
1 < koui > klorsquet décroit vers zéro.

B. Analyse du cas singulier. Pour étudier le systéme (I;) alors que
la racine cachée { est triple et coincide avec une des racines §;, nous
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changerons de base pour le systéme de Tchebycheff. Pour la commodité
de I'écriture nous supposerons que ¢ = §; bien que ce choix d'indice sera
sans conséquence dans I'argumentation future. Introduisons les 2z fonc-
tionnelles linéaires suivantes:

Li(f) = f(&), L/(f) = f(&), L' (f) = f""(£)/6 et
E(i ijj) = 2":‘71‘(3’]‘ - §)-

j=1 =1

LEMME 9. Les fonctionnelles {L;}"', {L/}", L""" et E restreintes au
systéme de Tchebycheff sont linéairement indépendantes.

Démonstration. Soit L” la fonctionnelle L” (f) = f"(£)/2, les fonction-
nelles {L;}*1, {L/}*', L' et L' sont linéairement indépendantes
comme fonctionnelles sur le systéme de Tchebycheff. E s'exprime a
I'aide de ces fonctionnelles

n—1
E=cL + L + LY +CNILIII + Z (CiLi + Ci’Li’)~
=2

Soit S(x) le polynéme de Tchebycheff tel que S(¢;) = S'(¢;) = 0,
12:=n—1,5(¢) =2et S (¢) = 0. La fonction B(x) du Théoréme
6 admet une racine triple en x = £et B/ (£) # 0 (sinon B(x) admettrait
2n racines compte tenu de la multiplicité des racines). S(x) n’est pas
proportionnelle & B(x) et ainsi E(S) # 0 vu le Théoréme 6. Or E(S) = ¢".
D’ot ¢” # 0 on peut donc faire 'échange de E avec L” pour obtenir une

nouvelle base de I'espace des fonctionnelles linéaires sur le systéme de
Tchebycheff.

Le lemme précédent permet de trouver 2z polynémes de Tchebycheff
linéairement indépendants 4;(x), B.i(x),1 £ 1 =< n — 1, C(x) et D(x)
orthogonaux au x fonctionnelles mentionnées.

Ai(Ek) = Bik Bi(&) =0
At'(fk) =0 Bz(fk) =y
E(,) =0 E(B) =0

Ai/II(E) — 0 Bi”’(s) — 0‘

}lékén—l

Cecipourzdelan — 1

C(Ek) = C’(Ek) =0 D'(Ek) = D(gk) =0 1=k=n-—1
E(C)=1 EWD) =0
C"() =0 D" () = 6.
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Dans cette base, le systéme d’équations (I;) est ainsi transformé

pAi(x) + zPiAk(xi) = Wkl

(I1I,) S1§k§n—1

n—1

pBi(x) + ;Pin(xi) =0

pCG) + ‘Z piCx) =t

pD(x) + zpip(xi) = 0.

"étude de ce systéme se fait au voisinage des valeurs x = £, p une valeur
arbitraire entre QO et 7y, x;, = £, 1 S 1= n — 1, py=m — P, pi = 7y,
2<1=n-1

Remarque clé. x est choisi comme variable indépendante et ¢ est fonc-
tion de x par 'avant-derniére équation.

Traitons d’abord des 2n — 2 premiéres équations en considérant que
p et x sont des paramétres fixes, 0 < p < m; etx est voisin de £. Le jacobien
du systéme pour déterminer les p; et les x; est régulier. Les p; et les x;
sont des fonctions analytiques de p et de x. Développons les p; et les x;
selon les puissances de x — &:

pi=miop) + (x — Hmialp) + ...

xi = Eio(p) + (x — HEL(P) + ...
On vérifie d’abord que m10(p) = 711 — P, mi0o(p) =7, 2 =i =n—1)
et £:0(p) = £, (1 £ 7 £ n); il suffit de résoudre le systéme de (2n — 2)
équations avec x = £. Pour trouver le développement de Taylor d’ordre
un pour p; et x;, il suffit de faire la correction de Newton-Raphson avec

la solution approchée p; = m;0(p), x; = £:.0(p). On observe les dévelop-
pements suivants:

Ar(x) = 861 + O((x — £)?)  Br(x) = (x — £)ou + O((x — £)?)
Ak(xi) = 0ps + 0((351 - Ei)z)
Bi(x:) = (xs — E)bxs + O((x: — £0)?).

Désignons par dp; et dx; la correction recherchée au moins aussi exacte
que I'écart (x — £).

Poe1 + (mr,0(p) + dpx) = m

plx — £)6u + (mr,o0(p) + dpr)dxy = 0}1 Sks=n-—1
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D’oti
dpr = 0,dxy = —(x — §)p/(m — p)
dpi = dxi = 0,1/ g 2.

Remplagons maintenant les valeurs obtenues pour p; et x; dans les
deux derniéres équations du systéme (II1,):

(HL1) pClx) + g(p,x) = ¢
(I11.2) pD(x) + h(p,x) = 0

N
ou

n—1 n—1
gpyx) = L piCxd) et hip,x) = 2 pD(y).
Déterminons les développements de Taylor

2P, x) = go(p) + (x — )@ (p) + (x — £)2g:(p) + . ..
h(p, x) = ho(p) + (x — H(p) + (x — £)2ha(p)
+ (x — £%hs(p) + ...

Puisque C et D ainsi que leur dérivée premiére s’annulent en chacune
des racines ¢,

Clxi) = C"(E)(xs — £)%/2 4+ ...
D(x;) = D" (&) (xs — £)%/2 + ...
Si 'on néglige les puissances de (x — £) supérieure a deux dans la

premiére équation (III.1) et supérieure a trois dans la seconde équation
(I11.2), on obtient:

T pC) = pCl) + 06— 8)

= (m—p)C"(E) (& — £)°/2
Y 5D = pD ) + O(Gx — £)Y).

i=1

Or D(x) est un multiple de la fonction B(x) du Théoréme 6. Ainsi D’/ (£)
=0et

D(x1) = (x1 — £)°* + O((x1 — §)4).
D’ou

T pDE) =~ — 0%/ (r - 9"
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Ainsi
g (p) = 21(p) = ho(p) = hi(p) = ha(p) = 0
g:(p) = (m — p)C"(§)/2
ha(p) = —p%/ (w1 — p)*

La fonction D(x) est divisible par (x — £)3: D(x) = (x — £)3Ds(x);
il en est de méme pour la fonction k(p, x) = (x — £)3hs(p, x). Lorsque
x # & l'équation pD(x) + h(p, x) = 0 est équivalente a pD;(x) +
h3(p, x) = 0. Lorsque x = £, I'unique solution en p, 0 < p < 4, & cette
équation est p = m1/2. Regardons maintenant la valeur de la dérivée par
rapport 4 p en p = m;/2 de la fonction

pD5(8) + ha(p, &) = p — p°/(m1 — p)*

En p = m1/2, cette dérivée vaut —4. Par le théoréme des fonctions
implicites, on peut donc exprimer p en fonction de x & I’aide de I'équation
(I11.2) ; cette fonction est analytique.

Remplacons enfin cette valeur de x dans I’équation (II1.1) qui définit
la fonction

1pC(x) + g(p,x) =t

3C7(E) (x — £ + p1) + O((x — £)7)

3mC7(§) (x — £)* + O((x — £)?).

Puisque E(C) = 1, le Théoréme 6 nous assure que C”(¢) # 0. Ceci

décrit le comportement de ¢ lorsque x est voisin de £. Comme ¢ > 0,
C’(¢) > 0.

I

t
t
¢

On peut résumer ces calculs par le résultat suivant:

THEOREME 10. Dans le cas ou la racine cachée & est le nombre &, les
familles de solutions p(t), x:(t) s'expriment analytiquement en fonction de
Vtjusqu'ent = 0. Lorsque t décroit vers zéro,

lim,ox;(¢) = £, =k e limyox;a(t) = £k =12 n—1,
limllo Pk(t) = 7l']c/2 = limtlo Pk+1(t)
etlim,op;(t) = mioum,_y selonques < kour >k + 1.

Il suffit de vérifier que x — £ est une fonction analytique de v/¢. Or
t = Z$=2 a,(x — E)" et ap; > 0. Soit B(x) la racine carré de
ngz a.(x — £)"% avec B(£) = vV as et soit g 'inverse fonctionnel de la
fonction (x — £)B(x), alors x = gW/1).

5. Détermination numérique de la solution du systeme (I) (cas
régulier). Maintenons-nous dans le contexte de la Section 5 ol nous
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voulons résoudre le systéme (I)

IIA

(D ;Pifj(xi) =y, 1Sj=2n
a partir de la donnée de 2n — 2 quantités wy, &;, 1 < ¢ < n — 1 telles que
m; > 0etles £; sont des nombres distincts de (a, b). Posons

n—1

=L rdiE), 10 =G+ —5), 15j52n
Pour 0 £ ¢t £ 1, on peut trouver une famille continue & un paramétre
pi(t), x4(t) telle que

(1) g;pia)ﬁ(xi(t))wja), 1<j<om

Nous allons supposer que la racine cachée est distincte des autres
racines &1, £, . . ., £,-1. Pour la commodité de la notation, nous supposons
que lim, o x;(t) = & etlimyop(t) = my, 1 St = noué, = tetm, =0.

Nous entreprenons la résolution numérique du systéme (I) par la
technique décrite dans la Section 1. L’espace X = {(p;, x:)i-1} est R?*,
il contient l'arc inconnu (p;(t), x;(t)). Définissons immédiatement
I'opérateur de correction qui 4 une solution approximative (g;, w;) au
systéme (I;) propose une autre solution approximative Q.(q;, w;) =
(31, w4). On se sert de quantités auxiliaires 9;. Dans un premier temps, on
détermine la solution (g;, 7;) du systéme linéaire

V) T adw) +af/@) =0, 15j52m

On pose ensuite @; = w; + 9;/§; Il s'agit d’'un simple raffinement a la
correction de Newton-Raphson.

Si t est entre 0 et 1, si (p4, x;) et (g, w;) sont deux points de X, la
pseudo-distance d, entre ces deux points sera le plus grand des nombres
|w, — %, et max {|w, — x/A/t:1 £ i £ n — 1}. Pour alléger la nota-
tion, nous désignerons par » un point générique de X et par u, le point

(pi(t)v xi(t))72=1.

LeEMME 11. I] existe un nombre e, et une constante M tel que pour tout
t € (0, 1], Q,est défini sur {v : d,(v, u,) £ eo} et alors

dt(Ql(V)v “t) é Mdtz(yy I-l't)'

Démonstration. Les n nombres {x;(¢)}i—1 sont toujours écartés entre
eux et ne s'approchent jamais de ¢ ou de b; on peut trouver un r > 0 tel
que pour tout ¢ entre O et 1, |x;(t) — x;(¢)| > rsizt #Z jeta + r < x:(t)
<b—rsil £ 1 = n. Soit ¢ une valeur donnée de (0, 1], commengons par
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exiger la validité des inégalités
|wi - xi(t)! = 7’/2~

Les nombres w;, w,, . . . , w, seront donc tous distincts. On peut trouver
des polynémes de Tchebycheff

A, (w) = éakj(wl, ), )

By(w) = ;"l Bri(wy, . . ., wy)f;(w)

01
du)l

Pour & fixé et pour j de 1 & 21, on peut multiplier la j-iéme équation du
systéme (I;) et on peut sommer toutes ces équations.

Pour £ fixé et pour j de 1 & 2#, on peut multiplier la j-iéme équation du
systéme (I;) par le nombre ay;(wi, . .., w,) et 'on peut sommer toutes
ces équations. On peut faire la méme opération avec le systéme (IV,).
Aprés comparaison entre ces deux équations, on obtient 1'équation

tels que
7
k

Ar(w;) = 60 Bi(wy)
A (w;) =0 By (wy)

IIATIA

n
n.

IA NIA

G = 14:: pi(8) Ax (x:(2)).

Si 'on reprend le procédé en remplagant les nombres oy, ; (w1, . . ., w,)
par B ;(wi, ..., w,) on obtient I’équation

9, = j;pi(oBk(xi(m.

Par un développement de Taylor d’ordre 1 et vu la compacité des
variations possibles des w;, on peut trouver une constante M; (qui ne
dépend pas de ¢) telle que les inégalités suivantes ont lieu:

g — pe ()] = M, ;Elpi(t)(‘wi_xi(t))z 11 Sk=n
O — pu(er(®) — wi)| < M,y gl’i(t) (w: — xi(t))ZS(V,)

En se servant du fait que les fonction {p;(t)}iZi sont bornées et que

p. () est bornée, et si I'on suppose que |w, — x,(t)] < ¢ |w; — x;(t)]
/i pour 1 £ ¢ < n — 1, on voit que I'on peut choisir une constante M,
(indépendante de ¢) telle que

(VD) ge — px())] = Mate®.

Si 'on observe que 7, = §x(®; — w:), et du fait que les w; sont uni-
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formément bornés, on obtient !'inégalité
lgxwe — pr(t)x: ()| = Mates.
Comme x(t) est uniformément borné,
|gx (@ — xx(8))| = Mute®.
Or lorsque k < n, p;(¢) ne s'approche jamais de 0, d’ou si € est assez petit,
Jx sera toujours éloigné de zéro et alors
lw, — xx(t)| £ Mste

D’autre part, p,/(0) > 0, si € est sufhsamment petit, on saura que g,/!
sera éloigné de zéro

[, — x,(£)] = Mee
On peut donc trouver un nombre ¢ € (0, 7/2) et une constante M
telle que
@, — x,(0)] = Me*
et
lw, — %, ()| = Mt si €= e etk <m.
La démonstration du lemme est complétée.

Cherchons maintenant une chaine §-admissible & partir de la courbe
ue = (pi(t), x:(t)) relativement A la famille de pseudo-métriques d,.

LeMME 12. Soit la suite {u,} lorsque t parcourt les points de la forme
(/m)* 1 =0,1,...,malors il existe une constante A indépendante de m
telle que {u,} est une chaine (A/m)-admissible.

Démonstration. Soit 4, une borne pour les fonctions {x/(¢) : 0 £ ¢t < 1,
1 £ ¢ = n}. Par le Théoréme 8, 4; < 0. On voit que

{(£) ()] < 200m

etsi i < ( (__:TQ_):_((M))
VY

Il sufht de poser 4 = 24, pour obtenir

I\

2A1/m

Aeorn2 me (B2 m2y Rzme) S A/m.

Soit m et k deux entiers donnés, on pose {¢; = (i/m)2}}, la solution
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approchée a la solution u; du systéme (I) que nous proposons est

Hm,x = szk o QI;m_l ©...0 Quk(”o)
ol vy = (7riv 51)7;=1‘

THEOREME 13. Il existe un entier my et une constante C indépendante de m
etdek tels que

lbm e — will £ (C/m)*,
sim = moetstk=1,2,3,...

Démonstration. Soient ¢ et M les deux constantes qui proviennent du
Lemme 11, si I'on choisit un nombre ¢, ¢ < ¢geta < 1/2M, les opérateurs
Q, sont des opérateurs de correction au sens de la Section 1 avec comme
fonction de contraction locale ¢(x) = Mx?; a sera un niveau de contrac-
tion. Soit 4 la constante indiquée dans le Lemme 12, la constante m, sera
un entier tel que A/mo < a — ¢(a). Sim = moetsi ppr = (s wy), le

Théoréme 2 nous assure que
max; [w; — x| £ ¢ (4d/m).
En faisant appel au Lemme 3
e (A/m) = ee(4/m)/(1 — ¢/ (a)) = en(4d/m)/(1 — ¢'(a)).
Choississons C pour que 42/(1 — ¢’(a)) = C2 On saura alors que
max; |w; — x4 = ox(C/m).

D’autre part |g; — p4| est toujours dominé par un multiple de max;
|w; — x4, vu les inégalités (VI). Quitte & augmenter la constante, si || - ||
est une norme dans R ||y, » — wil] £ (C/m)?.

6. Détermination numérique de la solution du systeme I (cas
singulier). On veut résoudre le systéme

;Pifj(xi) =y, 1=2j=2n

I\

alors que I'on dispose de 2n — 2 quantités (w;, £;) =1 pour lesquelles

n—1

TomifsE) =y, 1SjS2m—2

i=1
et qui donneraient lieu a une racine cachée multiple. Si

n—1

¢i= 2 mifsE), 1=j<2n,

i=1

ceci veut dire que le polynéme de Tchebycheff du Théoréme 6, D(x) =
2 Bif(x) o D(E) = 0,129 S n— 1,258y, —§,) =0,D =0
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admet une racine triple £ pour une des valeurs ¢;. Pour la commodité de
'écriture, nous supposerons que ¢ = £;. La résolution numérique que nous
proposons s’appuie encore sur les solutions des équations

30050 = &+ 1, = 5).

Il s’agit d’adapter la technique du cas régulier. Pour ce faire, on choisit
un nombre ¢, suffisamment prés de 0. Nous indiquerons comment par un
développement de Taylor d’ordre 2, on peut obtenir une approximation
suffisamment précise de la solution (p;(¢1), x:(t1))%=1. Cette approxima-
tion pourra étre corrigée k fois par l'opérateur Q,. Nous indiquerons
ensuite une suite appropriée d’abcisses ts, t3, . . . , t, = 1 ol sera appliqué
'algorithme du cas régulier: partant de la prédiction (p;(¢;-1), x:(¢;-1))
pour (p;(t;), x:(¢;)), on corrige k fois par l'opérateur Q,;, ceci pour
2=sj=m

Pour étudier davantage le comportement des fonctions p,(¢), x;(¢)
lorsque ¢ est voisin de zéro, servons-nous de la variable # = \ﬂ et posons

piFu) = psVt) et x*(u) = x,(3/1). On sait que
(VIL) gpi*wm(xi*(u)) 4ty —t), lsjisn

LEMME 14. Les fonctions p*(u) et x*(u) sont des fonctions paires de u,
512 =< 1= n— 1. Deplus, p,*(—u) = p1*(u) et x,*(—u) = x,*(u).

Démonstration. Vu le Théoréme 10, les fonctions p*(u) et x,*(u), 1 =
1 = n, se prolongent analytiquement sur un voisinage de « = 0. Puisque
les équations (VII,) nous assurent que

S pHWLEFW) = 3 b (—a)f et ()

si u est suffisamment petit. La Proposition 4 donne que les x *(—u) sont
des permutations des x;*(#) et les p,*(—u) correspondront aux p;(u).
Puisque x.;*(#) est voisin de £; lorsque u décroit vers zéro, il faut bien
quex,(—u) = x,(u),sil =7 < netalorsp,(—u) = p:(#). Remarquons

que
x*(—u) + x5 (—u) = x1* () + %, (u).
Puisque dx,*/du # 0, il faut que x,*(—u) = x,*(u). Il s’ensuit que
pr*(—u) = p,*(u).
COROLLAIRE.
B gy = L (), B gy - D (g

du

df’f (0)_‘1’” 0 =0 1<i<n.

https://doi.org/10.4153/CJM-1982-041-8 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-1982-041-8

UN SYSTEME DE TCHEBYCHEFF 613

LEMME 15. Dans le cas singulier, les équations sutvantes sont valides:

oy (422 0% ) + n 5 )

+ m(“’“ ©) 7@

+ X (d P O, + m L5 01770 )

=20y, —¢), 15720
Démonstration. 11 suffit de dériver 2 fois par rapport & u les équations

de (VIL,), d’évaluer en u = 0 et de simplifier les évaluations grice au
corollaire du Lemme 14.

LEMME 16. Dans le cas singulier, soient {S;, V}i_1 et W, R les quantités
obtenués par la solution du systeme linéaire de 2n équations linéaires

(VIII)  Sif;(&1) + Vaff (&) + WF/ (&) + Rf/" (&)

+ 2 (Sifi€) + Vifi' €)= (v, — &) (L =7 = 2n).

Alors les identités sutvantes ont lieu

2, %
1.si=%ddf¢§ ©, 1sisn—1
2.V, = dPl 0)2L dx‘ L 0) + % ’”dxl
Vi=2 du (0) 2<i=n-1
cr-2(e0)
4 R=0.

Démonstration. 1l suffit de remarquer que pour un systéme de Tcheby-
cheff au sens étendu, le systéme linéaire considéré admet une et une seule

solution (S;, V)21, W et R. On se sert du Lemme 15 pour obtenir cette
solution.

THEOREME 17. Si {S;, V2t et W, R donnent la solution du systéme
(VIID), et st dx*/du(0) > 0, alors

—
dx bt S (0) — _2_H_/ et dx" (O) M
T 1
5 & x1 d* xn _V 1, D) 3V, D)
0) = (0) W DW‘—S 3 122 m
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o D est le polynome de Tchebycheff dont {£:}i—1 sont au moins racines
doubles et 01l &, est une racine triple.

7

Démonstration. L’équation 1 du théoréme vient simplement de la
relation 3 du Lemme 16.

Soit D(x) = »_+—1 B,f;(x) le polyndme de Tchebycheff dont &, sont des
racines doubles (2 < 7 £ n — 1) et dont &; est une racine triple. Si 'on
multiplie par 8; la j¢ équation du systéme (VII,) et en faisant appel au
Théoréme 6, on obtient

n—1

S pHWDEAw) = X 7 D) = 0.

i=1

Maintenant, en dérivant 4 fois par rapport & # en # = 0 le terme de
gauche et en utilisant les propriétés de D et du Lemme 16, nous obtenons
le résultat. Nous laissons au lecteur le soin de vérifier les détails.

Le Théoréme 17, permet d’approcher le point (x;(¢1))%=1. Les résultats
suivants cherchent & établir que les corrections Q, déja considérées se
comportent bien lorsque I'on a quitté le point singulier (x;(0))%-;. Ce
comportement est bon vis-a-vis une nouvelle famille de pseudo-métriques
que nous définissons présentement:

d*(w,x) = max {|w; — x|/t : 1 £ i £ n}.

LEMME 18. I existe deux constantes positives M et p indépendantes de ¢,
telles que pour (w,, ¢;)iz1 avec |w; — x;(8)] = p, 2 2 1= n — 1,
lwp — xx(8)] = PN k= 1leinett € (0,1], nous avons

LG, — ;)| £ MAU(d (v, u,))2, 1Sj<mn
2. |v; = p(0) (x;(t) — wy)| = Mt(d*(v, u,))?,

ot les quantités §,, 7; sont solutions de (1V,).

Esquisse de la démonstration. Nous pouvons trouver un nombre 7 # 0
tel que pour (w;) ;=" ol

-1

IIA

iwi - xi(t)i
i’wk - xk(t)l

I A
—
o

n
un

nous avons

; — =
}z m;: i#L254,0l<n—1
kT | =

= loun.
twl—wnlzr\/zk oun

Maintenant considérons A;(w) et B;(w) les polyndémes définis dans la
démonstration du Lemme 11 pour (w,)7-; tel que ci-haut. Nous obtenons
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ar une étude minutieuse, qu'il existe une constante K positive tel que
p q

(ij(wl, e ywn) é K/(wl - ‘a}n)3
Bk]'(wly cee wn) é K/(wl - wn)z'

En faisant un développement d’ordre deux et en utilisant le fait que
|w; — w,| > r4/t, nous obtenons

@ — p:0)| < Z 0] [vet) — wil® |4 ()|

M 2
< ramax fw — x(0)]
D’une fagon similaire,

_ M
15 — pe (@) (0 (t) — wi)| S  maXiss, [ws — % ?

Nous avons maintenant le résultat puisque
td*(v, u) = mMaxi<iz, |wi — x:(8)].

LeMME 19. 1] existe deux constantes positives e, et M indépendantes de t
telles que pour t € (0, 1], nous avons que l'opérateur Q, est bien défint sur
{v:d*(, u) £ e} et sur cet ensemble nous avons 'inégalité suivante

dt*(Qt(V)y P«z) = M(dt*(”y ﬂt))?"

Démonstration. Soient M, et p les deux constantes de Lemme 14. 1l
existe M; telle que

pr(t) =2 M3, 1 =k =mntc[0,1]
Posons ¢g = min (r, 1,/ M;/2M;). Nous avons alors,
dr = Ms/2
puisque
Gx 2 px(t) — |px(t) — @l =2 M3 — Mit(d*(v, u,))?
= My — (M3/2)t = M;/2.
De plus,
qki‘wk —x; ()] £ 2Mu(d*(v, 1))?
puisque,
Gelwr — x:(8)] = |qe(@e — wi) — Gu(oe(t) — wi)l
= 1x — qu(xx(t) — wy)]
< |or — pi(t) (i) — we)| + [Pe(t) — Gl [ () — wi)]
= M1t(dt*(V, ﬂz))2 + Ml\/t_(dt*("y ﬂt))ztdt*(", Mt)
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par le Lemme 14
< 2Mu(@* (v, py))2
Par conséquent,
Wy — xx(t)/t £ (1/ M3)2M1(d* (v, 1e))*.
Ainsi en prenant M = 2M,/ M3, on obtient
d*(Qulv), u) = M(@* (v, u))™
Cherchons maintenant une chaine é§-admissible a la courbe u, =

(p4(t), x:(t))%=1 relativement a la famille de pseudo-métriques d /*.

LEMME 20. Soit v ef to deux nombres tels que 0 < v, to £ 1, sott t, définit
d'une fagon récurrente par\/t,1 = le minimum entre 1 etN/t, + iy, et soit
n, le plus petit entier n tel que t, = 1; alors 1l existe une constante A indé-

pendante de vy et i, telle que {u,;}i1, m = n,, est une chaine A-admaissible.

La démonstration est semblable & celle du Lemme 12.
Maintenant posons,
19,

24 (0) = %0) + 52 O+ 555

), 1=21=n

Comme x,(t) est une fonction analytique de ¢, en prenant v/ suffisam-
ment petit, { < ¢, nous avons

[x*(t) — x|/t £ n

ol 7 est un nombre positif.
Pour un ¢, donné, nous posons

Mo = (7"1’, xi*(to)),:'.—_l-

THEOREME 21. .57 8 est suffisamment petit, alors pour toute chaine {u .}
telle que définie au Lemme 20 avec to suffisamment petit et Ay = 8, nous
avons que

Mo k& = lekr ceey Qllk(/“o)

est bien définie et
””’m,lc - /‘0” é C(s/z)zk

Démonstration. Soient ¢y et M les deux constantes qui proviennent du
Lemme 15. Si on choisit ¢ < ¢ et a < 1/2M, les opérateurs Q, sont des
opérateurs de corrections au sens de la Section 1 avec comme fonction
de contraction locale ¢(x) = Mx?; a sera le niveau de contraction.

Prenons § £ a — ¢(a). Soit ¢ tel que pour tout ¢ < {5, nous avons

le* (o) — x:()]/t £ @*(8).
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En prenant {u,;}"_o une chaine 4y-admissible avec 4y < 6 nous avons
par le Théoréme 2 que u,, ; est bien définie et que

maxi<i<p lwi - xi(1)| = d1*(tm 1y o) = or*(8).
En faisant appel au Lemme 3,
e*(8) = ¢ (8)/(1 — @' (@) = ¢x(8)/(1 — @i (a))
< C(M8)% < C(8/2)2.

D’autre part, par l'inégalité du Théoréme 14.1,

IQJ‘ - P](l)l é ﬁo(dl*(ka—l(“m—l,k)v .UO)
S ¢ 1@ (b1, o)) S @x(8 + @:*(8)) = ¢x*(3).

Quitte & augmenter la constante si || - || est une norme dans R?".

lm s — woll < (6/2)%.

7. Exemple numérique de résolution du systeme I. Nous pré-
sentons un premier systéme d’équations dont nous ne ferons pas 'analyse
numérique mais dont nous observerons la symétrie pour créer un second
systéme d’'équations. Partons du systéme de Tchebycheff sur I'intervalle
(—=1,1) : 1, u, u? ..., u*1; u est la variable indépendante qui s’'étend
de —14 1. Soit {z;}5 la suite des intégrales,

1
2; =f w'du;
—1

sij est impair z; = Q et si j est pairz; = 2/(j + 1). Rechercher la solution
la solution du systéme

Spau’ =32, 0=5j=<2r—1,
=

ol p; et u; sont les inconnues, revient & trouver la formule de quadrature
de Gauss-Legendre. Les u; sont les divers zéros du 7° polyndme de
Legendre, P,(u). Si u; est un de ces zéros, si L;(u) est le polyndme
Pr(u)/ (P, (u;)(w — uy)), alors

1
b =f Li2(“)du-
-1

On peut retrouver ces nombres p; et #; dans des tables mathématiques.
Par exemple, Kronod [5] donne les valeurs des quantités p; et (1 + u,)/2
lorsque 7 est un entier qui ne dépasse pas 40.

Considérons le cas ol r = 2n; désignons par #y, #s, . . ., 4, les racines
positives de ps,(u), les autres racines seront —uy, —us, ..., —u, Les
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équations suivantes sont valides

> 2 =2/2+1), 0sjs2n— 1L
i=1

Si nous faisons le changement de variable x = u?, x;, = u? le systéme
d’équations dont nous voulons faire I'analyse numérique est le suivant:

VIID) Y pw/ =1/@2j+1), 0<j<2n— 1
=1

Il s'agit d'un exemple du systéme I pour le systéme de Tchébycheff
i1, x,...,x" 1,

Regardons la résolution du systéme VIII avec # = 7 par la méthode
du couplage des équations. Nous avons fait un programme complet dans
le langage FORTRAN selon les instruction élaborées dans la derniere
section. On commence par résoudre le systétme VIII avecn = 1:p, =1
et x; = 1/3. On procéde ensuite par récurrence sur zn. Si les (2n — 2)
premiéres équatijons ont été résolues de fagon satisfaisante, la recherche
de la solution des 2% premiéres équations commence par I’évaluation de ce
que nous avons appelé une racine cachée et poursuit selon un algorithme
qui dépend de deux paramétres m et k. m est le nombre de subdivisions
opérées sur la courbe-solution (p;(t), x,(¢))i—1 00 0 £ ¢t = 1; k est le
nombre d’itérations dans les corrections raffinées de Newton-Raphson.
Pour une solution présumée (¢;, w;)i=1 du systéme VIII, nous noterons
par e l'erreur commise dans l'espace-image: e est la plus grande des
quantités

Sqw’ —1/2ji+1)|, 05j=<2n— 1
i=1

Pour chacune des valeurs entiéres de # de 2 4 7, nous donnons dans le
tableau 1 le nombre m de subdivisions et le nombre k& d’itérations utilisées
a I'étape n. Nous donnons aussi la valeur ¢ de la racine cachée, 'erreur
commise ¢ au terme de l'algorithme et le temps ¢ de calcul qu’a pris le
CYBER 173 de I'Université de Montréal pour exécuter cette tranche de
calcul. Pour le nombre m nous retenons toujours une puissance entiére
de 2.

TABLEAU 1 Erreurs et temps de calcul (n £ 7,

n £ m k e t

2 0,52380952 4 5 4 X 10715 0,23s
3 0,50649351 4 5 3 X 10718 0,39s
4 0,50303030 4 5 5 X 10718 0,61s
5 0,50175439 4 5 6 X 10715 0,92s
6 0,50114416 8 4 4 X 10715 1,965
7 0,50080508 4 5 6 X 10714 1,80s
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Pour illustrer le gain ou la perte de précision selon le choix de m et de &,
nous formons le tableau des erreurs e(m, k) obtenues au stade n = 3
lorsque m varie parmi les nombres 1, 2, 4, 8 et 16 et lorsque & variede 1 a
5. Lorsque dans ce tableau, e(m, k) = o0, il est sous-entendu que l'algo-
rithme n'a pas été complété parce que les corrections successives de type
de Newton-Raphson donnaient un poids ¢; négatif ou inversaient 'ordre
de deux racines.

TABLEAU 2.  Erreurs commises (n = 3)

m/k 1 2 3 4 5
1 @ @ @ © ®
2 8,3 X 1073 6,5 X 1072 © © ©
4 3,0 X 10~ 3,4 X 10~ 1,1 X 107 4,9 X 107* 2,7 X 1071
8 6,7 X 1074 2,1 X 107° 2,3 X 1078 2,0 X 10714 1,9 X 10718
16 1,8 X 10~¢ 1,2 X 107 6,1 X 10~1 2,7 X 107V 5,3 X 10718

Nous terminons par quelques commentaires. Ces deux tableaux indiquent
que le choix de 5 pour k suffit pour obtenir toute la précision souhaitée
dans tous les cas. Notre expérience acquise dans d'autres exemples du
systéme [ maintient cette affirmation. L’algorithme de la Section 7 se
comporte bien selon le tableau 1 et ne demande que des valeurs petites
pour m. Cependant, si l'on tente de résoudre le systéme VII# = 8, on a
la mauvaise surprise que méme la subdivision en 256 parties de la courbe-
solution est insuffisante pour pouvoir résoudre le systéme. Il faut choisir
m encore plus grand. Ce phénoméne a lieu semble-t-il parce que la racine
cachée au stade n = 8 vaut 0,5013 et est rapprochée de I'une des 7 racines
x; du systéme avec n = 7, ces racines qui sont 0,0117, 0,1018, 0,2655,
0,4724, 0,6843, 0,8620, et 0,9728.
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