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SOMMES DE FONCTIONS ADDITIVES
RESTREINTES A UNE CLASS
DE CONGRUENCE

PAR
ARMEL MERCIER

1. Introduction. Une fonction arithmétique f est une fonction définie sur
I’ensemble des entiers naturels et & valeurs dans €. On dit qu’une telle fonction
f est additive si f(mn)=f(m)+f(n) si (m,n)=1 et par ailleurs qu’elle est
multiplicative si f(mn)=f(m)f(n) si (m,n)=1. Les sommes de la forme
Yn<x f(n) ont été largement étudiées. Dans [6], nous avons obtenu des estimés

pour les expressions de la forme ) .-, f(n), ou p, est un nombre premier
n=0(po)
arbitraire et f appartient & une certaine classe de fonctions additives ou

multiplicatives. Nous nous proposons ici d’étudier essentiellement deux sortes

de sommes. En effet, dans un premier temps, nous évaluerons Y, ,~, f(n) pour
n=£(k)

différentes fonctions f et pour k, €e N, (k, €)=1 ou k. En deuxiéme lieu, nous

obtiendrons des estimés pour Y ,-, ‘/f(n) et ¥ .-, '/f(n), ou Kk, €eN,
(n,k)=1 n=¢€(k)

(k,€)=1 ou k tandis que f appartient a une grande classe de fonctions
additives (il est entendu que les résultats restent valides pour £ez). Notons
enfin que, pour une série de Dirichlet donnée, nous désignerons par o, son
abscisse de convergence absolue, lorsqu’elle existe.

Nous démontrerons auparavant deux théorémes fondamentaux sur la
représentation de certaines séries de Dirichlet.

2. Résultats préléminaires.

THEOREME A. Soit f une fonction multiplicative telle que Y -, (f(n))/n® con-
verge absolument pour o > o,. Alors pour chaque keN, on a, pour o> a,.

5 1o H( f;m fl()pz) )

=1 B k
1) Wrodo el

as (a+1)s

1
<] (f(p ) f@* ) Z f(n)
pelk \ P p
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ou p* || k signifie p® | k et p®*'« k. De plus, si |f(n)|<n®, ¢ étant un nombre réel
plus petit ou égal a o,, et si Y-, (f(n))/n® converge pour o = c, alors I’équation
(1) est valide pour o =c.

Preuve. La preuve se fait par induction sur le nombre d’éléments dans la
décomposition de k en facteurs premiers. Soit k= p{:, alors pour toute
fonction multiplicative f nous avons, pour o> o,

Z f(n) Z flnp?) 5 flnpd +1)+

n=1 (npt )s i1 (npPtly
r|==0(pl 1 (n,p1)=1 (n,p1)=1
1 a,+1 il
(f(Pl )+f((€1+1)s) ) Z f(’:)’
Py pi! n
(n,p1)=1

ce qui vérifie 1’équation (1) lorsque k =p¢:. Supposons maintenant que
I’équation (1) est vraie pour toute fonction multiplicative lorsque k contient

r—1 facteurs permiers. Soit k = p{*- - - p{, alors
S fn) _(fo2) |, fertY < f(n)
@ e A
n=0(k) n=0(p*1---p—1°r~")

(n,pr)=1

Utilisant I’hypothése d’induction avec la fonction multiplicative &f ou

1si(n, p)=1
%(n)={ (n, p&)
0 autrement
on a
i (n) _ i Z(n)f(n)
n=1 n n=1 n
n=0(p1°1" " Pr-1%-1) n=0(p1°t---pr—1*7"1)
(n,p*r)=1

(A (I ) i f(n)

as (a+1)s s
pellp1®1 - pr-1®r1 ( p p n
(n,p1®1---pfr)=1

Remplagant cette derni¢re équation dans (2), on obtient le résultat escompté.
Si |f(n)|<n¢, c=a,, alors pour o =c,

i f(pa+r)

K p(a+r)s
est une série de Dirichlet absolument convergente. Donc

NS 1L

plk \r=0 P p

est une série de Dirichlet qui converge absolument pour o=c. Or, si
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n=1(f(n))/n* converge pour o =c, alors (1) est aussi valide pour o=c, car

*.=1 (f(n))/n® est le produit d’une série de Dirichlet absolument convergente
n=0(k)

et d’une série de Dirichlet convergente (Voir [9], 185).
Soient (k,€)=1 et %,,Z,,...,Zpq, les caractéres mod k, %, étant le
caractére principal, alors pour o >0, on a

1 & (f(n) ¢ Z(n)
¢<k>n21( Z%w))

tb(lk)[Z f(")%l(") ;‘ (%zf)nzlf(n)%(n)ﬂ

i f(n)n™ =

n=£(k)

n=1
X%,

Or
f(n)%l(n) @) ), \g fn)
Z Hc( p‘+p2‘+ ),.;'n“

d’ou
y f__1 0, 163, .. )" 5 f®
© ; n® ¢k [H(1+P p* ) ,,; n

n=£€(k)

. (%ze) L f(n)%(n))}
i

Le prochain résultat vérifie a la fois I’équation (1) et ’équation (3).

THEOREME B. Soit f une fonction multiplicative telle que Y, (f(n))/n* con-
verge absolument pour o> o, et (k, €)=1 ou k alors on a, pour o> a,,

(e, fl()pz) ,)-*pqd(mg(p““u,._)

as (a+1).
pld p per

(%(f’ Z f(n)&’(n))]’

oud=(¢€ k), k'=kld, €'=¢€/d et X désigne les caractéres mod k'.

n-((k)

;r(%[ﬂ (1+f_<l;2+f_l<)t;2+...) Z [

plk’ 14

Z#Z;
Preuve. Si (k, £)=1, alors ’équation (3) est vérifiée. Si (k, )=k alors
n = ¢(k) signifie que n=0(k) d’ou I’équation (1) est obtenue.

REMARQUE. Si f est complétement multiplicative, alors utilisant le fait que
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(Voir [1])

(5 ff,n))< ) f(n)u(n)> L e>o
nous obtenons pour (k, £)=1 ou k et o> o,

(L WAL PG T ) 0-57)

x pld p

n=¢£(k) n=£€(k)
ou d=(¢, k), k'=k/d, ¢ ={€/d. En particulier, pour keNet >0, on a

(5 1) 5, o) apinp oy

plk p

n=0(k) n=0(k)

3. Sommes de fonctions additives restreintes a une classe de congruence. Le

prochain résultat concerne l'ordre de grandeur de Y ,-, f(n) ou f est une
n=¢€(k)

fonction additive telle que f(p") ne dépend pas de p. Posons d’abord B, =
v+X, {log (1-(1/p))+(1/p)}, v étant la constante d’Euler.

THEOREME 1. Soit f une fonction additive et soit a une constante positive telle
que Y, (f(p)—a)/p converge absolument et f(p") = 0(27%), r=2. Alors pour tout

k, eN, on a
Z f(n)——xloglogx+Ax+o(x)

n:j(’;c)
ou

ry __ r—1 r+gy __ r+p—1
A=l<aB1+Z FO=1®D | gy 3 T@D— @

k p pAlld p
r=2 p*dk

r=1

+Zf(p)—f(p‘)_zf(p) fp'™) Zf(p) f(p"~ )+Zf(p) a)

pld P pld p’ [k P’ p
PI_’_‘_ r=1 rZ‘{
r‘:‘}

ou d=(k, £).

Preuve. On a pour chaque k, €N,

Y fm= Y Z(f(p) f(ph).

n=x n=x p'|n
n=¢£(k) n=£€(k) r=1
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Il s’agit maintentant de trouver le nombre d’entiers n<x tel que n= (k) et
p’|n, pétant un nombre premier fixe mais arbitraire.

Soit d=(k, ¢), alors n=0(d) et n=0(p") entraine n=0(d, p']) (d,p"]
désigne le plus petit commun multiple de k et p") i.e. n=n,[d, p"]. Posons
(d, p’) =p®, 0=pB =r, alors n=¢(k) implique

n,dp"® = €(k)
ie. nip P =£y(ky)
ou k,=k/d, €¢,=€/d. Soit (p"°, k;)=d,, si d,>1 alors la congruence

P =¢,(ky)

ne posséde pas de solution tandis que si d = 1, la congruence ci-dessus posséde
exactement une solution. Or 1=n=n,dp" P =<x i.e. 0=n,=<x/dp ™", et alors
le nombre de solutions est

}ﬁ%x, ~1=b,<2 (Voir[10]).
Donc
T 1= % ()6 b
n:i(?;c) ;:%x
I;Idl
r r—1 X
+ G010 b)
5l + 3 e-fe 1))( Al
p?k'l
@,d)=p

Effectuant des calculs analogues a ceux de S. L. Segal [12], on obtient

feN-fe™) ¢ f@)-f'™") ¢ fe)-fp"™)
3 fw=p{y BNy FRn ey B
n=¢(k) r=1 r=1 r=1
feH-f'™ f(p) f(p"’) ,
+%: o + 3 fip (o)
r=1 1=B=r-1

et alors le résultat désiré.
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CoROLLAIRE 1.1. Soient k, £€N, alorson a Y .-, o(n)=((xloglogx)/k)+

Ax +o(x), oit =l
1 1 1 1
A=—(B tod+Y ==Y =- —),
kAT g& p ;;d p ng p
Pk
d=(k, &) et @(n) =5, 1. F ‘
CoROLLAIRE 1.2. Soient k, €eN, alors on a
1
Z log d(n)= Oi 2 x loglog x + Ax + o(x)
n:i(xk)
ou d(n) désigne le nombre de diviseurs de n,
log (1+——1—)
1 log (1+1 +
A=—(B1 log2+ Y log A 1n) 10 d(k, &)+ y — %8/
k P [T p
r= p‘h_kk[v)
r=1
log(1+1/r) log(1+1/r) 2 log (1+l/r)>
pl(k, € P’ pl(k, €) p’ k. P’ ’
» ‘_"_ r=1 p‘(k,l)
(k, €) r=1

r=1
et d(k, €) désigne la fonction d évaluée au p.g.c.d de k et €.
THEOREME 2. Soit f une fonction multiplicative a valeurs positives telle que

f(n)n™ =1+b(n)n® pour certain acR,, BeR_ et |b(n)|<27P. Alors, pour
(k,€)=1 ouk, on a

1
28T Ax +0(log®>x) si B=-1
Y, logf(n)=
ne k) X lkog X b Ax+0(x!*® logx) si B#-1

ou A=G'(1,k,0)—aG(1, k, 0), avec

()
plk’

G(1, k, t)=¢—(’;75p|d > + 7 > +
@Y (FRe Y o
Xp[u[d(< p;:‘ ) +(p::“) +.. )l'p[ (1_%)1:[(“( pf > ... )

etd=(k,¢), k=k'd.
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Preuve. Pour (k, €)=1 ou k, on a, en utilisant le théoréme B, pour o> g,.

CENCIEE)

; o m—)ﬂ T
nme(k)
fEI\ (fe DY
L { -~ ) +<r:;fj; )...)
f(n) f(n)
) (aﬂ(e")i e 2‘%( )) F"”‘)z( )
%#3?1 =t
ol
fo)\ (fE))y ™
F(k,s, t)= d)(lk,)m(n(lz;)+(I:;)+--->

f(p) - f@HY (f* DY
Xﬂ (1+( p) ) pl"'"[d((P% )+<P(E:l);)+)

p p

et teC,Re t>-1/a.
Alors

(f(z))’ b’ (n t)

h(n 1)

F(k, s, t) i
n=1

={(s) Z

={(s)G(s, k, t)

ou

+ p2s

S

(02 )

P p

5 re0 12

Pour Re t>—1/a, G(1, k, t) converge absolument, alors par la formule (1.10.3)

5
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de la page 42 de [11], nous avons, en utilisant le fait que

(2L ) g (BE )
14 pelld

& (k") pla ¢

p
1 f(n)) )
X - & 0(1),
L (7 L () 2o
X ~%,
n)\' h(n,t
@ L (C&) =x L 20leo( 3 inin o)
n:?();() n=x n=x
Nous allons maintenant montrer que ’on peut écrire ’équation (4) sous la
forme
s Z f‘(n) {xG(l k,t)+0(logx) si B=-1
(5) L. n* xG(L, k, )+0(x*) si B -1

n=£(k)

uniformément pour Re t>-1/a.
Puisque h'(p, t)=(1+b(p’)p™®)' — (1+b(p' ")pY~VB)", en utilisant le binéme
généralisé, nous obtenons

[h'(p’, )] =0(p9~"%) pour j=2
et
|h'(p, )] = 0(p®).
Or, h'(n, t) est une fonction multiplicative, d’out
h'(n, t) = 0(pl3 H p(j‘l)ﬁ) = O(nB).
p'ln
j=2

Puisque h(n, t)=0(h'(n, t)), alors

Y |h(n, t)|=0(z nﬂ)={0(x1+ﬁ) si ,i;_—ll

n=<x n=x O(IOg X) S1
et
h(n, t) h(n t)] 1

et par le fait méme ceci montre la validité de ’équation (5). Utilisant le lemme
d’Abel (Voir [3]), nous obtenons

G(1,k,t) atG(1,k, t)

at+1 + at ] = _1
© T fn)= at+1 at+1 0 logx) si B
n=x G(17 k? t) xa1+1+ atG(1’ k’ t)+0(x1+3+a() Si B# _1
n=eo at+1 at+1
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Dérivant par rapport a t cette derni¢re équation tout en utilisant I'inégalité de
Cauchy pour estimer les termes d’erreur impliqués en dérivant (6) et posant
t=0, on obtient le résultat désiré.

Comme conséquence de ce théoréme nous obtenons les trois résultats
suivants.

CoROLLAIRE 2.1. Pour (k,€)=1 ou k, on a

Y, logo(n)= > lig %+ Apx+0(log? x)
n:?a)
ou
1 log(1+1/p) log(1+1/p+1/p®
AF;{‘Z(og( /p)  log ( /217 /P)+...)(1_1/p)
pld p
2
-y <log(1+1/P)+10g(1+1/2P+1/P L .)(1_1,p)
plk’ p P
2
4T (]0g(1p+ 1/p)+l0g(1+ 1/2p+ 1/p )+. ) ~)(1-—1/p)
14
e a+1
. (log(1+1/p+'"+1/Pa)+log(1+1/p+p +1/p )+“_>
p°lld

et d=(¢ k), k'=k/d.

COROLLAIRE 2.2. Pour (k,€)=1 ou k, on a

1
Y log ¢(n) =227+ A,x+0(log® x)
n:?(l;()
ou
1 log(1-1/p) ¢ log(1-1/p)
A=L {_ g p)_y log
k pld p plk’ p

+3 980U, 5 g1 1jp)-1)
P pld

14
etd=(k,¢), k'=k/d.
COROLLAIRE 2.3. Soit (k, €)=1 ou k et dénotant par J, la fonction de Jordan
définie par J,(n) = n® Tl (1~ (1/p")), on a

ax log Xy A;x +0(log? x)

Z log J,(n)=

n=x
nm=£(k)
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ou
1 log (1-1/p%) log (1-1/p)
A,==1- -
3 k{ pzld 14 p;c’ p
S, 31 1) )
p P pld p

etd=(k, ¢), k'=k/d.

De I’équation (6) nous obtenons, a titre d’exemple le résultat suivant:
COROLLAIRE 2.4. Soit (k, €)=1 ou k, alors on a

Z ao(n)= Ax*+0(x log x)
n:ll?(xk)

ou

P2 (o), o), |\
H(1+ r=t )

TG ANE S

ap) @), \ o(®) o)
xp]l'!,(1+ p +——p4 + ) P]:L( =z + Py + )

etd=(k,¢), k=k'd
En particulier,

(1 1 1
o(n)=— (—+————) x?+0(x log x
2 Po P5 Ps g%)
ou p, est un nombre premier fixe mais arbitraire

THEOREME 3. Soit f une fonction multiplicative a valeurs positives telle que
f(n)n™ =1+b(n)n® pour un certain a R, BeR_ et b(n)|<27®. Alors pour

keN on a,
—————"’(k)"‘: logX | Ax+0(log?x) si B=-1
(n%illogf(n)= ibﬁc—)-‘%—log—x-%Ax+0(x“"logx) si B#-1
oit A =¢(k)(G'(1, k, 0)~ G(1, k, 0))
“ GR=)
G(l,k,t)=¢—(1ksplk(1+ P; N p;: +) El(l_%)
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Preuve. Soient k, €N, (¢, k)=1, on a, en utilisant un procédé analogue a
celui que nous avons utilisé dans le théoréme 2,

Fn) 1 Fo)
@ ; n® $(k) Z (%(f)nzx X ))
n=¢£(k) z*zl

_ {xG(l, k,t)+0(logx) si B=-1
xG(1,k, t)+0(x'*?) si B#-1’

ou G(1,k,t) est la fonction définie dans I’énoncé et teC est tel que Re
t>-1/a.

Or
’ fi(n) 1 1 f(n) f'(n)
L 5w (%(e),.sx xm) = P

n=£€(k) X+%, (n,k)=1

d’oll nous obtenons, en utilisant le lemme d’Abel (Voir [3]),

®)

o k)G, k, t) o ¢ (k)atG(1, k, t)+0(x°" logx) si B=-1
Z fi(n) = at+1 at+1
n=x d(k)G(1,k, t) o d(k)atG(1, k, t) LBty s a
(nk)=1 a1 e +0(x'*B*) is B#-—1,

uniformément pour Re t>—1/a.

Décrivant cette derni¢re équation par rapport a t tout en utilisant I'inégalité
de Cauchy pour estimer les termes d’erreur impliqués en dérivant (8), et
posant t =0, on obtient le résultat escompté.

De ce théoréme, on déduit le résultat suivant:

COROLLAIRE 3.1. Pour chaque keN, on a

Z log o(n)= i%l x log x + A x +0(log? x)
< (n,nks)il
ol

A4=ﬂk_){_z (log(1+ 1/p)+log(1+1/p+1/p2)+. ) )(1_1)

k plk p p2 P
2
by (log(1+ UUp)  log 1+ 1/p+1/p) .)(1—1)-1}.
AN P P

A partir de I’équation (8), il est facile de déduire le résultat suivant:

CoROLLAIRE 3.2. Soit keN, alors on a

2 0'([)) o.(p2) -1
o(n)= (1+—-—+——-+- . ) x%+0(x log x).

n;x ) 12!7!‘ p2 p4 ( g
(n,k)=1
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4. Somme de réciproques de fonctions additives restreintes 2 une classe de
congruence. Nous concluerons par deux résultats, I'un concernant I'ordre de
grandeur de

y L
n=x f(n)
n=£€(k)

oll (k, €)=1 ou k et f est une fonction additive, et ’autre concernant ’ordre de
grandeur de

1
Z}_(T),

n=x
(n,k)=1

ou keNet f est une fonction additive. Rappelons que 1’étude des sommes de
réciproque de fonctions additives fut entreprise par R. L. Duncan [7] qui
prouva que

Y — =0( X )
2, w(n) \loglog x/’

et poursuivie par J. M. De Koninck lequel obtenait une formule asymptotique
pour

1

ou f appartient 2 une grande classe de fonctions additives (Voir [4]). La
méthode de J. M. De Koninck nécessite ’'usage d’un théoreme dii & A. Selberg
[13]. Utilisant ce méme théoréme, nous avons obtenu pour la méme classe de
fonctions additives 'ordre de grandeur de

1

n=0(po)

po étant un nombre premier fixe mais arbitraire (Voir [6]). Par ailleurs, J. M.
De Koninck et J. Galambos [5] ont trouvé I'ordre de grandeur de

_t
2=n=x 10g O'(H) '

Récemment E. Brinitzer [2] obtint une formule asymptotique pour

1

ou f appartient & une certaine classe de fonctions additives. Ce dernier résultat
généralisait le résultat principal de [5]. Le résultat que nous démontrerons
maintenant ici généralise d’une certaine facon celui obtenu par E. Brinitzer.
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THEOREME 4. Soit f une fonction multiplicative a valeurs positives telle que
f(n)n™==1+b(n)n® pour un certain acR,, BER_, et |b(n)|<27. Pour un
entier positif arbitraire r et pour (k,€)=1 ou k, on a

1 a aj ( X )
= _+0 ,
2525:: log f(n) * k; (a log x)’ (log x)**
n=¢(k)

ou a,=1/k et, en général
a; =(-1y"'EYV(0), avec

E(t)= G(1, k, t)/at+1, G(1, k, t) étant défini dans I’énoncé du théoréme 2.

Preuve. Soit te(—(1/a), 0], alors par I’équation (6) nous avons
G,k t) .., atG(1, k1)

: at+1 at+1
® L fm= G, k, ) atG(1, k, f)

ns=x at+1

n=edk) at+1 at+1
ou G(1, k, t) est défini dans I’énoncé du théoréme 2.

+0(x*logx) si B=-1

+0(xM P si B#E -1

Supposons B = -1, alors pour c>a, on a

(10) f Y, fimydt= Y Jo f(n) dt

1/c 2=n=x 2=n=x J-1/c
n=£(k) n=£€(k)

- 1l ¢ __ 1
- 2s;sx lOg f(n) 2s;sx fllc(n) lOg f(n)

n=é(k) n=£(k)

al2

Soit N une constante suffisamment grande telle que f(n)>n®* pour n>N,

alors par le lemme d’Abel [3], et P’équation (9), on a

1 1
(11) L T o ) (2s§s~+NsZnsx> f7(n) log f(n)

n=¢(k) n=£(k) n=¢(k)

1
- 0(1)+O(st":sx m>

n=£(k)
_ O(xl—a/c)'
log x
Ainsi en combinant (9), (10) et (11) nous obtenons

1 J’o [G(l, k, t) ot

2=nsx log f(n) - —1/c at+1 -
n=e atG(1, k, t) ] (x - C)
ok Sl Bt B4 at +0
+ 1 +0(x* log x) | dt log x
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Soit E(t)= G(1, k, t)/at+1, alors

0 0

12 = x*1E(t +j atE(t) dt

( ) 25;5:: 108 f(n) j—l/c () —1/c ()
n=£(k)

0 xl alc
+ J 0(x** log x) dt + O( )
log x

—1/c

Intégrant par parties r fois, on a

0 E(t)xat 0 El(t)xat 0
x**E(t) dt = x———— — ——
J—l/c (® alogx|_y. (alog x)? ~1/c
. En(t)xat 0 o (_1)rE(r—1)(t)xat 0
(alog x)* |_yc (alogx) |-y
x(_l)r+1 J>0 ® o
(@ log 2™ |y, E"(t)x>" dt.

Comme E“(t)x*'=0(1) pour te[—1/c, 0], alors cette derniére intégrale est
bornée et de plus, pour 0<i=<r, on a

xE(i)(__l/C)x—m/c= ( xl—a/c
(a log x)* (log x)i)'

Posons a; = (=1 "' EY~(0), alors

0 x
13 X E(f) di=x ) +0( e )
(13) J—l/c ® i=1 (a 10g x) (log x) !
De plus,
0
(14) j atE(t) dt=0(1),
—1/c

et

(4] 0
(15) j x* log x dt =log x J x* dt=0(1)

—1/c —1/c

Remplagant les équations (13), (14) et (15) dans (12) on obtient le résulta
demandé. De méme, pour B# —1.
Les deux applications suivantes découlent du théoréme précédent.

CoRrOLLAIRE 4.1. Pour (k,€)=1 ou k, on a

. X
zs;sx log G(n) Z (log x)’ ((log x)'”)

n=£€(k)

ou a; = 1/k et tous les autres a; sont calculables.
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COROLLAIRE 4.2. Pour (k,€)=1 ou k, on a

Z 1 =x 2 ai + ( X )
i logd(n) TS (logx)  \(logx) Tt
n=£(k)
ou a, = 1/k et tous les autres a; sont calculables.
THEOREME 5. Soit f une fonction multiplicative a valeurs positives telle que
f(n)n=> =1+ b(n)n® pour un certain acR,, BeR_ et |b(n)|<27®. Pour un entier
positif arbitraire r et pour tout keN, on a

1 . a; X
——— k 1 -+
L ioa o~ 0% L Ciogay °(1ogx'“)
(n,k)=1

ou a,=1/k et, en général
a;=(—1y"'EW"Y(0), avec
E(t)=G(, k, t)/at+1, et G(1, k, t) étant défini dans I’énoncé du théoréme 3.

Preuve. Il suffit de considérer I’équation (8) du théoréme 3 et d’appliquer la
méthode utilisée du théoréme 4.
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