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La recherche de la structure des espaces homogenes kahleriens d'un groupe

de Lie semi-simple fait Γobjet de plusieurs travaux recents.υ L'etude detaillee

a ete faite au cas compact. II a ete montre en particulier que ces espaces

homogenes compacts sont des varietes algebriques (meme rationnelles) et simple-

ment connexes.

Le but essentiel de ce travail est de montrer que tout espace homogene

kahlerien compact est produit direct d'un tore complexe et d'un espace homo-

gene kahlerien d'un groupe de Lie compact semi-simple (Theoreme 3). Pour

ce but nous etudierons au paragraphe 1 la structure des espaces homogenes

symplectiques d'un groupe de Lie reductif. La structure et la situation du

groupe d'isotropie seront clarifiees dans le theoreme 1. Au paragraphe 2 on en

deduit un theoreme sur la structure des espaces homogenes kahleriens d'un

groupe de Lie reductif (Theoreme 2). Le theoreme 3 est une consequence

immediate du theoreme 2.

1. Une variete differentiate de dimension paire sera dite symplectique

s'il existe une forme exterieure K de degre deux partout de rang maximal telle

que dK = 0. Une variete kahlerienne est symplectique.

Un espace homogene G/B d'un groupe de Lie connexe G sera dit homo-

gene symplectique s'il est symplectique et si la forme K deίinissant cette struc-

ture est invariante par G. G/B est homogene kahlerien s'il est kahlerien et si

la structure complexe et la metrique kahlerienne sous-jacentes sont invariantes

par G. Un espace homogene kahlerien est homogene symplectique.

Un groupe de Lie connexe sera appele reductif si son algebre de Lie est

reductive.2) Soit 9 Γalgebre de Lie d'un groupe de Lie reductif et soit (3 - c + §,

Received April 6, 1956; Revised April 25, 1956.
^ Voir [1], [3], [5], [6]. Nos resultats se rattachent etroitement έ ceux de Borel [1].
2) Voir [4].
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oύ c est le centre de Q et § est un ideal semi-simple. Designons par C et S les

sous-groupes invariants de G correspondant aux ideaux c et § respectivement.

C est le centre connexe de G et S sera appele la partie semi-simple de G.

THEOREME 1. Soit G/B un espace homogene symplectique d'un groupe de

Lie rέductif et soit G effectif sur GIB. Alors la composante connexe de ΐunitέ

de B est contenue dans la partie semi-simple S de G. De plusy il existe un έlέ-

ment W dans ΐalgebre de Lie % de S vέrifiant les conditions suiυantes.

a) Valgebre de Lie b de B est la sous-άlgebre de § de tons les έlέments

I G § tels que ίX, WG = 0.

b) adib) -W=W pour tout b<ΞB.

Si la composante connexe de ΐunitέ de B est compacte, B est connexe et έgal au

centralisateur dans S dun tore de S. Dans ce dernier cas le centre de S se rέ-

duit a ΐunitέ et G = C x S, et C est έgal au center de G.

Designons par π la projection canonique de G sur G/B et posons π(e) = o,

e etant Γunite de G. L'espace tangent de G (resp. de G/B) au point e (resp.

au point o) s'identifie avec Γespace vectoriel Q (resp. β/b). Desingnons encore

par π la projection de 9 sur G/b. Puisque G est effectif sur G/B, b ne contient

pas d'ideal # (0) de G.

Soit maintenant K la 2-forme definissant la structure homogene symplecti-

que de G/B et soit F=7r* Z". Considerons la valeur de F (resp. de K) au

point e (resp. au point o). On a alors les relations suivantes.

a) K{πX, πY) = F(X, Y) pour tout X, F ε d .

b) F(X, Y) =0 pour tout I E G si et seulement si Y G b, puisque la valeur

de K au point O est une fonction bilineaire non degeneree sur 0/b.

c) F(ad(b)-X, ad(b)-Y) = F(X, Y) pour tout bEΞB et X, Fed.

La valeur de F au point e est un cocycle de Γalgebre de cochaϊnes C*(0) de (?.

Designons par pi et p2 les projections canoniques de Q = c -f § sur c et § respec-

tivement (si c= (0), pι = 0 et <02 est Γapplication identique de 9 sur 9. De meme

pour le cas § = (0)). Puisque HHs) = H2(%) = (0)3) et dC*(c) = (0), le 2-cocycle

F de 9 s'ecrit

(1) F=p1*(F1)+p2*(dF2),

oύ ft e C2(c) et F2 e C*(§). Soit maintenant £ 2 la forme de Killing de Γalgebre

3> Voir [4]. On designe par Hk{%) l'espace de cohomologie de § de dimension k.
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de Lie semi-simple §. Puisque B2 est non degeneree, il existe un element W

de § tel que F2(X) = B2(X, W) pour tout I G § . Alors dF2{X9 Y) = F2{lX, YD

= B2(ίX; Y], W) pour X Y e 3. II resulte alors du (1) que

(2) F(Z, Y) = F1( ( OfZ, pι-Y) + B2(lp2-X, p*- Y], FT)

quels que soient X, 7GU. II en resulte en particulier que

(3) F{X9 Y)=0

pour tout l ε c et tout 7 e § ,

Soient maintenant Z e e et 7 ε b . Puisque p2 X=0, on a F(X, Y) =

Fiipi X, pi Y) = 0 par les relations b) et (2) et par suite FiX9 pi Y) =

Fiipi X, pi Y) =0. D'autre part F(X, pA Y) = 0 pour tout 1 G § par (3). II

en resulte que FiX> pi Y) = 0 pour tout I G 9 , d'oύ pi 7 G b par la relation b).

Puisque b ne contient pas d'ideal # (0) de 9 et que jθi 7 G c Π b , on a pi Y = 0

pour tout 7 G b . Ceci montre que b est contenue dans §. La composante con-

nexe de Γunite de B est contenue done dans S. Puisque F(X, Y) = 0 pour I G c

et Y e §, la condition pour qu'un element Y e § appartienne a b est que Fi X> Y)

= B2(ZX, Y], W)=B2iX, CY, T7])=0 pour tout I G § , done que [Y, PF] = O.

Soit maintenant b e B. Puisque F(Z, Y) = S2(C^1, Y]> IF) pour X Y e § et que

§ est stable par ad(b), on a, par la relation c), B2(ad(b) lX, Y], PF) =B2(CA1,

Y], W) quels que soient X, Y e §. D'autre part, 5 2 etant invariante par ad(b),

on a B2(ad(b) [X, Y], ad(£) FF") = 52([Z, Y], TΓ). II en resulte que B2ilX, Y],

β^(^)W) = B2(LX, Y], ίF) quels que soient I , 7 G § . Puisque § est semi-simple,

on a [§, 8] = 3 et par suite B2(Xy adib) W) = J52(Z, TF) pour tout i G ^ e t ceci

entraϊne que adib) W=W.

Supposons maintenant que la composante connexe de Γunite Bo de B soit

compacte. Soit T la fermeture du groupe a un parametre w engendre par W.

Puisque w Q B^ et BQ est compact, T est un tore de S. II resulte de ce que

nous avons deja demontre et de la definition de T que Bo est la composante

connexe de Γunite du centralisateur C(T) de T dans S. Puisque S est semi-

simple et la composante connexe de Γunite Bo de CiT) est compacte, C(T) est

connexe4) et done egal a Z?o. Soit maintenant b un element de B. Comme nous

Γavons deja montre, on a la relation adib) W= W et ceci entraϊne que b ap-

partient au centralisateur de T dans G. D'autre part on peut ecrire b sous la

4) Voir [1].
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forme h = c s, oύ c e C et s G S. C etant le centre connexe de G, c'1 b = s

appartient au centralisateur de T dans S, c'est-a-dire a J30. Alors c = bs'1 ap-

partient a £ et puisque JB ne contient pas de sous-groupe invariant *e(e) de G,

c est egal a Γunite. II en resulte que b = s, done que b £ Bo. J5 est ainsi con-

nexe. Le centre discret Z de S est un sous-groupe invariant de G et contenu

dans B. Z se reduit alors a (e). II en resulte que C ίΛS-(e) et done que

G-C x S. II est clair alors que C est egale au centre de G. Le theoreme 1

est done demontre.

2. Soient Vi et F2 deux varietes kahleriennes. La variete 7 = F t x F2 se

munit d'une structure kahlerienne canoniquement definie par celles de Vi et

F2. Nous dirons que la variete kahlerienne V est produit kάhlέrien de Vi et F2.

THEOREME 2. Soz'f G/5 un espace homogέne kάhlέrien d'un groupe de Lie

rέductf G et soit G effectif sur G/B. Alors B est compact, connexe et egal au

centralisateur dans S d'un tore de S, S έtant la partie semi-simple de G. De

plus le centre C de G et ΐ espace homo gene S/B se munissent de structures

kahleriennes homogέnes et G/B sidentifie avec le produit kάhlέrien de C et S/B.

Pour demontrer le theoreme 2 on utilisera les lemmes suivants.

LEMME 1. Les notations έtant celles du thέoreme 2, Γalgέbre de Lie h de B

contient une sous-algebre de Cartan de Γalgέbre de Lie § de S.

Designons par B le groupe lineaire d'isotropie de G/B au point o.5) Puis-

que les operations de B sur G/B sont des isometries de la variete kahlerienne

G/B, B est un sous-groupe du groupe orthogonal de Γespace vectoriel fl/b et

Γhomomorphisme canonique de B sur B est un isomorphisme. II en resulte

que la composante connexe de Γunite Bo de B est produit direct d'un groupe

compact par un groupe vectoriel. Alors le groupe lineaire ad^iBo) est compact,

oύ x-> ad^ix) designe la representation adjointe de Bo. Soit X-» ad^{X) la

representation adjointe de b. Puisque ad^ih) est Γalgebre de Lie du groupe

lineaire compact ad%(B0), les valeurs propres de ad^(X) sont imaginaires pures.

II en resulte que Tr ad^XΫ ύ 0.

D'autre part, d'apres le theoreme 1, b est une sous-algebre de § "et done

Γespace vectoriel β/b est somme directe de deux sous-espaces c + b/b et 3/b et

Q est Γimage de e e G dans G/B
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chacun de ces sous-espaces est* stable par B. Designons par B le groupe line-

aire de Γespace vectoriel §/b induit par B. B est un sous-groupe du groupe

orthogonal de 3/b. Puisque c est le centre de (3, toute operation de B induit

Γapplication identique de c + h/h. II en resulte que Γhomomorphisme canonique

de B sur β est un isomorphisme. Soit maintenant X-> ad${X), l e b , la re-

presentation adjointe de b dans §. Puisque b est stable par les ad$(X), ad$(X)

άeύnit un endomorphisme e(X) de §/b tel que ε(X)(Y mod b) = ad^(X) Y mod b

pour tout ΓG§. II est clair que les e(X), i G ί ) , forment Γalgebre de Lie de

B* Puisque B est un sous-groupe du groupe orthogonal, les endomorphismes

ε( X) sont semi-simples et leurs valeurs propres sont imaginaires pures. D'autre

part, la representation X^ e(X) de b est ίidele, car B^ B. II resulte de ce que

nous avons demontre que Tre{X)2<0 pour tout element X^O de b. Soit

maintenant B2 la forme de Killing de §. On voit facilement que B2(X, X) =

Trad§(X)2=Tre(Xf+Tradh(X)2 pour tout 1 G b . Puisque Trad^XY £ 0 et

Trε(X)2 < 0 pour I ^ 0 , o n a B9(X, X) < 0 pour tout element X* 0 de b. Soit

maintenat m le sous-espace de § constitue de tous les elements X de § tels que

B2(X, Y) = 0 pour tout 7 G b . m est stable par les ad$(X), I G ί ) . S iXGinΠ b,

on a JB2(X, X) = 0 et done X = 0, d'ou m Π b = (0). II en resulte immediatement

que § = tn +b (somme directe). Alors m = §/b comme b-module et done Γendo-

morphisme de m induit par ad%(X)} I G b, s'identiίie avec ε(X). Soit maintenant

PF un element de b veriίiant les conditions enoncees dans le theoreme 1. Puis-

que § = m +b et adgW b^ 0 et que ε( W) est semi-simple, on voit que ad%W est

semi-simple. II existe alors une sous-algebre de Cartan ϊ) de § contenant PΓ.6'

Puisque § est semi-simple, ^ est abelienne et par suite ZW, W = (0), d'oύ ί) C b.

Le lemme 1 est done demontre.

LEMME 2. Les notations έtant celles du thόorέme 2, la composante connexe

de Vunite Bo de B est compacte.

Pour demontrer ce lemme nous utiliserons les notations dans la demon-

stration du lemme 1. Bo est produit direct d'un groupe compact par un groupe

vectoriel V et, d'apres le lemme 1, 230 contient un sous-groupe de Cartan H de S.

Puisque V est dans le centre de Bo, V est contenu dans H. Nous allons

montrer que Γimage H de H dans Bo est compact. Soit I) Γalgebre de Lie de

6> Voir [2],
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H. La complexifiee if de I) est une sous-algebre de Cartan de §c, §c etant la

complexifiee de §. Designons par Σ Γensemble des racines a de §c par rapport

a ψ telles que Γelement E* de §c verifiant la condition [X, EΛ1 = a(X) EΛ pour

tout I G ϊf n'appartienne pas a bΓ. On voit alors que les images des EΛ, a G Σ,

dans §Vbc forment une base de §c/bc. Puisque # est un sous-groupe du groupe

orthogonal de §/b, #(X) est imaginaire pure quels que soient a E: Σ et X&ΐ).

Soit maintenant X un element de ΐjc tel que a(X) soit imaginaire pure pour

toute ccEi Σ. X s'ecrit X= Xi -f- V- 1 β X2, oύ Xlt Z 2 E ^ . Puisque les valeurs

a(Xi), a(X2) et a(X) sont imaginaires pures pour toute a e Σ, on voit que

α:(X2) =0 pour toute α £ l II en resulte que X2~ 0, puisque la represantation

H-* H de H est fidele. On a done demontre qu'un element X de ί)c appartient

a ϊ) si et seulement si a(X) est imaginaire pure pour toute a & Σ. D'autre part

on sait qu'il existe une base (Xi, . . ., Xι) de ψ telle que a(Xk) soient ration-

nels pour toute racine a. Alors (V—l -Xi, . . . , yJ-l Xi) est une base de f).

On voit facilement que les images dans H des groupes a un parametre de H

engendres par V — 1 Xk sont compacts. II en resulte immediatement que H est

compact. Puisque H = H, H est aussi compact. Le sous-groupe ferme V de H

qui est vectoriel se reduit done a (e). Ceci entraϊne que Bo est compact.

LEMME 3. Soit I ΐopέrateur dune structure complexe inυariante dun espace

homogέne G/B dun groupe de Lie connexe G et soit Io la valeur de I au point

o.5) // existe alors un endomorphisme J de ΐespace vectoriel Q verifiant les con-

ditions suiv antes.

1) π J=I0 π,π έtant la projection de β sur β/b.

2) / b = (0).

3) f X= -X(mod b) pour tout XELQ>.

4) J(ad(b) X) = ad{b)(JX)(mod b) pour tout X€ΞQ et b(ΞB.

5) IX, Yl + /[JX, y ] +JIX, JYl - \JX, JYΊ S b.

quels que soient X, F G § .

Rέciproquement, soit J un endomorphisme de β vέrifiant les conditions 2)>

3), 4), 5). II existe alors une structure complexe invariante I de G/B et une

seule qui υέrifie la condition 1).

Pour la demonstration voir [5].

Nous allons demontrer maintenant le theoreme 2. II resulte du theoreme

1 et du lemme 2 la premiere partie du theoreme, Nous demontrerons dans lat
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suite que les sous-varietes CB/B et SIB se munissent des structures kahlerien-

nes invariantes par les operations des groupes CB et S respectivement et que

G/B est produit kahlerien de ces deux varietes kahleriennes.

Soient g la metrique kahlerienne invariante et / la structure complexe

invariante de GIB. La forme de Kahler K associee a g verifie la relation

K(Xf Y) = g{IX, Y) quels que soient les champs de vecteurs X et Y sur GIB.

La forme K definit une structure homogene symplectique de GIB. Soit / un

endomorphisme de 0 associe a I dans le lemme 3. Nous utiliserons les notations

dans la demonstration du theoreme 1. Montrons d'abord que / c C c 4- b. Soi-

ent, en effet, l e c e t r e b . Alors JlX, Yl - IJX, Yl - IX, JYl-JUX, JY1 =

- UX, Yl e b. Posons JX = X! + X2, oύ X G c et X2 e §. Alors C/Z, Yl =

LXi, F ] e b pour tout F e b . X2 appartient done au normalisateur n(b) de b

dans §. Puisque b contient une sous-algebre de Cartan de § par le lemme 1,

n(b) est egal a b. II en resulte que Z2GB et done que / I E c-fb, d'oύ / c C c

+ b. Montrons maintenant que

(4) giπ X, π Y)=0

pour tout i G c e t tout 7 G § . En effet, g(πX, πY) = - ijΓ(τr/X TΓY) = F( F, JX)

= Fάpί Y, pi Jxy + Bz&fr Y, pz JXl, W). Puisque FGΞ§ et /ZGc-fb, b C s,

on a <oi F = O et p2 / l G ϊ ) . II en result que FΛpi Y, prJX) = B2(ίp2 Y,

P2*JXl, W) = 0 et par suite #(jτ X, π Y") = 0. Nous allons montrer maintenant

que § est stable par /. Soient, en effet, I G c e t YG§. Alors g(π X, π JY) -

g{π-X,Io-πY)= -gilo π X, TΓ F) = -g(π JX, π Y). Puisque JZGc + ί), on

a π JXEiπ t. II resulte alors de (4) que giπ JX, π* Y) =0 et par suite

giπ-X, π JY) =0. II resulte de la et de (4) que / 7 G § . § est done stable par

/. Les restrictions de / aux sous-algebres c + b et § de G deίinissent alors des

structures complexes invariantes sur les espaces homogenes CB/B et S/B. II

est clair que les restrictions de la metrique kahlerienne g de GlB a ces sous-

varietes induissent des metriques kahleriennes invariantes. Done les espaces

homogenes CB/B et S/B se munissent de structures homogenes kahleriennes.

D'autre part, comme nous Γavons deja demontre, B est compact connexe et

done G = C x S par le theoreme 1. Alors G/J5= {CB/B) x (S/B) comme une

variete differentiate. II resulte immediatement de ce que nous avons dej& de-

montre que G/B est produit kahlerien de CB/B et S/B. D'autre part, puisque
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C Π j 5 = W , o n a CB/B^C et la structure homogene kahlerienne de CB/B

induit celle de C. Le theoreme 2 est done demontre.

THEΌREME 3. Tout espace homogέne kάhlέrien compact est produit kάhlέ-

rien dun tore complexe et dun espace homogέne kάhlέrien dun groupe de Lie

compact semi-simple.

Soit V un espace homogene kahlerien compact. Designons par I{V) (resp.

par K{V)) le plus grand groupe connexe d'isometries (resp. le plus grand groupe

connexe d'automorphismes) de la variete kahlerienne V. On voit facilement que

K(V) est un sous-groupe ferme de I(V). V etant compact, le groupe /(V) est

compact et par suite K( V) est aussi compact. La variete V est un espace

homogene kahlerien de K{V). Le theoreme 3 est une consequence immediate

du theoreme 2.
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