SUR LES ESPACES HOMOGENES KAHLERIENS
D’UN GROUPE DE LIE REDUCTIF

Y0ZO MATSUSHIMA

La recherche de la structure des espaces homogénes k#hlériens d’'un groupe
de Lie semi-simple fait 'objet de plusieurs travaux recents.” ‘étude détaillée
a été faite au cas compact. Il a été montré en particulier que ces espaces
homogénes compacts sont des variétés algébriques (méme rationnelles) et simple-
ment connexes.

Le but essentiel de ce travail est de montrer que tout espace homogéne
kidhlérien compact est produit direct d'un tore complexe et d’'un espace homo-
gene kihlérien d'un groupe de Lie compact semi-simple (Théoréme 3). Pour
ce but nous étudierons au paragraphe 1 la structure des espaces homogénes
symplectiques d'un groupe de Lie réductif. La structure et la situation du
groupe d’isotropie seront clarifiées dans le théoréme 1. Au paragraphe 2 on en
déduit un théoréme sur la structure des espaces homogeénes k#hlériens d'un
groupe de Lie réductif (Théoréme 2). Le théoréme 3 est une conséquence

immédiate du théoréme 2.

1. Une variété différentiable de dimension paire sera dite symplectique
s'il existe une forme extérieure K de degré deux partout de rang maximal telle
que dK=0. Une variété kihlérienne est symplectique.

Un espace homogene G/B d'un groupe de Lie connexe G sera dit homo-
gene symplectique s'il est symplectique et si la forme K définissant cette struc-
ture est invariante par G. G/B est homogeéne kiahlérien §'il est kihlérien et si
la structure complexe et la métrique kihlérienne sous-jacentes sont invariantes
par G. Un espace homogeéne kihlérien est homogéne symplectique.

Un groupe de Lie connexe sera appelé réductif si son algebre de Lie est

réductive.” Soit § l'algébre de Lie d’'un groupe de Lie réductif et soit §=c+3,
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1 Voir [1], [3], [5], [6]. Nos résultats se rattachent étroitement a ceux de Borel [1].
2) Voir [4].
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ol ¢ est le centre de g et 8 est un idéal semi-simple. Désignons par C et S les
sous-groupes invariants de G correspondant aux idéaux ¢ et § respectivement.

C est le centre connexe de G et S sera appelé la partie semi-simple de G.

TutoreME 1. Soit G/B un espace homogéne symplectique d'un groupe de
Lie réductif et soit G effectif sur G/B. Alors la composante connexe de l'unité
de B est contenue dans la partie semi-simple S de G. De plus, il existe un élé-
ment W dans l'algébre de Lie 8 de S vérifiant les conditions suivantes.

a) L'algébre de Lie b de B est la sous-algébre de 8 de tous les éléments
Xesg tels que [ X, W1=0.

b) ad(b)+ W =W pour tout b € B.
Si la composante connexe de U'unité de B est compacte, B est connexe et égal au
centralisateur dans S d'un tore de S. Dans ce dernier cas le centre de S se ré-
duit 2 l'unité et G=C X S, et C est égal au center de G.

Désignons par = la projection canonique de G sur G/B et posons z(e) =o,
e étant I'unité de G. L’espace tangent de G (resp. de G/B) au point e (resp.
au point o) s’identifie avec I'espace vectoriel ¢ (resp. 4/b). Désingnons encore
par rn la projection de ¢ sur g/b. Puisque G est effectif sur G/B, b ne contient
pas d’idéal = (0) de 4.

Soit maintenant K la 2-forme définissant la structure homogéne symplecti-
que de G/B et soit F=z" K. Considérons la valeur de F (resp. de K) au
point e (resp. au point o). On a alors les relations suivantes.

a) K(nX, nY)=F(X, Y) pour tout X, Y 4.

b) F(X,Y) =0 pour tout X& ¢ si et seulement si Y € b, puisque la valeur
de K au point O est une fonction bilinéaire non dégénérée sur 4/b.

¢) Flad(b)+ X, ad(b)*Y) =F(X, Y) pour tout bEB et X, YE4.
La valeur de F au point e est un cocycle de I'algébre de cochaines C*(8) de g.
Désignons par p; et p» les projections canoniques de §=c+8 sur ¢ et 8 respec-
tivement (si ¢ = (0), p1=0 et p. est I'application identique de ¢ sur 8. De méme
pour le cas 8 =(0)). Puisque H'(8) = H*(8) = (0)® et dC*(c) = (0), le 2-cocycle
F de ¢ s’écrit
(1) F=0*(F) + " (dF),

ol F, € C¥c¢) et F, & CY(8). Soit maintenant B: la forme de Killing de 'algeébre

3) Voir [4]. On désigne par H*(8) I'espace de cohomologie de 8 de dimension &.
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de Lie semi-simple 3. Puisque B est non dégénérée, il existe un élément W
de 8 tel que Fx(X) = B:(X, W) pour tout Xe s Alors dFy(X, V) =F([X, Y]
=By([X; Y1, W) pour X, Yesa. Il résulte alors du (1) que

(2) F(X, Y)=FloX, 00°Y)+ Be([p2* X, 0.+ Y1, W)

quels que soient X, Y& §. Il en résulte en particulier que
(3) F(X, V)=0

pour tout X & ¢ et tout Y € 3.

Soient maintenant X€c¢ et Y& b, Puisque p:*X=0, on a F(X, Y) =
Fi(pi* X, p1°Y) =0 par les relations b) et (2) et par suite F(X, p1°Y) =
Fi(pi* X, p*Y)=0. Dautre part F(X, p:*Y) =0 pour tout Xe g par (3). 1l
en résulte que F(X, p1+Y) =0 pour tout X& ¢, d’oit p,* Y € b par la relation b).
Puisque b ne contient pas d’idéal = (0) de 9 et que p:;* Y EcNb,on a p*Y=0
pour tout Y& b. Ceci montre que b est contenue dans 8. La composante con-
nexe de 'unité de B est contenue donc dans S. Puisque F(X, Y) =0 pour X & ¢
et Y € 3§, la condition pour qu'un élément Y € § appartienne 4 b est que F(X, Y)
=B:([X, Y], W)=B:(X, [Y, W]) =0 pour tout X &, donc que [Y, W1=0.
Soit maintenant b € B. Puisque F(X, Y) = B:([X, Y], W) pour X,Y € § et que
§ est stable par ad(b), on a, par la relation ¢), B:(ad(b) [ X, Y], W) = B:([X,
Y], W) quels que soient X, Y & 3. D’autre part, B, étant invariante par ad(b),
on a Bx(ad(b)+[X, Y], ad(d) « W) = B([X, Y1, W). 1l en résulte que B:([ X, Y],
ad(b)W) = B:([X, Y1, W) quels que soient X, Y €35 Puisque § est semi-simple,
on a [§, 8] =8 et par suite B:(X, ad(b) - W) = B:(X, W) pour tout X € § et ceci
entraine que ad(b)+ W=W.

Supposons maintenant que la composante connexe de I'unité B, de B soit
compacte. Soit 7T la ferméture du groupe a un parametre w engendré par W.
Puisque w C B, et By est compact, T est un tore de S. 1l résulte de ce que
nous avons déja démontré et de la définition de T que B, est la composante
connexe de l'unité du centralisateur C(T) de T dans S. Puisque S est semi-
simple et la composante connexe de 'unité B, de C(T) est compacte, C(T') est
connexe” et donc égal a4 B,. Soit maintenant & un élément de B. Comme nous
I'avons déja montré, on a la relation ad(b)+« W= W et ceci entraine que b ap-

partient au centralisateur de 7" dans G. D’autre part on peut écrire & sous la

4 Voir [1].
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forme b=c+s, ol cEC et sES. C étant le centre connexe de G, ¢ '*b=s
appartient au centralisateur de T° dans S, c’est-a-dire a B,. Alors ¢ =bs"" ap-
partient & B et puisque B ne contient pas de sous-groupe invariant = (e) de G,
¢ est égal a l'unité. Il en résulte que & =s, donc que b & B,. B est ainsi con-
nexe. Le centre discret Z de S est un sous-groupe invariant de G et contenu
dans B. Z se réduit alors a (e). Il en résulte que C N S=(e) et donc que
G=C xS. 1l est clair alors que C est égale au centre de G. Le théoreéme 1

est donc démontré.

2. Soient V; et V, deux variétés k#hlériennes. La variété V=V, x V; se
munit d’'une structure kihlérienne canoniquement définie par celles de V: et

V». Nous dirons que la variété kihlérienne V est produit kihlérien de V; et Va.

TutorEME 2. Soit G/B un espace homogéne kdhlérien dun groupe de Lie
réductf G et soit G effectif sur G/B. Alors B est compact, connexe et égal au
centralisateur dans S d'un tore de S, S étant la partie semi-simple de G. De
Plus le centre C de G et lespace homogéne S/B se munissent de structures
kihlériennes homogenes et G/B s'identifie avec le produit kahlérien de C et S/B.

Pour démontrer le théoréme 2 on utilisera les lemmes suivants.

LemME 1. Les notations étant celles du théoréme 2, l'algébre de Lie b de B
contient une sous-algébre de Cartan de lalgébre de Lie & de S.

Désignons par B le grbupe linéaire d’isotropie de G/B au point 0.” Puis- -
que les opérations de B sur G/B sont des isométries de la variété kihlérienne
G/B, B est un sous-groupe du groupe orthogonal de l'espace vectoriel 8/b et
I’homomorphisme canonique de B sur B est un isomorphisme. Il en résulte
que la composante connexe de l'unite B, de B est produit direct d’'un groupe
compact par un groupe vectoriel. Alors le groupe linéaire ady(B,) est compact,
ol ¥ - adg(x) désigne la représentation adjointe de B,. Soit X — ady(X) la
représentation adjointe de b. Puisque ady(b) est lalgébre de Lie du groupe
linéaire compact ady(B,), les valeurs propres de ady(X) sont imaginaires pures.
Il en résulte que 77 ady(X)* < 0.

D’autre part, d’aprés le théoréme 1, b est une sous-algébre de 8 et donc

I'espace vectoriel 9/b est somme directe de deux sous-espaces ¢+ b/b et 8/b et

5 ¢ est I'image de e G dans G/B.
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chacun de ces sous-espaces est'stable par B. Désignons par B le groupe liné-
aire de l'espace vectoriel /b induit par B. B est un sous-groupe du groupe
orthogonal de 8/6. Puisque ¢ est le centre de 8, toute opération de B induit
I'application identique de ¢+ /5. II en résulte que ’homomorphisme canonique
de B sur B est un isomorphisme. Soit maintenant X - adg(X), XEb, la re-
présentation adjointe de b dans 8. Puisque b est stable par les adz(X), ads(X)
définit un endomorphisme &(X) de 8/b tel que e( X)(Y mod b) = ads( X) « ¥ mod b
pour tout Y3 Il est clair que les ¢(X), X& b, forment l'algébre de Lie de
B. Puisque B est un sous-groupe du groupe orthogonal, les endomorphismes
e(X) sont semi-simples et leurs valeurs propres sont imaginaires pures. D’autre
part, la représentation X — &(X) de b est fidele, car B = B. 1l résulte de ce que
nous avons démontré que 7T,e(X)* <0 pour tout élément X = 0 de b. Soit
maintenant B, la forme de Killing de 8 On voit facilement que B:(X, X) =
Trady( X)* = T,&(X)* + Trady( X)* pour tout XEb. Puisque Trady(X)* =0 et
Tre(X)? <0 pour X« 0, on a Bx(X, X) <0 pour tout élément X =% 0 de b. Soit
maintenat m le sous-espace de § constitué de tous les éléments X de & tels que
B:(X,Y)=0 pour tout Y €b. m est stable par les adz(X), X€b. Si XemNby,
ona By(X, X)=0etdonc X=0,dott mNb=(0). Il en résulte immédiatement
que 8=m+ b (somme directe). Alors m = 8/6 comme b-module et donc I'endo-
morphisme de m induit par aedi( X}, X € b, s’identifie avec ¢(X). Soit maintenant
W un élément de b vérifiant les conditions énoncées dans le théoréme 1. Puis-
que §=m+Db et adzW-0=0 et que &(W) est semi-simple, on voit que ad;W est
semi-simple. Il existe alors une sous-algébre de Cartan §) de 8 contenant W.”
Puisque § est semi-simple, §) est abélienne et par suite [W, 1= (0), d’otr § Ch.

Le lemme 1 est donc démontré.

LemME 2. Les notations étant celles du théoréme 2, la composante connexe

de l'unité By de B est compacte.

Pour démontrer ce lemme nous utiliserons les notations dans la démon-
stration du lemme 1. B, est produit direct d'un groupe compact par un groupe
vectoriel V et, d’apres le lemme 1, B, contient un sous-groupe de Cartan H de S.

Puisque V est dans le centre de By, V est contenu dans H. Nous allons

montrer que l’image H de H dans B, est compact. Soit ) I'algebre de Lie de

% Voir [2].
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H. La complexifiée )° de §) est une sous-algébre de Cartan de &°, &° étant la

complexifiée de 8. Désignons par 3 I'ensemble des racines a de 8 par rapport
a 1)° telles que I'élément E, de §° vérifiant la condition [ X, E,] = a(X)-E, pour
tout X € §)° n’appartienne pas a 5". On voit alors que les images des F., a € 5,
dans 8°/b° forment une base de 8°/t°. Puisque A est un sous-groupe du groupe
orthogonal de 8/b, a(X) est imaginaire pure quels que soient « € 3 et X € ).
Soit maintenant X un élément de §° tel que a(X) soit imaginaire pure pour
toute « € 2. X sécrit X=Xi+vV—-1+X, ot X;, X, €Y. Puisque les valeurs
a(Xy), a(X:) et a(X) sont imaginaires pures pour toute a € X, on voit que
a(X;) =0 pour toute « € 2. Il en résulte que X, =0, puisque la représantation
H~ K de H est fidele. On a donc démontré qu’'un élément X de §° appartient
a 0 si et seulement si a(X) est imaginaire pure pour toute « € 2. D’autre part
on sait qu’il existe une base (Xi, ..., Xi) de §)° telle que a(Xz) soient ration-
nels pour toute racine «. Alors (V—1+Xi, ..., Vv—1+X;) est une base de §.
On voit facilement que les images dans A des groupes a un paramétre de H
engendrés par v — 1+ Xk sont compacts. Il en résulte immédiatement que A est
compact. Puisque H = H, H est aussi compact. Le sous-groupe fermé V de H

qui est vectoriel se réduit donc a (e). Ceci entraine que B, est compact.

LemMme 3. Soit I lopérateur d'une structure complexe invariante dun espace
homogene G/B d'un groupe de Lie connexe G et soit I, la valeur de I au point
0% Il existe alors un endomorphisme J de Uespace vectoriel 9§ vérifiant les con-
ditions sutvantes.

1) nweJ=1Io*m, = étant la projection de § sur 8/b.

2) J+b=(0).

3) P+ X= — X(mod b) pour tout X 9.

4) J(ad(b) + X) = ad(b)(JX)(mod b) pour tout XE q et b & B.

5) [X, Y1+ JUJX, Y1+JIX, JY1-[JX, JY1€E b.
quels que soient X, Y E4q.

Réciproquement, soit | un endomorphisme de § vérifiant les conditions 2),
3), 4), 5). Il existe alors une structure complexe invariante I de G/B et une
seule qui vérifie la condition 1).

Pour la démonstration voir [5].
Nous allons démontrer maintenant le théoréme 2. Il résulte du théoréme
1 et du lemme 2 la premiére partie du théoréme, Nous démontrerons dans la
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suite que les sous-variétés CB/B et S/B se munissent des structures kihlérien-
nes invariantes par les opérations des groupes CB et S respectivement et que
G/B est produit k#hlérien de ces deux variétés kihlériennes.

Soient g la métrique kihlérienne invariante et I la structure complexe
invariante de G/B. La forme de Kihler K associée a g vérifie la relation
K(X, Y)=g(IX, Y) quels que soient les champs de vecteurs X et Y sur G/B.
La forme K définit une structure homogene symplectique de G/B. Soit J un
endomorphisme de ¢ associé a I dans le lemme 3. Nous utiliserons les notations
dans la démonstration du théoréme 1. Montrons d’abord que J+cCc+b5. Soi-
ent, en effet, Xecet YEb Alors JIX, Y1-[JX, Y1-[X, JY1-JUJX, JY1=
—[JX, Yleb Posons JX=Xi+X,, ol X;E¢ et Xo=8 Alors [JX, Y=
[X;, Y1eb pour tout YEb. X, appartient donc au normalisateur n(b) de b
dans 8. Puisque b contient une sous-algebre de Cartan de 8 par le lemme 1,
n(b) est égal a b. Il en resulte que X; €5 et donc que JXE c¢+b, dott J-cCe¢
+ 5. Montrons maintenant que

(4) greX, nY)=0

pour tout XE ¢ et tout YE3. En effet, g(zX, zY) = — K(zJX, zY) = F(Y, JX)
=F(p1°Y, 01°JX) + BaLo2° Y, 02+ JX], W). Puisque YE8 et JXE ¢+, b3,
on a p;*Y=0c¢et o+ JXEb 1l en résult que Fi(pi*Y, p1°JX) = B:([p2+ Y,
pz*JX1, W) =0 et par suite g(z+ X, 7+Y) =0. Nous allons montrer maintenant
que § est stable par J. Soient, en effet, Xecet YE 8. Alors gln+ X, 7+ JY) =
ga X LenY)=—ghhenX, 7*Y)= —g(n+JX, n+Y). Puisque JXE ¢+, on
a g+ JXemn+c Il résulte alors de (4) que g(n+JX, n+Y)=0 et par suite
g(r+ X, n+JY) =0. Il résulte de 1a et de (4) que JY €38. 8 est donc stable par
J. Les restrictions de J aux sous-algebres ¢c+b et 8 de § définissent alors des
structures complexes invariantes sur les espaces homogénes CB/B et S/B. 1l
est clair que les restrictions de la métrique kihlérienne g de G/B a ces sous-
variétés induissent des métriques k#hlériennes invariantes. Donc les espaces
homogenes CB/B et S/B se munissent de structures homogeénes k&hlériennes.
D’autre part, comme nous l'avons déja démontré, B est compact connexe et
donc G=C x S par le théoreme 1. Alors G/B=(CB/B) x (S/B) comme une
variété différentiable. Il résulte immédiatement de ce que nous avons déja dé-

montré que G/B est produit kdhlérien de CB/B et S/B. D’autre part, puisque
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CN B=(e), on a CB/B=C et la structure homogéne kihlérienne de CB/B

induit celle de C. Le théoréme 2 est donc démontré.

THEOREME 3. Tout espace homogene kdhlérien compact est produit kdhlé-
rien d'un tore complexe et d'un espace homogéne kdhlérien d'un groupe de Lie

compact semi-simple.

Soit V un espace homogéne kihlérien compact. Désignons par I(V) (resp.
par K(V)) le plus grand groupe connexe d’isométries (resp. le plus grand groupe
connexe d’automorphismes) de la variété kdhlérienne V. On voit facilement que
K(V) est un sous-groupe fermé de I( V). V étant compact, le groupe I( V) est
compact et par suite K(V) est aussi compact. La variété V est un espace

“homogene kihlérien de K(V). Le théoréeme 3 est une conséquence immédiate

du théoréeme 2.
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