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APPROXIMATION DE FONCTIONS CONVEXES
SUR UN ESPACE DE MESURES
ET APPLICATIONS

BY
R. TEMAM

ABSTRACT. In the first part of this article we recall the definition
and a few basic properties of convex functionals defined on a space
of bounded measures. In the second part we show several results of
approximation of the following type: Although a measure p cannot
be approximated in the sense of the norm by smooth functions, we
can find an appropriate sequence of smooth functions which con-
verge weakly to the measure p, the corresponding value of the
functional converging to the value of the functional at w.

This article is part of a series on the existence theory of solution
of variational problems of mechanics (perfect plasticity), which is
based on a systematic utilization of the methods of convex analysis
and the calculus of variations.

Introduction. L’origine de ce travail se situe dans une étude en cours portant
sur la théorie mathématique des équations de la plasticité, et en particulier
I’étude des problemes variationnels relatifs aux champs de déplacement
(théorie de la déformation, théorie de I’analyse limite) (cf. [14], [15], [17]). Les
solutions de ces probléemes variationnels étant de nature a présenter des
surfaces de discontinuité, il est exclu d’obtenir des résultats d’existence dans
des espaces de Sobolev ou des espaces de fonctions continues. Comme dans le
cas des surfaces minima, il faut se tourner vers des espaces de fonctions moins
régulicres analogues aux espaces BV({)): c’est la motivation de I’introduction
et de I’étude de I’espace fonctionnel BD(Q), [8], [13], [14]. Lorsque € est un
ouvert borné de R", BD(Q) est formé des fonctions vectorielles de L(Q)" dont
les composantes du tenseur des déformations associé

eyl = (244 24)
ax; 9x;

sont des mesures bornées. L’étude de I’existence dans BD(Q) de solutions pour
les problémes variationnels de la plasticité, qui est établie dans un article
est paru par ailleurs, conduit a I’étude de fonctions convexes définies sur un
espace de mesure. L’étude de telles fonctions nous a semblé pouvoir étre utile

ailleurs et nous en faisons donc ici une présentation séparée de I’étude de la
plasticité.

Recu par la rédaction le 31 mars 1980, et sous la forme revisée le 3 février 1981.
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Dans la premiere section, nous rappelons la définition et quelques propriétés
de fonctions convexes d’une mesure. Les fonctions convexes d’une mesure ont
été déja définies par différents auteurs, Goffman-Serrin [6], Rockafellar [12],
Brezis [3]; nous en donnons ici une présentation un peu plus générale qui
utilise systématiquement le point de vue de I’analyse convexe. La deuxieme
section est consacrée a ’obtention de différents résultats de densité d’espaces
de fonctions régulieres dans I'espace des mesures bornées sur un ouvert de R":
il est bien connu que ’espace des fonctions € est dense dans I’espace M,;({)
des mesures bornées muni de la topologie de la convergence vague mais qu’il
n’est pas dense pour la topologie de la norme: nous établissons ici des résultats
de densité de fonctions régulieres pour des topologies intermédiaires qui font
en particulier intervenir des écarts du type

|F,(w) - F:(v)|

ou F; est une fonction convexe, et i parcourt un ensemble I fini ou non.
Cela revient 2 montrer que si we€ M;(Q2), alors sous certaines conditions il
existe une suite u,, de fonctions régulieres qui converge vaguement vers p et
telle que F;(w,,) — F;() pour tout i€ I: cf. pour cela les Théorémes 2.1, 2.2,
2.3 de la Section 2. Ces théorémes sont essentiels pour montrer que le
minimum de certaines fonctionnelles dans des espaces de mesures (ou des
espaces liés aux mesures comme BV(), BD(Q2)) y admettent le méme infimum
que sur un espace de fonctions plus réguliéres.

Enfin, dans une bréve Section 3, nous explicitons [’application de ces
résultats a certaines fonctionnelles apparaissant en mécanique.

1. Fonction convexe d’une mesure

1.1. Rappel. Soit ) un ouvert borné de R" de frontiere I'. Nous notons
€o(Q) (resp. €5()) espace des fonctions réelles continues (resp. €~) sur ), &
support compact dans €. Pour 1=p=o, nous notons L’(Q}) I'espace des
(classes de) fonctions réelles sur ) qui sont L? pour la mesure de Lebesgue dx.

Si V est un espace de Banach de dual V' et F une fonction convexe s.c.i. sur
V, on appelle domaine de F ’ensemble:

dom F={ueV, F(u) <+o}.

La fonction F est dite propre si elle ne prend pas la valeur —» et n’est pas
identique a-+o. On appelle conjuguée de F et on note F* la fonction de V'
dans R définie par

F*(u™) = Sup{(u*, u)— F(u)}.
ueV

Si F est convexe s.c.i. et propre, alors il en est de méme de F*, et 1a conjuguée
F** de F* coincide avec F. Nous renvoyons a [9], [16], [4], pour tout ce qui
concerne les fonctions convexes.
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Soit f une fonction convexe s.c.i. propre de R' dans R (I entier =1). Pour
tout u e L'(Q)" nous posons

J f(u(x)) dx sifoueL'(Q)
(1.1) Fu)=]"
+o0 sinon

La fonction Fde L'(Q)' dans R est convexe s.c.i. et propre. Soit f* la fonction
conjuguée de f et K son domaine

(1.2) © ff(m)=sup{é-n—f(&)} VneR'
£eR!
(1.3) K={neR! f*(n)<+o};

K est convexe non vide dans R'. Avec des résultats plus généraux de [4] nous
voyons que la fonction F* conjuguée de la fonction (1.1) est définie sur L=({2)'
par

jf*(u(x))dx si ffoueL'(Q)),

(1.4) F*(u)= .
+00 S1non.

Par dualité, puisque F** coincide avec F sur L'(Q)', nous avons

(1.5) F(u)=Sup{J. (uv — f*(v)) dx},
v Q
ou le supremum est pris pour ve L*(Q)" ou, ce qui revient au méme pour
ved,,
(1.6) sy ={ve L™(Q), f¥ove L'(Q)}.

11 résulte de [12], [3] que, pour tout u e L'(Q)', F est aussi de la forme (1.5),
le supremum étant pris sur I’ensemble &, ci-apres:

(1.7) > ={ve€,(Q), f¥ove LY (Q)}.

En outre, une extension facile des résultats de [12], [3] permet de remplacer
(1.7) par I’ensemble plus petit:

(1.8) A3 ={vee;(Q), ffove L'(Q)}

(cf. aussi la démonstration de la Proposition 1.1).

D’aprés un théoréme de Krasnoselskii [7], une condition nécessaire et
suffisante pour que F(u) en (1.1) soit fini pour tout ue L'(Q)!, est qu’il existe
k=0 tel que

(1.9 fO)=k(1+1&),  VéeR.

Dans ce cas (cf. [7]) la fonction F est aussi continue et bornée de L'(Q)' dans
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R. Parfois, il nous arrivera de préciser les hypothéses avec certaines des
conditions ci-apres:

(1.10) ko(|€l=1)=f(&), VéeR' (ky>0)
(1.11) f=0, f(0)=0
(1.12) K=dom f* est fermé et f* est continue sur K.

Notons que sous les conditions (1.9) et (1.10), K est borné et contient un
voisinage de 0, [15]. Par ailleurs, puisque toute fonction convexe propre
possede une minorante affine continue (au moins) on peut toujours se ramener
au cas f=0 par soustraction d’une fonction affine. Si f vérifie (1.11), alors il en
est de méme de f*. Enfin pour (1.12), rappelons que f* est nécessairement
continue sur l'intérieur de K.

A la fonction f nous associerons sa ‘“‘partie principale” que nous notons f,:

(1.13) f,(6)=Sup &-m,  VEeR

Comme f, la fonction £, est convexe s.c.i. et propre sur R'; sa conjuguée f¥ est
la fonction indicatrice de K. Si g(&)=f(£— &)+ aé+b, a, &R, beR, alors

(1.14) g (&) =f,(§) +a&
Sous les conditions (1.11) et (1.12),
(1.15) f(é)Sfp(ﬁ)Sf(éHSEp f*,

et si K=—K, alors f, est positivement homogéne.

On peut bien siir définir une fonctionnelle F, sur L'(Q2)' en remplacant f par
f, dans (1.1). La fonction F * est alors la fonction indicatrice (dans L*(Q)") de
I’ensemble

(1.16) {veL*(Q), v(x)e K p.p.}.

1.2. Définitions—Propriétés. Soit M,(Q) 'espace des mesures bornées sur ).
Pour tout w e M;(Q)", nous posons

(1.17) F(w)= Sup{L wo — L *(v) dx}m

ved,

En raison de (1.5), (1.7), cela est compatible avec la définition précédente
lorsque w=ueL'(Q). La fonction F est propre. Elle est convexe s.c.i.
sur M,(Q)' comme enveloppe supérieure de fonctions linéaires continues. Pour
la méme raison, elle est semi-continue inférieurement pour la topologie vague
des mesures.

M Nous noterons F(u; Q) au lieu de F(y), s’il faut expliciter la dépendance en ().
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Notons ceci:

LemMmE 1.1. Sous I’hypothese (1.11), on ne change pas F(u) en remplacant
dans (1.17) le supremum sur o, par le supremum pour v € f3 ou pour ve A,

(1.18) s, ={ve LNQ, p), f*ove L'(Q)).
Démonstration. Soit v e &f,. Pour tout j>0 il existe w; € €,(Q)", B; € €o(V)},
tels que
le—U|L‘(0;u)‘SI_., |B;—f* o UlL‘(n)—<—]‘.-

Dans R'** soit C I'épigraphe de f*, 11, la projection sur C et ¢; =I1.(w;, B;) =
(v;, ;). 11 est clair que ¢; €6V et
1

[0, — vl v =|w;— UlL‘(ﬂ;m‘S;

1
lo = f*ov| 1o =|B; 'f*°U|L‘(n>5]_-

a;=f*ou,

Par extraction d’une sous-suite, nous pouvons supposer que v; — v L —p.p. et
a; = f*o vdx—p.p. Puis, par la semi-continuité inférieure de f et ce qui
précede, nous voyons que

I *(v) dx slimJ- *(v;) dx smj *(v;) dxsj *(v) dx.
Q == Ja == Ja 0

Dans ces conditions,

L uv; — JQ f*(v;) dx — L uo — Jﬂ f*(v) dx,

et le résultat suit pour &,,.

De méme, si v € &5, alors ¢ = (v, f*ov) est approchée par régularisation par
une suite ¢; = (v, o) €€5(Q)'*", avec ici, puisque v est continue, v, > v
uniformément. D’autre part, si les fonctions régularisantes sont bien choisies
(positives de masse 1), ¢; prend, comme ¢, ses valeurs dans C, si bien que
v; € A5 et le résultat suit.

L’expression de F est donnée par la

ProposITION 1.1. On suppose que f est une fonction convexe s.c.i. propre sur R'
qui vérifie (1.11). Soit we M,(Q)' et soit w=udx+p, la décomposition de
Lebesgue de w, u € L'(Q)', w, singuliere. Alors:

(1.19) f(w)=F(u)+F, (i)
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Démonstration. Elle est semblable, en plus simple, a celles du Théoréme 2.1
dans [16] et du Théoréme 1 dans [3].
Tout d’abord, pour tout v € s,

L wo — L f*(v)dx= L uv dx — L f*(v) dx + J.Q [TR0)

< F(u)+F, (n,),
d’ou en prenant le supremum pour v € &5,
(1.20) F(p)=F(u)+F,(n,).

Pour montrer 'inégalité inverse, nous notons que, pour tout &£ >0, il existe
04, U, dans &, tels que

Fp(l“"s)—e SJ' sV
Q

Flu)—e = L (uvs— f*(2)) d.

D’autre part, comme u, est singuliere, pour tout 6 >0 il existe un ouvert 0 de
mesure < § qui contient le support de ug. Soit alors ¥ la fonction qui est égale a
v, sur 0 et a v, sur Q\O. Il est clair par le théoréme de Lusin que ¥ est
w-mesurable et cette fonction est dans &,. Alors, par le Lemme 1.1.:

j (ut — f*(9)) dx + J ud =F(u).
Q Q
Mais le membre de gauche de cette inégalité est égal a

J’ (uvy,— f*(vy)) dx + j sVq +J‘ g dx = (par définition de v,, v,)
Q Q ©
=F(u)+F,(u)—2e + J g dx,
o

g=u(v,— Uz)_f*(lh)"'f*(vz)-

Comme g € L'(Q) et ne dépend que de &, on peut choisir 8 assez petit pour que
|fo g dx|=¢, d’ou alors

F(u)+ F, (1) —3e = F(p),
ce qui termine la démonstration.

1.3. Fonctions d’une mesure comme fonction additive d’ensemble. Soit O un
borélien de ) et x, sa fonction caractéristique. Alors x, est w-mesurable
quelle que soit la mesure w et xov € L*(Q; w)', pour tout v dans €,(Q)". Nous
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pouvons alors poser
2)
(1.21) Fo(u) = Sup{J. UOXo — j f*(v) dx} .
veds, O Q
La mesure xqu est bien définie et il est clair que
(1.22) Fo(p) = F(xow)-

La fonction F, est convexe s.c.i. sur I’espace normé M,(Q)". L’application
W — XeM N’étant pas en général continue pour la topologie vague, F, n’est pas
en général s.c.i. pour cette topologie.

Lorsque O est ouvert, nous voyons grace au Lemme 1.1 que

Folw) =Sup{L wo— j F1(0) dx; v €0, o0 L'0)

ce qui montre que () ne joue plus aucun rdle et que F, est s.c.i. pour la
topologie vague de M (Q)".
Quelques propriétés simples de F, sont fournies par le lemme ci-apres

LemMmE 1.2. Si f vérifie (1.11) alors

(1'24) F(M)SFO, (I‘L)y Vl"” VO, 0’,0C0,7
(1.25) Fgo(w) est une fonction additive de O.

Si f et g sont deux fonctions convexes s.c.i. qui vérifient (1.11) et si F, et G
désignent les fonctions associées sur M,(2)', alors

(1.26) f=g entraine Fyo=G,.

Démonstration. Comme f, la fonction f* vérifie (1.11) et donc 0K et la
fonction nulle est dans &,. D’ou (1.23) avec (1.21). Par ailleurs (1.24) résulte
de (1.25).

Pour montrer (1.25) soient @, et 0, deux boréliens de Q avec 0, N0, =@. On
a Xo = Xe, T Xo, €t s0it v e o, tel que

Fo(p)—e= L KUXo — Jﬂ f*(v) dx = Fo(p).
Comme f*(xov)=f*(v),

Fo(n)—e= L) 12200 G JQ f*(XOU) dx

= L M1 X, + juszoz— L f*(vy) dx — L f*(v,) dx,

& Nous noterons Fy(u; Q) au lieu de F,(w) quand il faudra expliciter la dépendance par
rapport a ().
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oll v; = Xe,V, et cela est inférieur, par le Lemme 1.2 et (1.22), a Fo () +Fo ().
De méme, soient v,, v, €., tels que

Foi(u)—ssj vixel—j *(v) dx, i=1,2,
Q (9}

et soit v = xp, 01t Xe,02(= xov). Alors

Fo (1) + Fo ()~ 26 < L woxo— L(f*(xolv) P (xo,)) d

= L MUXo — J‘n f*(v) dx = Fo(u).

Enfin (1.26) est immédiat puisque f=<g entraine f*=g* (cf. [4]).

REMARQUE 1.1. Pour toute fonction ¢ continue sur () et valant 1 sur @, nous
avons Fo(yu) = Fo(w). En particulier si @ < Q et ¢ € 4(Q), ¢ =1 sur O (ou 0),
nous avons

(1.27) Fo(,) = Fo(p), Vi,

ce qui entraine que Fy est indépendant de () dans ce cas.
REMARQUE 1.2. Si f vérifie (1.9) alors

(1.28) dom Fg ={p € M,(Q)', Fo(u) <+}=M,(Q),

pour tout 0 < Q. D’aprés (1.26), on a en effet

(1.29) Fo(u)squo l“HL dx).

Notons que (1.9) est aussi une condition nécessaire pour que Fg(p) soit fini
pour tout w € M;(Q)": s’il en est ainsi, on voit qu’alors Fy() est fini pour tout
pweL'(Q) et par le théoréme de Krasnoselskii [7] évoqué plus tot, (1.9) est
vérifié.

Quand cela a lieu, il résulte du Corollaire 2.5 Ch. I de [5] que
(1.30) F, est finie, continue et bornée sur M;(Q)! (topologie de la norme).

REMARQUE 1.3. La définition de F et F, dans [6] est basée sur ’étude de
Fgy(u) comme fonction additive d’ensembles © lorsque u est une fonction
étagée.

2. Théoremes de densité. Il est bien connu que les fonctions régulieres
forment un sous-espace dense de I’espace M;({2) muni de la topologie vague
mais qu’elles ne forment pas un sous-espace dense de M;({2) muni de la
topologie de la norme.

Notre objet dans cette section est de montrer différents résultats de densité
de I’ensemble des fonctions régulieres dans I’ensemble M,(Q)' muni de cer-
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taines topologies intermédiaires entre la topologie vague et celle de la norme,
topologies qui s’apparentent a la convergence étroite des mesures [21]. Les
principaux résultats sont énoncés dans les Sections 2.1 et 2.3.

2.1. Enoncé du théoréeme de densité. Soit () un ouvert quelconque de R™. Dans
toute cette section f désigne une fonction convexe s.c.i. sur R' qui vérifie
(1.11) (et parfois des conditions supplémentaires) et F est la fonction sur
M, (Q)' qui lui est associée par (1.17).

Nous définissons sur M,(Q2)' une topologie J qui est celle associée a une
structure uniforme définie par une famille d’écarts sur M,(Q)' x M,(Q)" (cf.
Bourbaki [1]). La structure uniforme qui définit J est donnée par I’ensemble
des écarts ci-apres:

— ceux associés aux semi-normes

[
Q

qui induisent sur M;(Q)" la topologie vague,
~ceux de la forme

(2.1) ,  veLQ),

2.2) e(py, po) = lF(FLl) _F(Mz)‘,

lorsque f parcourt I'ensemble des fonctions convexes s.c.i. sur R' qui vérifient
(1.9) et (1.11) et F est la fonction correspondante sur M,(Q)' définie par
(1.17).

En raison de (1.9) et de la Remarque 1.2, u — F(w) est finie et continue
pour tout F, ce qui entraine que les écarts (2.2) ne prennent que des valeurs
finies et que la topologie J est moins fine que celle de la norme (et bien sir
plus fine que la topologie vague).

Nous avons:

THEOREME 2.1. €,(Q)' est dense dans M,(Q2)' muni de la topologie J.

La démonstration est donnée dans la Section ci-apres. Il suffit de montrer
que

pour tout peM,(Q),, il existe une suite u; € €5(Q), telle que pour
(2.3) 1=
u; — p dans M,(u)', vaguement, et
F(u;) = F(p), pour tout f vérifiant (1.9)—(1.11).

2.2. Démonstration du Théoreme 2.1. Dans tout ce qui suit, p, désigne une
suite de fonctions régularisantes, p.(x)=1/e" p(x/e), x€R", >0, ou pe
65(R™), p=0, fgrpdx =1, p(x)=0 pour |x|>3.
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Nous commengons par le

LeMME 2.1. Nous supposons que Q1=R" et que f vérifie (1.11).
Alors pour tout u € M;(R")" et pour tout € >0,

(2.4) F(p, * ) =F(u).
Lorsque ¢ — 0,
(2.5) F(p. *pn)— F(p).

Démonstration. Puisque p, * w — p pour la topologie vague, on a par semi-
continuité inférieure,

F(u)=1lim F(p, *p)

et donc (2.5) est une conséquence immédiate de (2.4).
Pour (2.4) nous écrivons, pour v € &5:

[ x| rrwrar
= wenso= [ o der | (G0 ds

< F(u)+ I (B *0) = £(0) dx,

ou p(x)=p(—x). Par convexité, nous avons
(2.6) f¥(Pe #0) < . = f*(v),

d’ou par intégration:
2.7 j f*(pe #v) dx = I P #f*(v) dx = j f*(v) dx.
RrR" RrR" rR"
Ainsi
[ orwo-[ Frora=rw,  voes,
n .
et (2.4) est établi. n

Cela prouve en particulier (2.3) et le Théoreme 2.1 lorsque ) =R". Pour
Q #R", nous avons

LemMma 2.2. Soit  un ouvert de R". Pour tout u. € M,(Q)", il existe une suite
u; € €5(Q)' qui converge vers u pour la topologie vague et telle que pour tous f, F
vérifiant (1.11) (1.17):

2.8) {F(u,-)SF(u), vj,
F(w)— F(p),  j— +o.
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Démonstration. Soit ., une suite croissante d’ouverts tels que Q; <), <
Q,;,,<Q et soit pour tout j, ¢ une fonction dans €5(Q),0=¢;=1,¢; =1 sur
Q,. D’apres le théoréme de Lebesgue, lorsque j — +o, ;u converge en norme
vers w dans M;(Q)". D’autre part, pour tout j:

(2.9) F(;p) = F(u).
En effet, pour tout ve A,

[ o L F4(0) dx = F(u) + jﬂ [F* (o) — F*(0)] .

Par convexité, et comme f* vérifie aussi (1.11):

FEpo)=gif*(v) = f*(v),

si bien que
j Ml’ljU—J f*(v) dx =F(w), Vved,
Q Q

et (2.9) est démontré.
Quand j— 4+, on a par la semi-continuité F et (2.9)

F(n) — F(u).

Si € >0 est assez petit pour que le support de p, *(y;u) soit inclus dans (2, alors
on voit comme pour (2.2), (2.3) que

F(p. *(Yn)) = F(n) = F(w)
et lorsque € — 0,
F(p. * () — F(;p).

Le lemme est donc établi avec u; = p, * (Y;u) ol g est une suite décroissante
qui tends vers 0 et, pour chaque j, g; assez petit pour que (support ¢5;) + B(0, g;) <
Q, B(0, g;) boule ouverte de R' de centre 0 et de rayon g N

Le Théoreme 2.1 est établi. Notons pour terminer le résultat ci-aprés qui
s’apparente aux lemmes précédents.

LeEmME 2.3. Soit ) un ouvert de R", O un ouvert de Q) tel que 0 cQ, et soit
@ € M,(Q)' qui vérifie

(2.10) | tui=o.

Alors il existe une suite u; € €5(Q)' qui converge vers w pour la topologie vague
et telle que
(2.11) FO’(“,‘) — Fo(w), j—> o

>

pour tout f vérifiant (1.9), (1.11) (et F donné par (1.17)).
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Démonstration. Soit ¢ € €,((2), dont le support contient €. D’apres (1.27),
Fo(y) = Fo(p). Soit £ >0 assez petit pour que supp &+ B(0, €)= Q. Nous
avons pour tout f et pour tout v € &f,:

[ o stmwer=| prorar=n+ner,
Q Q

L= | el o)) [ 746 o a

L= Q{f*(ﬁe *(xo0)) — f*(v)} dx

J

I;= ] (Y )pe * (xe0) (1 — Xo)-

D’apres (1.21), (1.22) et Lemme 1.1, I, est inférieur a Fo(gu). D’apres (2.6),
(2.7) et comme f* vérifie aussi (1.11):

[ 746ty dx= [ 6o d
Q R"
= J P * [*(xov) dx = j f *(xov) dx =L f *(v) dx
- -

en sorte que I,=0.

Nous voulons maintenant montrer que I; est majoré par une expression
indépendante de f et v. Soit @, la réunion des boules ouvertes de rayon ¢
centrées dans 0. Comme p(x) =0 pour |x|>3, la fonction g, *(xev) s’annule en
dehors de @, et son produit avec (1—0) s’annule en dehors de 0,\0. D’autre
part, p. *(xov) est majorée par le maximum de v qui est inférieur a k;: en
effet, v(x) e K pour tout x puisque v € &, et K est, d’apres (1.9), inclus dans le
boule de centre 0 et de rayon k, (cf. [15]). Ainsi (9, *(xev))(1—xe) est
inférieur en module a k; sur 0 _\@ et est nul ailleurs. D’ou

n=|  lul=@apres @10)= [ ul
0.\O 0,

\&

Si nous appelons . cette dernieére quantité, nous voyons que 8, — 0 lorsque
€ — 0 et ainsi pour tout v e ,:

(2.12) J P * (X1 Xot — J f¥() dx =L+ L+ I3=< Fo(Yp) +8..
QO Q
D’ou

(2.13) Fo(p. * () = Fo(yu) = Fo(p), lorsque &— 0.
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Le résultat suit en posant u; =p, * (Yu), g suite décroissant vers 0, avec
supp ¢+ B(0, &) = €.

REMARQUE 2.1. La démonstration du Lemme 2.3 donne la convergence
(2.13) pour f,0, u, x arbitraires, (1.9), (1.11), (2.10) étant vérifiés.

2.3. Autres résultats de densité (I). Soit a nouveau Q un ouvert, m et | deux
entiers et soit S un opérateur différentiel a coefficients constants, d’ordre un,
opérant (par exemple) de €;(Q)™ dans €5(Q2)". Nous appelons X I'espace

(2.14) {lue LY(Q)™, Suec M,(Q)"},
qui est de Banach pour la norme naturelle
(2.15) lulL @m + |Sular @y

Nous appelons 7, la topologie de la norme sur X, 7, la topologie faible de X
définie par la famille de normes et semi-normes

(2.16) lu|L‘(Q)'“

et

(2.17) j (Su)v| ol v parcourt €,(Q)".
Q

Ainsi u; — u pour 7, si u; — u dans L'(Q)™ et Sy; — Su dans M,(Q)' vague.
Nous appelons enfin X; I’espace X muni de la topologie et de la structure
uniforme définies par I’ensemble des écarts ci-apres:

— ceux associés aux norme et semi-normes (2.16), (2.17),

—Pécart

(2.18) e(uy, uy) = ‘F(Sul)_F(Su2)|

ou f est une fonction convexe s.c.i. sur R' qui vérifie (1.9), (1.11) et F est défini
par (1.17).

Soit enfin <€°°(Q_) (resp. €%(Q)) I’espace des fonctions réelles €~ sur € (resp.
de classe €~ sur Q).

Notre résultat ici est le suivant:
THEOREME 2.2. Si f vérifie (1.9) et (1.11) €°()™ est dense dans X;. Si Q) est
un ouvert de classe €<*" alors €“*'(Q)™ est dense dans X,.

Démonstration. (i) Soit ue X fixé. Pour la densité de €~(Q)™, il suffit de
trouver pour tout § >0 donné, us € €°(Q)™ tel que

(2.19) lus — ulp 1 om <8
(2.20) |[ 15wl 1w <as
(2.21) |F(Sug)— F(Su)| = c,9,

¢o constante >0, ou F est défini par (1.17), f vérifiant (1.9), (1.11), (1.12).
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(ii) Construction de us

Nous commengons par le cas ol f(§) =|&|, si bien que F(u)=fq || et (2.21)
est identique a (2.20). Comme |Su| est une mesure de Radon, il existe r>0 tel
que

(2.22) j |Su|=38,
a\Q,

1
Q():{x €, d(x, 8Q)>—}.
r
Nous posons )_; = et
1
sz{xeﬂ,d(x,aﬂ)>,——}, i=0,1,...,
jtr

si bien que les ouverts (; vérifient

QICQ’CQ]+1, j:_l,o,l,...

Q,=Q.

1

iCs

]

Nous définissons les ensembles A; en posant A; =(), et
A]':Qj+1—Q]'_1, . j:2, 3,...,
et nous considérons une partition de I'unité {¢,} subordonnée au recouvrement

A; de O:

(2.23) b, €65 (A)), 0=¢;=1, et id’i:l‘

i=1

Nous considérons a présent une famille de fonctions régularisantes p,, ou la
suite des ¢; est astreinte a certaines conditions précisées ci-dessous et nous
posons comme en [5]:

(2.24) us = X pe,*(u).
i=1
Les g; sont astreints a former une suite décroissante vers 0

Ei1=§j, g—0 pour j—oo,

et a étre assez petits pour que les conditions ci-apres soient réalisées:

=6

(2.25) ‘ L Lo, (1S dx — L b, S
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(2.26) J’ o, * (udy) — (udy)| dx =527
Q
227) [ lon»(uSe) -S4 dx =271
Q
(2.28) (Q,— Q) +B(0, &,) <= Q:\Q,
(2.29) A+B0,8)c A UAUAL,, =2,

ou B(0, g;) est la boule de centre 0, de rayon ¢;, qui contient le support de p,.
D’apres (2.28) et comme ¢, =1 sur Q,, p, *(¢d,Su) = Su sur un voisinage de
Q,, et alors avec (2.22) et (2.25):

=2é.

(2.30) Hﬂ |Su|— L lpe, * (1 Su)]

Avec (2.23) nous avons

et avec (2.26) nous obtenons immédiatement (2.19):

(2.31) J lus —ul| dx = i L lo., * (du) — dju| dx < 8.
Q i=1

Pour (2.20) nous écrivons:

=

Sus = Z Ps,»*(ff’jsu)‘*"z Psi*(ugd’j),

i=1

s(puisque Z S, = 0>

i=1

[, 150l [ Jo. = rstol
(2.32) 5:22 L |oe, * (¢ Su)|

+2 J lpe, * (uSe;) — (uSe))| dx
i=1J0
= (par (2.27))

=% | prolsubs

i=2

3§ est I'opérateur différentiel a coefficients constants de €5(Q) dans €(Q)™! défini par

V- So=S(dp)—d(S¥), VoeBrQ), Voeg;)m
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Pour toute fonction ¢ a support compact on montre par régularisation que

[ ox@isup=] #lsul
Q Q
et donc

% | ptolsud= | Isua-6)

et ceci est majoré par & d’aprés (2.22) (¢, =1 sur Q). Ces inégalités et (2.30)
donnent (2.20).

(iii) Dans le cas d’une fonction f quelconque nous construisons us; de la
méme maniere que ci-dessus, mais nous choisissons €}, (c’est-a-dire reR, r>0)
de maniere a avoir outre (2.22):

(2.33) J‘ |Sul=0,
a0

(2.34) mes(Q\Q,) < 6.
Avec (2.23) et le Lemme 2.3, on peut choisir &, assez petit pour avoir aussi
(2.35) |Fa,(pe, * (1Sw)) — Fo (1 Su)| < 8.

Comme ¢;Su=Su dans un voisinage de Q,, la Remarque 1.1 donne
Fqo (¢,Su)=Fq (Su)= Fg5 (Su). De méme (2.28) montre que p, *(¢d,Su)= Sus
dans un voisinage de Q, et ainsi Fo (p., * (b, Su)) = Fqo (Sus) = F5 (Sus) en sorte
que (2.35) donne

(2.36) |F,(Sus) — Fg,(Su)| < 8.
D’apres (1.9), (1.25), (1.26) nous avons:
(2.37) |F(Sus) — F(Su)|=<|Fg,(Sus) — Fa,(Su)| +|Fag,(Sts )| + | Forg,(Sw)|
= 8 +|Fo\a,(Sus)| +|Foa,(Su)|

et

Q\Q

=< (par (2.22), (2.34)) =2k,8.

Fora (Sw)| =k, J (1+ [Sul)

D’apres (1.9), (1.26) et (1.32)
|F9\ﬁ(,(Su5)|Sk1J B {1+ Z pe, * (d;Su) + > Pe, *(u§¢,-)}
'Q\Q, ji=1 j=1

= (par (2.27), (2.28), (2.29), (2.34))
=2k,86.
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Finalement (2.20) en résulte.

(iv) Pour la densité de €**'(Q)™, on note que la fonction us; précédente est
dans € Q)" NX,, X,={ueL' Q)™ SuecL'(Q)'}. 11 est bien connu que
€ *1(Q)™ est dense dans X,, et on pourra donc trouver ujie €' (Q)™ tel que
|us — ug|x, soit arbitrairement petit,

(2.38) us — uglx, < 8.

Comme FoS est continu sur X; pour la topologie de la norme (cf. Remarque
1.2), on pourra choisir us pour avoir aussi

|F(Sus) — F(Sug)|=< 38,

(2.39)
|F(Suy) — F(Su)|=(2+4k,)s.

La densité de €<"'(Q)™ en résulte. W

REMARQUE 2.2. Il est possible de trouver ¢, vérifiant (2.25) et (2.35) pour un
nombre fini de fonctions F. Il en résulte que u; peut étre choisi de maniere que
(2.21) ait lieu pour un nombre fini arbitraire de fonctions.

Nous ne savons pas si us; peut étre choisi d’'une maniere indépendante de F
(i.e. avoir (2.19), (2.20) et (2.21) avec une constante ¢, indépendant de F).

REMARQUE 2.3. Supposons que S;,...,Sg, soient d’autres opérateurs

différentiels a coefficients constants, que ue X NLP()™ et en outre Sue
L*(Q)=L"(Q)% 1<p,<wx, i=1,..., R, p=max, p. Alors on vérifie aisément
que us peut &tre choisi de maniere que 1’on ait aussi:

(2.40) |Sits — Sittlpry <8, i=1,...,R.

En effect par I’analogue de (2.32) pour S;:

|Sius — (Pe, * (1S |Lriy = Z ‘Pei * (¢ Si) |y + Z ‘Pej * (“gid),') - ugid)j e
i—2 i=1

=0+ Z ld)jsiulL"i(Q)

i=2

=< 5 + 3 ‘Siu‘L"i(S)\Qo) = 46

compte tenu des hypothéses sur les supports des ¢; et pourvu que (comparer a
(2.22) et (2.27)):

(2.41) ISiuler vy =9,

(2.42) |0e, * (1Siu) — (1 Sit)|Lriy = 8,
(2.43) e, = (udy) = (s = 827,
(2.44) |o., * (uSidy;) = (US: ) |priry = 827",
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D’autre part d’apres (2.41), (2.42) et les hypothéses sur ¢;:
|Sitt = p,, (D15 Lo ) =28

d’ou

(2.45) St — Siths r, () = 68.

Avec (2.43), nous obtenons
(2.46) lu— s | = Z |Pe, # () = (d)|Lr@m = 8. u
j=1

2.4. Autres résultats de densité (IT). Notre dernier résultat précise le résultat
du Théoréme 2.2 dans le cas ou I’on peut définir la trace sur I' des fonctions de
X: Nous voulons montrer que si u est a trace nulle, alors on peut choisir les u;
dans (2.19)-(2.21) de maniére que ces fonctions aient aussi une trace nulle sur
I.
Les hypotheses sont les suivantes:

(2.47) Il existe un opérateur vy linéaire cont_inu de (X, T)

dans L'(I)™ et pour tout ue X NE€(Q)™, yu = uy.

Il existe deux constantes c;, ¢, ne dépendant que de () telles que:

(2.48) lJ' lu| dx SCl{J; |u|dx+J’n |Su|},
n Yoo, ) \Qe,
ol
(2.49) Q,={xeQ,d(x,T)>n}.
Nous posons
(2.50) Xo={ueX, yu=0},

et nous appelons X, 'espace X, muni de la topologie induite par X; (cf.
(2.18)). Nous avons alors

THEOREME 2.3. Nous supposons que () est un ouvert de classe €", que f vérifie
(1.9), (1.11), et que les conditions (2.47), (2.48) sont satisfaites.
Alors €5(Q)™ est dense dans Xof.

Démonstration. Soit u e X, et 8 >0 fixé. Nous reprenons la démonstration
du Théoréeme 2.2 avec a présent pour ensembles €); (j=1), les ensembles

2~i
Q= {er, d(x, aﬂ)>92—},

r

ou r>0 est assez grand pour que (2.22) ait lieu.

https://doi.org/10.4153/CMB-1982-058-7 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CMB-1982-058-7

410 R. TEMAM [December

Nous définissons a présent (comparer a (2.24)):

(2.51) Uy = Y. po * (i)

i=0

et le choix des g; est le méme que précédemment, tandis que le choix de N va
étre précisé ci-apres.
Nous comparons u et usy. Nous avons (cf. (2.31)):

lu‘MSNlL'(Q)'"S lu“ualu(mm’*” Z ‘pe,-*(d)ju)‘Ll(ﬂ)'"
i=N

(2.52) =5+ ). |l
=N

=d +|u|Ll(Q\QN71)m
=36.

Nous comparons ensuite Su et Sugy:

J 15ul= 15t

(2.53) =45+

=(cf. (2.20))

J, 1su1=] Isuan

<45+ ), J e, * (S(dyu))l.
Q

i=N

Mais S(du) = (Sd;)u+ ¢;Su et

o

L[ ooz | gswi=] isul=s
=N JQ Q \ QN -1

i=N

et par ailleurs on peut choisir ¢; de maniere que

(2.54) |Sd;| = c52,
ou ¢; ne dépend que de (), et (), donc de u et Q. Alors (2.53) donne:
(2.55) ‘ J |Su|— j' |Stsn|| =58 +c32NJ |u| dx.

Q Q O\Qy -y

Avec (2.48) et puisque la trace de u sur I' est nulle, il vient
r

zNL desizl—j \sul
\QN -1 O\NQ, N

ol py =¢,2"V7!/r. Si donc nous prenons N assez grand pour que ¢,2 N1 <1,
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nous aurons
2”[ u| dx <28
o\, 2
et il vient au lieu de (2.20)

=c’b,

(2.56)

[ tsul- | 1sus
Q Q
¢'=5+c csr/2.

De méme, procédant comme pour (2.21), on parvient a
(2.57) |F(Susn) — F(Su)|=c"8,
et le théoreme est prouvé. W

REMARQUE 2.4. (i) Nous pouvons formuler des observations analogues aux
Remarques 2.2 et 2.3.

(ii) Si u, 6 € X, yu = 6, alors en appliquant le Théoréme 2.3 & v = u — 6, nous
voyons qu’il existe une suite us = v5+ 0, vs € €5(Q)™, qui converge vers v au
sens de X; (c’est-a-dire donnant lieu a (2.19)—(2.21). La régularité de la suite
us sera alors la méme que la régularité de 6.

3. Application a la mecanique (plasticité). Dans le cas des équations de la
plasticité, on est amené (cf. [14]) a considérer I’espace BD(Q)) () ouvert borné
de R" de frontiere T', n =2 ou 3), qui est constitué des fonctions ue L'(Q)",

telles que
3.1 e (u)—l(%+%)eM(m 1<ij=n
(3.1) N 2 \0x;  ax 1 =hLl=n.

D’autre part on définit une fonction ® comme suit: soit K un ensemble
donné dans I’espace E des tenseurs symétriques d’ordre 2, tel que

(3.2) K < E est convexe fermé,
(3.3) {KD =K NEp est borné et contient 0 comme un point intérieur, Ej
' est le sous-espace de E formé des tenseurs symétriques a trace nulle.
Pour tout £€ E, on pose
1
(3.4) (=" = Sup_ (£ 7”0~ ® ),
nPeKP a

ou a>0 est une constante, n° est le déviateur de n (M"=n—al, a=
trace n/n, trace n° =0), et d’autre part le produit scalaire dans E est

(3.5) E-m= i S
iLi=1
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On peut montrer (cf. [15]) qu’il existe k, et k,, 0<k,=<k, <+, tels que
(3.6) ko([€P|-1)=®(§) =k, (|€P|+1), VEe€E

si bien que la fonctionnelle:
(3.7 J(u)=j ®(P (u)) dx,
Q

est parfaitement définie de maniere élémentaire lorsque les g;(u) sont des
fonctions sommables.

Pour ue BD(Q)), on peut définir J(u) a 'aide de (1.17) ol p est remplacé
par P (u) et f* par ®*:

](u)=Sup{LsD(u) . v—ﬁ LUD -oP dx},

ou le supremum est pour ’espace des tenseurs v =(v;) a composantes v;; €
60(Q), avec v7(x)e KP,Vxe. Cela fait de J une fonction convexe s.c.i. et
finie sur BD(Q)). D’autre part d’aprés le Théorme 2.2, si u e BD(}), il existe
une suite u; dans €“(Q)" (k =1), telle que pour j— oo:

(3.9) uj—u dans L'(Q)"
(3.10) J(u) — J(u)

pourvu que I'ouvert () soit de classe €~.

On est aussi amené, pour la plasticité a utiliser le Théoreme 2.3 (cf. [18]), la
vérification des hypotheses (2.47)—(2.48) étant respectivement faites dans [14]
et [19].
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