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SUR UN PROBLEME PERIODIQUE

ZINE E. A. GUENNOUN

RESUME.  Dans cet article, nous considérons le probléme d’existence d’une solution
périodique du probleme de la forme: y’ = f(t,y,Y'),0 < t < louf:[0,1]XxRXR — R
est une fonction continue qui n’est pas nécessairement périodique et sans condition de
croissance sur la variable y’. Nous obtenons certaines extensions d’un théoréme du type
Nirenberg ainsi que de I’équation de Liénard.

0. Introduction. Le but de cet article est de démontrer un théoreme d’existence
d’une solution périodique pour le probleme:

() Y'@ = fe,y0,y®) 0=r= 1

THEOREME 1. Supposons que f: [0, 1] x R* — R est une fonction continue qui vérifie
les hypotheses suivantes:
(H1) L’une des conditions suivantes est satisfaite:

(1) Il existe M > O tel que yf(t,y,0) > 0 pour tout |y| > M;

(2) Il existe M > 0, f(t,M,0) 2 0 et f(t,—M,0) = 0dans [0, 1];
(H2) L’une des conditions suivantes est satisfaite:

(3) () f0,y,p) = f(1,y,p); ,

(ii) 1l existe My > O tel que inf{|f(t,y,p)| 1 (t,y) € [0,1] x [-M,M] et |p| >
M} > 0;

(4) (i) Il existe M| > O tel que sign(f(0,y,p)) = sign(f(1,y,p)) ou sign(r) = 1 si
r> Qetsign(r) = —1sir<0;

(ii) f(t,y,p) # 0 pour tout (t,y) € [0,1] X [-M,M] et |p| > M,;

(5) (i) Il existe My > O tel que pour touty € [—M,M] et |p| > M, il existe un
voisinage U de (0,y,p) et un voisinage V de (1,y,p) tels que: sign(f(t,u,q)) =
sign(f(s, v, 7)), pour tout (t,u,q) € Uet (s,v,7) € V;

(ii) f(t,y,p) # O pour tout (t,y) € (0,1) X (—M, M) et |p| > M,;

(6) (i) f(t,y,p) vérifie la condition (i) de (5);

(ii) Pour tout (t,y) € (0,1) x (=M, M), |p| > M, qui vérifie fit,y,p) = 0, il
existe un voisinage U X V de (t,(y, p)) tel que 'une des alternatives est toujours
vérifiée:

(a) f(u,v,q) > 0 pourtoutu € U\ {1t} et (v,q) € V ou bien

(b) f(u,v,q) < O pourtoutu € U\ {t} et (v,q) € V.
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Alors le probleme périodique:

Y0 = fe,y0),Y(@®) 0511
w0 =y(1), Y(©) =yQ)

admet au moins une solution y dans C? telle que —M < y(t) = M pour tout t € [0, 1].

(P)

Notons qu’on a la relation suivante entre les conditions du théoreme 1:

1 =@
B)=@ = 6 = ().

Exemples:

La fonction f(t,y,p) = ¥ + e Py 4 sin(m¢) vérifie (1) et (4) mais ne vérifie pas (3);
la fonction f(t,y,p) = 2y + £2p> + £> vérifie (2) et (5) mais ne vérifie pas (1), (3) et
(4); 1a fonction f(z,y,p) = (t — 1/ 2)%(y + p? + €') vérifie (2) et (6) mais ne vérifie pas
(1), (3), (4) et (5). Remarquons aussi que les deux dernieres fonctions ne vérifient pas
la condition de périodicité f(0,y,p) = f(1,y,p). La condition (6) permet a la fonction
f(t,y,p) de s’annuler sans changer de signe.

Si f(z, y, p) est une fonction continue qui vérifie (1) et (3), on retrouve un théoréme
d’existence di a Granas-Guenther-Lee, voir [8].

Dans le cas d’un probleme périodique de type Nirenberg ou la fonction f(z,y,p) =
ya(t,y,p) — ((t,y,p), nous obtenons le résultat suivant:

THEOREME 2.  Soient a, 3 : [0, 1] X R* — R deux fonctions continues qui vérifient
les hypotheses:
(i) Il existe M > O tel que 3(t,M,0)/M = «(t,M,0) et 3(t,—M,0)/ — M =
a(t,—M,0);
(ii) 1l existe My > O tel que I’équation ya(t,y,p) — B(t,y,p) = 0 n’admet pas de
solution pour tout (t,y) dans [0,1] X [—M,M] et |p| > M,;
(iii) sign(ya(0,y,p) — 3(0,y,p)) = sign(ya(1,y,p) — B(1,y,p)) pour tout |y| = M,
lp| > M.
Alors le probleme périodique:

Y'(1) = y(a(t,y(0),y (1)) — B(t,y@®),y(®) 0= 1= 1;
¥0) = y(1), Y (0)=y(),

admet au moins une solution y dans C? telle que —M < y(t) £ M pour tout t € [0, 1].

(P)

Le théoreme 2 généralise un résultat d’existence démontré par Nirenberg voir [8], [11]
et une formulation plus générale établie par Granas-Guenther-Lee, voir [8].

Dans la derniére partie de ce travail nous donnons quelques exemples et conséquences
du théoreme d’existence principal, notamment pour une équation de Liénard, voir [10],
(12]

Y0 = f(5,y(0), Y ()Y (1) + g(t, y(1)) dans [0, TT;
y(©0) = y(T), Y (0)=y(D).
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Ainsi que d’autres exemples en mécanique voir [13]. Par exemple le probleme pério-
dique:

Y'(1) = a(n)y3(1) + b(t)y(r) — c(t)y (1) — |y (1)|y' (1) + d(1) dans [0, T1;
y0) = yT), ()= y(D.

Notons qu’on peut remplacer I’intervalle [0,1] par n’importe quel intervalle [a,b] dans
les théoreémes 1 et 2.

1. Notations et démonstration du théoreme 1. Dans la suite, C* dénotera
I’ensemble des fonctions u: [0,1] — R continiment différentiables jusqu’a I’ordre «,
muni de la norme |[ul|y = max{||ullo, ||&]|o,---, [[#(®)|lo}, ot ||ullo = sup{|u(®)| |€
[0,1]}. L’ensemble des fonctions continues C° est noté C; C° = {u € C | u(0) = 0}.

DEMONSTRATION DU THEOREME 1. Soit f une fonction continue qui vérifie (H1),
(H2). Pour A\ € [0, 1], on définit 1a famille de fonctions continues f) (¢, y, p) par:

AMEM,p)—M siM<y

fA(t,Y»P) = {/\f(t’y’[’)_)’ si —Mé y é M
At —M,p)+ M siy< —M.

Considérons la famille des problemes:

Y1) = M, y(1), Y (1)) dans [0, 1];
y(0) = y(1), Y(0)=y(D),

et la famille des problemes associés:

(P)a

Y'(@) = y(0) = fr (6, y(1),y (1)) dans [0, 1];

P
P 30y = y(1),  ¥(0) = y(1).

(1.1) LEMME. (i) Pourtout A € [0, 1] et toute solutiony de (P)1 , on a lamajoration
Iyllo = M;
(ii) Toute solutiony de (P);y est une solutiony de (P)y. De plus, on a la majoration
1Yllo £ My pour tout X € [0,1].

PREUVEDULEMME. (i) Soity une solution de (P), », nous allons montrer que || y||o =
M. En effet, soit b € [0, 1], tel que la fonction t — y(¢) atteint son maximum positifen b.
Supposons que y(b) > Metqueb € (0, 1), d’apres la définitionde f, ona y’(b)—y(b) =
—M. Par conséquent, 0 = y”(b) > 0 et on obtient une contradiction.

Supposons maintenant que b = 1 et que y(1) > M, il existe alors a < 1 tel que y(r) >
M pour tout ¢ € [a, 1]. Par suite y”(r) > 0 dans [a, 1] et y/(1) — Y (¢) = f{y"(s)ds > 0
pour tout ¢ € [a, 1]; puisque y'(1) = 0 on a y/(r) < 0O et on obtient y(1) < y(a), ce qui
est une contradiction avec le fait que y atteint son maximum en 1. La démonstration est
analogue si on suppose que b = O et y(0) > M.

https://doi.org/10.4153/CMB-1992-027-5 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CMB-1992-027-5

SUR UN PROBLEME PERIODIQUE 189

Dans le cas ot la fonction ¢ — y(¢) atteint son minimum négatif en b telle que y(b) <
—M et b € (0,1), d’apres la définition de fy on a: y'(b) — y(b) < M. Par conséquent,
0 = y'(b) < 0 on obtient une contradiction. Les autres cas se traitent d’une fagon
analogue et on obtient —M = y(f) = M pour tout ¢ € [0, 1].

(i) Soit y une solution de (P);», A € (0, 1] d’apres la définition de f), et (i) on a:

Y = M, y(0),y (1)) dans [0, 1],

et donc y est une solution du probleme (P)) . Soit maintenant b € [0, 1], tel que la fonction
t — y'(2) atteint son maximum positif en b. Supposons que y'(b) > M, b € (0, 1), alors
|¥(®)| < M, sinon y(b) atteindra son extrémum en b ce qui implique que y'(b) = 0. Si
f(b,y(b),y (b)) # 0, on obtient la contradiction 0 = y"(b) = Af(b, y(b), Y (b)) # 0; sinon
d’apres (H2) et 1a continuité de 1a fonction (¢, y(¢), y'(¢)), il existe un voisinage (b—d, b+d)
de b dans (0, 1) tel que I’une des alternatives suivantes soit vérifiée:

(a) ¥'(r) > 0dans (b, b + d) ce qui implique la contradiction y' (b + d) > Y (b);
ou bien

(b) Y'(t) < 0 dans (b — d, b) ce qui implique la contradiction Y (b — d) > y/(b).

Maintenant, si b = 0 alors y atteint également son maximum en 1, d’apres (H2) et la
continuité de la fonction (¢, y(¢), y (¢)), il existe deux intervalles (0, d), (1 — d, 1) tels que
I’une des alternatives suivantes soit vérifiée:

(a) y'(t) > 0dans (0, d) ce qui implique la contradiction y'(d) > y/(0);
ou bien

(b) y'(t) < 0dans (1 — d, 1) ce qui implique la contradiction y'(1 — d) > y/(1).

Les autres cas se traitent d’une facon similaire. Si A = 0 alors les seules solutions
sont les fonctions constantes comprises entre —M et M, et la démonstration du lemme
est complete.

FIN DE LA DEMONSTRATION DU THEOREME 1.  Considérons C}) = {u € C;|u(0) =
u(),d'(0) = ()}, Co = {u € Clu(0) = 0}, I’opérateur linéaire bijectif continu
L: C, — C et I'opérateur Ny, : C) — Co définis par:

Lkt = (1) = (0) — [ u)ds et Ny [ul0) = [ fi (s, u(s), (),

pour toutu € C L, t €[0,1]et A € [0,1]. L’opérateur Ny, est continu et completement
continu pour tout A € [0, 1]. De plus, le probleme (P);) est équivalent au probleme
de point fixe de I’opérateur complétement continu L™! o Ny : C} — C}. Posons alors
r = 1+max{M, M} od M et M; sont les constantes de (H1) et (H2) respectivement
etK, = {u € C} l ||u|li = r}. Par le choix de r et (ii) du lemme (1.1), la famille
d’opérateurs Lo N est sans point fixe sur la frontiere de K, pour tout A € [0, 1]. Par
conséquent L™! o Ny, : [0, 1] x K, — C}, est une homotopie compacte sans point fixe sur
la frontiére de K, entre L™! o Nyj et L' o Ny. De plus, tL™' o Nyg : [0,1] X K, — C},
est une homotopie compacte sans point fixe sur la frontiére de K, entre L™ o Ny et la
fonction constante nulle qui est dans K. Par le théoréme de transversalité topologique
(voir [2],[3]) L~! oy aun point fixe qui est solution du probleme (P) et la démonstration
du théoréeme est complete.
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2. Existence de solutions positives.

THEOREME 3.
les hypotheses :
(i) Il existe M > O tel que 3(t,M,0)/ M = a(1,M,0);
(ii) a(t,y,0)> 0et B(2,y,0) 2 0 pour tout (1,y) € (0,1) x (0, M),
(iii) 1l existe My, > O tel que I’équation ya(t,y,p) — B3(t,y,p) = 0 n’admet pas de
solution dans [0, 1] X [0,M] X [—M,M,];

(iv) sign(ya(0,y,p) — 8(0,y,p)) = sign(ya(l,y,p) — B(1,y,p)) poury = M, |p| >
M,.

Alors le probleme périodique:

Soienta, 3: [0, 1]XR* XR — R deux fonctions continues qui vérifient

) Y1) =y, y(1),y (1)) — By, Y ()0 S 1 = 1,
y(0) = y(1), Y (©0)=y(1)

admet au moins une solution y positive.

DEMONSTRATION . Définissons a*, 3*: [0, 1] X R X R — R par:

a’(t,y,p) = a(t,|yl,p) et B7(ty.p)=pBly.p)

ft,y,p) = ya*(t,y,p) — B*(t,y, p) vérifie les hypotheses du théoréme 2, par conséquent
le probleme périodique:

Py Y'(0) = f(t,y(1),y' (1))  dans[0,1];
¥0) = y(1), Y () =)

admet une solutiony. De plusy = 0, en effet , d’apres les conditions au bord, y atteint son
minimumen ¢y € (0, 1). Par la suite, on a y”(zy) = y(to)a*(to, ¥(tp), 0)—B*(to, ¥(t9), 0) =
0. On en déduit que y est une solution positive de (P).

3. Quelques remarques et conséquences.

(3.1). Supposons que f est une fonction continue qui vérifie les hypothéses (H1),
(i) il existe My > O et une fonction q: [M;, 00) — (0, 00) continue telle que:

f(t..p)| > q(pl)t € [0,1], pour touty € (—M.M)et |p| > M.
Alors le probléeme périodique:
(P) Y1) = (6, y(1), Y (1) dans [0, 1], ¥(0) = (1), ¥ (0) = ¥ (),

admet au moins une solution y dans C*' telle que —M < y(t) = M pour tout
t€[0,1].

C’est une conséquence du théoreme (2.1).
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I1 est intéressant de remarquer que dans plusieurs travaux précédents (voir par exem-
ple [4], [S], [6], [7]), ’hypotheése (i) est remplacée par une condition de croissance du
type: il existe une fonction g: [0, 00) — (0, 00) continue telle que:

o0
£ty p)| < q(|p|)t € [0, 1], pour touty € [—M, M], et /O [x/ g(x)]dx > 2M.
(3.2). Considérons I’équation de Liénard:

Y'(@0) + £, y@), ¥ (0)y' (1) — g(t, ¥(1)) = 0 dans [0, 1]
¥(0) = y(1), Y(0)=y(l)

ouf, g sont deux fonctions continues . Si g vérifie (H1) et f vérifie I’hypothése suivante:
(ii) il existe M, > O tel que inf{ |f(t,y,p)”(t,y) € [0,1] x [-M,M] et |p] >
M]} > 0.
Alors I’équation de Linéard admet au moins une solution périodique.

(3.3). Soient a(t,y,p) et B(t,y,p) deux fonctions continues qui vérifient les
hypotheses:

(i) Il existe M > O tel que (3(t,y,0)/ ya(t,y,0) = 1 et a(t,y,0) > 0) si |y| = M,
(ii) Il existe My > O telle que a(t,y,p) # O dans [0,1],y € [-M,M] et |p| > M,,
(iii) B(t,y,p)/ a(t,y,p) — C quand |p| — 00 uniformément pour tout t dans [0, 1]

et pour touty € [—M,M].
Si |C| > M alors le probléme de type Nirenberg admet une solution périodique:

DEMONSTRATION . 1l est facile de voir que la condition (i) implique I’hypothese (2).
11 suffit maintenant de vérifier (H2). En effet, supposons que C > 0, il existe ¢ > O tel
que M < C—e. D apres (iii), il existe M, tel que C —e < B(1,y,p)/ a(t,y, p) pour tout
t€10,11,y € (—M,M) et |p| > M,.Donc,y—B(t,y,p)/ a(t,y,p) < M—(C—¢e) < 0
pour tout (¢,y) € [0,1] X [-M,M] et |p| > M,. Si on prend M3 = max(M;, M), la
fonction f(t, y, p) = yo(t,y,p) — B(t,y,p) > 0dans [0, 1],y € (—M,M)et |p| > M;.Si
C < 0la démonstration est similaire, et la démonstration est complete.

EXEMPLES. (1) Considérons le probleme:

') = Z":ai(t,y(t),y'(t))y”(t) + > bi(t, y(1),y' ()Y (1) dans [0, 1];
i=0 =0

J
y0) = (1), ¥(©0)=y().

Supposons que les fonctions a;, b; sont des fonctions continues pour tout 0 = i = net
0= j= mtellesque:
(i) N existe M > 0 tel que inf{bn(1,5,0) | ¢ € [0,1],[y] > M} > 0,
sup{ | b;(t,y,0)| | ly]| > M} < oo, pourtout0 < j < m;
(ii) il existe M; > O tel que inf{ a,(z,y,p) ‘ t €[0,11,y € [-M,M],|p| > M} #
0, sup{|ai(t,y,p)| \y € [-M,M],|p| > M} < oo, pourtout0 = i < n.
Alors le probleme (1) admet au moins une solution périodique si m est impair.
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Par exemple le probléme périodique:

V') = a(®)y (1) + b()y(t) — c(t)Y (1) — | (1) Y () + d(t) dans [0, 1];
¥0) = y(1), Y(©0)=y),

admet une solution pour toutes les fonctions continues a, b, c et d si a(t) > 0.
(2) Soit h(t) une fonction continue, alors le probleme périodique:

y'(t) = cos(2)y®() + 2€'y(t)y (1) + y(t) + h(t) dans [0, 1];
y0) = y(1), Y (0)=y()

admet au moins une solution périodique.
(3) Soit h(?) une fonction continue positive, le probleme périodique:

Y'(0) = /y(0) y2(t) — ¥ (t) — h(t) dans [0, 11;
¥0) = y(1), y(0) = y(1),

admet au moins une solution y positive. En effet, si on pose a(t,y,p) = (1 +,/yy),

B(t,y,p) = y+p’ — h(t) alors y'(r) = y(n)ee(t, Y1), ¥ (1)) — B (1, (1), Y (1)) dans [0, 1], et
a(t,y,p), B(t,y,p) vérifient les hypotheéses du théoreme 3.
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