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Représentations lisses de GL(m, D)
I1: B-extensions

Vincent Sécherre

ABSTRACT

This work is concerned with type theory for reductive groups over a non Archimedean
field. Given such a field F', and a division algebra D of finite dimension over its center I,
we obtain results concerning the construction of simple types for the group GL(m, D),
m > 1. More precisely, for each simple stratum of the matrix algebra M(m, D), we produce
a set of (B-extensions in the sense of Bushnell and Kutzko.

Introduction

Dans toute cette introduction, la lettre F' désigne un corps local commutatif non archimédien, de
caractéristique résiduelle p, et la lettre G désigne le groupe des F-points d’un groupe réductif con-
nexe défini sur F'. Le groupe G est un groupe localement profini, et la question se pose d’étudier la
catégorie R(G) de ses représentations lisses complexes. On sait (voir [Ber84]) que, via le principe
de l'induction parabolique, cette catégorie se décompose en un produit infini de sous-catégories
abéliennes, appelées blocs de Bernstein. La théorie des types, élaborée par Bushnell et Kutzko
[BK98], constitue un moyen de décrire ces blocs comme des catégories de modules sur certaines
C-algebres liées a l’algebre de Hecke H(G), l'algebre de convolution des fonctions localement con-
stantes a support compact de G dans C. Le présent travail est une contribution a cette théorie pour
les groupes de la forme GL(m, D), on m > 1 et ou D est une algebre a division de dimension finie
sur son centre F'. Désormais, dans tout ce qui suit, la lettre G' désigne le groupe GL(m, D).

Pour D'essentiel, le programme préconisé par la théorie des types consiste en la construction
d’une famille de couples (K, p), constitués d’un sous-groupe ouvert compact K de G et d’une
représentation lisse irréductible p de K, vérifiant la propriété suivante:

(T) A tout bloc de Bernstein B de R(G) correspond, a G-conjugaison pres, un unique couple (K, p)
tel que les objets irréductibles de B sont exactement les représentations lisses irréductibles de
G dont la restriction a K contient p.

Si la condition (T') est remplie, le couple (K, p) est appelé un type, et le bloc de Bernstein B est
équivalent a la catégorie des modules a droites sur H(G, p), Palgébre d’entrelacement de p, qui peut
étre définie comme l’algebre des endomorphismes de l'induite compacte de p a G. 1l reste alors a
déterminer la structure de H(G, p).

Dans un travail monumental [BK93, BK99], Bushnell et Kutzko ont obtenu une liste complete
de types pour le groupe déployé GL(m, F'), ainsi que la structure de leurs algebres d’entrelacement.
Le langage des strates simples, développé dans [BK93|, permet de construire une premiere famille

Received 18 November 2003, accepted in final form 22 October 2004.

2000 Mathematics Subject Classification 22E50.

Keywords: reductive group, smooth representation, simple type, B-extension, affine building.
This journal is © Foundation Compositio Mathematica 2005.

https://doi.org/10.1112/50010437X05001429 Published online by Cambridge University Press


http://www.compositio.nl
http://www.ams.org/msc/
http://www.compositio.nl
https://doi.org/10.1112/S0010437X05001429

V. SECHERRE

de types, qualifiés de simples, a partir de laquelle sont construits tous les autres types. On peut
brievement résumer les trois étapes de la construction d’'un type simple de la maniere suivante :

(i) & toute strate simple, on associe un ensemble fini de caracteres simples ;
(ii) & tout caractere simple, on associe un ensemble fini de S-extensions ;

(iii) a toute (-extension, on associe un ensemble fini de types simples.

Dans un premier travail (voir [Sec04]), nous avons accompli, pour le groupe GL(m, D), I’étape (i) de
ce programme en attribuant a toute strate simple de ’algebre de matrices A = M(m, D) un ensemble
de caracteres simples. Le présent article concerne 1'étape (ii) : nous associons & tout caractere simple
0 construit dans [Sec04] un ensemble fini Be(#) de [-extensions de la représentation de Heisenberg
de 6.

La description de ce travail, et notamment la mise en évidence des différences entre les cas déployé
et non déployé, nécessite de préciser la notion de strate simple. Une strate simple de A = M(m, D)
est pour 'essentiel constituée de deux objets. Le premier d’entre eux est un élément § de I'algebre
A qui engendre sur F' un corps, noté E, et nous désignerons par B le commutant de F dans A.
Le second est un ordre héréditaire 2l de A, auquel correspond une filtration décroissante

U@R) >UHR) D U%A) O ---

du groupe multiplicatif U(A) = 20, constituée de sous-groupes ouverts compacts de G normalisés
par U(2(). La donnée conjointe de (3 et de 2 constitue une strate simple dans I’algebre A si d’une part
le groupe multiplicatif F* normalise 'ordre 2, et si d’autre part I’élément 3 vérifie une condition
technique que nous n’énoncerons pas ici (voir [Sec04, définition 2.3]). Dans [Sec04], nous associons a
toute strate simple o de A deux sous-groupes ouverts compacts J(o) et H(o) de G et un ensemble
C(o) de caracteres de H' (o) = H(o)NU(2L), qualifiés de simples et vérifiant les propriétés suivantes :

(i) un caractere simple 6 € C(o) est normalisé par J = J(o), et son entrelacement (voir Notations)
est exactement égal & JB*J ;

(ii) étant donné un caractere simple 6 € C(o), il existe une unique représentation irréductible n de
JY(o) = JNUL(A), appelée représentation de Heisenberg de 6, dont la restriction & H' = H'(0)
contient #. Son entrelacement est égal & JB*J.

Etant donné un caractére simple 6 € C(0), nous nous intéressons maintenant aux éventuels pro-
longements de n a J. Compte tenu de (ii), 'entrelacement d’un tel prolongement sera inclus dans
JB*J. Nous appelons (-extension de n un prolongement de n au groupe J dont Ientrelacement
est exactement égal & JB*J. Dans la suite, nous notons Be(f) I’ensemble des (3-extensions de la
représentation de Heisenberg de 6. Le résultat principal de cet article est le fait que, quel que soit
le caractere simple 6, ’ensemble Be(6) n’est pas vide.

Dans cette optique, nous nous inspirons largement des méthodes employées dans [BK93| par
Bushnell et Kutzko, mais des arguments essentiels ne sont pas adaptables dans le cas non déployé.
L’une des principales différences tient dans le comportement de I’application

A—ANB (1)

entre ordres héréditaires [S-purs (c’est-a-dire normalisés par E*, voir définition 2.1) de A et ordres
héréditaires de B. Dans le cas déployé, il s’agit d’une bijection croissante au comportement par-
faitement clair, et [BK93] fait notamment usage des deux propriétés (évidentes) suivantes. Etant
donné un ordre F-pur 2 :

(Py) pour tout ordre héréditaire B’ inclus dans A N B, il existe un ordre S-pur A" dont B’ est la
trace sur B ;
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(Py) pour tout ordre héréditaire B’ contenant AN B, il existe un ordre S-pur A’ dont B’ est la trace
sur B.

Dans le cas non déployé, il n’en est rien. L’application (1), quoique toujours surjective, n’est pas
bijective en général. La propriété (Pp) est toujours vraie, mais nettement moins simple a prouver.
Il s’agit du lemme 1.7, que nous obtenons a 'aide de méthodes faisant intervenir I'immeuble affine
de G. La propriété (P2) est fausse en général, ce qui nécessite un remaniement de ’approche de
[BK93] pour la construction de 3-extensions.

Dans [BK93], Bushnell et Kutzko accordent une importance particuliere aux strates pour
lesquelles 'ordre 28 est maximal, intérét suscité par I’existence d’une décomposition particulierement
simple de B* en doubles classes modulo U(B). Se basant notamment sur la propriété (Py), ils prou-
vent l'existence de J-extensions lorsque l'ordre B est maximal, puis utilisent la propriété (Py) pour
se ramener systématiquement a ce cas.

Notre méthode consiste, plutoét que de se ramener au cas ou l'ordre 8 est maximal, & se ramener
au cas ou il est minimal. Pour prouver 'existence de (-extensions lorsque B est minimal, nous
employons un procédé d’induction parabolique décrit au § 2.3. Ceci fait, la validité de la propriété
(P1) permet, a partir d'une strate simple (3,2() quelconque, de disposer d’un ordre (-pur 2,
inclus dans 2 et dont la trace B, sur B est minimale et incluse dans 2{. On peut alors associer
a un caractere simple quelconque 6 une représentation « de J, prolongeant la représentation de
Heisenberg de 6 et telle que l'entrelacement de m\U(%m) g1 est égal a JB*J. Quitte a remplacer
A par I'un de ses U(2B)-conjugués, on voit que B* entrelace la représentation k sur chacun des
sous-groupes K, = U(z~1B,2)J!, ot z décrit U(B). Il reste & prouver que cette information est
suffisante pour en déduire que B* entrelace k sur J tout entier : c’est 'objet du lemme 1.4, résultat
essentiel dans notre méthode, dont la démonstration utilise largement I'immeuble affine de G.

Nous avons réuni dans la premiere partie les résultats dont la démonstration a nécessité I’emploi
de I'immeuble de Bruhat-Tits. Apres quelques rappels, nous expliquons au § 1.3 comment décrire
le fixateur d’'une partie de 'appartement en termes de sous-groupes radiciels. Ceci nous mene au
premier résultat principal de cette partie, la proposition 1.4. La section 1.4 a pour but d’établir le
lemme 1.7, qui est la propriété (Pq).

Dans la seconde partie, nous prouvons 'existence des f-extensions. Apres quelques rappels, nous
prouvons au § 2.2 I'existence de la représentation de Heisenberg d’un caractere simple, ainsi que
celle d'un prolongement a J de cette représentation. Au § 2.3, nous mettons en route le procédé
d’induction parabolique sus-mentionné, dont le but est le théoréme 2.19. Au § 2.4, nous prouvons
I'existence des (-extensions: dans le cas minimal au paragraphe 2.4.1, puis dans le cas général au
paragraphe 2.4.2.

Notations

Soit p un nombre premier, et soit F' un corps local commutatif non archimédien de caractéristique
résiduelle p. Par F-algebre on entendra F-algeébre unitaire de dimension finie. Par F-algébre a
division on entendra F-algebre de centre F' dont I’anneau sous-jacent est un corps. Par extension
de F on entendra corps commutatif contenant F'. Si K est une extension finie de F', ou bien une
F-algebre a division, on note ox son anneau d’entiers, px son idéal maximal, kx = ox/pr son
corps résiduel, wg un générateur de px et vi la valuation normalisée par vi (wg) = 1. On note
Ug = U?{ = UIX< le groupe des unités de ox et, pour tout ¢ > 1, on note U% =1+ p% son i-ieme
sous-groupe de congruence. Si K est une F-algebre a division, la dimension de K sur F est le carré
d’un entier noté d = dg,p, qui porte le nom de degré réduit de K sur F.

On fixe une F-algeébre a division D, de degré réduit d = dp,p, et un D-espace vectoriel a droite
V' de dimension finie m > 1. On note A = Endp (V') l'algebre de ses endomorphismes et G = A*.
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A tout choix d’une D-base de V correspond un unique isomorphisme de F-algebres
A~ M(m, D), (2)

ou M(m, D) désigne I'algebre des matrices de taille m & coefficients dans D, et la restriction de (2)
a G induit un isomorphisme de groupes entre G et GL(m, D). On note N 4,5 la norme réduite sur
A et I,,, la matrice unité de M(m, D).

Si X est un groupe, et si S est une partie de X, on note (S) le sous-groupe de X qu’elle engendre.
Siz,y € X, onnote [x,y] = zyx~ly~! leur commutateur. Si X est un groupe topologique, on appelle
caractére de X un homomorphisme continu de groupes de X dans C*. Si X est commutatif, on
appelle dual de X le groupe de ses caracteres, que nous notons X. Dans tout ce qui suit, on fixe un
caractere additif ¥ : F — C* trivial sur pp mais pas sur op, et une uniformisante wp de F'.

Si K est un sous-groupe fermé de GG, une représentation lisse de K est un couple (7, W) constitué
d’un C-espace vectoriel W et d’'un homomorphisme 7 de K dans GL(W) tel que le stabilisateur de
tout vecteur de W est ouvert dans K. Si 7 est une représentation lisse et y un caractere de K, on
note m ® x la représentation lisse de K définie par 7 @ x(g9) = x(g)7(9).

Un opérateur d’entrelacement entre deux représentations (my, Wi) et (w2, Wa) du groupe K est
une application linéaire f : W, — Wy vérifiant, pour tout g € K, 1'égalité f o m(g) = ma(g) o f.
Ceux-ci forment un espace vectoriel complexe noté Homg (71, 7). S’il est de dimension finie, cette
dimension est notée (1, m2) k. Pour tout g € G, on note I4(p) = Homgnks(p, p?), et on dit que g
entrelace p si I4(p) # (0). L’ensemble des éléments de G' qui entrelacent p, appelé entrelacement de
p dans G, est noté I(p). Notons que si g € Ig(p), il en est de méme de tout élément de K¢k, de
sorte que I (p) est une réunion de K-doubles classes.

1. Considérations sur I’immeuble

1.1 Ordres héréditaires

Concernant ce qui suit, on pourra également se référer a [BF85] et [Rei75]. Un op-réseau de V' est
un sous-groupe ouvert compact de V muni d’une structure de sous-op-module de V. Une op-chaine
de V est une suite strictement décroissante £ = (L;);ez de op-réseaux de V', pour laquelle il existe
un entier e > 1 tel que L£;1. = L;pp pour tout ¢ € Z. Cet entier est unique, et appelé la période de
L sur D. Posons

End,, (L) ={a€ A|aLl; C L;, Vi€ ZL}. (3)
Une sous-op-algebre 2 de A est appelée un ordre héréditaire s’il existe une op-chaine £ de V
pour laquelle 2 = End,, (L), et deux chaines £ et £’ définissent le méme ordre héréditaire si
et seulement si elles sont translatées 'une de l'autre (ceci n’est pas la définition conventionnelle,
que 'on peut trouver dans [Rei75], mais elle lui est équivalente). De ce fait, la période d’un ordre
héréditaire est celle d’'une quelconque op-chaine le définissant. Si 2 est un ordre héréditaire, son
radical (de Jacobson) P = Py, c’est-a-dire le plus petit idéal bilatere de 2 pour lequel le quotient
2/P est semi-simple, est inversible, c’est-a-dire qu’il existe un sous-(2,2)-bimodule L1 de A tel
que PP~ = PP = 2A, et nous noterons P’ la i-ieme puissance de P, pour i € Z. On désigne
par () le normalisateur de 2 dans G, par U(2A) = UY(2) son groupe multiplicatif et, pour i > 1,
on pose U(2A) = 1 + P Les groupes U*(A),i > 0, sont des sous-groupes ouverts compacts de G
distingués dans R(2l), formant une filtration

AR DODUR) >UHR)--- DU RA) D ---. (4)

Si g € R(), il existe un unique entier v € Z pour lequel g - L; = L; 4, pour tout i € Z. On Pappelle
la A-valuation de g et on le note vy (g). L’application vy : K(2A) — Z est un homomorphisme de
groupes, dont le noyau est égal a U(2).
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Soit e un entier compris entre 1 et m, et soit n = (nq,...,n.) une famille d’entiers naturels non
nuls dont la somme est égale a m, c’est-a-dire une partition de m. A cette partition correspond
naturellement une sous-algebre ¥,, de matrices triangulaires supérieures par blocs de M(m, kp), et
on désigne par 2, la sous-op-algebre de M(m, 0p) constituée des matrices dont la réduction modulo
M(m,pp) appartient a ¥,,. Les sous-op-algebres 2, ainsi construites, lorsque n décrit I’ensemble
des partitions de m, sont des ordres héréditaires de M(m, D), qualifiés de standards. Tout ordre
héréditaire de M(m, D) est conjugué a un ordre standard, et deux ordres standards 2, et 2,/ sont
conjugués si et seulement si n’ se déduit de n par permutation circulaire.

Pour tout ordre héréditaire 2 de A, il existe un isomorphisme (2), unique & conjugaison pres,

envoyant 2 sur un ordre standard 2, de M(m, D). La partition n = (n1,...,n.) est définie a
permutation circulaire pres, I'entier e est la période de 2 et les entiers n;, 1 < 7 < e, sont appelés
ses invariants. Le quotient A/P est une kp-algebre semi-simple isomorphe a M(nj, kp) X -+ X

M(ne, kp), et le quotient U(2A) /UL (A) s’identifie au groupe multiplicatif de I'algebre 2/, c’est-a-
dire & GL(nj,kp) x - -+ X GL(ne, kp).

Plus généralement, désignons par Gy le quotient U(21)/U(2A). Alors I'application 2’ +— Py =
U(')/UYRL) constitue une bijection croissante entre ordres héréditaires A’ C 2 et sous-groupes
paraboliques de Gy, et le radical unipotent de Py est UL(A')/UL(RA). En particulier, si 2’ est
minimal, Py est un sous-groupe de Borel et son radical unipotent est un p-sous-groupe de Sylow

de Qm

1.2 L’immeuble de Bruhat—Tits

Concernant ce qui suit, on pourra également se référer a [BL02] et [BT84]. Soit D une F-algebre a
division de degré réduit d = dp,p, soit m > 1 un entier, et désignons par G' le groupe GL(m, D)
des matrices inversibles de taille m & coefficients dans D. Désignons par S le sous-groupe des
matrices diagonales de G & coefficients dans F', notons Z son centralisateur (constitué des matrices
diagonales a coefficients dans D) et N son normalisateur (constitué des matrices monoémiales a
coefficients dans D). Pour tout entier 1 < ¢ < m, on désigne par a; l'application de Z dans D*
définie, pour z = diag(z1,...,2m) € Z, par

ai(z) =z 1. (5)

Les restrictions a S des a;,1 < ¢ < m, encore notées a;, engendrent un groupe abélien libre de
rang m, noté X* et dont la loi sera notée additivement. Nous désignons alors par X le sous-groupe
de X* engendré par les a;; = aj — a;, pour 1 < i # j < m. C’est un groupe abélien libre de rang

m — 1. Pour tout entier 1 < i < m, on désigne par a; 'application de D* dans Z définie par

a) cu— diag(1,...,u"", ..., 1),

ott le coefficient u~! apparait & la i-idme place. Les restrictions & F* des a),1 < i < m, encore

notées a, engendrent un groupe abélien libre de rang m, noté X, et dont la loi sera notée

77
additivement. Nous désignons alors par X" le sous-groupe de X, engendré par les a); = af — a/,
pour 1 < i # j < m. Cest un groupe abélien libre de rang m — 1. Il existe entre X, et X* un

accouplement naturel, défini par Z-linéarité a partir de
1 sii=j
(afaj) = { . ’ (6)
0 sinon,

mettant les deux groupes X et XV en dualité parfaite. Désignons enfin par ® l'ensemble des a;j,
pour 1 <7 # j < m, qui est le systeme de racines attaché au tore déployé maximal S de G.

L’espace vectoriel V¥ = XV ®7 R est de dimension m — 1 et, considéré comme un espace affine
sur lui-méme, est appelé I’appartement standard et noté A. En étendant par R-linéarité la dualité
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définie en (6), chaque racine a € ® définit d’une part une fonction sur 'appartement, donnée pour
tout x € A par a(z) = (x, a), d’autre part une réflexion de A notée s,, déterminée pour tout = € A
par

sq(x) =z — a(x)a”.

Chaque élément z € Z du normalisateur de S définit une translation de A (c’est-a-dire un vecteur
de V) notée v(z) et déterminée, pour a € @, par

(v(2),a) = —vp(a(2)). (7)
Le normalisateur N de S est le produit semi-direct du groupe & des matrices de permutation
par le sous-groupe distingué Z. Si w € & correspond a la transposition entre ¢ et j, on désigne par
v(w) la réflexion s,,; = s4;,. Conjointement & (7), ceci définit un homomorphisme v de N dans le
groupe des transformations affines de A. Son noyau est constitué des matrices diagonales dont
les coefficients diagonaux ont tous méme valuation. Désignant par H le sous-groupe des matrices
dont les coefficients diagonaux appartiennent a Up, on a donc Ker v = wlZ)H . Son image, notée W,
est le groupe de Weyl affine généralisé attaché au systeme de racines ®.
Sans en rappeler la définition, désignons par Z I'immeuble de Bruhat—Tits rattaché aux données
précédentes. Mentionnons que Z est muni d’'une action de G, qu’il est la réunion des g - A pour
g € G et que le stabilisateur de A pour cette action est N, celui-ci agissant sur A via v.

1.3 Sous-groupes radiciels

Désignons par @, = ® x Z l'ensemble des racines affines. Si o = (a,k) € ®,g¢, nous voyons «
comme une fonction sur appartement en posant «(x) = a(x) + k pour tout z € A. Si a = A4,
le sous-groupe radiciel attaché a « est le sous-groupe de G, que nous noterons U,, constitué des
léments u pour lesquels u(e;) — e; appartient a e;p%, et u(e,) = e, si v # j. Si Q est une partie
non vide de 4, on note a(€2) > 0 pour signifier que o ne prend sur Q que des valeurs positives ou
nulles, et on pose

Ug= (U, | () 20), Pq=HUqy, Nqg=NnNPFq.

Ces trois sous-groupes de G sont compacts. Désignons par Wq le sous-groupe de W constitué des
transformations fixant {2 point par point, et notons ]/\79 = v {(Wq) et ﬁg = NQUQ. Notons enfin
G le sous-groupe de G engendré par les sous-groupes ouverts compacts de G et, si K est un sous-
groupe quelconque de G, notons K! I'intersection de K avec G'. Nous appellerons fizateur de €2

dans G l'ensemble des éléments de G vérifiant ¢ - x = = pour tout point x de €. Par exemple,
Wq est le fixateur de 2 dans W.

LEMME 1.1. Soit 2 une partie non vide de A. On a ]362 = Pq.

Démonstration. Selon [BT72, (7.1.3)], 'image de Nq par v est le sous-groupe de W engendré par
les réflexions fixant 2. En vertu de [Bou68,ALie V, 3.3, proposition 2], ce sous-groupe est égal a
Wa, c’est-a-dire que les images v(Ng) et v(Ng) coincident. Puisque Ker v = w4 H, on en déduit
I’égalité entre w%ﬁg et w%Ng. En prenant I'intersection de cette égalité avec G, et compte tenu
de fait que Nq est compact, on en déduit que ]Vgll = Nq. Puisque Ug est également compact, on a
]3(1) = ]Vgll Uq, ce qui termine la démonstration. O

Désignons par @ = {a;; | 1 < i < j < m} un ensemble de racines positives pour ® et par
A ={a;;+1 |1 <i<m}labasede ®'. Désignons par C la chambre standard de A, constituée des
points x € A vérifiant

0<a(z)<1l, VacdT.
Une racine affine sera dite positive si elle ’est sur la chambre standard C, et nous noterons @:H =
{a € @, | a(C) > 0} l'ensemble des racines affines positives. Plus généralement, & toute partie

1536

https://doi.org/10.1112/50010437X05001429 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1112/S0010437X05001429

[B-EXTENSIONS POUR GL(m, D)

J de A correspond d’une part 'ensemble @ ; des racines de ® engendrées par J, d’autre part une
facette standard Fj de A, constituée des points x € A vérifiant

0<a(z)<1l, Vaed®"\®F et a(x)=0, Vaedl.

En particulier, si J est vide, il lui correspond la chambre standard Fy = C et, si J = A, il lui
correspond le sommet standard. Une chambre de A est 'image par un élément de W de la chambre
standard, et une facette de A est I'image par un élément de W d’une facette standard de A.
Si F est une facette de A, nous désignerons par F son adhérence au sens de [BT72], c’est-a-dire
son adhérence relativement a la topologie induite sur le sous-espace affine de A qu’elle engendre.
La dimension de ce sous-espace affine est la dimension de F.

Remarque 1.2. Les chambres sont les facettes de dimension m, et les sommets celles de dimension
nulle. Deux chambres (respectivement deux sommets) sont conjuguées sous W. Par contre, deux
facettes de méme dimension < m ne sont pas nécessairement conjuguées.

LEMME 1.3. Soit J C A. Les racines affines positives sur la facette standard F; sont exactement
les éléments de &7 U <I>:H.

Démonstration. 1l est clair que toute racine appartenant a <I>3U<I>:H est positive sur F ;. Inversement,
soit & = (a, k) une racine affine positive sur F.

Si a > 0, nous avons deux possibilités: ou bien a € <I>}r, auquel cas a(z) = k pour tout x € F,
ce qui impose k > 0, ou bien a ¢ ®7, auquel cas k < a(z) < k+ 1 pour tout € F, ce qui impose
également k > 0.

Si a < 0, nous avons encore deux possibilités: ou bien a € ®7, auquel cas a(r) = k pour tout
x € Fj, ce qui impose k > 0, ou bien a ¢ @7, auquel cas k — 1 < a(z) < k pour tout = € F, ce qui
impose k > 1.

Si I'on pose momentanément J = (), on constate que (I):ff est constitué des racines affines de la
forme (a, k) avec soit a > 0 et k > 0, soit a < 0 et k > 1. En définitive, les racines affines positives
sur F; sont de deux sortes : celles qui sont dans @:ﬁ, et celles qui sont dans @7 . O

Désignons par A la F-algebre M(m, D) des matrices de taille m & coefficients dans D. Selon
[BT84, Corollaire 2.15], il existe une bijection F +— 2 entre facettes de Z et ordres héréditaires de A,
caractérisée par le fait que U(2lp) est le fixateur de F dans G* et £(2p) son fixateur dans G. Si 'on
désigne par 2 ; I'ordre héréditaire g, on obtient une application J — 21 strictement croissante.
En outre, si 'on désigne par W le sous-groupe de W engendré par les réflexions correspondant aux
éléments de J, alors W; = W N U(2;) et Papplication w +— U(A;)wU (A ;) définit une bijection

WAW/Wy =~ U®R)\G/U®RL). (8)

Selon [Mor93, paragraphe 3.9], dans toute double classe de W;\W /W il existe un élément w tel
que les éléments de w(J) et de w~!(.J) sont des racines positives, ce qui implique que

w@HN®, =0 et w(@®,)Ndt =0. (9)
Fixons une partie J de A, et désignons par C” la chambre de A constituée des points = € A vérifiant

0<a(z)<l, Vae®"\®F et —1<a(z)<0, Vacd}.

Lintersection de C avec C° est égale a I'adhérence F; de la facette standard F ;. On désigne par v
I'unique élément v de W pour lequel C7 = v(C), et on pose ng = le@v_l. Puisque v fixe la facette
F 7, on av € Wj;. Reprenant le méme raisonnement qu’au lemme 1.3, on note que, si « € ®,¢, on a

a(Cl) 2 0= aecd; U(P\D)). (10)
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PROPOSITION 1.4. Soit w € W vérifiant (9). Le sous-groupe U(2l;) N wU(A;)w~! est inclus dans
le groupe engendré par U(2ly) NwU(Ap)w ™! et U(ng) N wU(ng)w_l.
Démonstration. Au vu de ce qui précede, I'intersection &(4;) NwR(™As)w! est le fixateur dans G
de la partie Q@ = F; Uw(F;) de A. Appliquant [BT72, (7.4.4)], cette intersection est égale a Pq.
Le sous-groupe compact

Uy) NwU(R)w ™,
inclus & la fois dans £(2;) N wR®RA;)w~! et dans G, est, compte tenu du lemme 1.1, inclus
dans Pg. En outre, selon le lemme 1.3, la condition «(£2) > 0 sur la racine affine « est équivalente
a la condition a € (®; U ®/2) Nw(®; U@L, de sorte que nous obtenons l'inclusion

URy) NwUR)w™ € H{U, | a € (@5 U ) Nw(®; UdfL)).
Compte tenu de (10), il reste a vérifier que (& N @) Nw(®; N P1;) est inclus dans
(g Nw(®g) U (@5 UP\® ;) Nw(®; U\ ),

ce qui est immédiat a I’aide de la propriété (9). O

1.4 Changement de base

Dans cette section, nous fixons une extension E de F' incluse dans A. Désignons par B son com-
mutant dans A et par Zg I'immeuble de B*. Nous dirons qu'un ordre héréditaire de A est E-pur,
ou plus simplement pur, s’il est normalisé par E*. Si 2 € Z, nous désignerons par F, la facette de
7 contenant x et par End z 'ordre héréditaire attaché a F,. D’apres [BL02], il existe une (unique)
application affine et B*-équivariante j = jg /r de T dans 7, possédant les propriétés suivantes:

(J1) End j(y) N B = Endy, pour tout y € Zg, ;
(J2) les ordres purs de A sont ceux de la forme End j(y), v € Zg.

LEMME 1.5. Soit x € Z, et soit A un appartement contenant x. Soit F = F,..

(i) 1I existe un voisinage de x dans A dont tout point a une facette dont I'adhérence contient F.

(ii) Si F’ est une facette de A telle que F C F,, alors x est limite d’une suite de points de F'.

Démonstration. Rappelons quun mur de A est un hyperplan de A constitué des points annulés par
une racine affine. Pour le point (i), il existe, suivant [Bou68, Lie V, 1.2, proposition 1], un voisinage
ouvert U de x ne rencontrant aucun des murs de A ne contenant pas x. Soit z’ un point de ce
voisinage, soit F’ sa facette et soit A’ le sous-espace affine de A engendré par F/. Si x ¢ A’ il existe
un mur contenant A’ et pas x, ce qui est absurde. Le point z appartient donc a A’, dans lequel
F’ est un ouvert. Si x ¢ F,, il existe un voisinage ouvert U,» de x dans A ne rencontrant pas F.
L’intersection de U avec les U,/, ' € U, est un voisinage ouvert de A répondant a la question.
Pour le point (ii), soit A" le sous-espace affine de A engendré par F'. Dans A’, 'adhérence
topologique de F’ est F. Puisque x € F C F et puisque F na pas de point isolé, le point x est un
point d’accumulation de F'. O

LEMME 1.6. Soit 8 un ordre maximal de B. Il existe un unique ordre pur 2 de A dont B est la
trace sur B, et il est normalisé par K(B).

Démonstration. Soient A, A" deux ordres purs dont la trace sur B est lordre B et, suivant (Js),
soient y,y" deux points de Zg tels que A = End j(y) et 2/ = End j(y'). Par hypothese, et d’apres
(J1), les ordres End y et End ¢ sont tous les deux égaux a 9B, de sorte que y et y' appartiennent
a la facette correspondant & B. Celui-ci étant maximal, cette facette est un point, donc y = 3/.

Si 2 € R(B), l'ordre x~ 2z est un ordre pur de A dont la trace sur B est égale & B. Par unicité,
on en déduit que z7 1Az = A. ]
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Mentionnons qu'un ordre pur dont la trace sur B est un ordre maximal de B est un ordre pur
mazimal de A, c’est-a-dire que c¢’est un élément maximal parmi les ordres héréditaires purs de A.
Cependant, si 2 est un ordre pur maximal de A, sa trace sur B n’est pas nécessairement un ordre
maximal de B.

LEMME 1.7. Soient 2 un ordre pur de A et B = 2N B. Quel que soit I'ordre héréditaire B’ inclus
dans B, il existe un ordre pur de A inclus dans A dont B’ est la trace sur B.

Démonstration. Soient y,y" deux points de Zg tels que B = End y et B’ = End 3/, et soit Ap
un appartement de Zg les contenant. La condition B’ C B se traduit par le fait que F,, C Fy/.
D’apres le lemme 1.5(ii), il existe une suite (y;);>0 de points de Fy de limite y. Par continuité,
la suite des points x; = j(y;),i > 0, a pour limite x = j(y). A partir d'un certain rang, selon le
lemme 1.5(i) appliqué en choisissant un appartement A de Z contenant j(Ag), on a F, C F,, et
donc End x; C End z. Puisque 2N B = B, on peut choisir y de telle sorte que End x = 2, ce qui
termine la démonstration. O

2. Construction des (-extensions

2.1 Préliminaires

2.1.1 Caractéres simples. Soit  un élément de A, désignons par E la F-algebre F[3] et par
B le commutant de § dans A. Dans tout ce qui suit, on suppose que E est un corps. Dans ce cas,
B est une E-algebre simple de centre E (voir [Zin99]), c’est-a-dire qu'il existe un entier mg > 1 et
une E-algebre a division D tels que B est isomorphe a la F-algebre M(mpg, Dg). Si nous désignons
par dg le degré réduit de Dg sur E, le produit mgdg[E : F] est égal a md.

DEFINITION 2.1. Un ordre héréditaire 2 de A est dit S-pur si E* C £(2).

L’application 21 +— 24 N B définit une surjection de ’ensemble des ordres héréditaires S-purs de
A vers I'ensemble des ordres héréditaires de B (voir [Bro98]). Soit 2 un ordre S-pur de A, désignons
par B lordre 2 N B et par —n la YA-valuation de (. Conformément a [Sec04, définition 2.3], le
quadruplet [2(,n,0, 5] est une strate pure de A, et le couple (3,2l) sera dit simple si cette strate est
simple (voir [Sec04, définition 2.3]). Suivant [Sec04, § 3.3], nous pouvons associer & un couple simple
(3,21) deux sous-groupes ouverts compacts J' = JY(3,A) et H' = H'(3,2) de U'(2A), possédant
les propriétés suivantes (voir [Sec04, proposition 3.43]).

PROPOSITION 2.2. Les deux groupes J' et H' sont normalisés par (R() N B*)J!, et le quotient
JYJH' est un F,-espace vectoriel de dimension finie.

Puisque U(B) normalise J!' et H!, les ensembles J = U(B)J! et H = U(B)H" sont des sous-
groupes ouverts compacts de U(2l), et les quotients J/J' ~ H/H! s’'identifient & U(B)/U!(B). Plus
généralement, I'application B’ — U(B’).J!/J! constitue une bijection entre les ordres héréditaires
B’ C B et les sous-groupes paraboliques de J/J!, et le radical unipotent de U(B’)J'/J' est
ul(®s)Jt/JL.

Au couple simple (3,2) correspond également un ensemble C(3,2) de caracteres du groupe

H'! appelés caractéres simples. En voici les principales propriétés (voir [Sec04, proposition 3.46 et
théoremes 3.50 et 3.52]).

PROPOSITION 2.3. Soit 6 € C(3,2). Le groupe (R(2) N B*)J normalise 0, et I'entrelacement I (0)
est égal & JB*J. En outre, la forme symplectique (x,y) — 0([x,y]) définie sur J'/H' est non
dégénérée.

1539

https://doi.org/10.1112/50010437X05001429 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1112/S0010437X05001429

V. SECHERRE

Nous rappelons maintenant le principe du transfert, ou plutot une version simplifiée qui nous
suffira ici. Soit e un idempotent non nul de A appartenant a B. L’élément e( est un élément simple
de la F-algebre eAe = Endp(eV) et, si A’ est un ordre ef-pur de eAe, le couple (e3,2’) est simple.
Il existe alors une bijection canonique de C(3,2) vers C(e3, "), appelée transfert et notée Ty g
(voir [Sec04, théoreme 3.53]). Si 6 € C(3,21), nous appellerons transfert de 6 a C(ef3,2l") le caractere

T 21 (0).

Remarque 2.4. Notamment, si I'on se cantonne au cas ou e = 1, on voit que, lorsque le couple (3,2)
est simple, il en est de méme de (3,2") quel que soit 'ordre S-pur 2’ de la F-algebre A.

Par définition (voir [Sec04, proposition 3.47]), la restriction & Ul (B) = U(B)NH! d’un caractere
simple ¢ est de la forme Ao Np /i, ou A est un caractere de U}E. Identifiant U}E au quotient de Ug
par le sous-groupe py des racines de I'unité de E d’ordre premier & p, nous notons A, I'unique
prolongement de A & Ug trivial sur p’;, c’est-a-dire 'unique prolongement de A & Ug dont l'ordre
est une puissance de p. Puisque U(8) normalise #, nous pouvons prolonger le caractére simple 6
au groupe H, en un caractere noté 6., en posant 9*|U(%) = A« o Np/g. Notons que l'ordre de ce
prolongement est une puissance de p.

2.1.2 Caractéres de Gy. Dans ce paragraphe, nous fixons un couple simple (3,2(), et nous
identifions les E-algebres B et M(mpg, Dg). Nous désignons par B la trace de 2 sur B, par e sa
période et par ny, ..., ne ses invariants. Identifions G = U(B)/U'(B) au groupe G; x - - - X G, avec
G; = GL(n;,kp,) pour tout 1 < i < e et, pour tout ordre héréditaire B’ C B, identifions le sous-
groupe parabolique Po: = U(B') /UL (B) au sous-groupe P; x --- x P, oul P; est un sous-groupe
parabolique de G;. Tout caractere § de Py s’écrit sous la forme § = 93 ® -+ ® J., ou §; est un
caractere de P;, pour 1 < i < e.

Rappelons (voir [Wei74, (1.4.5)]) qu’il existe une uniformisante wp, de Dp dont l'action sur
Gss par conjugaison s’identifie & 'action sur le produit Gy X --- X G. d’un générateur du groupe de
Galois Gal(kp, /kg). En particulier, un caractere de Py entrelacé par B> est invariant par cette
action du groupe de Galois.

Rappelons également que le groupe linéaire GL(2, F3), isomorphe au groupe G5 des permutations
de trois éléments, possede un unique caractere non trivial €, correspondant & la signature de &3.

Rappelons enfin que, de maniere générale, si k est un corps fini, et si n > 3 ou |k| > 2, alors
tout caractere de GL(n, k) se factorise par le déterminant.

LEMME 2.5. Un caractére d’un sous-groupe de Borel de Go entrelacé par Go se prolonge a Gss.

Démonstration. Ceci correspond au cas ol B’ est minimal, chacun des P;, 1 < i < mg étant alors
un sous-groupe de Borel de G;. Désignons par § = 01 ®--- ® d,,,, un tel caractere, et fixons un entier
1 <i<mpg. SiG = GL(2,Fs), le caractére ¢; se prolonge a G; en 1 ou en ¢, selon qu'il est trivial
ou non.

Si G; # GL(2,Fy), le caracteére §; est trivial sur le radical unipotent de P;, de sorte qu’on peut
le voir comme un caractere du tore diagonal de G;, et la condition d’entrelacement impose que 9;
est normalisé par les matrices de permutation, de sorte qu’il se factorise par le déterminant de G;.
Il s’étend donc a G; tout entier. O

LEMME 2.6. Si Gy = GL(2,F3), le caractére € n’est pas entrelacé par B*.

Démonstration. Dans ce cas exceptionnel, la F-algebre B est isomorphe & M(2, F) et 'ordre B est
maximal, c’est-a-dire qu’il est isomorphe a M(2,05). Soit ¢ = diag(wg, 1). L'intersection U(B) N
U(%B)Y est un sous-groupe d’ITwahori dont la réduction modulo U!(B) est un sous-groupe d’ordre 2
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()

Puisque le conjugué gzg~! est trivial modulo U!(B), on a g(z) = —1 tandis que €9(x) = 1, ce qui
prouve que € n’est pas entrelacé par g. O

engendré par la classe de

LEMME 2.7. Un caractére d’un sous-groupe parabolique de Gy entrelacé par B* se prolonge a G
sous la forme x o Np,p, ou x est un caractere de UE/U}E.

Démonstration. Désignons par § = 61 ® --- ® . un tel caractere, et fixons un entier 1 < i < e. Le
caractére d; de P; est lui-méme entrelacé par B*. Si G; = GL(2,F3), on déduit du lemme 2.6 que J;
est trivial, de sorte que le lemme 2.7 est vrai dans ce cas. Dans le cas contraire, §; est trivial sur le
radical unipotent de P;, de sorte qu’on peut le voir comme un caractere du sous-groupe de Levi M;
de P;. Ecrivons celui-ci sous la forme M; = M} x X M, ot MJ = GL(nZ, kpy) pour 1 < j <1y,
et &; sous la forme §; =8l ® -+ ® 6;". Nous allons prouver que ¢; est de la forme y; o Np /E> OU Xi
est un caractere du groupe multiplicatif de kg.

Dans le cas ou 'un des Mf est isomorphe a GL(2,F3), en s’aidant du lemme 2.6, on voit que
chacun des 55 , 1 < j <y, est trivial, de sorte que d; est lui-méme trivial.

Dans le cas o aucun des facteurs /\/lj n’est isomorphe & GL(2,F5), chacun des 5j se factorise sous
la forme )\] o detgg, ot X est un caractere du groupe multiplicatif de kp,. Celui-ci étant invariant

par l'action de Gal(kDE / k:E) il se factorise par la norme de l'extension kp,/kg et on en déduit
que 5] = Xz oNp/g, ou Xz est un caractere du groupe multiplicatif de kg. Puisque les matrices de
permutation de G; entrelacent ¢;, les XZ, pour 1 < 5 < 1y, sont égaux a un méme caractere noté x;,
ce qui prouve que 6; = x; © Np/p.

Terminons la démonstration. Puisque les matrices de permutation de B* entrelacent 4, les x;,
pour 1 < i < e, sont égaux a un méme caractere noté x, ce qui prouve que 6 = x o Np/p. O

2.1.3 Induction et entrelacement. Soient K un sous-groupe ouvert compact de G et H un sous-
groupe ouvert de K. En particulier, le groupe H est d’indice fini dans K et fermé dans G. Si p est
une représentation lisse de H, on note Ind p son induite a K. C’est une représentation lisse du
groupe K et, si p est de dimension finie, son induite I'est également, et dim Ind% g p=(K:H)dimp.
Si 7 est une représentation lisse de K, on a (‘Réciprocité de Frobenius’):

Homp (7, Ind® p) ~ Hompy (7|g,p) et Homp (Ind® p, ) ~ Hompy (p, 7|). (11)

Pour tous # € G et h € H, on note h® = x~'hx, ainsi que p® la représentation de H* = v~ 'Hx
définie par p®(h*) = p(h), pour tout h € H. Soit H' un sous-groupe ouvert de K. Alors la restriction
a H' de 'induite de p & K est égale a (‘Formule de Mackey’) :

(ndf p)lar = €  Wdfinge (0"|aons). (12)
x€H\K/H’

On suppose maintenant que p est une représentation lisse irréductible de H. Notons que p est alors
de dimension finie, et que g € Ig(p) est équivalent & g=! € Ig(p), de sorte que I'ensemble I(p)
est stable par inversion. Il existe certains faits simples liant entrelacement (dans G) de p et celui
de son induite: si g € G entrelace p, il entrelace Indg p. Inversement, si g € GG entrelace l'induite
Indg p, il existe des éléments k, k" € K tels que kgk’ entrelace p. On pourra se référer a [BK93,
(4.1.5)].

LEMME 2.8. Soit p une représentation lisse irréductible de H. Si I'entrelacement Ik (p) est inclus
dans H, I'induite ITnd% p est irréductible.
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Soit (3,2l) un couple simple de A. Si2l’ est un ordre S-pur inclus dans 2/, on note respectivement
J' le groupe J(5,2") associé au couple simple (3,2") et B’ Pordre héréditaire A’ N B. Puisque A’
est inclus dans 2, les groupes J' et U(B’).J! sont tous deux des sous-groupes de U(B")UL ().

PROPOSITION 2.9. Soient p une représentation de U(B')J! et p' une représentation de .J', induisant
a U(B')UL(A') des représentations équivalentes. Supposons que Ig(p) C JB*.J et que Ig(p') C
J'B*.J'. Alors le groupe B* entrelace p si et seulement s’il entrelace p'.

Démonstration. Nous faisons la démonstration dans un sens, 'autre étant similaire. Soit g € B*.
Puisque g entrelace p, il entrelace I'induite de p’ & U(B')UL(A’), qui est équivalente a celle de
p & UBHUL ). 11 existe donc ki, ko € U(B)UL(A') tels que kygks entrelace p. Puisque Ig(p)
est inclus dans JB*J, il existe en outre hy, ho € U(B')J! tels que hikigkaho appartienne a B*.
Puisque, selon [Sec04, corollaire 3.3], on a

Ut gUt () n B* = UY (W )gU (B),

il existe s1,s9 € U(B’) tels que hikigkahy = s1gs2 entrelace p. Puisque s1 et s normalisent p, on
en déduit que g entrelace p. O

2.2 Représentations de Heisenberg et leurs prolongements a J

Dans cette section, on fixe un couple simple (3,20) de A et un caractere simple 6 € C(3,2). Compte
tenu des propositions 2.2 et 2.3, on peut associer a 6, par un procédé classique (voir par exemple
[Zin79], ou [BK93, (5.1.1)]), sa représentation de Heisenberg 7. Il s’agit de l'unique, a équivalence
pres, représentation irréductible de J' dont la restriction & H' est un multiple de #. Sa dimension
est /(J!: H!), et elle est caractérisée par ’égalité

Ind7, 0 = /(JT: HY) - .

PROPOSITION 2.10. La représentation n est normalisée par (R(2() N B*)J, et son entrelacement
dans G est JB*J. Plus précisément, pour g € JB*J, la dimension de I4(n) vaut 1.

Démonstration. Soit y € (&) N B*)J. D’apres la proposition 2.3, I’élément y normalise 0, de
sorte que la restriction de n¥ & H' est multiple de 6. Par unicité de la représentation de Heisenberg,
nY est équivalente a 7, ce qui prouve la premiere assertion. Puisque 7|1 est un multiple de 6,
Pentrelacement de n est, d’apres le proposition 2.3, inclus dans JB*J. Inversement, si y € JB*J,
il entrelace 6 donc son induite & J!, qui est un multiple de 7. Ceci prouve la seconde assertion.
La preuve de la derniére assertion est similaire & celle de [BK93, (5.1.8)]. Il suffit, pour la reproduire,
de remplacer le lemme [BK93, (5.1.10)] par [Sec04, lemme 3.20]. O

LEMME 2.11. Soit i € {1,2}. Soit ; un ordre (-pur de A et posons B; = A; N B. Soit n; la
représentation de Heisenberg d’un caractere simple de C(3,2;). Alors

dimn;  (JHB,2M) - JH(B,A2))
dimny  (UL(By) : UL(By))

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de [Sec04, lemme 3.21]. Mentionnons que ce
lemme généralise [BK93, (5.1.2)], a qui nous empruntons la notation d’indice généralisé d’un groupe
dans un autre. O

Soit A" un ordre (-pur de A inclus dans %I, et posons B’ = ' N B. On note respectivement
J', JN et H' les groupes J(3,2"), JH(3,2') et H'(3,2l'), et on note ¢’ le transfert de 6 & C(3, '),
ainsi que 1’ la représentation de Heisenberg de ¢’ sur J''. Puisque 2 est inclus dans 2, les groupes
J't et UL(B')J! sont tous deux des sous-groupes de U(2(').
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ProPOSITION 2.12. Il existe, a équivalence prés, une unique représentation irréductible 71 du groupe
U(B')J!, prolongeant n, et induisant a U'(') Ia méme représentation irréductible que 7'. Son
entrelacement est égal a JB*J et, pour g € JB*J, la dimension de I4(7) vaut 1.

Démonstration. La démonstration de la premiere assertion est identique a celle de [BK93, (5.1.15)],
a condition de remplacer [BK93, (5.1.2)], par le lemme 2.11. Prouvons la seconde assertion. D’aprés
la proposition 2.10, et compte tenu du fait que, a g € G fixé, 'espace d’entrelacement I,(7) est
un sous-espace de I4(n), il suffit de prouver que 7 est entrelacée par B* tout entier. Puisque 7
prolonge 7, son entrelacement est inclus dans J!'B*J!. Ensuite, pour tout y € B>, Iintersection
ULy UL(A") N BX est d’apres [Sec04, corollaire 3.3], égale & UL(B')yUL(B'), et le groupe U (B')
normalise 7. On peut ainsi appliquer la proposition 2.9, de sorte que la représentation 7 est entrelacée
par le groupe B*. O

THEOREME 2.13. Soit 6 € C(3,2) et soit n sa représentation de Heisenberg sur J'. I existe un
prolongement k den a J, et 'ensemble Pr(6) des prolongements de n a J est égal a

Pr(0) = {k ® x | x caractére de J/J'}.

Démonstration. Choisissons un ordre minimal B, de B inclus dans 95 et, d’apres le lemme 1.7,
notons 2, un ordre G-pur inclus dans 2 dont la trace sur B est B,,. A partir de la, la premiere
partie de la démonstration de [BK93, (5.2.4)], peut étre reprise intégralement. Puisque J normalise 7,
cette représentation se prolonge en une représentation projective w de J. Plus précisément, désignons
par V;, l'espace de 7. Alors 7 est une application de J dans GL(V},) prolongeant 7, induisant un
morphisme de groupes de .J vers le groupe linéaire projectif PGL(V;)), et telle que m(x)~1n(g)m(z) =
n(z~1gx) pour tous z € J et g € J'. Cette représentation projective m définit un 2-cocycle w de
J/J' dans C* par I'égalité

m(x)m(y) = w(z,y)r(zy), Vo,y€J, (13)

et tordre 7 par une application scalaire A : J — C* transforme w en un cocycle cohomologue. Si
l’on note n la dimension de 7, et si 'on prend le déterminant de la relation (13), on voit que w™ est
un cobord et, quitte a tordre mw, on peut supposer w", donc w, a valeurs dans les racines de I'unité
d’ordre une puissance de p. En d’autres termes, I'ordre de w dans H?(.J/J!,C*) est une puissance
de p. Or selon la proposition 2.12, la représentation 7 s’étend au sous-groupe U!(B,,)J!, de sorte
que 'application de restriction

H2(J/JtC*), — H2(UY(B,)J" /T, CX), (14)

ott H2(J/J',C*), désigne la composante p-primaire de H?(.J/J!,C*), envoie w sur 0. Puisque By,
est minimal, le sous-groupe U'(B,,).J!/J! est un p-sous-groupe de Sylow de .J/J!, de sorte que,
d’apres [Ser68, (IX.2), théoreme 4], 'application (14) est injective. Il existe donc une représentation
% de J prolongeant la représentation 7. O

PROPOSITION 2.14. Supposons que le quotient J/J' ne posséde aucun facteur isomorphe &
GL(2,F3), et notons n = dimn. Alors il existe un unique x € Pr(0) tel que det K|y = 07.

Démonstration. Identifions le quotient J/J' au groupe fini G = Gy x - - X G, avec G; = GL(n;, kp,,)
pour 1 < ¢ < e. Puisqu'aucun des facteurs G; n’est isomorphe a GL(2,F3), le sous-groupe dérivé
de G est SL(n1,kp,) x -+ X SL(ne, kp, ), de sorte que tout caractére de J/J! est d’ordre premier
A p. Soit A € Pr(#). Puisque la restriction de A & H' est multiple de 6, il existe un caractére o de
H/H' ~ G tel que det \|g = af?. Tout caractere de J/J' étant d’ordre premier & p, et puisque n
est une puissance de p, il existe un unique caractére x de H/H'! tel que ax™ = 1. La représentation
k= A ® x répond a la question. Compte tenu de ce qui précede, I'unicité est immédiate. O
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2.3 Induction parabolique

Dans cette section, on fixe un couple simple (3,2) de A et un caractere simple 6 € C(3,2). Ce qui
suit est une généralisation au cas non déployé du processus décrit en [BK93, §§ 7.1 et 7.2].

Désignons par e la période de B et par n = (nq,...,n.) la partition de mp constituée de ses
invariants. Pour 1 < j < e, notons E; I'idempotent de M(mpg, Dg) égal a diag(0,...,1,,,...,0),
ot la matrice unité I,,; apparait a la j-itme place. Désignons par e = (e;)1<j<e une famille de e
idempotents de A appartenant a B. Nous dirons que la famille e est subordonnée a l'ordre B s’il
existe un isomorphisme ¥ de E-algebres entre B et M(mg, D) tel que:

(i) 'image de B par ¥ est l'ordre standard attaché a n ;
(ii) pour 1 < j < e, I'image de e; par ¥ est E;.

Dans toute la suite, on suppose que la famille e est subordonnée a B et que B est identifiée a
M(mpg, Dg) via ¥. La famille e est, au sens de [Sec04, paragraphe 2.3.1], une décomposition de A
conforme a A sur E. Pour tout 1 < j < e, nous notons A; = e;Ae; et GG; son groupe multiplicatif,
ainsi que A; = AN A; et B; = BN A; qui est le commutant de £/ dans A;. Chacun des couples
(B,2U;) est simple et 'ordre B, = ; N B est maximal dans B;. Nous posons

M= 1] G, U=1+ ][] ede;, U =1+ ][] ede, (15)
1<j<e 1<i<j<e 1<j<i<e
et le sous-groupe M ainsi défini sera appelé le sous-groupe de Levi associé a la décomposition e.
Nous dirons qu’un sous-groupe G de G admet une décomposition d’lwahori relativement a la
décomposition e si

G=0nU -gnM-GnU et gnM= [] dnG;.

1<j<e

ou la premiere égalité signifie que tout élément g € G s’écrit sous la forme g = v~ mu, avec u~ €
U~,m e M,u € U (et ce de facon unique).

Posons A = Endg (V). Selon la terminologie employée dans [BH96, (10.10)], la famille e définit
une décomposition de A conforme & la strate simple [2l,n,0, 3]. Ainsi, pour tout 1 < j < e, nous
notons f_lj = ej/_lej et C_T‘j son groupe multiplicatif, ainsi que Q[j =AN flj. Nous notons M, U et U™
les sous-groupes de G définis de facon analogue & (15), et nous notons J! et H' les sous-groupes
JY(B,A) et H(B,2A). Rappelons [Sec04] que H' NG = H' et que H'(e;3,2;) N G = H(ef3, ;)
pour tout 1 < j < e, et qu'il existe un résultat similaire pour J!. Suivant [Wei74, (1.4.5)], nous
fixons un couple (L, wp) constitué d’une extension L de F' incluse dans D, non ramifiée de degré d,
et d’'une uniformisante wp de D normalisant L et vérifiant wdD = wp. Désignons par p le groupe
cyclique des racines de I'unité de L d’ordre premier & p, par II 'automorphisme intérieur de G défini
par wp et par A le sous-groupe de Aut G engendré par p et II. Puisque L/F est non ramifiée, on
a L = F[u] et, puisque la restriction de IT & L est un générateur de Gal(L/F), on a G* = G.

LEMME 2.15. Soient K1, Ky deux sous-groupes A-stables de G tels que Ki N Ko = {1}. Alors
(Ky - Kp)® = K{ - K&

Démonstration. Soit § un élément de A, et soit xx9 € (K 'KQ)A, avec x; € K;, 1 <1 < 2. Puisque
K et Ky sont A-stables, ’élément ml_lé(xl) = 290(x9) ! appartient & K1 N K>, de sorte que chacun
des z;,1 < i < 2, est stable par 0. O

PROPOSITION 2.16. Nous avons les résultats suivants.

(i) Les groupes H' et J' admettent une décomposition d’Iwahori relative a e.
(ii) Pour tout 1 < j < e, nous avons H' N G; = H'(e;3,2;), et J'NG;j = Ji(e;3,2;).
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(iii) Tout caractére simple § € C(3,2l) est trivial sur H' N U et sur H N U, et la restriction de 6
a H' N Gj est égale au transfert de 6 a C(e;3,2;).

Démonstration. Les points (i) et (ii) seront démontrés pour H 1 le cas de J! étant similaire. Con-
sidérant e comme une décomposition de A conforme & 2 sur E, nous obtenons, selon [BK93, (7.1.14)
et (7.1.16)], les égalités

H =A'nU--H'nM-H'NnTU, (16)
H'NM = H' (e 3,1) x -+ x H'(e.3,,.). (17)

Appliquant le lemme 2.15, on voit donc que l'intersection avec G de (16) et (17) fournit les points (i)
et (ii). Il reste a prouver le dernier point. Pour cela, on procede comme dans [BK93, (7.1.19)]. O

Nous désignons maintenant, pour tout 1 < j < e, par §; le transfert de 0 a C(e;[3,2;), et
nous notons 7; la représentation de Heisenberg de 6; sur J 1 (e;3,2;). Désignons alors par nys la
représentation irréductible

N =meo - Qe
du groupe J' N M. Posons P = MU. C’est un sous-groupe parabolique de G, et notons J};. le
groupe (J! N P)H!. Puisqu’il contient H', c’est un sous-groupe distingué de J!, et il posséde une
décomposition d’Iwahori J, = (H'NU™) - (J' N M) - (J'NU).

ProprosITION 2.17. 1l existe une unique représentation irréductible np de J}g prolongeant 1y et
triviale sur les groupes H' N U~ et J' NU. L’induite de np a J' est égale a 7.

Démonstration. L’argument est identique a celui de [BK93, (7.2.4)], compte tenu de la proposi-
tion 2.16 et du fait que les quotients J' NU~/H! NU~ et J' NU/H' N U sont tous deux des
sous-espaces totalement isotropes de J!/H! orthogonaux & J' N M/H' N M, relativement a la
forme symplectique (z,y) — 0([x,y]). O

Compte tenu du théoreme 2.13, nous choisissons maintenant, pour tout 1 < j < e, un prolonge-
ment k; de n; au groupe J(e;3,2;). Désignons alors par ks la représentation irréductible

KM =K1 Q- @ Ke

du groupe JN M, et par Jp le groupe (JNP)H". Prenant la trace sur G de la décomposition [BK93,
(7.1.17) (ii)], appliquée au couple simple (3,%(), on voit qu’il admet la décomposition d’Iwahori
Jb=(H'NU")-(JNM)-(J'NU), et nous prolongeons xys en une représentation xp de Jp en
posant

kp(hmj) = kpr(m), Yhe H'NU~, meJnM, jeJ'nU. (18)
Affirmer que kp, ainsi définie, est bien une représentation nécessite une justification. Soient x,z’
deux éléments de Jp que nous écrivons © = hmj et ' = h'm’j’, avec h,h' € H'NnU~, m,m' € JNM
et j, 7' € J'NU, et calculons kp(xz’). Remarquons que le produit jh' appartient non seulement & .Jp
mais a J}g, de sorte qu’on peut écrire jh' = homojo, avec hg € H'NU~, mg € J'NM et jo € J'NU.
On obtient de cette facon 'égalité xz’ = (hmhom™1)(mmom/)(m'~jom’j’), qui est la décomposition
d’Twahori de zz'. De ceci on déduit que kp(zz’) = kpr(mmem’) = kar(m)kpr(me)rar(m'). Puisque
mo € J'N M, il vient 'égalité rpr(mo) = nar(mo) = np(jh') = 1, ce qui prouve que kp(xz') =
kp(x)kp(a').
THEOREME 2.18. La représentation x = Indfp Kkp est un prolongement de 7.

Démonstration. D’apres (12), k|1 se décompose en une somme de représentations indexée par les
doubles classes Jp\.J/J'. Puisque JpJ! = J, cette somme ne porte en fait que sur une seule double
classe. Autrement dit, x|J' est égal a l'induite & J' de kp|s, = np, c’est-d-dire que, d’apres la
proposition 2.17, on a k|1 = n. De ce fait, x est irréductible et prolonge 7. O

1545

https://doi.org/10.1112/50010437X05001429 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1112/S0010437X05001429

V. SECHERRE

2.4 Entrelacement

Dans cette section, nous fixons un couple simple (3,2() de A et un caractere simple 0 € C(5,2).
D’apres la proposition 2.10, entrelacement d’un élément quelconque de Pr(f), c’est-a-dire d’un
prolongement de n = n(f) au groupe J, est inclus dans JB*.J. Nous appelons §-extension un
élément de Pr(#) dont I'entrelacement est exactement JB*J. Puisque J normalise tout élément de
Pr(0), un prolongement de n & J est une 3-extension si et seulement s’il est entrelacé par B*. Nous
prouvons ici que le sous-ensemble Be(6) de Pr(#) constitué des [-extensions n’est pas vide.

2.4.1 Le cas minimal. Le théoreme suivant conclut le travail amorcé a la section précédente.

THEOREME 2.19. Supposons que B est principal de période e et soit 6 € C(3,2l). Soit e une
décomposition de A subordonnée a B, et soit 01 le transfert de 0 a C(e;3,1). Si 61 admet
une (3-extension, c’est également le cas de 6.

Démonstration. Pour chaque entier 1 < j < e, identifions la F-algebre A; a A et le couple simple
(ej3,2;) a (e13,1). Supposons qu'il existe une [-extension i de n; sur J(e;3,%;). Définissons
kp par (18) a partir de kKpy = K1 ® -+ ® K1, et kK par le théoreme 2.18. Nous allons prouver que x
est une f[-extension de 7. Identifions B & M(mpg, Dg) via un E-isomorphisme VU, et soit y € B*.
Quitte a remplacer y par un élément de U(B)yU(B), puisque U(B) normalise x et compte tenu de
la bijection (8), on peut supposer que y est de la forme

Yy = wz,

ou w est une matrice de permutation et z une matrice diagonale dont les coefficients diagonaux
appartiennent a w%E. De cette facon, I’élément y normalise le sous-groupe de Levi M et, si I'on
note z; = e;(2) pour 1 < j<e,onay H(JNM)y=J' x - x Jie. Pour chaque entier 1 < j < e,
I’élément z; entrelace k1, ce qui prouve que y entrelace la représentation sy de J N M. Il s’agit
maintenant de prouver que y entrelace kp, ce qui terminera la démonstration.

En raisonnant comme dans [BH96, (10.4)], on voit que le groupe Jp admet une décomposition
d’Iwahori relativement a toute décomposition dont le sous-groupe de Levi associé est M, et en
particulier, puisque y normalise M, relativement & la décomposition (yely='| 1 < j < e), c’est-a-
dire que 'on a

Jp=(JpNYU")-(JpNM)-(JpNYU).
En d’autres termes, si g € Jp N JI%, il se décompose sous la forme g = hmj, avec h € Jp N U™,
m € JpNM et j € JpNU, tandis que Yg se décompose sous la forme Yg = h'm/j’, avec b/ € JpNYU~,
m' € JpN M et j/ € Jp NYU. Ecrivant 1'égalité

YhYmY5 = h'm'§', Yh,W €YU~, Ym,m' e M, et Yj j €YU,

I'unicité de la décomposition dans U~ - M -U impose d’avoir les égalités Yh = b/, Ym =m/ et Y5 = 7.
Choisissons maintenant un opérateur d’entrelacement non nul ® de ks avec /13]’\4, et écrivons

Porp(g) =Porp(m)=ry(m')od. (19)

Pour prouver que la quantité (19) est égale & £%(g) o @, il reste & montrer que kp(h') et kp(j’) sont
triviales. Nous en faisons la preuve pour A/, celle pour j’ étant similaire. Puisque k' appartient & Jp,
nous pouvons décomposer cet élément sous la forme A’ = u " nu, avec u= € JpNU ", ne€ JpNM
etue JpnU.

LEMME 2.20. L’élément h' s’écrit ' = ab, avec a € U™ et b € U.

Démonstration. Par opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes de h'. O
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Invoquant encore une fois 1'unicité de la décomposition de ' dans U~ - M - U, nous en déduisons
que u~ = a, u = b et n = 1. En définitive, on obtient kp(h') = kp(u™)rkp(u), quantité triviale
puisque u~ € JpNU™ et u € Jp NU. Ceci termine la démonstration. O

Voici une premiere application du théoreme 2.19.
LEMME 2.21. Supposons que B est un corps, et soit § € C(3,21). Alors Be(6) # 0.

Démonstration. Puisque B est une F-algebre a division, son seul ordre maximal est son anneau
d’entiers, dont le normalisateur est égal & B*. Pour prouver l'existence d'une (-extension, il
suffit donc de trouver un prolongement de 7 normalisé par une uniformisante w de B. Puisque
J)Jt ~ UB/U}B, nous pouvons appliquer la proposition 2.14. Il existe donc un unique élément
k € Pr(f) dont le déterminant sur H est égal a 07, ou n désigne la dimension de 1. Selon la propo-
sition 2.3, 'uniformisante w normalise 6, sur H et, selon la proposition 2.10, elle normalise 7. Ainsi
la représentation k% prolonge 1 & J et son déterminant sur H est égal a 07 de sorte que, par unicité,
la représentation k% est équivalente a k. O

THEOREME 2.22. Supposons B minimal, et soit 6 € C(3,2). Alors Be(0) # 0.

Démonstration. Choisissons une décomposition e subordonnée a I’ordre minimal 9,. De cette facon,
pour tout 1 < j < mg, la F-algébre B; est un corps. Pour conclure, il suffit d’appliquer le lemme 2.21
conjointement au théoreme 2.19. O

2.4.2 Le cas général. Soit (5,2) un couple simple de A et soit § € C(3,2). Soit A’ un ordre
héréditaire de A inclus dans 2 et soit B’ = A N B. Puisque A’ est inclus dans 2, les groupes J’
et U(B')J! sont tous deux des sous-groupes de U(B')UL(2"). Nous définissons une correspondance
entre Pr(6) et Pr(0’) de la fagon suivante. Deux représentations x € Pr() et ' € Pr(6’) seront dites
mutuellement cohérentes si

U (B UL () U(B')U(
J

Ind;, /{/ ~ IndU(%,)Jl %) ’%|U(%’)J1 . (20)

LEMME 2.23. Soit € Pr(0). Il existe une unique représentation k' € Pr(0") telle que k et £’ soient
mutuellement cohérentes.

Démonstration. La démonstration est identique a celle de [BK93, (5.2.5)]. O

LEMME 2.24. Soient k € Pr(0) et v’ € Pr(0') deux représentations mutuellement cohérentes. Alors
' € Be(0)) si et seulement si B* entrelace [yt -

Démonstration. 11 s’agit d’une conséquence immédiate de la proposition 2.9, appliquée a p =
Ky et pf =K. O

Soit (,2) un couple simple de A et soit 6 € C(5,2). Soit B’ un ordre héréditaire de B inclus
dans 9B et, selon le lemme 1.7, soit 2" un ordre S-pur de A inclus dans 2 dont B’ est la trace

sur B. Puisque 2 est inclus dans 2, les groupes J' et U(B’).J! sont tous deux des sous-groupes
de U(B)UL ().

PROPOSITION 2.25. Soit k € Pr(0). Si B* entrelace kly(p .1, alors k € Be(0).

Démonstration. 11 suffit d’en faire la preuve lorsque 9B’ est minimal, ce que nous supposons ici. Pour
fixer les idées, nous notons B’ = B,,,. Nous reprenons ici les notations introduites au § 1.3. Notam-
ment, nous notons A I'ensemble des racines simples standard du groupe GL(mpg, D). Choisissons
un F-isomorphisme ¥ de B vers M(mpg, Dg) envoyant 8 sur un ordre standard By, J C A, et By,

sur l'ordre standard minimal By. On désigne par B, l'ordre minimal de B dont I'image par ¥ est
lordre ‘B(‘g introduit au § 1.3.
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Dans un premier temps, nous prouvons que B* entrelace également “|U(%§n )gi- Désignons par
Km la représentation de Jy, se déduisant de , compte tenu du lemme 2.23, par cohérence mutuelle.
D’apres le lemme 2.24, ¢’est une [-extension. Soit z un élément de U(B) tel que B!, = BE . L’ordre
A = AT est donc B-pur, inclus dans 2, et sa trace sur B est l'ordre minimal %/ . Conjugant la
relation de cohérence liant x et k., par x, et tenant compte du fait que z normalise k, on obtient

u(®B,, U, u(®B,,)ut e,
IndJr/i U (%) ,‘ﬁlg1 ~ IndUEfB;n;Jl( ) R|U(%£H)J1' (21)
Selon le lemme 2.24, il reste a prouver que kl, = K est entrelacée par B* sur J} . Soient donc
y € B et ¢ € J, NJy. Puisque J, = z~'Jyuz, on peut écrire ¢ = z~ gz, avec g € Jy N JH.
Ecrivons donc

r(9) = wih(yg'y™") = km(29271),
avec z = xyx~!. Puisque z € B*, on peut choisir un opérateur d’entrelacement non nul ® de I (ky,),
de sorte que kZ (g) o ® = ® 0 Ky (g). Puisque kp,(g) est égal a k],(g'), il reste finalement

k2§ o® =Pory(y), Vg e,nNJY,

c’est-a-dire que r, est entrelacée par BX. En résumé, si 'on pose K = U(By,)J! et K’ = U(B! )J!,
chacune des représentations k| et K|k est entrelacée par B*.

Fixons un élément y de B*. Quitte a remplacer y par un élément de U(B)yU(B), on peut
supposer, puisque U(28) normalise tout prolongement de n & J, que y appartient au groupe de
Weyl affine généralisé de B* et vérifie la propriété (9). Il existe donc d’une part un opérateur
d’entrelacement non nul @ tel que l'on ait ® o k(z) = kY(x) o ® pour tout z € K N KY, d’autre
part un opérateur d’entrelacement non nul @ tel que l'on ait & o k(z) = kY(z) o ® pour tout
x € K'N K. En particulier, si I'on se restreint & z € J' N JY, on voit que ® et & appartiennent
tous deux a I, (n), qui est de dimension 1 d’apres la proposition 2.10. En d’autres termes, on peut
supposer que @’ = ® et écrire

Por(zr)=rY(z)o®, Vre(KNKY)U(K NnK"Y). (22)

Pour montrer que ® entrelace xk avec xY sur J N JY, nous avons besoin de renseignements sur
I'intersection J N JY.

LEMME 2.26. Le groupe J N JY est inclus dans (K N KY, K' N K").

Démonstration. Partons de I'égalité J N JY = (U(B) NU(B)Y)(J' NJW). Si z appartient & J N JY,
nous pouvons l’écrire sous la forme z = ua, avec u € U(B) N U(B)Y et a € J' N JW. Au vu des
identifications faites au début de cette démonstration, des hypotheses faites sur y, et d’apres la
proposition 1.4, le groupe U(B) NU(B)? est inclus dans le groupe engendré par

UBL)NUBL)Y et U(Bum) NUBW)Y. (23)

De ce fait, on écrit u sous la forme d’un produit u = by ---b,, chacun des b; appartenant a I'un
des deux groupes de (23), de sorte que x s’écrit finalement sous la forme d’un produit d’éléments
appartenant ou bien & K N KY, ou bien & K' N K. O

Ceci termine la démonstration de la proposition 2.25. ]

LEMME 2.27. On suppose que Be(#) # 0. Etant donné ' € Be(#'), il existe une unique représenta-
tion 7 de U(B')J! prolongeant 7, entrelacée par B* et telle que

U(B)UL)

Ind;, K ~ IndU(%/)Ul(ﬂl)

U(B)J? (24)

Démonstration. Notons 7] la représentation construite & la proposition 2.12, et désignons par r’
le membre de gauche de 'égalité ci-dessus. Puisque l'entrelacement de ' dans U(B')UL(A’) est
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J'B*J NU(B)UL ), il est égal & J', de sorte que 1’ est, d’apres le lemme 2.8, une représentation
irréductible de U(B')UL(A). Sa restriction & U'(A') comporte, sachant que la restriction de x’ &
J' est égale & 1/, et compte tenu de la proposition 2.12, la composante
Ul Uty
IndJ/l Ul (;B/)Jl T];
de sorte que 7’ |1 (.1 contient 7). Choisissons une composante irréductible 7 de r’ lu(sr) 1 dont la
restriction & U(B’)J! contient 7. Sachant que 'entrelacement de 7 dans U(B/)UL (') est inclus
dans U(%B")J!, l'induite r de 7 & U(B')UN (') est irréductible. En outre, (r,7’) = (r|;, ') est non
nul par définition, de sorte que r = 7’. Il reste a voir que 7 prolonge 7], et pour cela, & prouver que
ces deux représentations ont méme dimension. De 1’égalité entre r et 7/, et du fait que x’ prolonge
7', nous déduisons que
(U8B UL ) : J) dimy' = (U(B)UH) : U(B')J) dim 4.

Appliquant le lemme 2.11, nous pouvons déduire que dim7 = dimn = dim7, c’est-a-dire que la
restriction de 7 & U(B’)J! est égale & n’. Pour prouver l'unicité de 7, il suffit de montrer que 7’
contient 1 avec multiplicité 1. Appliquant (12), on voit que

lom = Y @) (25)

z€U(B)ULA)

et un x € U(B')UL(A') entrelacant 7 avec 1 entrelace a fortiori 7, de sorte que x € U(B’)J!. La
quantité (25) est donc égale a (1, n) j1, ce qui vaut 1. Enfin, appliquant la proposition 2.9 & p =7
et & p = K/, on en déduit que 7 est entrelacé par B*. O

n' ~ Ind

Nous sommes maintenant préts a prouver l'existence de -extensions pour tout couple simple.

THEOREME 2.28. Soit (3,2() un couple simple de A, et soit 6§ € C(3,21). Il existe une [3-extension k
den, et

Be(0) = {x ® (x o Ng/) | x € Ug/UL}.

Démonstration. Soit 2, un ordre G-pur inclus dans 2 tel que 'ordre B, = 2, N B soit minimal.
Soit 6y, le transfert de 6 & C(3,%n) et, d’apres le théoreme 2.22, soit Ky, une [(-extension de 7.
D’apres le lemme 2.27, on dispose donc d'un prolongement 7 de 17 & U(B,,).J! entrelacé par B*. Soit
maintenant A € Pr(f) et soit § un caractére de U(By,)J' trivial sur J' tel que A|y(g,,)j1 =7 ® 6.
Puisque U(B) normalise A et entrelace 7, le caractére § vu comme un caractere de U(B,,)/U(B)
est entrelacé par le groupe U(B)/U!(B), donc il se prolonge & U(B) d’apres le lemme 2.5. Ainsi, la
représentation x = A ® 6! prolonge n & J, et sa restriction & U(B,)J! est entrelacée par B>, de
sorte que, selon la proposition 2.25, c’est une (-extension.

Mettons que " est une autre S-extension de 7. Nous pouvons 1’écrire sous la forme k' = k®¢&, ol
I'on peut voir ¢ comme un caractere de U(B) trivial sur U (8) et entrelacé par B*. Le lemme 2.7
permet de conclure la démonstration du théoreme 2.28. ]

PROPOSITION 2.29. Soit k' € Be(6'). 1l existe une unique représentation k € Be() telle que k et k'
soient mutuellement cohérentes.

Démonstration. On applique le lemme 2.27, de sorte qu’on dispose d’une représentation 7 de
U(B")J! prolongeant 7 et entrelacée par B>, et vérifiant (24). Soit A € Be(f) et soit § un car-
actere de U(B')J' tel que Ay n = 7 ® 6. Le caractere § est entrelacé par B* de sorte que,
d’apres le lemme 2.7, il se prolonge & U(B). De ce fait, la représentation x = A ® 6~ ! est une
(B-extension cohérente avec x’. Si X est une autre $-extension telle que \ et s’ soient mutuellement
cohérentes, alors A prolonge 7, de sorte qu’il existe un caractere y de J trivial sur U(8’).J! tel que
N =k ® x. Ce caractere x s’identifie & un caractere de Gy trivial sur un sous-groupe parabolique.
Il est donc trivial sur tous ses conjugués, et ceux-ci engendrant le groupe Gy tout entier, on a
x = 1. ]
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