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ABSTRACT. After a comparison of conventional photospheres 
with circumstellar envelopes the radiation in spherical 
shells is considered. We discuss the transfer equation and 
a new quasi-exact solution in term of the transition matrix. 
Various methods used for the numerical evaluation of the 
specific intensities are summarized. The general properties 
of the radiation fields and some recent detailed model 
calculations are briefly reviewed. 

1. INTRODUCTION 

In the usual nomenclature "circumstellar envelope** or 
"circumstellar shell" designates the space around a star, 
which is outside the star's atmosphere, but where the matter 
is still connected to the star. Although there is evidently 
no strict separation between outer layers of the atmosphere 
and the circumstellar envelopes, both have quite different 
characteristics, the most important being the different 
geometry and the different energy as well as momentum 
balance. In all cases this means a much more complicated 
behaviour of the circumstellar envelopes. Therefore, it has 
not yet been possible to construct realistic models for 
circumstellar envelopes from first principles and without 
severe simplifications. 

In Table 1 we list some details, but it is beyond the scope 
of this paper to present a complete review of the field, 
since recently excellent and detailed papers have appeared 
summarizing the present knowlegde e.g. on the physical and 
chemical state of matter in the envelopes around cool stars 
( Omont, 1985 ; Gail and Sedlmayr, 1986 ) , the mass loss 
mechanisms for hot and cool stars ( Hearn, 1987, Holzer, 
1987 ) , etc.. 

We will focus on the radiative transfer in circumstellar 
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T a b l e 1 

conventional 
photosphere 

extended 
envelope 

geometry plane parallel, i.e. 

extension of photo-

sphere A r « stellar 

radius r 

spherical (first approximation 

only) 

density 

stratif ication 

hydrostatic equilibrium hydrostatic equilibrium or 

steady hydrodynamic equilibrium 

velocity 

fields 

turbulence, no macro-

scopic fields 

in- or outflow and turbulence 

temperature 

stratification 

radiative + convective 

equilibrium 

equilibrium of hydrodynamic + 

radiative losses and gains 

(incl. e.g. dissipation of 

acoustic and Alfvên waves) 

state of 

matter 

gas, mostly in or near 

LTE 

gas and dust, mostly far away 

from LTE 

outer boundary 

conditions 

no incident radiation 

negligible pressure at 
τ ^ (small) 
out 

no incident radiation negli-

gible pressure at T o u t (small) 

velocities -> const.for τ •> τ 
out 

inner boundary 

conditions 

diffusion approximation 

for radiation 

prescribed energy flux 

continuity of density 

constraint mass infall/outflow rate 

= const. 

parameters effective temperature 

gravity 

chemical composition 

turbulence velocity 

luminosity 

mass 

radius 

chemical composition 

(effectively: runs of density, 

velocity and temperature) 

https://doi.org/10.1017/S0074180900156566 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0074180900156566


THEORY OF CIRCUMSTELLAR ENVELOPES 257 

s h e l l s , w h i c h r e q u i r e s a m o r e s o p h i s t i c a t e d t r e a t m e n t t h a n 
in s t e l l a r a t m o s p h e r e s , b e c a u s e (i) in a d d i t i o n t o t u r b u -
l e n c e v e l o c i t y f i e l d s w i t h l a r g e s c a l e s ( i n m o s t c a s e s 
r a d i a l f l o w s ) h a v e t o b e t a k e n i n t o a c c o u n t ; (ii) t h e 
g e o m e t r i c a l e x t e n s i o n o f t h e c o n f i g u r a t i o n h a s t o b e c o n -
s i d e r e d e x p l i c i t l y ; (iii) r a d i a t i v e p r o c e s s e s d o m i n a t e o v e r 
c o l l i s i o n a l p r o c e s s e s s o t h a t t h e a b s o r p t i o n a n d s c a t t e r i n g 
c o e f f i c i e n t s a r e c o u p l e d d i r e c t l y t o t h e r a d i a t i o n f i e l d 
(and n o t o n l y v i a t h e e n e r g y e q u a t i o n ) . 

In S e c t i o n 2 t h e r a d i a t i v e t r a n s f e r e q u a t i o n f o r s p h e r i c a l 
c o n f i g u r a t i o n s w i t h r a d i a l v e l o c i t i y f i e l d s i s g i v e n a n d 
v a r i o u s m e t h o d s f o r i t s s o l u t i o n a r e d e s c r i b e d . T h e 
r e s u l t i n g c h a r a c t e r i s t i c s o f t h e r a d i a t i o n f i e l d s a r e 
s u m m a r i z e d i n S e c t i o n 3. F i n a l l y , in S e c t i o n 4 w e d i s c u s s 
b r i e f l y s o m e r e c e n t c a l c u l a t i o n s m o d e l i n g t h e e n v e l o p e s o f 
c o o l g i a n t s , B e s t a r s , a n d s u p e r n o v a e . 

2. T H E R A D I A T I V E T R A N S F E R E Q U A T I O N F O R S P H E R I C A L L Y E X T E N D E D 
C O N F I G U R A T I O N S A N D I T S S O L U T I O N 

W e w i l l c o n s i d e r s u b s e q u e n t l y s p h e r i c a l c o n f i g u r a t i o n s , 
b e c a u s e f o r t h e m m e t h o d s f o r t h e e v a l u a t i o n o f t h e r a d i a t i o n 
f i e l d a r e w e l l e s t a b l i s h e d , a l t h o u g h n o s t a n d a r d s h a v e 
e m e r g e d y e t ( c f . B e c k m a n a n d C r i v e l l a r i , 1 9 8 5 ). T h i s 
r e s t r i c t i o n t o s p h e r i c a l g e o m e t r y i m p l i e s t h a t w e c a n n o t 
d i s c u s s p o l a r i s a t i o n e f f e c t s a n d t h a t w e h a v e t o e x c l u d e 
b i n a r y s t a r s , d i s c s , a n d j e t s . O n t h e o t h e r h a n d , s p e c k l e 
i n t e r f e r o m e t r y ( R o d d i e r , R o d d i e r , a n d K a r o v s k a , 1 9 8 5 ) i n d i -
c a t e s t h a t t h e d i s t r i b u t i o n o f m a t t e r a r o u n d m o s t s i n g l e 
s t a r s i s a p p r o x i m a t e l y s p h e r i c a l a n d w e t h e r e f o r e e x p e c t 
t h a t t h e m a j o r i t y o f l i n e s o r i g i n a t i n g i n t h e s h e l l s o f 
t h e s e o b j e c t s a r e w e l l d e s c r i b e d b y t h i s a p p r o x i m a t i o n . F o r 
e x c e p t i o n s a t h i g h e s t l u m i n o s i t i e s s e e W o l f ' s c o n t r i b u t i o n 
a t t h i s c o n f e r e n c e . In a d d i t i o n w e w i l l n e g l e c t t i m e 
d e p e n d e n t a n d s t o c h a s t i c e f f e c t s ( f o r t h e l a t t e r s e e e . g . 
T r a v i n g , 1 9 7 5 , G i e r e n s , T r a v i n g , a n d W e h r s e , 1 9 8 6 , o r 
A l b r e c h t , 1 9 8 6 ). 

T h e e q u a t i o n f o r t h e s t a t i o n a r y t r a n s p o r t o f u n p o l a r i z e d 
r a d i a t i o n c a n b e w r i t t e n 
(i) in t h e E u l e r i a n o r o b s e r v e r ' s f r a m e ( s e e e . g . M i h a l a s , 
1 9 7 8 , o r C a n n o n , 1 9 8 5 ): 

( 1) 
wi t h 

r 
I 

c o s i n e b e t w e e n t h e n o r m a l a n d t h e r a y d i r e c t i o n 
r a d i a l c o o r d i n a t e 
s p e c i f i c i n t e n s i t y 
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tt = a b s o r p t i o n c o e f f i c i e n t 
= s c a t t e r i n g c o e f f i c i e n t 

S = s o u r c e f u n c t i o n 

o r 
(ii) i n t h e L a g r a n g i a n o r c o m o v i n g f r a m e 

(2) 
wi t h 

V = r a d i a l v e l o c i t y 
1/ = f r e q u e n c y . 

T h e s u b s c r i p t 0 i n d i c a t e s q u a n t i t i e s in t h e c o m o v i n g f r a m e . 
F o r c o m p a r i s o n w i t h o b s e r v a t i o n s t h e y h a v e t o b e t r a n s f o r m e d 
t o t h e r e s t f r a m e . 

T h e a b s o r p t i o n a n d t h e s c a t t e r i n g c o e f f i c i e n t s a s w e l l a s 
t h e s o u r c e f u n c t i o n d e p e n d o n r a d i u s , t h e a n g l e c o o r d i n a t e , 
t h e f r e q u e n c y , t h e t e m p e r a t u r e , m e a n i n t e n s i t i e s , a n d 
p a r t i c l e o c c u p a t i o n n u m b e r s . W h e r e a s i n c o m o v i n g f r a m e c a l -
c u l a t i o n s t h e p h a s e f u n c t i o n i s t h e o n l y s o u r c e o f t h e 
d i r e c t i o n d e p e n d e n c e a n d c a n i n m o s t c a s e s b e n e g l e c t e d , in 
o b s e r v e r ' s f r a m e c o m p u t a t i o n s a l l t h e s e q u a n t i t i e s a r e 
s t r o n g l y a n i s o t r o p i c b e c a u s e i n a d d i t i o n t h e D o p p l e r e f f e c t 

I l s | / , ( | t / « W C ) (3) 

h a s e x p l i c i t l y t o b e t a k e n i n t o a c c o u n t . O n t h e o t h e r h a n d , 
t h i s is a t l e a s t p a r t l y c o m p e n s a t e d b y t h e f a c t t h a t t h e 
o b s e r v e r ' s f r a m e e q u a t i o n i s c o n s i d e r a b l y s i m p l e r . 
T h e c h o i c e o f t h e c o o r d i n a t e f r a m e is d e t e r m i n e d b y 
n u m e r i c a l ( a n d p e r h a p s p e r s o n a l ) c o n v e n i a n c e ; t h e p h y s i c s 
t o b e c o n s i d e r e d ( e . g . c o m p l e t e o r p a r t i a l r e d i s t r i b u t i o n ) 
m u s t in b o t h c a s e s b e i d e n t i c a l . 

T h e r e is n o g e n e r a l a n a l y t i c a l s o l u t i o n o f t h e p a r t i a l 
i n t e g r o d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s (1) o r (2) k n o w n . H o w e v e r , 
t h e y c a n e a s i l y b e s o l v e d if t h e y a r e t r a n s f o r m e d t o a 
s y s t e m o f o r d i n a r y d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s b y d i s c r e t i z i n g 
t h e a n g l e - f r e q u e n c y s p a c e , i . e . b y c o n s i d e r i n g t h e s p e c i f i c 
i n t e n s i t y I a n d t h e s o u r c e f u n c t i o n S a s v e c t o r s 

I * a.ii,r v 

s * (i»/ s*, ) ( 4 ) 

w h e r e η i s t h e n u m b e r s o f a n g l e s t i m e s t h e n u m b e r s o f 
f r e q u e n c i e s . T h e r e a r e p r e s e n t l y t w o s c h e m e s 
u s e d f o r t h e d i s c r e t i s a t i o n o f t h e a n g l e s p a c e ( F i g . 1 ): 
(i) r a y s i n t h e c o n f i g u r a t i o n s p a c e , i . e . t h e i n t e g r a t i o n 
f o l l o w s t h e p r o p a g a t i o n o f t h e l i g h t . T h i s d i s c r e t i s a t i o n 
h a s t h e a d v a n t a g e t h a t t h e p e a k i n g e f f e c t ( s e e b e l o w ) is 
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F i g . 1. D i s c r e t i s a t i o n s c h e m e s f o r s p h e r i c a l r a d i a t i v e 
t r a n s f e r e q u a t i o n s . D o t t e d l i n e s i n d i c a t e l i g h t r a y s w i t h 
"impact** p a r a m e t e r s p = 1.0, 1 . 5 , 2 . 0 , a n d 2 . 5 . T h e 
l o g a r i t h m i c s p i r a l s r e p r e s e n t t h e d i s c r e t i s a t i o n y M < r ) = c o n s t 
f o r a G a u s s i a n 4 p o i n t d i v i s i o n . 

t 

μ 

1.0 _μ_=0.93 

0.8 -
μ = 0.67 ^ ^ ^ Ξ ΐ Ο . . . . -

0.6 -

/ 

OA -
— B f M 3 » 

/ 
/ 

/. j 

/ Ρ = 2 0 

0.2 
μ = 0.07 

I Γ 
I / ι Ι ι Ι ι Ι ι ι 

ι / 

/ρ= 2.5 
/ 

/ 

0 I ' l l 
ι I ι I ι 

0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 

F i g . 2. R e p r e s e n t a t i o n o f t h e s a m e d i s c r e t i s a t i o n s c h e m e s a s 
in F i g . 1, b u t i n t h e r χ /t s p a c e . T h e h o r i z o n t a l l i n e s 
g i v e / * ( r ) = c o n s t f o r t h e G a u s s i a n d i v i s i o n a n d t h e c u r v e s 
i n d i c a t e t h e l i g h t r a y s . 
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w e l l r e p r e s e n t e d . It h a s t h e d i s a d v a n t a g e t h a t t h e a n g l e s t o 
t h e r a d i a l d i r e c t i o n v a r y w i t h r a n d t h e r e f o r e m a k e s d i v e r -
g e n c e - f r e e f o r m u l a t i o n s i m p o s s i b l e . 

(ii) c o n s t a n t a n g l e s t o t h e n o r m a l d i r e c t i o n . T h e c o r r e s -
p o n d i n g c u r v e s i n t h e c o n f i g u r a t i o n s p a c e a r e l o g a r i t h m i c 
s p i r a l s . W i t h t h i s d i s c r e t i s a t i o n a d i v e r g e n c e - f r e e f o r m o f 
t h e t r a n s f e r e q u a t i o n c a n b e c o n s t r u c t e d ( G r a n t a n d 
P e r a i a h , 1 9 7 2 , P e r a i a h , 1 9 8 4 ) a n d f o r a G a u s s i a n d i v i s i o n 
in /* t h e n u m e r i c a l a c c u r a c y i s a l r e a d y v e r y h i g h f o r a 
r a t h e r s m a l l n u m b e r o f n u m b e r o f a n g l e s , if t h e r a d i a t i o n 
d o e s n o t p e a k t o o m u c h . S u c h a d i s c r e t i s a t i o n is t h e r e f o r e 
p a r t i c u l a r l y a d v a n t a g e o u s f o r p r o b l e m s o f h i g h o p t i c a l 
d e p t h s a n d s m a l l t o m o d e r a t e g e o m e t r i c a l e x t e n s i o n s . 

N o t e t h a t b o t h d i s c r e t i s a t i o n s m u s t b e c o n s i d e r e d e q u a l l y 
" n a t u r a l * * , s i n c e i t d e p e n d s o n l y o n t h e m a p p i n g w h e t h e r t h e y 
a r e r e p r e s e n t e d b y s t r a i g h t l i n e s ( t h e f i r s t o n e in t h e 
c o n f i g u r a t i o n s s p a c e , t h e s e c o n d o n e i n t h e r χ /* s p a c e , 
s e e F i g . 2 ) o r b y c u r v e s ( r χ s p a c e f o r t h e f i r s t o n e , 
c o n f i g u r a t i o n s p a c e f o r t h e s e c o n d o n e ). 

B o t h f o r m s o f t h e t r a n s f e r e q u a t i o n ( e q s . 1 a n d 2 ) c a n 
n o w b e w r i t t e n in m a t r i x n o t a t i o n 

^ I R = ATIr* $r ( 5 ) 

w h e r e t h e c o u p l i n g m a t r i x A c o n t a i n s a l l t e r m s p r o p o r t i o n a l 
t o I a n d 61 d e s c r i b e s t h e p h o t o n s o u r c e s . 
N o w t h e s o l u t i o n c a n b e e x p r e s s e d i n t e r m s o f t h e t r a n s i t i o n 
m a t r i χ 

r 

(6) 
T h e t r a n s i t i o n m a t r i x φ i s d e f i n e d b y t h e m a t r i x 
d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n ( s e e B r o n s o n , 1 9 7 0 ) 

w i t h t h e i n i t i a l c o n d i t i o n 

T h i s f o r m a l i s m f o r t h e s o l u t i o n o f a s y s t e m o f d i f f e r e n t i a l 
e q u a t i o n s i s f r e q u e n t l y u s e d in q u a n t u m e l e c t r o d y n a m i c s ( 
c f . e . g . L o u i s e l l , 1 9 7 3 ), b u t t o m y k n o w l e d g e h a s n o t y e t 
b e e n e m p l o y e d in r a d i a t i v e t r a n s f e r t h e o r y . T h e m a i n r e a s o n 
s e e m s t o b e t h a t e q . 6 h a r d l y c a n b e u s e d i n n u m e r i c a l 
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c a l c u l a t i o n s b e c a u s e i n t h e f o r m g i v e n a b o v e i t c o n t a i n s 
t e r m s t h a t i n c r e a s e e x p o n e n t i a l l y w i t h t h e o p t i c a l d e p t h a n d 
c a n h a r d l y b e m a n i p u l a t e d b y a c o m p u t e r ( h o w e v e r , s e e b e -
l o w ). T h e r e f o r e , e i t h e r t h e t r a n s f e r e q u a t i o n o r t h e 
s o l u t i o n h a s f i r s t t o b e t r a n s f o r m e d a n a l y t i c a l l y i n t o a 
f o r m s u i t a b l e f o r n u m e r i c a l e v a l u a t i o n s . In t h e l i t e r a t u r e a 
l a r g e v a r i e t y o f s u c h t r a n s f o r m a t i o n s a r e f o u n d ; t h e y c a n 
be s u m m a r i z e d in t h e f o l l o w i n g w a y ( s e e a l s o K u n a s z , 
1 9 8 5 ): 
a) o n e - s t e p - s o l u t i o n s 
T h e y a r e p o s s i b l e if t h e s o u r c e f u n c t i o n i s k n o w n o r i t c a n 
be e x p r e s s e d a s a l i n e a r f u n c t i o n o f t h e s p e c i f i c i n t e n s i t y . 
T h i s i s e . g t h e c a s e f o r l i n e r a d i a t i o n f r o m a 
t w o - l e v e l - a t o m , w h e r e 

( M i h a l a s , 1 9 7 8 ). T h e n t h e d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n f o r t h e 
t r a n s i t i o n m a t r i x c a n b e t r a n s f o r m e d i n t o d i f f e r e n t i a l 
e q u a t i o n s f o r t h e t r a n s m i s s i o n a n d r e f l e c t i o n m a t r i c e s 
( S c h m i d t a n d W e h r s e , 1 9 8 7 ). T h e s y s t e m m a y b e s t i f f , b u t 
t h e c o r r e s p o n d i n g s o l u t i o n s c o n t a i n o n l y d e c r e a s i n g a n d 
w e a k l y i n r e a s i n g t e r m s . A l t h o u g h t h i s m e t h o d i n m a n y c a s e s 
m a y n o t b e e c o n o m i c a l d u e t o t h e l a r g e m a t r i c e s i n v o l v e d a n d 
t h e s m a l l i n t e g r a t i o n s t e p - s i z e r e q u i r e d i t p r o v i d e s a w a y 
f o r o b t a i n i n g q u a s i - e x a c t s o l u t i o n s o f t h e g e n e r a l p r o b l e m . 
If A a n d / o r Λ h a v e a s i m p l e s t r u c t u r e o r - o n p h y s i c a l 
g r o u n d s c a n b e s i m p l i f i e d - t h e s o l u t i o n o f e q . c a n b e o b -
t a i n e d b y q u a d r a t u r e s , o f t e n e v e n a n a l y t i c a l e x p r e s s i o n s c a n 
b e g i v e n . T h i s i s e . g . t h e c a s e if t h e d e p t h d e p e n d e n c e o f 
t h e e x t i n c t i o n c o e f f i c i e n t s a n d o f t h e s o u r c e f u n c t i o n c a n 
b e a p p r o x i m a t e d b y p o l y n o m i a l s ( S c h m i d - B u r g k , 1 9 7 5 ) o r if 
t h e l i n e p r o f i l e i s n a r r o w a n d t h e r a d i a l v e l o c i t y f i e l d h a s 
a l a r g e g r a d i e n t ( S o b o l e v , 1 9 6 0 ) . 

b) i t e r a t i v e m e t h o d s 
T h e s e m e t h o d s , w h i c h m a y b e u s e d i n p a r a l l e l w i t h t h e 
s o l u t i o n o f t h e r a t e e q u a t i o n s , m a y b e d i v i d e d i n t o t h e 
f o l l o w i n g g r o u p s : 
(i) m o m e n t m e t h o d s , i n w h i c h d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s 
f o r t h e a n g l e - m o m e n t s o f t h e s p e c i f i c i n t e n s i t y a r e 
s o l v e d w i t h c l o s u r e r e l a t i o n s t h a t a r e u p d a t e d 
i t e r a t i v e l y . T h e m o s t w e l l - k n o w n m e t h o d o f t h i s g r o u p 
is t h e F e a u t r i e r - m e t h o d s w i t h v a r i a b l e E d d i n g t o n f a c t o r s 
( M i h a l a s , 1 9 7 8 ). 
(ii) N e w t o n - R a p h s o n i t e r a t i o n s , i n w h i c h t h e t r a n s f e r 
e q u a t i o n a n d t h e e q u a t i o n d e t e r m i n i n g t h e s o u r c e f u n c t i o n 
a r e p a r a m t e r i z e d ( o r d i s c r e t i z e d ) w i t h r e s p e c t 
t o d e p t h a n d s o l v e d b y l i n e a r i s a t i o n ( i . e . a N e w t o n R a p h s o n 
m e t h o d ). 
(iii) o p e r a t o r p e r t u r b a t i o n m e t h o d s , in w h i c h t h e m a t r i x A 
( w h i c h i s c o n s i d e r e d a s a n o p e r a t o r ) i s w r i t t e n a s 

(9) 
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A - Α Λ « A , 

( 10) 

a n d A I i s c o n s i d e r e d t o b e a p e r t u r b a t i o n » T h e s o l u t i o n t h e n 
p r o c e e d s i n c o m p l e t e a n a l o g y t o t h e D y s o n e x p a n s i o n i n 
q u a n t u m e l e c t r o d y n a m i c s ( D y s o n , 1 9 4 9 a , b ). N o t e t h a t f o r 
t h e c o n t i n u o u s d e p t h s p a c e t h e i t e r a t i o n c o n v e r g e s , if o n l y 
a l l c o e f f i c i e n t s a r e b o u n d e d , b u t t h a t in t h e d i s c r e t e s p a c e 
in g e n e r a l t h e d i f f e r e n t i a t i o n o p e r a t o r is a l s o p e r t u r b e d 
a n d t h e n f o r c o n v e r g e n c e a l s o t h e c o n d i t i o n 

i l l - A " / A . I K I (11) 

is r e q u i r e d ( K a l k o f e n , 1 9 8 5 ). T h i s m e t h o d h a s r e c e n t l y 
b e c o m e v e r y p o p u l a r b e c a u s e d e c o m p o s i t i o n s o f A h a v e b e e n 
d e v i s e d ( S c h a r m e r , 1 984 ) in w h i c h t h e z e r o o r d e r t e r m 
c o n t a i n s a l r e a d y t h e l a r g e s t p a r t o f t h e i n f o r m a t i o n a n d 
s t i l l c a n b e v e r y q u i c k l y e v a l u a t e d . 

(c) M o n t e C a r l o m e t h o d s 
In t h i s m e t h o d t h e p a t h s o f i n d i v i d u a l p h o t o n s a r e f o l l o w e d 
a n d t h e s p e c i f i c i n t e n s i t y i s d e t e r m i n e d a p o s t e r i o r i b y 
p h o t o n s t a t i s t i c s ; f o r a n e x a m p l e s e e L e e a n d M e i e r , 1 9 8 0 . 
C o m p l i c a t e d r e d i s t r i b u t i o n f u n c t i o n s a n d / o r d e v i a t i o n s f r o m 
s p h e r i c i t y c a n e a s i l y b e i n c l u d e d , b u t a s f o r t h e 
o n e - s t e p - m e t h o d s t h e s o u r c e f u n c t i o n m u s t b e g i v e n 
e x p l i c i t e l y o r b y a n e x p r e s s i o n l i n e a r i n t h e s p e c i f i c 
i n t e n s i t y . F o r r e a c h i n g a h i g h a c c u r a c y t h i s m e t h o d is in 
m a n y c a s e s v e r y t i m e c o n s u m i n g . 

In a d d i t i o n t o t h e " p u r e " m e t h o d s s u m m a r i z e d a b o v e , v a r i o u s 
c o m b i n a t i o n s e . g . i n p e r t u r b a t i o n a p p r o a c h e s a r e p o s s i b l e 
a n d h a v e b e e n a t t e m p t e d . 

3. S O M E C H A R A C T E R I S T I C S O F S P H E R I C A L R A D I A T I V E F I E L D S 

T h e r a d i a t i o n f i e l d s in s p h e r i c a l c o n f i g u r a t i o n s d i f f e r f r o m 
t h o s e in p l a n e - p a r a l l e l g e o m e t r y in m a n y r e s p e c t s : 
(i) T h e p r i m a r y d i f f e r e n c e i s t h e d i l u t i o n o f t h e f i e l d , 
i . e . t h e f a c t t h a t f o r a c o n s e r v a t i v e s y s t e m t h e f l u x i s 
p r o p o r t i o n a l t o r & , w h e r e a s f o r a p l a n e - p a r a l l e l m e d i u m i t 
i s c o n s t a n t . In n u m e r i c a l c a l c u l a t i o n s t h i s e f f e c t c a n 
e a s i l y b e t a k e n i n t o a c c o u n t b y r e p l a c i n g t h e i n t e n s i t y I b y 
I' = 4 7 T r * I , s i n c e t h e t r a n s f e r e q u a t i o n k e e p s i t s f o r m 
u n d e r t h i s t r a n s f o r m a t i o n . A l t h o u g h i t i s o f t e n r a t h e r s m a l l 
( e . g . i n r e d g i a n t a t m o s p h e r e s w i t h i r / r « 1.e-2 ) i t m a y 
h a v e s e v e r e c o n s e q u e n c e s , f o r i n s t a n c e b y " s w i t c h i n g o n " t h e 
f o r m a t i o n o f m o l e c u l e s l i k e H ^ O , w h i c h a b s o r b s t r o n g l y a n d 
c h a n g e t h e t e m p e r a t u r e s t r u c t u r e i n t h e o p t i c a l l y t h i n 
l a y e r s . 
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(ii) If a p h o t o n in a s p h e r e t r a v e l s o u t w a r d s ( w i t h o u t 
i n t e r a c t i o n s ) i t s a n g l e t o t h e n o r m a l d e c r e a s e s c o n t i u o u s l y 
( " p e a k i n g e f f e c t " , F i g . 1 ). It i s p a r t i c u l a r l y i m p o r t a n t , 
if t h e m e d i u m is o p t i c a l l y t h i n a n d g e o m e t r i c a l l y v e r y 
e x t e n d e d . In t h e t r a n s f e r e q u a t i o n t h e s e c o n d t e r m o n t h e 
l e f t h a n d s i d e t a k e s c a r e o f t h i s e f f e c t . S i n c e a n a c c u r a t e 
d i s c r e t e r e p r e s e n t a t i o n o f t h i s t e r m i s i n h i b i t e d b y t h e 
r e q u i r e m e n t t h a t n o p h o t o n s s h o u l d b e g e n e r a t e d o r l o s t b y 
t h e n u m e r i c a l e v a l u a t i o n o f t h e s o u r c e t e r m , i t m a i n l y 
c a u s e s t h e c o m p l i c a t i o n s o f s p h e r i c a l r a d i a t i v e t r a n s f e r 
( f o r d e t a i l s s e e S c h m i d t a n d W e h r s e , 1 9 8 7 ). 
(iii) T h e e s c a p e p r o b a b i l i t y o f p h o t o n s t r a v e l l i n g in 
d i r e c t i o n s o t h e r t h a n t h e n o r m a l o n e i s l a r g e r s i n c e f o r 
t h e m t h e o p t i c a l d e p t h t o t h e s u r f a c e i s l o w e r t h a n i n p l a n e 
p a r a l l e l g e o m e t r y . T h i s i m p l i e s t h a t t h e m e a n i n t e n s i t y 
c a n n o t b u i l d u p a s h i g h in s p h e r i c a l g e o m t r i e s a n d t h e r e f o r e 
t h e r a d i a t i o n p r e s s u r e ( i n p a r t i c u l a r f r o m l i n e s ) a n d 
f l u o r e s c e n c e e f f i c i e n c e s a r e s m a l l e r . 
(iv) In a s p h e r e a l l r a d i a l v e l o c i t y f i e l d s l e a d t o v e l o c i t y 
g r a d i e n t s ( a t l e a s t in t h e t r a n s v e r s a l d i r e c t i o n ) a n d 
a f f e c t d i r e c t l y a n d in a d e p t h d e p e n d e n t w a y t h e r a d i a t i o n 
f i e l d w h e r e a s in s l a b s v ( r ) = c o n s t , o n l y m e a n s a g l o b a l 
D o p p l e r s h i f t . 
(v) S i n c e t h e c o n t i n u o u s a b s o r p t i o n i s u s u a l l y w e a k i n 
c i r c u m s t e l l a r s h e l l s , f o r s m a l l v e l o c i t i e s o f t e n t h e l i n e s 
a r e e x t r e m e l y o p t i c a l l y t h i c k a n d t h e r e f o r e d e v i a t i o n s f r o m 
c o m p l e t e r e d i s t r i b u t i o n b e c o m e s i g n i f i c a n t ( H u b e n y , 1 9 8 5 ). 

4. S O M E E X A M P L E S F O R M O D E L C A L C U L A T I O N S 

T h e m o s t s i g n i f i c a n t e f f e c t s o f s p h e r i c a l r a d i a t i v e t r a n s f e r 
a r e f o u n d f o r c o o l g i a n t s a n d s u p e r g i a n t s s i n c e m a n y o f 
t h e s e s t a r s h a v e e x t e n d e d p h o t o s p h e r e s ( W a t a n a b e a n d 
K o d a i r a , 1 9 7 8 , 1 9 7 9 ; S c h m i d - B u r g k , S c h o l z a n d W e h r s e , 1 9 8 1 ) 
a n d a r e s u r o u n d e d b y h u g e e n v e l o p e s . In t h e p h o t o s p h e r e s o f 
l u m i n o u s M s t a r s t h e g e o m e t r i c a l e x t e n s i o n " s w i t c h e s o n " t h e 
f o r m a t i o n o f w a t e r v a p o r w h i c h m a k e s t h e o u t e r p a r t s 
s e v e r a l h u n d e r t d e g r e e s c o o l e r t h a n e x p e c t e d f r o m p l a n e 
p a r a l l e l m o d e l s . T h i s t e m p e r a t u r e d e c r e a s e s h o w s u p i n t h e 
d e p t h s o f t h e m o l e c u l a r l i n e s a n d b a n d s . 

M a i n d i a g n o s t i c t o o l s f o r t h e s e o u t e r l a y e r s a r e C O l i n e s , 
s i n c e a) t h e y s h o w u p in a l l c o o l g i a n t s ; b) t h e y f o r m b o t h 
in t h e o u t e r p h o t o s p h e r e ( Δ \> = 2 l i n e s m a i n l y w i t h λ ^ 
2.3^,, , s e e e . g H ö f l i c h e t a l . , 1 9 8 6 ) a n d i n t h e e n v e l o p e 
( 4 u = 1 l i n e s w i t h λ 4 . 5 ^ M , c f . S a h a i a n d W a n n i e r , 1 9 8 5 ) 
a n d in b o t h s p e c t r a l r a n g e s l i n e s o f r a t h e r d i f f e r e n t 
e x c i t a t i o n p o t e n t i a l a r e v i s i b l e ; c) a c c u r a t e t r a n s i t i o n 
p r o b a b i l i t i e s a r e a v a i l a b l e ( T i p p i n g , 1 9 7 6 ); a n d d) t h e 
p r o f i l e s c a n b e w e l l o b s e r v e d b y m e a n s o f F o u r i e r t r a n s f o r m 
s p e c t r o s c o p y ( M a i l l a r d , 1 9 7 4 , H i n k l e , 1 9 7 8 ). 
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B y f i t t i n g s u c h C O ûl>= 2 p r o f i l e s f r o m H e r H ö f l i c h e t a l . 
( 1 9 8 6 ) c a n s h o w t h a t t h e l i n e s a r e f o r m e d i n L T E a n d t h a t 
t h e p h o t o s p h e r e a n d t h e e n v e l o p e m u s t b e s e p a r a t e d b y a 
c h r o m o s p h e r e i n w h i c h t h e C O m o l e c u l e i s d e s t r o y e d . T h e Δ ν = 
1 e m i s s i o n l i n e s f r o m t h e e n v e l o p e o f t h e c a r b o n r i c h o b j e c t 
I R C + 1 0 2 1 6 h a v e b e e n s t u d i e d i n d e t a i l b y S a h a i a n d W a n n i e r 
( 1 9 8 5 ). U s i n g r a d i a t i v e t r a n s f e r c a l c u l a t i o n s i n t h e 
S o b o l e v a p p r o x i m a t i o n ( 1 9 6 0 ) a n d s t a t i s t i c a l e q u i l i b r i u m 
l e v e l p o p u l a t i o n s f o r s e v e r a l r o t a t i o n l i n e s o f t h e Ρ a n d 
t h e R b r a n c h a n d t a k i n g i n t o a c c o u n t d i f f e r e n t a p e r t u r e s 
t h e y a r e a b l e t o d e r i v e f r o m t h e o b s e r v e d l i n e s t r e n g t h s 
r e l i a b l e i n f o r m a t i o n o n t h e t e m p e r a t u r e d i s t r i b u t i o n a n d t h e 
m a s s l o s s r a t e . 

W h e r e a s f o r t h e s e c o o l s t a r s t h e p h o t o s p h e r e a n d t h e e n v e -
l o p e c a n b e c a l c u l a t e d s e p a r a t e l y d u e t o t h e s m a l l R o s s e l a n d 
o p a c i t y o f t h e s h e l l , t h i s is n o l o n g e r p o s s i b l e f o r h o t t e r 
s t a r s in w h i c h t h e e n v e l o p e is i o n i z e d : B y p h y s i c a l l y 
c o n s i s t e n t N L T E m o d e l s f o r B e s t a r s H ö f l i c h ( 1 9 8 6 ) d e m o n -
s t r a t e s t h a t l e v e l o c c u p a t i o n s a n d t h e t e m p e r a t u r e s t r u c t u r e 
in t h e p h o t o s p h e r e a r e s t r o n g l y i n f l u e n c e d b y t h e d e n s i t y i n 
t h e s h e l l . If h e t a k e s t h i s e f f e c t f u l l y i n t o a c c o u n t , h e is 
a b l e t o r e p r o d u c e t h e l i n e s t r e n g h t s a n d p r o f i l e s , B a l m e r 
j u m p s e t c . o f a l l B e s t a r s , f o r w h i c h r e l i a b l e d a t a h a v e 
b e e n p u b l i s h e d , w i t h a s m a l l e r n u m b e r o f f r e e p a r a m e t e r s 
t h a n p r e v i o u s l y c o n s i d e r e d t o b e n e c e s s a r y . 

A n e x a m p l e f o r a n u n e x p e c t e d r e s u l t is p r o v i d e d b y t h e 
a t m o s p h e r e o f a s u p e r n o v a t y p e II a t m o s p h e r e d u r i n g t h e 
c o a s t i n g p h a s e , w h i c h m a y b e c o n s i d e r e d a s a n e x t r e m e 
c i r c u m s t e l l a r e n v e l o p e : A l t h o u g h t h e d e n s i t y i s v e r y l o w a n d 
T h o m s o n s c a t t e r i n g b y f a r p r e v a i l s o v e r a b s o r p t i o n , t h e 
c o n t i n u u m is f o r m e d i n L T E ( H ö f l i c h , W e h r s e , a n d S h a v i v , 
1 9 8 6 ). T h e c a u s e f o r t h i s u n u s u a l b e h a v i o u r i s t h a t u n d e r 
t h e s e c o n d i t i o n s t h e e l e c t r o n s c a t t e r i n g i s s o s t r o n g t h a t 
t h e r a d i a t i o n f i e l d b e c o m e s e s s e n t i a l l y l o c a l a g a i n , a s 
c o u l d b e s h o w n b y t e s t c a l c u l a t i o n s in w h i c h t h e T h o m s o n 
c r o s s - s e c t i o n w a s a r t i f i c i a l l y d e c r e a s e d a n d t h e l e v e l d e -
p a r t u r e c o e f f i c i e n t s i m m e d i a t e l y i n c r e a s e d . 

T h e s e f e w e x a m p l e s s h o w t h a t s p e c t r a l f e a t u r e s c a l c u l a t e d 
f r o m p r e s e n t d a y m o d e l s f o r s p h e r i c a l e n v e l o p e s c a n 
s u c c e s s f u l l y b e u s e d t o i n t e r p r e t o b s e r v a t i o n s . O n t h e o t h e r 
h a n d , o u r k n o w l e d g e o n t h e p h y s i c s o f s u c h r e g i o n s ( i n 
p a r t i c u l a r t h e h y d r o d y n a m i c s a n d i t s i n t e r a c t i o n w i t h t h e 
t h e r m o d y n a m i c s a n d t h e r a d i a t i o n f i e l d ) is s t i l l r a t h e r 
l i m i t e d s i n c e s i m p l e c o n c e p t s a r e m i s s i n g a n d e v e n w i t h a 
l a r g e c o m p u t e r it is t o d a y j u s t p o s s i b l e t o c a l c u l a t e f o r a 
g i v e n v e l o c i t y d i s t r i b u t i o n t h e r a d i a t i o n f i e l d a n d t h e 
o c c u p a t i o n n u m b e r s o f a f e w l e v e l s ( £, 100 ) c o n s i s t e n t l y . 
F o r t u n a t e l y , t h i s a l s o m e a n s t h a t m u c h b e t t e r m o d e l s a n d n e w 
e f f e c t s c a n b e e x p e c t e d in n e a r f u t u r e , w h e n a n e w 
g e n e r a t i o n o f m a c h i n e s b e c o m e s a v a i l a b l e . 
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A c k n o w l e d g e m e n t : T h i s w o r k w a s s u p p o r t e d b y t h e D e u t s c h e 
F o r s c h u n g s g e m e i n s c h a f t ( S F B 132 ). 
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