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REMARQUES SUR LES SOLUTIONS PRESQUE-
PÉRIODIQUES DE L'ÉQUATION [(d/dt) - A]x = 0 

PAR 

G A S T O N M A N D A T A N ' G U É R É K A T A 

ABSTRACT. L'auteur démontre la presque-périodicité des solu­
tions à trajectoires relativement compactes de l'équation 
différentielle abstraite dans un espace de Hilbert: [(d/dt)-A]x = 0 
où A =A+ + A_, avec A+ un opérateur linéaire symétrique et A_ 
antisymétrique. 

Introduction. Soit H un espace de Hilbert muni du produit scalaire (.,.) et 
de la norme ||.||. Une fonction continue x:R—» H est dite presque-périodique si 
pour tout e > 0 il existe / = / (e )>0 tel que tout intervalle de l'axe réel de 
longueur l contient au moins un point d'abscisse r tel que: 

sup ||x(t + T) — Jc(t)ll < e 
t eR 

Considérons dans H l'équation différentielle 

(1) x'(t) = Ax(t), - o o < f < o o 

où A est un opérateur linéaire de domaine D(A) dense dans H. Une solution 
de (1) est une fonction x(t) continûment differentiate sur R et satisfaisant (1). 

Il est bien connu (voir [1] ou [3] Théorème 3.1) que si A est un opérateur 
antisymétrique, alors toute solution à trajectoire relativement compacte de 
l'équation (1) est presque-périodique. Ce résultat devient, un corollaire simple 
du Théorème suivant que nous établissons et démontrons: 

THÉORÈME.* Supposons que A = A+ + A_ où 

(i) A+ est symétrique 
(ii) A_ est antisymétrique 

(iii) Re(A+x, A _ J C ) > - C ||A+x||2 pour tout xeD(A) où c est une constante 
telle que c < l . 

Alors toute solution à trajectoire relativement compacte de l'équation (1) est 
presque-périodique. 
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Démonstration. Soit y(f) une solution arbitraire non identiquement nulle et 
bornée; soit la fonction numérique 

<MO = lly(OII2 = (y(0,y(0). 

Alors <f)(t) est aussi bornée sur R. De plus on a: 

4>'(0=|(y(0,y(0) 

= (y'(0,y(0) + (y(t),y'(0) 

= (Ay(t),y(0) + (y(r),Ay(t)) 

= (A+y(f), y(t)) + (A_y(0, y(0) + (y(0, A+y(t)) + (y(t), A_y(t)) 

= 2(A+y(t),y(t)) 

à cause de (i) et (ii). Nous utilisons le 

LEMME ([4] Sublemma page 56). Soit x(t) une fonction continûment 
différentiable à valeurs dans D(B)<^Hoù B est un opérateur symétrique; alors la 
fonction b(t) = (Bx(t), x(t)) est continûment différentiable et sa dérivée est égale à 
2 Re(Bx(f), x'(0). 

Nous obtenons donc: 

4>"(f) = 4Re(A+y(r) ,y '(0) 

= 4Re(A+y(f) ,Ay(0) 

= 4Re[(A+y(0,A+y(t) ) + (A+y((),A_y(0)] 

= 4[||A+y(t)||2 + Re(A+y(f),A_y(t))] 

^4[ | |A+y(0| |2-c | |A+y(f) | |2] , par (iii) 

= 4( l -c) | |A + y( t ) | | 2 

> 0 . 

<f>(t) est donc une fonction convexe; étant bornée sur R, elle est constante; 
nous pouvons alors dire: 

<f>(t) = <M0), pour tout t e R, 

c'est-à-dire 

(2) llyW||2 = ||y(0)||2, pour tout r e R . 

Supposons maintenant que y(t) est une solution à trajectoire relativement 
compacte; y(t) est donc bornée et vérifie l'égalité (2). 

Soit s G R quelconque et considérons la fonction 

ys(t) = x(t + s), -œ<t<œ. 
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Alors on a: 

y's{t) = Ays(t), -oo<t<oo. 

Donc si Sx et s2 sont donnés, on a: 

(y„(0-yJO)' = A(yïl(t)-yJt)) 

et par la suite 

llySl(t)-yS2(f)ll
2=l|ySl(o)-ys2(o)ll2 

ou encore 

||x(r + s1)-x(t + s2)\\
2 = ||x(sx) - x(s2)||

2. 

Soit (s'n)„ = 1 une suite réelle arbitraire; alors on peut en extraire une sous-suite 
(On=i teUe que Oc(sn))n=i soit de Cauchy dans H, puisque x(t) est à trajectoire 
relativement compacte. Nous avons 

sup ||x(f + sn) - x(t + sm)||2 = ||x(sn) - x(sm)||2 

t eR 

donc la suite des translatées (x(t + sn))"=1 est de Cauchy uniforme en teR. 
Alors par le critère de Bochner (voir [1] ou [2]), x(t) est presque-périodique; 
ce qu'il fallait démontrer. 
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