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Abstract

We prove here that the p — 1 first derivatives of the fundamental period of the Carlitz module are
algebraically independent. For that purpose we will show how to use Mahler's method in this situation.

2000 Mathematics subject classification: primary 11G09, 11J85.

1. Position du probleme

On designe par A — Fq[T] l'anneau des polynomes en une variable a coefficients
dans le corps fini Fq de caracteristique p, par k = Fq(T) son corps des fractions, par
jfcoo = Fq(l/T) le complete de k pour la valuation (l/r)-adique v normalisee par
v(T) = — 1, que Ton prolonge a une cloture algebrique k (resp. &oo) de k (resp. k^)
et par C le complete de J ^ . On notera |a| = q~v(a) = gde8(a), la valeur absolue d'un
element de C avec la convention deg(O) = — oo.

Definitions-proprietes Le module de Carlitz est la donnee du groupe additif Ga et
de rhomomorphisme injectif et F9-lineaire d'anneaux <t> : A -»• End(Gfl) defini par:

= TF° + F,

ou F est le Frobenius relatif a q.
II existe alors une unique fonction exponentielle e(z), caracterisee par les proprietes:

(1) <K0) = 0, d/dz{e{z)) = \\

(2) pour tout z € C: e{Tz) = <t>(T)(e(z)) = Te(z) + e(z)q.
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[2] Independance algebrique de periodes 9

Rappelons qu'il existe alors un element nq e k^ tel que Kere(z) = A(T —
Ti)l/(i-l)nq ([C]). Nous avons vu ([D3]) comment la methode de Mahler pouvait
conduire a des proprietes d'independance algebrique pour les differents nqi (i entier
> 1) existants dans k^. Ici nous travaillerons avec un seul de ces nombres et poserons
simplement nq = n. Les p premieres derivees de n notees n(i) (0 < i < p — 1) sont
des elements de koo qui apparaissent comme des combinaisons lineaires de periodes
de certains 7-modules (voir [Dl]). II a ete prouve dans ([Dl]) que 1, n,... , n{p~l)

sont lineairement independants sur k, ce resultat a ete etendu par D. Brownawell aux
q premieres derivees divisees de it ([B]) puis par Brownawell et Denis ([BD]) a un
nombre arbitraire de derivees divisees. Dans ([D2]) nous avons par ailleurs prouve
que n et n' sont algebriquement independants sur k. Nous prouvons ici le theoreme
suivant.

THEOREME 1. Les p elements de koo : 7T,... , n^'^; sont algebriquement inde-
pendants sur k.

Au Paragraphe 2 nous demontrerons tout d'abord un analogue d'un resultat d'inde-
pendance algebrique de Becker concernant la methode de Mahler sur les extensions
finies de k (jusqu'ici il semble que cette methode n'a ete exploree que pour les series
a coefficients dans un corps fini ([B2]). C'est un cas particulier de ce theoreme qui
etait deja utilise dans ([D3]). Enfin le Theoreme 1 est demontre au Paragraphe 3.

2. Un peu de methode de Mahler

Nous n'aurons besoin que du theoreme d'independance algebrique utilise dans
([D3]). Toutefois, nous choisirons de donner la preuve d'un analogue plus complet du
theoreme principal de ([Bl]). La preuve ne s'ecarte de ([Bl]) que pour des questions
d'ultrametricite et est donnee pour la tranquillite du lecteur.

DEFINITION 1. Soit P(z) = YlLo"'^ u n polynome de C[z] de degre d > 2, p
l'unique reel positif tel que \ad\ = maxo</<</-i{|a,-/o''~1|, \pd~lW- On definit alors
l'operateur T de Vr = {z 6 C \ 0 < \z\ < p] dans lui meme par T(z) = [P(l/z)]~l

et par T1 son s-ieme itere.

Nous allons demontrer le theoreme suivant:

THEOREME2. Soitfy,... ,fm desfonctionsde Cdans Cayantundeveloppement
de Taylor convergeant dans unvoisinage V de zero de type \z\ < r < 1 et a coefficients
dans une extension finie k\ de k. Supposons que ces fonctions sont algebriquement
independantes sur C(z) et qu'il existe des fractions rationnelles at(z) et bi(z) (1 <
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i < m) dans &i(z) telles que

fiiz) = a,(z)/,(T(z)) + b,(z), 1 < i < m.

Alors pour tout a algebrique non nul appartenant a V D VT tel que pour tout entier n,
T"(a) n'est zero d'aucun a,(z) et pole d'aucun £,(z), les nombres j\(a),... ,fm(a)
sont algebriquement independants sur k.

Etablissons les quelques lemmes preliminaires necessaires et analogues a ceux
de([Bl]).

LEMME 1. Pour tout z appartenant a VT et tout entier naturel n:

PREUVE. deg(F(l/z)) = deg(^I = oa,zr f" ') — rfdeg(z) = deg(ad) - ddeg(z),
d'oii deg(T(z)) = d deg(z) — deg(ad). On conclut en calculant le s-ieme terme de la
suite recurrente un+\ = dun — deg(arf) qui est le translate d'une suite geometrique de
raison d. „_ D

Pour P € k\X\,... , Xm], on definit sa hauteur h(P) comme etant la hauteur
logarithmique absolue de Weil definie par l'ensemble de ses coefficients. Pour tout
corps L contenant les coefficients x-, de P:

h(p) = > . TT—r;

ou la somme est etendue a toutes les places de L, d{v) designe le degre residuel
sur Fq en la place v, normalisee par le fait que v(L) soit l'ensemble constitue des
entiers relatifs et de {+00} et le maximum est pris sur tous les coefficients de P. Soit
K une extension finie de k. On deduit aisement du Theoreme 2 de ([P]) le critere
d'independance algebrique suivant.

LEMME 2 (Philippon). Soit 0 = {9\,... ,8m)un element de Cm, supposons qu'on
ait quatre fonctions croissantes 8, a, e et p de N a valeurs dans les reels plus
grands que 1 et pour tout entier n, une famille de polynomes Q\,n,.. • , £?«(«),« 6
K[Xi, ... , Xm] de degre total < 8(n), de hauteur < a(n) sans zero commun dans la
boule deg(z — 0) < —p(n) et satisfaisnat

-00 < max deg(Qj,n(8)) < -e(n).
l</<«(n)
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On suppose en outre S(n) < a(n), e(n) < p(n + 1), que pour un entier t, on ait
(8 + a)(n) qui tend vers +oo et [e/(8 + o)8'](n) qui croissent avec n, et que pour
tout c reel suffisamment grand, ne dependant que de K et 6, on ait:

1 > c(8 + aXn)S'-'(n) [e(n + 1)' + p(n + 1)'J .

Alors le degre de transcendance sur K de K(0u ... ,6m) est superieur a t.

Dans les lemmes qui suivent, on se place sous les hypotheses du Theoreme 2. On
designe par Q, C2, . . . des reels positifs ne dependant que de a, des fonctions / , , ait

bi (1 < i < m) et du corps k{ et par Di(N), D2(N),... des fonctions ne dependant
que des parametres precedents et de N.

LEMME 3. Soit f(z) = ( / i(z) , . . . ,/m(z)) un m-uplet de fonctions satisfaisant
les hypotheses du Theoreme 2 et N un entier naturel > Clt il existe un polynome
R(z,X)eA[z,Xu... ,Xm)telque:
(a) les m + 1 degres partiels de R sont < N;
(b) EN(z) = R(z, f(z)) n'est pas indentiquement nulle et s'annule en zero a un

ordre v(N) > C2N
m+l.

PREUVE. II s'agit de resoudre un systeme lineaire ayant plus d'inconnues que
d'equations, EN(z) est non nulle car-Jes fonctions / i ( z ) , . . . ,fm(z) sont algebrique-
ment independantes. •

Soit B l'anneau des entiers sur A de iti, c(z) e B[z] tel que c(z)a,(z), c(z)Z?,(z)
soient dans B[z] pour 1 < i < m. Posons p(z) = DzdP(l/z) oix D est un
denominateur appartenant a A des coefficients du polynome P. On considere alors C3

un majorant entier naturel des degres des polynomes c(z), c(z)at(z), c(z)Z?,(z) (pour
I < i < m), p (z), p(z) et C4 un majorant de leur hauteur et de D.

On definit done (toujours comme dans ([B2])), une suite de fractions rationnelles
Rn(z, X) € A(z)[Xu ... ,Xm] par: R0(z, X) = R(z, X) et la relation de recurrence

/?n(z,X) = c(z)Np(z)Nd"-'Rn-dT(z),a(z)X + b(z))

ou les lettres grasses a et b designent les vecteurs coordonnees dont les composantes
sont les lettres non grasses correspondantes et dn = C3(l + d -\ 1- d"~l) + d". On
prouve alors les estimations suivantes.

LEMME4. (a) degx^n(z,X) < Â ;
(b) degz Rn(z, X) < dnN < 3C3d

nN et Rn(z, X) € A(z)[Xu ... , Xm};
(c) h(Rn(z, X)) < h(R0(z, X)) + C6d"N;
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(d) soit (afj,n)je/v-.+i les coefficients du polynome Rn(z, X) pour n > Dt(N), maxj,n
deg(ajin) < QdnN.

PREUVE. (a) et (b) arrivent aisement par recurrence, (c) et (d) la formule de
recurrence montre qu'il existe un reel C5 tel que pour toute valeur absolue | !„ de K,

il s'ensuit par sommation sur les places de K:

h(Rn(z, X)) < ft(/?n_,(z, X)) + C5(d"N + N)

d'ou le resultat. D

LEMME 5. En conservant les notations des Lemmes 3 et 4 ainsi que celles du
Theoreme 2, pour tout N > C-i et n > Dj(N) on dispose des inegalites:

-Csd"v(N) < deg(Rn(a,f(a))) < -C9d
nv(N).

PREUVE. Comme dans ([Bl]), la preuve vient-du Lemme 1 precedent et du fait que
Rn(a, f(a)) = EN(T"(a)) n ^ W T ' (a))p(T^ (a))d—']". D

Procedons alors a la preuve du Theoreme 2. On construit la suite de polynomes
Qn(X) 6 B[XU ... , Xm] en posant:

ou D' est un denominateur de a.
Grace au Lemme 1, pour n > D3(N) on a:

degx <2n(X) < Â , h(Qn(X)) < Clod"N.

Comme v(N) > Nm+l, le Lemme 4 (d) et les inegalites precedentes entrainent que
Qn{z) ne s'annule pas dans la boule

deg(z-f(a)) < Cnd"v(N),

ou on choisit de plus Cu > C9.
Appliquons alors le Lemme 2 avec 9 = (f\(a),... ,fm(a)), t = m, u(n) = 1,

e(n) = Cgd
nv(N),p(n) = Cnd"v(N), 8(n) = N,a(n) = Ciod"v(N). Ce choix

permet de verifier toutes les estimations necessaires pour prouver que fi(a),...,fm (a)
sont algebriquement independants sur k.
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3. Independance de quelques fonctions

Comme c'est usuellement le cas pour appliquer la methode de Mahler, nous allons
prouver 1'independance algebrique de quelques fonctions. On utilisera les lemmes
suivants.

LEMME 6. Soit A(X) un polynome de C[X] de degre < q et f une fraction ra-
tionnelle dans C(X) telle que:

f (X") = f (X) + A(X);

alors f est constante et A est nul.

PREUVE. Si a est un pole de / alors al/q est un pole de / (Xq) et done, au vu de
l'equation fonctionnelle, egalement un pole de / . De meme pour tout entier h, a1/q"
est encore un pole de / . Comme / n'a qu'un nombre fini de poles, il existe un entier
j > 1 tel que a = a1** et done a € F^. L'iteration de la relation fonctionnelle prouve
que f (Xqi) = f(X) + Aj(X) ou Aj(X) est un polynome. La decomposition en
elements simples sur C de / montre que le terme polaire d'ordre maximal dans f (X)
est de la forme c/(X — a)', et que dans / (X^) il est c/(X — a)"1'. Done / n ' a aucun
pole a distance finie, c'est un polynome, la conclusion du lemme resulte de l'examen
du degre des deux membres de l'equation. •

LEMME 7. Soit A(X) un polynome de C[X], b un element de C n'appartenant
pas a Fq tel que A (b) ^ 0, t un entier naturel non nul. II n 'existe aucune fraction
rationnelle f telle que:

f(X")=f(X)+
- by

PREUVE. Si a est un pole de / alors al/q est un pole de / {Xq) et done, au vu de
l'equation fonctionnelle, un pole de / si b ̂  a1/q. De proche en proche, si a est tel
que pour tout entier h superier a 1, b ̂  ai/qh, on demontre comme au Lemme 6 que
a n'est pas un pole de / . Si maintenant a est un pole de / different de b, d'apres
l'equation, a est un pole de / (Xq) done aq est un pole de / . De proche en proche,
si a est tel que pour tout entier h, b ̂  aq\ on demontre comme au Lemme 6 que a
n'est pas un pole de / . Done si a est un pole de / , il existe un entier j > 1 tel que
b = a}/qi et il existe un entier j ' tel que b = a* , c'est absurde car b n'appartient pas
af,. •

Pour tout entier i > 1 on considere la fonction / , de C dans C analytique dans le
disque non circonferencie dont un centre est 0 et de rayon l/q meromorphe dans le
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disque de rayon 1 et definie par l'expression:

zi,

t o (1 - 7z«*)'
Des fonctions definies par des expressions proches de celles donnant les / , se

rencontrent frequemment en caracteristique zero (voir par exemple [B2, N]). Comme
il est clair que fp (z) = [f\ (z)]p, le theoreme suivant est le meilleur possible.

THEOREME 3. Les p — 1 fonctions /,-(z) (1 < i < p — 1) sont algebriquement
independantes sur C(z).

PREUVE. Prouvons par recurrence sur l'entier i < p — 1 que les fj (z) (1 < j < i)
sont algebriquement independantes sur C(z). Pouri = l,indiquonsplusgeneralement
qu'une fonction qui a une infinite de poles est transcendante sur C(z). En effet, si une
telle fonction / (z) est algebrique alors il existe un polynome P(z) dans C[z] tel que
P(z)f (z) soit entiere algebrique sur C[z\. Comme/ (z) possede une infinite de poles,
on aboutit a une contradiction en examinant une relation de dependance integrale.

Par hypothesede recurrence, si les fonctions/;(z) (1 <j< J) sont algebriquement
independantes sur C(z), il existe un polynome irreductible P 6 C[X0, X\,... , X{] —
CfXo], engendrantl'ideal des relations dedependances des fonctions/; (z)(l <j< i)
sur C tel que pour tout z dans le disque de convergence on ait

et done que:

II existe alors un entier Af tel que

soit un polynome et done on a un element R e C[X0, Xit... , Xt] tel que

PW(XO, Xu...,Xl) = R(X0, Xi,... , X,) P(X0, Xu ... , Xi).

La comparaison des degres en Xj (I < j < i) dans cette relation prouve qu'en
fait R € C[X0]. Nous allons prouver par l'absurde qu'il n'existe aucun polynome
satisfaisant ce type d'equation qui ne soit pas dans C[X0].

Soit l'anneau E = | J A i 0 C[X^P"\ U = UA>0 clx^"") son corps des fractions.
Considerons Q un polynome de E[XU ... , Xt], de degre total en (Xu ... , Xt) stricte-
ment positif et minimal, satisfaisant a la propriete (P):
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[8] Independance algebrique de periodes 15

(P) il existe un element R(X0) € U tel que:

l X, - X° ... , X, - *° ) =
( i — ' A O ) ( i — i xoy /

R(X0) Q(X0, Xu..., X , ) .

Pour tout entier y (1 <j < i) la derived de Q par rapport a Xj satisfait encore a la
propriete (P) et est de degre total strictement inferieur a celui de Q. II s'ensuit que Q
est de la forme:

Q(X0,

ou j = 01»• • • »ji) et les Cj, Cj sont dans E.

Comme U est stable par extraction de racines p -iemes, l'hypothese de minimalite du
degre de Q, prouve que les c, ne sont pas tous nuls, appelons c;o un tel coefficient non
nul. En examinant les termes de degre partiels 1, il vient: CJ0(XQ) = /?(Xo)c,o(Xo).
De meme, si j est un multi-indice correspondant a un terme du degre total de Q, on
a: Cj(Z') = R(X0)Ci(X0). On a alors q(X2)/c,0(^2) = ci(X0)/cj0(X0), qui est une
egalite de fractions rationnelles de C(X\lp ) (pour un certain m). On en deduit par le
Lemme 6 que Cj(Xo)/cjO(Xo) est dans C. Prouvons par recurrence descendante sur
la longueur n d'un indice quelconque j que C)(XO)/CJO(XO) est dans C. C'est deja vu
pour j maximal. Soit i de longueur < n, la propriete (P) entratne une identite du type:

BQ. e)

ou les B(j, e) sont des produits de coefficients du binome et les es des entiers plus
petits que les j s (1 < s < i).

Divisant les deux membres de la relation par CJ0(XQ) = R(X0) c>0(X0), et utilisant
l'hypothese de recurrence, on en sort

, q(X0)

ou les d\ sont dans C. La fraction rationnelle definie par la sommation ci dessus est
de degre negatif en Xo, c'est done une constante ou une fraction rationnelle dont le
seul pole est 1/ T. Le Lemme 7 (applique dans l'anneau C\XQP ] pour un certain m)
conclut au fait que q/cyo est dans C.

II s'ensuit que Q(X0, * „ . . . , * , ) = cj0(X0)( £ j_i AyXy- + £ j Aj^f1 • • • X?1)
avec des A; et hj dans C. Identifiant les termes dominants de (P) il vient que
Q(X0, Xu ... , Xj)/CjO{Xo) verifie aussi (P) avec R(X0) = 1. Les termes de degres
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inferieurs a 1 de chaque cote de (P) devant etre identiques, il suit:

ou H(X0) a un pole d'ordre multiple de p en Xo = 1/ T ce qui contredit le fait que
les hj sont non tous nuls et que i < p — 1. •

Nous utiliserons egalement la fonction g(z), analytique dans le disque non cir-
conferencie de centre 0 et de rayon 1, definie par

Cette fonction a une infinite de zeros et est done transcendante sur C(z) ([D3]).
Prouvons comme corollaire au Theoreme 3, l'enonce suivant.

COROLLAIRE. Les p fractions: g(z), /,-(z) (1 < i < p — 1) sont algebriquement
independantes sur C(z).

PREUVE. Si le resultat du corollaire n'est pas correct, il existe un polynome P e
C[Y, Xo, Xi,... , Xp_\] irreductible et de degre minimal D > 1, en Y, tel que pour
tout z dans le disque de convergence:

P(g(z),z,fl(z),...,fP-dz)) = O

et done aussi:

II s'ensuit comme precedemment, l'existence d'un polynome R e C[Y, Xo,.
Xp_]] et d'un entier N tels que:

R(Y, XO,XU..., * , _ , ) P(Y, Xo, Xu ... , *„_,)

= (1 - TX0)
NP I (1 - TXq

0)Y, XI Xl - ° . . . ,

xl
\i — i A-or I

puis on voit, pour des raisons de degre, que R e C[X0]. Ecrivons P comme un
polynome en Y: P(Y) = Y2?=oajY'. L'identificationdestermesen Y' dans la relation
precedente, prouve que a, satisfait la relation (P) de la preuve du Theoreme 3, done
que a, e C[X0]. Ceci contredit le fait que g est une fonction transcendante. •
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Passons enfin a la preuve du Theoreme 1.

PREUVE DU THEOREME 1. Comme deja vu dans ([D3]), la periode de l'exponentiel-
le (T- vyi^-^n e s tega le4( -D 1 / ( « - o n* i ( l ~ r1"9')"1, par consequent n estun
multiple algebrique de [g(l/ 71)]"1. On voit egalement que la derivee logarithmique:

n j - ! Tr -T
n = l

De la, il decoule par derivation que pour tout entier i, I < i < p — I, il existe une
fraction rationnelle 5, 6 Fq(X0, Xt,... , X,-_i) telle que

( i - 1 ) !

avec la convention usuelle 0! = 1.
s ensuit que L = k(g(l/ T), 2_,*=i l/(Tq — T),... , z_,h=i \/{Tq — T)p ') est

un sous-corps de k{n,... , ̂ •(/7~1)), il suffit done de prouver que L est de degre" de
transcendance p sur k. Remarquons alors que

g —i—- = g r^ = (/,(z) - ^j^r) ,
le corollaire precedent joint au Theoreme 2 donne la conclusion. D
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