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Une théorie du corps de classes local non abélien

Francois Laubie

ABSTRACT

A non-Abelian generalization of local class field theory, which can describe non-abelian
Galois groups in terms of the ground field, is given. The absolute Galois group of a local
field is canonically defined up to an inner automorphism and the natural approach of
describing class functions on it leads to Langland’s philosophy. Another way to describe
the absolute Galois group is to rigidify its structure by means of an arbitrary lifting of
the Frobenius automorphism. This point of view is used in the metabelian local class
field theory of Koch and de Shalit and its generalization by Gurevich. Iterating a slightly
modified version of metabelian local class field theory on some fields of norms leads to a
‘non-abelian local class field theory’.

Introduction

Soit K un corps local a corps résiduel fini F,. La théorie du corps de classes consiste a décrire les
extensions abéliennes de K et leur ramification en termes du corps de base K. Le pivot de la @éorie
est 'application de réciprocité d’Artin qui induit un isomorphisme entre le complété profini K> du
groupe multiplicatif K* de K et le groupe de Galois Gal(K,,/K) de I'extension abélienne maximale
de K.

Zink a pio\longé cet isomorphisme en un isomorphisme entre une extension de KX par son carré
alterné A?(K*) et le groupe de Galois de l’extension nilpotente de classe 2 maximale de K (voir
[Zin83]).

Une telle généralisation de la théorie du corps de classes local ne peut pas étre menée a bien
jusqu’au bout, c’est a dire jusqu’a la description du groupe de Galois absolu G = Gal(Kse,/K) en
termes d’objets issus exclusivement du corps de base K, parce que G n’est canoniquement défini
qu’a un automorphisme intérieur pres.

Les ‘principes de fonctorialité’ de Langlands ont permis de contourner cet obstacle et le théoreme
de Harris—Taylor [HT01] est une généralisation non abélienne de la théorie du corps de classes local.
Il y en a d’autres qu’il n’y a pas de raison d’ignorer.

Dans la théorie des ‘micropremiers’ de Neukirch [Neu94], il y a l'idée tres naturelle de décrire
I’ensemble des classes de conjugaison de G a partir du corps de base. La théorie du corps de classes
local métabélien de Koch et de Shalit [KdS96] consiste a décrire un isomorphisme de réciprocité
pour le groupe de Galois de l'extension métabélienne maximale de K dépendant d’une donnée
additionnelle qu’ils appellent un dévissage de Lubin-Tate (a Lubin—Tate splitting) et qui peut étre
vu comme un micropremier de degré 1 au sens de Neukirch.

A Taide de la théorie du corps des normes de Fontaine et Wintenberger [Win83], Gurevich a
proposé une généralisation de cette théorie aux extensions galoisiennes résolubles de classe finie
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maximales de K (voir [Gur98]). Fesenko a également étudié une application de réciprocité non
abélienne qui généralise celle de Koch et de Shalit [Fes01].

Dans cet article, on construit une version légerement modifiée de I'application de réciprocité
de Koch et de Shalit, qui s’applique itérativement a une suite de corps de normes issus de la
théorie de Fontaine et Wintenberger. Il en résulte une description récursive du groupe de Galois
absolu Gi. Cette description n’est pas complete faute d’avoir pris en compte la ramification. Elle
fournit néanmoins des généralisations naturelles a la plupart des théoremes principaux de la théorie
classique du corps de classes local. Koch et de Shalit ont formulé dans [KdS96] ‘certains de leurs
théoremes dans un cadre plus général que nécessaire’ parce qu’ils prévoyaient que ‘leurs méthodes
seraient généralisées au-dela du cas métabélien’. C’est ce qui est fait dans cet article.

Dans toute la suite, un dévissage de Lubin—Tate sur K est fixé ; il s’agit d’'un automorphisme
de Frobenius ¢ € G qui détermine une section de la suite exacte

0—>G?<—>GK—>Z—>O
b1

ou GY = Gal(Kgep/Kpy) est le sous-groupe d’inertie ; la restriction de ¢ a Ky, est 'automorphisme
de Frobenius dans Gal(K,,/K).

Le but de 'article est de construire un groupe complet & (K, ¢) a partir de K et de ¢ et un
isomorphisme continu de B(K, ¢) sur Gg possédant les propriétés attendues d’une application de
réciprocité. Les questions liées a la ramification s’averent délicates ; elles ne sont pas abordées ici.
La stratégie se décompose en trois étapes :

(1) donner une description du groupe de Galois absolu G de K en termes de séries formelles a
coefficients dans des corps finis provenant de la théorie du corps des normes et de la notion
d’étiquetage de Lubin—Tate due & Koch et de Shalit [KdS96] ;

(2) interpréter ces séries formelles comme des isomorphismes de certains groupes formels grace
a la théorie des groupes et des applications de réciprocité de Koch et de Shalit [KdS96] ;
I’analogue de I'application norme dans les groupes de Koch—de Shalit permet d’en faire un
systeme projectif compatible avec les applications de réciprocité et de définir ainsi un groupe
de Koch—de Shalit absolu isomorphe a G ;

(3) décrire récursivement a partir du corps K, en termes de séries formelles, ce groupe de Koch—de
Shalit absolu et l'application de réciprocité, grace au choix d'une famille convenable
d’extensions compatibles et arithmétiquement profinies de K qui recouvrent K., qui ne
dépend que de K et de ¢. Cela donne, pour tout entier d > 1, une description du groupe
de Galois G4(K, ¢) de I’extension galoisienne maximale de K fixe par ¢? et la description de
Gk =1imGy(K, ¢) en résulte.

d

Dans la section 1, nous donnons les grandes lignes de la construction de I'application générale de
réciprocité en ne précisant que les détails strictement nécessaires sur les outils utilisés. C’est ainsi
que, pour tout ce qui concerne la théorie du corps des normes, le lecteur est renvoyé a I’article [Win83]
bien que, dans tout ce qui suit, cette théorie soit cruciale ; elle permet notamment de se passer des
séries de Coleman utilisées par Koch et de Shalit [KdS96]. La section 2 est le développement de la
section 1 : elle en contient les démonstrations ; on établit aussi que les théorie du corps de classes
local et du corps des normes commutent. La section 3 est consacrée a I’énoncé détaillé d’un théoreme
du corps de classes local non abélien sur le modele du corps de classes local abélien classique, ce qui
nécessite de décrire auparavant le groupe de Koch—de Shalit absolu en termes de séries formelles.
Nous terminons en signalant les liens entre cette théorie, celle de Gurevich et celle de Fesenko.
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1. Résumé de la construction

On rappelle que ¢ est un dévissage de Lubin—Tate sur K fixé une fois pour toutes.

1.1 Etiquettes
Pour toute extension L C K, de K, on désigne par L le complété de I'extension maximale non
ramifiée L,, de L contenu dans un complété fixé I/(;e/p de Kyep.

Une extension séparable L/K est dite compatible si elle est de degré résiduel f fini et si elle est
fixe par ¢f ; si, de plus L /K est finie, ¢1, = @7 est un dévissage de Lubin-Tate sur L et ce sera le
seul qu’on considerera.

Il existe une unique famille d’uniformisantes {wy, € E}, L parcourant les sous-extensions finies
de Kyep/ K, telle que NM/Z(WM) = wy, si MO L et que wy, € L si L est compatible. On dit alors
que wy, est I’étiquette de L.

Il s’agit, en fait, du cas particulier le plus simple de la définition originale des étiquettes donnée
par Koch et de Shalit dans [KdS96].

Si L/K est une extension séparable infinie compatible, on définit 1’étiquette wy de L comme la
famille d’étiquettes {wpg} ou E/K parcourt les sous-extensions finies de L/K telles que L/E soit
totalement ramifiée.

Si, en outre, L est une extension arithmétiquement profinie de K, son étiquette woy, est une
uniformisante de son corps des normes.

Désormais la notation wy, est réservée aux étiquettes.

Un dévissage de Lubin—Tate détermine aussi canoniquement une famille de groupes formels de
Lubin—Tate : si 'extension L/K est finie et compatible, il existe un unique groupe formel de Lubin—
Tate sur L associé & l'uniformisante @y, de L dont le module de Tate est engendré par wy, , (voir
[KdS96]). On dit que c’est le groupe étiqueté de L et on le note F,.

Dans tout ce qui suit, les seuls groupes formels que ’on considere, sont des groupes formels de
Lubin—Tate ; en outre, si F' est un groupe formel de Lubin—Tate associé a une uniformisante ,
les seuls endomorphismes de F' que l'on considére sont ceux qui commutent avec la série [7](X) =
7X mod X2 qui caractérise F par [r] € End(F) ; cette précision n’est utile qu’ en caractéristique
non nulle.

1.2 Corps de normes (voir [Win83])
Tous les plongements de corps valués que ’on consideére sont supposés continus.

Pour toute extension de corps E/F et tout groupe d’automorphismes G de F', on note Autg
(EJF) ={0 € Aut(F) ;0(K) = K,o |k€ G}.

Etant donnée une extension galoisienne arithmétiquement profinie L de K de groupe de Galois
G, son corps des normes Ny (L) est canoniquement muni d’un groupe d’automorphismes Mg (G)
isomorphe a G ; il y a une équivalence de catégories notée 9y /i entre la catégorie des extensions
séparables de L et des L-plongements, et celle des extensions séparables du corps des normes g (L)
de L/K et des 9k (L)-plongements, induisant un isomorphisme,

Nyjxe = Autg(M/L) — Autey, () (N (M) /Ni (L)),

pour toute extension séparable M de L (pour M = L, c’est l'isomorphisme déja cité de G sur
Nk (9))-

Cet isomorphisme est, de fagon naturelle, compatible avec la ramification. L’extension 9N, x(M)
du corps local Mg (L) est arithmétiquement profinie si et seulement si M /K D'est et dans ce cas,
Noe ()N (M)) = Nk (M) et, pour tout K-automorphisme o de Kgep tel que o(L) = L
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et o(M) = M, mmL/K(M)/mK(L)(mL/K(a)) = My/i(0). Cest ce que l'on appelle les propriétés
de transitivité des corps de normes.
On peut effectuer les identifications suivantes :

mL/K(Ksep) = snK(L)segm
sﬁL/K([(m“L) = mK(L)m"y

—_~

N=(KL) = N (L) C Nic(L) sep-

Si, de plus L/K est compatible, Mk (¢r) est un dévissage de Lubin-Tate sur Mg (L) et le fonc-
teur Ny, applique les extensions compatibles de L sur les extensions compatibles sur Ng(L) en
conservant les meémes étiquettes ; donc @y, = wy, (1) et nous pouvons autoriser I'abus de langage :

Ny (oL) = oL

1.3 Projections canoniques des corps de normes
Soit L/K une extension arithmétiquement profinie et compatible et soit Fy, son corps résiduel. On

peut identifier les extensions de corps ‘ﬁf{(f(L)/‘ﬁK(L) et Fy((wr))/Fy, ((wr)) (sauf dans le cas ou
car (K) =0 et ou l'extension L/K est finie, auquel cas l'identification est purement ensembliste).

Le corps résiduel Fq de KL se plonge dans le corps de normes I I?(IN( L) de la fagon suivante :

soit £ appartenant au corps résiduel de KL et soit z le représentant de Teichmuller de ¢ dans
la sous-extension modérément ramifiée maximale M /IN( de K L/IN( alors la suite des z!¥ ’M]_l, E
parcourant les sous-extensions finies de KL /M, définit un élément £ de N I?(IN( L) et &€ estle
plongement retenu ; le plongement du corps résiduel F,, de L dans 9x (L) est défini de maniere
analogue.

Pour tout entier d > 1, on note K, I'extension non ramifiée de K de degré d et, pour toute
extension séparable E de K, on note E; = K F.

Etant données deux extensions arithmétiquement profinies M et L de K ou de K telles que
L C M, on a, par définition, N (KL)* = lim E* (respectivement 9z (KM )" :~li£1Ej) le~S
limites projectives étant définies par les normes entre les sous-extensions finies £/K de KL/K
(respectivement de K M/K). Le systeme projectif définissant Mz (K L)* étant un sous-systeme de

celui qui définit O f((f{ M)*, il en résulte un homomorphisme de groupes canonique (dit projection
canonique) :

Ny Np(KM)* — N (KL)*
qui applique N (M)* dans Nx(Lg)* ou d est le degré résiduel de M /K, et qui coincide avec la
norme Nj,, JRL quand lextension M/L est finie.

Si I'image canonique (par NM/L) de
Zﬁz?ﬁw € Fy((wm)) = Ny (KM)
est
ZOMFE € Fy((wL)) = N (KL),
on note Z

Uy <Z @‘XZ) =) X,

¥/, est un endomorphisme du groupe multiplicatif de F,((X))*, sauf dans le cas ott car(K) = 0 et
ou l'extension L/K est finie. A cause des propriétés de transitivité des corps de normes, les notations
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N M/ et Uy gardent un sens évident quand M est une extension arithmétiquement profinie d’un
corps de normes de la forme g (L) ou Nz (K L).

Il est parfois plus approprié d’indexer les projections canoniques avec les corps de normes :
NmK( M)/Rpe (L) = N M/Ls Ce qui, compte-tenu des propriétés de transitivité des corps de normes, ne
présente aucun inconvénient.

1.4 Description des groupes de Galois en termes de séries formelles : les groupes
gL(Ka (;b)

Supposons de plus que M et L soient des extensions infinies et compatibles de K telles que K,,, L/ K
et K,,M/K soient galoisiennes avec L C M.

Soit o un K-automorphisme de Ky tel que oy, = ¢”. Larestriction a ’XII?(IN(M) de ‘ﬁf{M/f((a)
est un automorphisme de f{(k M) =TF,((wpr)) déterminé par le couple
(v,00(X)) € Z x XTF[[X]]

tel que
Ny () <Z Wﬂfw) = Z ¢" (ai)on ()’

pour tout Y. a;wwh, € Fy((wm)).
_Alnsi Gal(K,,,M/K) s’identifie & un groupe, noté Gu (K, ¢), formé de couples (v,03(X)) €
Z x XF,[[X]] pour la loi :
(b, T (X)) (v, 001 (X)) = (w0 + v, ¢Fonr o Tar (X))
ou ¢Hoys désigne 'action coefficient par coefficient de ¢ sur la série oy.

Supposons, de plus, que 'extension M /K (respectivement L/K) soit galoisienne de degré résiduel
du (respectivement dp). Les séries op(X) sont alors a coefficients dans le corps fini F 4y, et

C:M(K, ®) se projette sur
Gu (K, ¢) = {(7,00m(X)) € Z/dmZ x XFyay, [[X]] 5 (v, 00 (X)) € Gur (K, $)}

qui s’identifie & Gal(M/K) et le diagramme suivant commute.

Gal(M/K) can. Gal(L/K)

gM(Kv ¢) gL(Kv ¢)

can.XVp/r,

Z/dMZ X ]quM HXH

2)d1 % F g, [X])

Ainsi le groupe de Galois absolu G s’identifie au groupe

G(K,¢) =lim G (K, ¢),

L

L parcourant n’importe quel ensemble d’extensions galoisiennes, compatibles, infinies et arithmé-
tiquement profinies de K qui recouvrent K.
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1.5 Groupes de Koch—de Shalit

Pour tout corps discrétement valué E, U(F) désigne le groupe des unités de E et (U(E)) sa filtration
usuelle.

Soit L le corps des normes Mg (L) d'une extension galoisienne, compatible £/K ; soient g =
Ny (Gal(L/K)), I' = Auty, (L, /L), G = Autg, (Lap/L), H = Gal(Lap/Lny) et dp, le degré résiduel
de L£/K. Ces hypotheses contiennent le cas ou £/K est une extension finie, c’est a dire ou L = L,
gr = Gal(L/K), I' = Gal(L,,/K), G = Gal(Ly/K), etc.

Pour tout entier i > 1, soit L;) le corps de classes du sous-groupe (wp)UY(L) de L* de

sorte que ijm = U, L;) est le corps de classes de (wp) et soit L; :‘IIZ/lK(LZ-)) ; les corps

Lab7L,<;zL>7ﬁab, Lfl‘é’” =U; Ly = ‘ﬁK(Lf;ém), ont la méme étiquette wy,, = {wr, }.

Nous avons le diagramme suivant.

ot p—— 2 ULy

Le groupe de Koch-de Shalit G(gr,wy,) est

G(gr,wr) = {(7,0) €T x U(L)o1(b)/b = (wr)/wr}
pour la loi (y1,b1)(y2,b2) = (7172, b171(b2)) (voir [KdS96, §2.2]).

Le noyau de la premiere projection est {1} xU (L), autrement dit, on a la suite exacte de groupes :

1—U(L) —G(gr,w,) —T ——1

1.6 Application de réciprocité de Koch—de Shalit

THEOREME 1 (Koch et de Shalit [KdS96]). Soit F, est le groupe étiqueté sur L ; pour tout
v € T, soit vFj, Iimage coefficient par coefficient de la série Fy ; pour tout b € O(L), soit

bl F, ~F, (X) € O(L)[[X]] I'unique isomorphisme de groupes formels de Fy, sur vF, défini sur O(L)
tel que [b] g, 4r, (X) = bX mod X? et tel que [b]p, r, © [a]lp = [a]yr o [b]F, 4y, pour tout a € O(L).
Il existe un unique isomorphisme ¢, de G(gr, ) sur G tel que
V(y,b) € Glor,@L),¥i > 1, 1p(v,b)(wr,) = ¢ ' [blryyry (L)
et tel que le diagramme suivant commute
1—U(L) —=G(gr,wr) —=T ——1

laL l

1 H G T 1

ott ap :u+ (u™t, Ly /L) désigne 'inverse de 'application de réciprocité d’Artin.
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Soit M =Ny, x (M) ot M/K est la sous-extension galoisienne maximale de L4/ K fixe par ¢r,
et soit

G = Auty, (M/L) = G/Gal(La/M) = G/((¢1) X [G, (¢1)]).

Nous avons le diagramme suivant.

H
Lm" Mm" S Lab
(L) ‘ / (L)
rl L M U Ly

gL

<

(L’absence de symbole au bas du diagramme indique que les groupes I', gz, G ne sont en général
pas des groupes de Galois, sauf si [£ : K| < +00.)

Soit 7, la restriction de l'application de réciprocité de Koch—de Shalit définie par V(v,b) €
G(gr, @), in(7,0) = ¢n(v,b)|m-
PROPOSITION 1. Soit Vg, (wy) le sous-groupe fermé de U(L) engendré par {g(wr)/wr, ; g € g1} ;

i1, est un homomorphisme surjectif de G(gr, @) sur G de noyau le sous-groupe {67} ,e7 % Voo (L)
de G(gL, wL) .

1.7 Interprétation en termes d’isomorphismes de groupes formels

Pour tout (v,b) € G(gr,wr), soit v, € Z tel que VK, = ¢ et soit 7, la classe de v, modulo
dr, le degré résiduel de £/K. On rappelle que F, désigne le groupe étiqueté sur L, que Fy, est sa
réduction modulo wy, (coefficient par coefficient) et que vFy, est I'image de Fp, par 7 (coefficient
par coefficient). La réduction [b]p, 4, modulo wy, de la série [b]p, yr, est un homomorphisme de
groupes formels de F, dans ¢ F, a coefficients dans F_q qui ne dépend que de v, et de b ; on note :

{0}y, = [Blrp -
La série ﬂij”/M({b}”W (X)) est a coefficients dans F a;, et ne dépend que de b et v, ; on note :

(8)5, (X) = 0,011, ({8}, (X)),

PROPOSITION 2. Soit (v,b) € G(gr,w™r) et soit v, € Z tel que YK, = ¢¥7 ; alors :

(i) mZLab/Z(LL('y, b)) (wr,,) = {b}y,(wL,,) ; autrement dit, I'application de réciprocité de
Koch-de Shalit induit un isomorphisme (vy,b) + (v, {b}, (X)) de G(gr, @) sur le quotient

G (K, 9) de G(K, ¢).

(i) Mar/r (v, b)) (wnr) = (b)p, (wnr) ; autrement dit, I'application de réciprocité de Koch—de
Shalit induit un homomorphisme surjectif (7y,b) — (5, (b)z, (X)) de G(gL, ™) sur le quotient

On peut réitérer cette construction en partant de (Mg (M), Ny (G)) au lieu de (L, gr). Pour
cela on a besoin de I'analogue de la norme dans les groupes de Koch—de Shalit.

1.8 La norme dans les groupes de Koch—de Shalit

Soit £’ une extension de K, galoisienne, arithmétiquement profinie, compatible et contenant L ;
soit L' = Mg (L") et soit gy = N (Gal(L'/K)). On note G’, I, ... les objets correspondant a G,
[,... associés & L' et d = d./dy, le degré résiduel de L'/L.
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Soit
rpy Gler, o) — Glar, @),
(7, 0) = (7,b)
o v = Ng/k(9le..), 9 € Gal(Ly,/K) étant défini par 7' = Ng(g) € TV, et ot b = [[oc;y
¢iL(NL//L(b’)) ; on rappelle que NL//L = Nﬁ//ﬁ est la projection canonique définie en §1.3.

PROPOSITION 3. Le diagramme suivant commute.

(’7’,{%)!—)(17,\// 7(b/)l7 / )

~

Glgr, @) —= a > Gar (K, )
Lpt can /
L /L G’ = gL,<d>L/> (K, Qb) can. X9y np
ab
can can. ZAdXﬂL;b/Lab
G(gL,@L) -G - Gu (K, ¢)
L Can. . %}:)H(w(b)w)
G =G o (K, 9)

ab
(Dans la fleche verticale de droite I'application ‘can.’ est la projection de Z/dy 7 sur 7/dZ.)

COROLLAIRE. Supposons de plus que L' /L soit abélienne. Soit v € T". Alors il existe b’ € U(LN’)
tel que ¢/ (0')/V' =+ (wrr)/wr et on ay' = 1p(v,b)|r;, avec (v,b) = rp (¥, 0), c’est a dire avec

b= TTocica ®5(No /() et ¥ = Neyx (Mg (V) ).

1.9 Le groupe de Koch—de Shalit absolu

C’est la limite projective des groupes de Koch-de Shalit G(gz, ;) sous les applications r7//z,
L, L’ parcourant les extensions galoisiennes finies compatibles de K ou encore L, L’ parcourant
les corps de normes d'une quelconque famille d’extensions galoisiennes arithmétiquement profinies
compatibles de K recouvrant K.

On rappelle que Ky désigne 'extension non ramifiée de degré d de K.

Soit M () Pextension galoisienne de K, résoluble de classe n sur K, invariante par ¢¢ et maxi-

0) _ : (n) _ " : n)  _

male pour ces propriétés (M~ = Kg), soit w, =w son étiquette et soit g, =
‘ﬁK(Gal(M /K))

Alors le groupe de Koch—de Shalit G(g o ,w P ) s’identifie & un ensemble de Couples (v, 5 dn (X))
et tout d' | d, N (”)/M;jl’)(fz(in)( )) g (Wd/ ) avec

<n
(v, 51(17/)(X)) € G(gl(i, ) wl(; )). Pour n > 1, laloi de groupe est, (avec les notations de la Proposition 3
qui sont rappelées un peu plus loin) :

€5 () = (v + 1, €500 0 (£077),).
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L’application de réciprocité est :
Gl =) L ngH)(K %)
(.65 (X)) = (7, (60"), (X))

ou v est I'image de v modulo d,

{fl(jn)},,(X) est 'image de la série [5; )(wl(jn))] )(X), par la réduction modulo wc(l"), chn)

Fén) 7¢,}Fén

étant le groupe formel étiqueté du corps ’ﬁK(Mlgn)).

Rappellons la loi de groupe de G, 1) (K, ¢) donnée au §1.4 :
d

@, (€5)) (11, (S p) = (7 + 1, " (1) 0 (€57),).
Pour n =10, on a
MO = Kg, o) = @i, 8 = (6"} vezyaz =~ Gal(Kq4/K),

G(gglo),wc(l )) 7 x U(K4) avec la loi de groupe (v,u)(p,v) = (v + p, ug”(v)), alors G(gglo),wc(lo)) o~
Gal((Kd)ab /K) ; Pextension abélienne de K, qui est corps de classes pour le sous-groupe (wg) de
K est en fait galoisienne sur K, c’est M(g ), et, pour tout u € U(Ky), Ll(i )((0 u)) = ( -1 Mél)/Kd)
(avec Ma(, ) = (Kd)gﬁd>) ; pour la suite une unité u de K est identifiée a la série £d (X) € Fa[[X]]

telle que féo) (wk) = u, la série féo) (X) étant vue comme étant a coefficients dans le systeme de
représentants multiplicatif de F o dans Kj.

Pour n =1,
M = iz/dz x U(K4)) = K,$) ~ Gal(MV /K
85" =l (Z/dZ x U(Kq)) = Gy, (K, ¢) = Gal(M, " /K)

est constitué de couples (v, {5&0)}V(X )) € Z/dZ x F[[X]] s'identifiant aux automorphismes de
‘IIK(Ma(,l)) o~ qu((wy))) qui operent sur [F s comme ¢" et qui appliquent wl(jl) sur {féo)}y(wél)) ;

G, @) = {wel (x ))GZxF[[XH D0 eM(x0) = (€71,0/x
D) = e >>}~Ga1<<M“ Jan/ K.

Le groupe correspondant défini et noté @d(K ¢) par Koch et de Shalit, est un peu différent :
)

c’est canoniquement un groupe quotient de G(gl(i ,wl(i )) isomorphe & Gal((KdM )ab /K) et leur

application métabélienne de réciprocité définie sur &,(K, ¢) est essentiellement Ll(j ).
Pour n = 2,
2) (1 1 2
5, =1 (Glay =y)) = Gal (MY /),
gg) est constitué de couples (7, (§ P )17( )) € G(ggl),wél)) s’identifiant aux automorphismes de

‘IIK(M(E,Q)) o~ qu((wg))) qui opérent sur F o comme ¢" et qui appliquent wé ) sur ( (1)) (wl(f)) ;

G(gﬁfkwd ) = {7 (X)) € Z x Fy[1X]]
o () /e (X) = ()5 (X)/X 168 (X) =900 0 (€7 (X))} = Gal (M )/ ).
d d
A partir de n = 2, la construction des G(ggn),wl(i )) est générique ; ils constituent un systeme

projectif pour les fleches r ) ), (d]dyn <n'), ousil'on préfere, pour les fleches ¢

n’ n
/My M
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appliquées a la seconde coordonnée ; leur limite projective est le groupe de Koch—de Shalit absolu

(n)

et 'application générale de réciprocité est la limite projective des z; ’ qui est a valeur sur G(K, ¢) ~
Gk.

Notre but sera atteint lorsqu’on aura décrit récursivement a partir de K et de ¢ le groupe

@G(ggn),w;n)) et application liLnZ,(in)-

2. Théorie de Koch—de Shalit et corps de normes

2.1 Etiquetage de Lubin—Tate

2.1.1 E‘tz’quettes. Etant donnée une extension séparable £/ d’un corps F', on note Fg/r la famille
des sous-extensions finies de E/F.

On rappelle que Ky désigne 'extension non ramifiée de degré d de K.

Dorénavant on dira qu’une suite ou une famille {xp}pecr indexée par F C F, Keep/K OU Tp €5t
élément de E est projective (sous-entendu : pour les normes) si on a Ng//p(7g) = xp chaque fois
que E C E'. Ainsi, si L/K est une extension arithmétiquement profinie de degré résiduel d, une
suite projective d’uniformisantes (7g)ger,, «, €st une uniformisante du corps des normes N (L).

LeEMME 1 (Koch et de Shalit [KdS96, Lemma 0.2]). II existe une unique famille projective

d’uniformisantes {wp € F ;E € F_ ¢>/K} indexée par F . KK ; wk est le générateur du groupe
sep

des normes universelles de I’extension K / K.

On rappelle que L L est le complété de 'extension maximale non ramifiée Ly, de L contenu dans
un complété fixé Koo sep de Kgep et que si L/K est finie, N L/K désigne la norme N7 IR

Un étiquetage de Lubin-Tate sur K a été défini par Koch et de Shalit dans [Kd896] comme
la donnée d’une uniformisante 7, de L pour toute extension séparable finie L de K de sorte que,
pour toute extension séparable finie M O L, w1, = Ny (7). Mais dans cet article, on n’utilisera
que Détiquetage de Lubin-Tate qui coincide avec la famille projective {wp € F ;E € F K2 K}
du lemme 1, sur Fy, /i ; son existence et son unicité sont garanties par le fait que, pour toute
extension séparable finie L de K, il existe F € ,7: K4k telle que L C E,;.

DEFINITION 1.

(1) Soit L une extension séparable finie de K. On appelle étiquette de L et on note wry,
I'uniformisante de L,, provenant de '’étiquetage ci-dessus. (Remarquons que si M/L est finie
non ramifiée alors wy = wr).

(2) Soit L une extension séparable infinie de K ; on définit I’étiquette wy, de L comme suit : si
Iindice de ramification de L/K est fini, il existe une extension finie Lo/K telle que L soit
une extension non ramifiée de Ly et wy = wy, ; dans le cas général, on définit 1'étiquette oy,
comme la famille projective {@g,, }per, -

Remarques.

(1) Si M/L est non ramifiée alors wys = wr..

(2) Si L est une extension arithmétiquement profinie de K alors wy, est une uniformisante du corps
des normes Nz (K L) et si M est une extension arithmétiquement profinie de K contenant L

alors NM/L(WM) = wy, ; pour ce qui concerne la projection canonique ]VM/L, voir §1.3.
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2.1.2 FExtenstons compatibles.

DEFINITION 2. Une extension séparable L/K est dite compatible si elle est de degré résiduel f fini
et si elle est fixe par ¢7.

Remarques.

(1) Les extensions galoisiennes compatibles de K sont les extensions galoisiennes de la forme
K'L/K ou K'/K est finie non ramifiée et ou L C Kéfg
(2) Si L/K est une extension compatible finie de degré résiduel d alors les extensions de L compat-

ibles relativement au dévissage de Lubin-Tate ¢, = ¢% sur L sont celles qui sont compatibles
relativement a ¢ sur K.

(3) Toute extension galoisienne finie L de K est contenue dans L/, ou L' = Ly, N Kﬁfg et il
existe une extension finie non ramifiée de L, compatible (et galoisienne sur K'). Voir [KdS96,
Section 0.4].

(4) Soit L/K une extension arithmétiquement profinie et compatible ; 'équivalence de catégories
de Wintenberger N, /5 (voir §1.2) fournit un dévissage de Lubin-Tate My /i (¢r) dont le corps

des invariants est Ny, x (K éfﬁ ) ) et pour lequel les extensions compatibles sur le corps de normes
Nk (L) sont les Ny, i (), E parcourant les extensions de K contenant L et compatibles pour ¢.

De plus si € = Ny, /i (F) est une extension séparable du corps des normes Ny (L) 'étiquette de
€ relativement au dévissage de Lubin-Tate Ny, /x (¢r) sur Nk (L) est we = wp.

Dorénavant on s’autorisera l'abus de langage N, k(®) = ¢ ; c’est un automorphisme de
N (L)sep = Nk (Ksep) qui se prolonge par continuité a son complété.

LEMME 2. Soit L une extension arithmétiquement profinie de K. Si L/K est compatible alors
wy, € Nk (L) ; si, de plus, L/K est galoisienne alors ¢(wr,) = wi,.

Démonstration. 11 suffit de démontrer le lemme pour des extensions L/K finies.

Si extension L/K est galoisienne, par restriction a L, ¢ engendre un groupe fini de K-automor-

(¢)

phismes de L dont le corps des invariants est L N Kgep et si L/K est compatible alors I’extension

LﬂKéf,? cLn Kéfg;

L/LNK s(;?,l est non ramifiée et donc wy, = w
Plus généralement, soit L/K une extension compatible finie et soit M une extension galoisienne,
finie et compatible sur K contenant L (Remarque 3 ci-dessus). Soit dy, (respectivement djy) le degré
résiduel de L (respectivement M) sur K, 'extension LK, /L est non ramifiée donc wy, = wr iy =
NM/LKd (wnm) € LKy, maiswyr € M N Kéeg et les extensions M N Kbge; et LK,4,, sont hnealrement

disjointes sur LKg,, N Kﬁeg donc wy, = N € LKg,, N Kﬁeg C L. Ol

MK ) /LKy, NKSE) ()

2.1.3 Groupes étiquetés. Soit L une extension finie compatible de K & corps résiduel F,, et
soit 7 une uniformisante de L. On note (U%(L));>1 la filtration naturelle du groupe des unités U (L)
et L;y le corps de classes du sous-groupe (m)U (L) du complété profini L* du groupe multiplicatif
de L ; alors L;y est une extension finie totalement ramifiée de L de degré (g — 1)q7 ~1. L’extension
abélienne maximale L., de L n’est autre que Ly, L, ou L, = U@1 Li).

Si F est une loi de groupe formel de Lubin—Tate sur L attachée a 7, pour a € O(L), [a]r désigne
I'endomorphisme de F tel que [a]#(X) = aX modX? et qui commute avec [7]r ; on a L; = L(w;) ou
w; est un point de torsion de niveau i de F c’est a dire tel que [7']p(w;) = 0 et [1° 1] p(w;) # 0. Une
suite d’éléments de torsion w; de niveau i telle que [7]r(w;) = wi—1 pour tout i > 2 et [r]p(w1) =0
est un générateur du module de Tate de F'.
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LEMME 3 (Koch et de Shalit [KdS96, Section 0.3]). II existe une unique loi de groupe formel de
Lubin—Tate Fj, définie sur 'anneau des entiers de L attachée a I'étiquette wy, dont un générateur
du module de Tate soit I'étiquette de I'extension abélienne maximale totalement ramifiée L, c’est
a dire telle que [wr|F, (wr,)) = @wr,_,) pour tout i > 2 et [wr]r, (@, ) = 0.

Remarque et définition 3. Dans le cas plus général ou L est le corps des normes d’une extension
arithmétiquement profinie compatible de K, le dévissage de Lubin—Tate sur L et les étiquettes des
extensions séparables de L sont uniquement déterminés par ¢ et donc il existe également un unique
groupe formel de Lubin-Tate associé a wy, et tel que [wr]r, (wLi)) = wr,_,, pour tout 1> 2 et
[@wL]F, (@r,)) = 0.

On dit que Fp, est le groupe formel étiqueté (ou simplement le groupe étiqueté) sur L.

2.2 Groupes et applications de réciprocité de Koch—de Shalit

2.2.1 Définitions. Cette section développe les §§ 1.5 et 1.6 ci-dessus. On en reprend intégralement
les hypotheses et notations. Rappelons seulement que la notation G = Autg, (Le/L) a déja été
donnée au §1.2 et que G = Gal(Ly/K) = Gal(Ly,/K) dans le cas ot Uextension £/K est finie.

La définition (voir §1.5) du groupe de Koch—de Shalit a été originellement donnée (voir [KdS96,
Section 2.2]) dans le cas ou £ (ou L) est une extension finie de K. Remplacer L par le corps des
normes d’une extension arithmétiquement profinie et infinie de K, revient a associer a L, non plus un
groupe fini, mais un groupe infini compact g7 d’automorphismes de L. Cela ne change formellement
rien & la définition du groupe de Koch—de Shalit G(gr,,wy).

De méme, le théoreme 1 a été établi dans le cas ou le groupe d’automorphismes gy, est fini
[KdS96, Proposition 2.4]. Il reste valide dans le cas général avec la méme démonstration.

Démonstration de la proposition 1. Le diagramme de la proposition 1 (voir §1.6) est I'image par le
foncteur 9,/ du diagramme suivant.

ETLT‘

Mnr ['ab
(or) /
L /M
K
Le groupe de Galois de Lg,/M est le sous-groupe fermé normal de Gal(L,/K) engendré par
¢r ; il contient le sous-groupe fermé engendré par les commutateurs de ¢, : [Gal(Lap/K), (¢1)]
qui est normal dans Gal(L,/K) ; or, d'une part, Gal(L.,/M) C (¢1) x [Gal(Law/K), (¢1)] et,

d’autre part, Gal(M,,/K) est une extension centrale de Gal(M/K) par (¢r) ; il s’ensuit que
[Gal(Lay/K), (¢1)] = Gal(Lap/ Mur) et

Gal(ﬁab/./\/l) = <¢L> X [Gal(ﬁab/K)v <¢L>]

autrement dit

Gal(Lap/M) = (¢r) x [G,{¢r)] ;
Par la théorie du corps de classes local (abélien), 'image de [G, (¢1)] par I'application de réciprocité
d’Artin sur L est le sous-groupe fermé Vg, (wr,) de U(L) engendré par {g(wr)/@r ; g € g1}, donc,
par le théoreme 1, I'image de Gal(Lqa /M) par ¢ est {97}, 5 x Vg, (L) O

COROLLAIRE. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Dextension Eéﬁ” /K est galoisienne ;

(i) G=G/(¢r) ;

(iii) l'extension L/K est non ramifiée.
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Démonstration. Les assertions (i) et (ii) sont équivalentes a Vj, (wr,) = (1) ce qui se produit unique-
ment quand wy, est fixe par gy, c’est a dire quand wy, = wg et cette derniere assertion signifie que
L/K est non ramifiée. O

2.2.2 Normes de Koch—de Shalit. Cette section est le développement du § 1.8 ci-dessus. On en
reprend intégralement les hypotheses et notations. Son objet est la démonstration d’une partie de
la proposition 3 qui servira par la suite a démontrer la proposition 2.

La définition de I'analogue de la norme rr,/;, dans les groupes de Koch—de Shalit a été donnée
(voir [KdS96, Section 2.2]) dans le cas ot L' = L' est une extension galoisienne, compatible et finie
de K qui contient L = L également galoisienne et compatible sur K. Dans ce cas

ry c Gler, @) — G(er, @),
(7, 0") = (7,b)

oy =1L, et ou b= Hogi<d QbiL(NL'/L(b,))-

On rappelle que N 17/ est application norme dans l'extension finie ' / L.

Koch et de Shalit ont montré que rz//;, est un homomorphisme de groupes surjectif dont la
restriction au sous-groupe U (L") de G(gr/, @) coincide avec la restriction & U(L') de la norme de
lextension L'/L et que le diagramme suivant commute.

T //
Glor, ) —> G(gr, w1)

Gal(L,,/K) <" Gal(Lyy/K)

Dans le cas ou L et £ sont des extensions galoisiennes, compatibles, arithmétiquement profinies
et infinies de K telles que £ C L', L et L' désignent leur corps de normes respectif. Supposons,
en outre, que 'extension £/L’ soit finie, alors L’ est une extension finie de L et la définition de
TLL G(gr,wr) — G(gr,wr) est exactement la méme que dans le cas précédent. De plus, le
diagramme suivant commute.

TL'/L

G(gr,wr) —=G(g9r, ™L)

G, can. G
Comme pour le théoréme 1, la démonstration de Koch et de Shalit [KdS96, Sections 2.11 et 2.12]
fonctionne sans aucune modification avec ces hypotheéses. De plus, il ne semble pas que
Pappartenance des étiquettes aux corps de base (qui n’est pas supposée par Koch et de Shalit)
puisse simplifier cette démonstration.

Lorsque 'extension finie £'/L est abélienne, le résultat est reformulé comme suit.

LEMME 4. Supposons que L'/ L soit une extension abélienne finie. Soit v € T". Il existe b' € U(L~’)
tel que ¢/ (V') /b =+ (wp) /o et on ay' =10(¥[L,,,b) avec b= [loc;cq @1 NL /1)

Remarque (Koch et de Shalit [KdS96, Remark 2.12]). Si, en plus des hypotheses du lemme 4, L' /L
est totalement ramifiée et si 7|z, = idg,,, alors on retrouve un théoreme de Dwork : /| =
vp(1,0)| = (b1, L'/L) avec b= Ny (V).

Avant de généraliser ce qui précede au cas ou 'extension galoisienne L£'/L est infinie, il faut
préciser le comportement de 'application de réciprocité de Koch—de Shalit avec le foncteur de
Wintenberger.
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2.2.3 Corps de normes et corps de classes commutent. Comme précédemment, L£/K est une
extension galoisienne, compatible, arithmétiquement profinie et infinie, d;, est son degré résiduel,
Frk est la famille des sous-extensions finies £//K de L/K et L est le corps des normes N (L).

Considérons les images par le foncteur de Wintenberger M., de certains corps de classes. On

a Ny (U EeFein,, Efj:m) = Liﬁ”, Lf;im (respectivement Efj:E) ) étant le corps de classes du

sous-groupe (twy) de L (respectivement du sous-groupe (wg) de E'?)

En fait, on peut montrer un résultat légerement plus précis : soit ¢ > 1 et soit Ly (respec-
tivement ;) le corps de classes du sous-groupe (wp)U'(L) (respectivement (wp)U'(E)) de L*
(respectivement de E*). Pour tous E,E' € F, /Ka, dont le plus petit nombre de ramification
est > i et tels que £ C E’, on a Ey C EZ{) ; donc pour E parcourant ’ensemble de ces corps,
on a Ly =Ne/x(Up Eiy)-

Considérons le systeme projectif des groupes G(gg, wg), ou gg = Gal(E/K), E parcourant les
sous-extensions galoisiennes finies de £/K contenant Ky, , pour les morphismes de transition rg /.
Une telle extension E est compatible sur K. D’autre part, M/ (Im'g) = Np /e (Gal(Lyr /K)) =
I'z et mG(g B, wg) s'identifie canoniquement & G(gr,wr). On a donc défini deux applications :

vp :G(gL,@wr) — G = Autg, (Lay/L)
liin LE - G(QL, ’WL) - 1&1 Gal(Eab/K) = Gal(ﬁab/K)'
PROPOSITION 4. Nous avons v, = N/ (limep).
Démonstration. Soit t = Ny (lim ep) et soit (v,0) € G(g, 7). I suffit de montrer que les restrictions
de ¢(7,b) et de t,(y,b) & toute extensions abéliennes finies de L, coincident. Mais une telle extension

est toujours contenue dans un corps de normes ‘YIK(E’ ) ou L est une extension abélienne finie de £
galoisienne sur K et compatible. Soit donc L' = My (L')/L abélienne, finie, compatible et montrons
que ¢(v,0)|zr, = (v, )|z -

L’ensemble F’ des sous-extensions galoisiennes finies F'/K de £L/K, de degré résiduel dr, pour
lesquelles il existe une extension abélienne finie Er de F' galoisienne sur K, linéairement disjointe
de L/F et telle que L' = EpL, est cofinal dans F /i ; 'ensemble {Er ; F' € F'} est cofinal dans
Frr/i- Alors o = ‘ﬁz/lK(L £(7,b)) est un automorphisme de L, et on note vp - (respectivement )
sa restriction a (EF),, (respectivement & F,. € F'). Il suffit de montrer que 7 = est la restriction

a (Ep)nr de LF('YFaNL/F(b))-

Soit d le degré résiduel de L'/L. Par le lemme 4, il existe ' € U(L') tel que (Nex(y),0) €
Glor, @) et b= []ocicq ¢i(NL'/L(b,))' Soient b/EF = NL’/Ep(b,) et bp = [Togica ¢i(NEF/F(b/EF))-
On a alors bp = NL/F(b) et tr(vr, 0F)|Er = Vg, O

Remarque. Cette proposition généralise le théoreme 3.2.2 de [Lau88|.

2.2.4 Norme de Koch—de Shalit (suite). Les notations et hypotheéses de cette section sont tou-
jours celles du §1.8 et du §2.2.2.

Rappelons que dans le cas ot £ et £’ sont des extensions de K, galoisiennes, arithmétiquement
profinies, compatibles telles que £'/L soit une extension infinie, la norme de Koch—de Shalit est :

rn c Gler, o) — G(er, wL),
(7, ¥) = (7,b)

avec, pour 7' = Ny (g) € T v = Neyxe(gle,. ), 9 € Gal(Ly, /K) et b = []ocicq &% (Np (),
Ny = Ngijp étant la projection canonique (voir §1.3).
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PROPOSITION 5. Le diagramme suivant commute.

TL'/L

G(gL’v wL’) - G(gL’ wL)

G, can. G

Démonstration. Dans le cas ou L est une extension finie de K telle que £'/L est totalement ramifiée,
c’est exactement la proposition 4. Dans le cas o £ est une extension finie compatible de K contenue
dans £, on se ramene au cas précédent en considérant une sous-extension finie £” de £’/ K contenant
L et telle que L£'/L" soit totalement ramifiée : 7,/ = 7/ 0 7w/ et la proposition 5 est vraie
pour rz/ /et pour 7ri,p. Enfin dans le cas ou L'/ L est une extension infinie, il suffit de passer a
la limite projective les diagrammes correspondant a rg/, pour £ € Fp//p et d’appliquer a nouveau
la proposition 4. O

PROPOSITION 6. Le diagramme suivant commute.

TL'/L

G(gr,wr) —=G(gr, @L)

@ can. —

G

Démonstration. Bien qu’elle ne soit pas vraiment nécessaire, les quelques précisions qui suivent sont

utiles. Par la proposition 1, le noyau de 7/ (respectivement de z1,) est (;5%, x Vg, (wrr) (respectivement

qﬁ% x Vg, (wr)) avec Vy,, (wrr) C U(L') (respectivement Vg, (wrp) C U(L)). La projection canonique

NL//L applique U(L') dans U(L) et Vg, (wwr/) dans Vg, (wy). Done /7, applique Vg, ,(wp/) dans

Vo, (1) C Vg, (wr) ot d est le degré résiduel de £'/L. O

2.2.5 Changement du corps de base. Soit K'/K une extension compatible, finie, de degré
résiduel f. On note (K',¢') le dévissage de Lubin-Tate canoniquement déduit de (K, @), c’est a
dire avec ¢/ = ¢7.

On suppose que L est une extension galoisienne, compatible, arithmétiquement profinie de K
qui contient K’ de sorte qu’elle est également compatible sur K’ relativement & ¢ avec ¢}, = ¢r, ; en
outre les corps de normes L = Nk (L) et Nk (L) s’identifient. On note g7 = N/ (Gal(L/K'), IV =
Auty (Lyy /L), G' = Auty (Lap/L), M' = Np (M) ot M'/K’ est la sous-extension galoisienne
maximale de L,/ K’ fixe par ¢, et G = Auty (M'/L). (Plus généralement, si O est un objet relatif
a K, O’ désigne l'objet correspondant relatif a K').

PROPOSITION 7. Le diagramme suivant commute.

1—— Vg, (®1) — G'(g), wr) =G —1

C T

11— Vg, (wr) — G(gr, wr) ——>G—1

2.2.6 Calculs de Uapplication de réciprocité de Koch—de Shalit. On rappelle que L désigne
toujours soit une extension galoisienne, finie et compatible de K, soit le corps des normes d’une
extension L galoisienne, infinie, arithmétiquement profinie et compatible de K. Dans les deux cas,
soit I, avec qr, = g% le corps résiduel de L. On rappelle que Fy, désigne le groupe étiqueté sur L,
que Fp, est sa réduction modulo wy, (coefficient par coefficient) et que, pour v € I', vF, est I'image
de Fp, coefficient par coefficient, par ~.
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Soit (v,b) € G(gL, ™). On sait que v1(7,b) € Auty, (Lap/L) est I'unique automorphisme de Ly
qui prolonge v € Autg, (Ly,,/L) et qui applique wp,, sur (;SIL_Z[b]FLWFL (wLi)), pour tout 7 > 1, ol
L;y désigne le corps de classes du sous-groupe (wwp)U*(L) de L* et ot blp, r (X) € O(L)[[X]] est
I'unique isomorphisme de groupes formels de Fp, sur vFp, défini sur (’)(E) tel que [b]p, 4r, (X) = bX
mod X? et que Ol yFy 0 [@L]r, = [@L]yeg © (Bl 45y -

On se propose de calculer mZLab/Z(LL(% b)) (w@L,,) puis Mg/ (tL(v,0)) (), c'est a dire de
démontrer la proposition 2.

Démonstration de la proposition 2. Montrons que N7, b/E(LL(’y, b)) (wr,,) = {b}v, (wL,,) ot {b},,
est la réduction [b]r, v, modulo wy de la série [b]p, yr, qui est un homomorphisme de groupes
formels de Fy, dans ¢ Fy, a coefficients dans F_ ne dépendant que de v,.

La signification de {b},, (wr,,) ou de {b},, (wr, ) est claire : pour tout coefficient a € F, C
N~ (LLab) de {b},.,, la projection canonique de a dans L(wrg,) est @ al H™ = =¢; (@) on@ de51gne

le représentant multiplicatif de o dans L parceque

Nz (LLap)* = lim L(wy,,))*

et que, pour tout ¢ > 1, 'extension E(wLi)) /L est totalement ramifiée de degré (¢ — 1)¢"™! (voir
§1.3).

Soit ¥ = t1(7,b) € Aut(Lg) ; on a y(wg,) = (bl_"[b]pﬁp(wLi)). Si S; est la série dont les
coefficients sont les projections sur Z(wLi)) de ceux de {b}, , on a S; = ¢} 'Sy. Comme les séries
qblL_i[b] FrF €t qblL_iSl sont a coefficients dans O(Z) et coincident modulo wy, on a

() = Siw@,) = 6 Blrar(@r,) — ' Si(@,) € @i O(L(w,).

est le plus petit nombre de ramification de l’extension Lab /Z(wLi)),
)) dans

De plus, comme (¢ — 1)¢"
la norme induit alors un homomorphisme d’anneaux de O(L(wy,,,,))/ wL ) O(L(wy
O(L(wy,)) /w(q D1 O(L(wr,)) et O (ELap)) s'identifie &

. 7 -Dg" T

lim O(L(wy,)) /i’ O(L(wy,))

i>1

i4+1)

canoniquement (voir [Win83, Section 2.3]). Il en résulte qu'on a bien ;7 b/Z(LL(fy, b)) (wr,,) =
{0}, (wL,,), ce qui établit le point (i) de la proposition 2.

Le point (ii) de la proposition 2 en résulte facilement : soit 5 = ¥|y; = 21.(7,b) € Aut(M) ; comme
‘JILM/L( )(WM) est fixe par ¢L7 on a ‘IIM/L( )(WM) = ‘IILM/L( )(WM) = NL%L)/MmZLab/E(:Y)
(@L4,) = (B)s, (@) avee (B)y, (X) =V, 1) ), ({Bh, (X)) O
Remarques.

(1) Pour v =1, le point (i) est di & Wintenberger [Win78, Proposition 2.3.2.2].

(2) Compte-tenu des propositions 5 et 6, la proposition 3 est complétement démontrée.

3. Une application de réciprocité non abélienne

3.1 Une famille d’extensions compatibles de K
Pour tous entiers n,d > 1, on rapelle que K; désigne 'extension non ramifiée de degré d de K,

(0)

on pose M, = Ky et on note M é") I’extension galoisienne de K, résoluble de classe n sur Ky,
invariante par ¢? et maximale pour ces propriétés.
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C’est une extension compatible de K ; elle est arithmétiquement profinie a cause de la transitivité
des corps de normes parce que les extensions abéliennes totalement ramifiées des corps locaux a corps
résiduel fini sont arithmétiquement profinies (voir §1.2).

De plus n’ > n, d|d = Mé”) C Mi,”l) et G(ggn),wc(ln)) est le groupe de Koch—de Shalit pour
0 = N(Gal(M/K)). On note aussi My = U, My, M®) = oy MP, oY = w
gc(zn)(K ¢) = gMém (K, 9), Ll(in) =ty €t Z,(in) =

Rappelons (voir §1.4) que Qc(ln) (K, ¢) est un ensemble de couples (7,£(X)) € Z/qZ x XF ja[[X]]
qui est un groupe isomorphe a Gal(M én) /K) pour la loi

(@,)(m,m) = (7 + A, ¢"n 0 &)

Pour n’ > n >0, d|d’, on note : Fd(”) = F, (), pour les groupes étiquetés (voir §2.1.3),
d

M(g") )

U, (n)-
Md

(n';n) _ n'n) _ q(n',n n) _ q(nn
Dy g =1 9 =g gln) = glnn)

MG A dhd?

pour les projections canoniques (voir § 1.3). Nous avons le diagramme suivant.

KTLT M(TL) Ksep
(¢%) /

K, M / M, — k&)

L S—— M, K%

On note également :

n n d n q(n
Lgl = (Mc(l Das 0 K)o Mc(z et 192 )= ﬂL&")/Mén)'

Nous avons le diagramme suivant.

Koy (Mén—i_l))nr —_ (Mlgn))ab ............... Ksep
(¢%)
n n n d
K, —— MM MO gD K
K

LEMME 5. Pour tout n,d > 1, on a :
(i) Lg” =MD ;

d

(i) Ugns1 Mén) = Uis1 Ma = Ksep ;

)

Démonstration. Le fait que Lgl) = Mcgl) provient du corollaire a la proposition 1. Soit x € Kgp,
il existe d > 1 tel que ¢¢ laisse fixe = ainsi que tous ses conjugués sur K ; la cloture galoisienne
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de K(z) sur K étant résoluble, c’est une sous-extension de M§”) /K pour tout entier n assez grand,

d’ot (ii) et (iii) ; et si, de plus, M) (z) /M) est abélienne, alors, M) (z)/Ky est résoluble de
classe ng+1, d’ou (iv). Enfin (v) exprime que M (n+1) /K est a sous-extension galoisienne maximale

de Mé””)/ K qui est abélienne sur M(g") O

3.2 Description du groupe de Koch—de Shalit en termes de séries formelles
On se propose de donner une autre description du groupe de Koch—de Shalit absolu

lim G(g”, (") :

on décrit un systéme de groupes {(’5((1”)(1( @) }an ol 62”) (K,¢) ~ (g&n),wc(l )) a laide de séries
formelles et des projections U7, /g définies au §1.3.

Pourn = 0, g = Gal(K,/K), G, @) = TOxU(K,), ot T = Gal(K,,/K) = ¢ ; toute
unité u € U(K,4) peut étre considérée comme la série £ (X) e Fa[[X]] telle que £ (wc(lo)) = u.

On note Q5 N(K,$) =7 x U(K,) avec la loi :

(v1,u1)(va, u2) = (V1 + va, u1 @ (u2)).

Soit (v,u) € Qﬁl(io)(K, ¢), avec u = 5(0)(wc(lo)), soit 7 la classe de v modulo d ; on rappelle que
[U]Féo),qSVFéo) (X) € O(K4)[[X]] est I'isomorphisme de groupes formels, = uX mod X2, de F(O) dans
qb"FéO) ;on anoté {£€0}, = {u}, = W € Fa[[X]], c’est la réduction modulo wfl ) de la
série [u]

FO g p® (X ) coefficient par coefﬁment ; {u}p est un homomorphisme de groupes formels
d d

de Féo) dans ¢"F F = ¢'F o FO et L(O) s’identifie &
&y (K.6) — G (K,¢) ~ g
(v,u) — (7, {u}s).

Pour n = 1, définissons 6( (K, ¢) comme le groupe, isomorphe a G(ggll),w((il)), constitué des
(r,€W), v € Z, €0 = €D(X) € F[IX]]%, D (=) € Fy((@") = Ng(KM)) tels que
9POED) = €0, €O(”) = u e U(K,), et 6% (X)/£M(X) = {¢O}(X)/X, pour la loi

(1, 602, 657) = (1 + 0, 6V 6768 o {€17)51)
l'ordre des opérations est 51 .((gb”1§2 )) o {5%0)},71).

Soit ’yt(ll) = (r,{u}p) € Q(l)(K, ) o~ gl(il) ; lisomorphisme de groupes formels

[5(1)(73[(1 ))]F(l) LD ) (X)eF [[wl(i ),X]] est une série a coefficients dans Fq[[w((il)]] dont la réduction

d ld d
modulo wc(ll), notée {¢M1,, appartient & F,[[X]]. Soit (¢), = 19&1)({6(1)},,) € Fa[[X]] ; alors Zgll)
s'identifie a
6\ (K, 6) — G (K, ¢) ~ g
(€M) = (7, (€M)5).
Pour n > 2, on définit par récurrence Qﬁ( )(K ,®) comme le groupe, isomorphe & G(gl(in),wl(in)), con-
stitué des (v L€M) ), v € Z, ) = ¢ (x (X) e Fq[[X]]X, (5(1)(wc(ln)) € Fq((wc(l"))) ~ m%(IN(Ma(,"))) tels
que 95" V(€M) = €7D avec (v, €07D) € BV (K, ¢) et ¢ (X) /60 (X) = (€7 )5(X) /X,
(=1, = @gn_l)({f(”_l)},;) pour la loi
(1, &) (02, &7) = (01 + v2, €765 0 (67 V)p).
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Soit 'yc(ln) = (7, (D)) e Qc(ln)(K, $) ; Iisomorphisme de groupes formels [£(") (wén))]Fén)ﬁ;n)Fén)

(X) e Fq[[wgn),X ]] est une série a coefficients dans Fq[[wl(in)]] dont la réduction modulo wl(in), notée
., appartient & F, . Soit (6™, = 9" ml) e o alors 7" s’identifie &
™) T (X Soit (€)= 75" ({60),) € Fyal[X]) alors 7" s'identif
(v, ™) = (@, (5("))9)-

Pour tous n > m >0 et e > 1, on a des homomorphismes de transition surjectifs :

@EZZ (K, ¢) > 6K, ¢) ¢ (K, ¢) — ¢ (K, ¢)
(v, €™ ( IT #% Wi "))) (7, (€™)5) = (7,955 ™V (€™)5))

o<i<e

(v désigne la classe modulo d de v € Z/deZ), qui permettent de définir les groupes

™)(K, ¢>—hm® J(K,9), ¢™(K,¢)=1lmG{" (K, ¢),

d d
O(K,¢) =lm &) (K.¢) et G, ¢) =limG{" (K, ¢),
n,d n,d

(il est clair que G(K, ¢) est bien le groupe défini au §1.4), et un isomorphisme de groupes dépendant
de ¢ :

(€ D = (@, (€))na
qui applique (non injectivement) ®,4(K, ¢) sur G4(K, ¢) et ™ (K, ¢) sur G (K, ¢).

3.3 Topologies et ramification
Comme on ’a déja dit, les questions liées a la ramification feront ultérieurement I'objet d’une étude
plus détaillée.

Cependant les filtrations de ramification des groupes quotients de G(K, ¢) correspondant aux
extensions arithmétiquement profinies de K peuvent étre facilement décrites grace a la théorie du
corps de normes.

Soit L une extension arithmétiquement profinie, galoisienne et compatible de K, soit d son
degré résiduel et soit Gr (K, ¢) le quotient de G(K, ¢) isomorphe a Gal(L/K). On rappelle (voir
§1.4) qu'un K-automorphisme o de L s’identifie au couple (v, 0L(X)) € Z/dZ x XF ,a[[X]] tel que

Npyk (o <Z WﬂL) = EZ:W’(O%)UL(WLY

pour tout >, a;w} € Foa((wg)).

Comme L/K est arithmétiquement profinie, la filtration de ramification de Gal(L/K) est bien
définie en numérotations supérieure et inférieure [Win83, Section 1.1] ; la filtration de ramification
de Nk (Gal(L/K)) est donnée a priori en numérotation inférieure par sa fonction d’ordre iy, (1)
définie par :

-1 sivye #0
va(L)(aL(wL)/wL — 1) sinon

ot vy, (1) est la valuation normalisée par vy, (1)(wr) = 1.

i () Ne/r(0)) = {
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En outre I'application o +— Ny /(o) respecte les filtrations de ramification [Win83, Section 3.3].
Pour tout ¢ > 0, posons

G (K. 9)i = {(0,£(X)) € G, (K. 9) :£(X) = X mod X1},
c’est 'image par Ny, /x (o) du groupe de ramification Gal(MC(lnH)/K)i.
La numérotation supérieure de la ramification de Qc(ln)(K , @) est définie par :

dt

g(n)(Ka o) = g(n)(K, ¢); avec u = Z
' ‘ /0 (G, 0)o = G (K, 0))

et celle de G(K, ¢) par
G(K, ¢)" = lim G4 (I, 9)".

n,d
On est donc amené & définir (K, ¢)* = R ((G(K, ¢)*) et la question qui se pose naturellement
est de décrire les sous-groupes &(K, ¢)".

La topologie sur &(K,¢) pour laquelle {&(K, $)"}, cr+ est une base de voisinages de 1 est
complete et pour cette topologie, Rx est continu.

3.4 Norme et changement du corps de base

Pour toute extension finie compatible K'/K, de degré résiduel f, on définit &(K’, ¢') et G(K',¢') a
l'aide du dévissage de Lubin-Tate (K’, ¢') canoniquement déduit de (K, ¢) conformément & §2.2.5.

Soit R(K') I'ensembles des extensions de K galoisiennes, résolubles de classe finie, compatibles
et contenant K'. Tout L € R(K’) est une extension arithmétiquement profinie de K et Ky, =
ULeR(K,) L. On note jx- la bijection

G 2 G(K',¢)
o (v, (0n(X) ) Lerkn)-

On munit G(K’,¢') de la structure de groupe compact pour laquelle i est un isomorphisme de
groupes topologiques.

On note N (L/K) = 3x(GL), pour toute extension séparable L/K.

En outre, R(K') est une partie cofinale de R(K) pour l'inclusion, il y a donc une application
canonique

NK’/KQ(K/7¢/) - g(Kv ¢)
(v, (UL(X))LER(K’)) = (fv, (UL(X))LER(K’))'

C’est un homomorphisme injectif et continu de groupes et N/ o Ngn /g1 = Ngn g pour K" D
K’ D K, compatibles.

D’apres §1.4, on a :
N(K'/K) = Nk (G(K', 4'))
et ¢’est un sous-groupe fermé d’indice fini de G(K, ¢) isomorphe a G.
Soit
ng G(K' ¢ — B(K, ¢)
(€8 Dna = ((Fr 60" na
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ol

(n) _ di '(n

4= Ogg_f W0 agt (€M),
C’est un homomorphisme de groupes injectif ; on peut montrer que ng/ i généralise la norme
métabélienne de Koch et de Shalit [KdS96, Section 1.5] ; elle satisfait les relations de transitivité
attendues ny /g o ngw /s = ngn i pour K" O K’ O K, compatibles.

On définit
n(K'/K) = ngyx(&(K', ¢')).

C’est un sous-groupe fermé d’indice fini de & (K, ¢). Si K'/K est infini et réunion d’extensions finies
compatibles, on définit n(K’/K) comme l'intersection des sous-groupes n(F/K) ou F/K parcourt
I’ensemble de toutes les sous-extensions finies et compatibles de K'/K ; d’apres §3.2, on a

Rx(n(K'/K)) = N(K'/K)
et on peut prolonger la définition des sous-groupes n(K’/K) a une quelconque extension séparable
de K par :

n(L/K) = Ry (N(L/K)).

3.5 Un théoréme du corps de classes non abélien

Pour tout corps E et tout entier n > 1, on note E pnt1 = (Fgpn ) ap-

THEOREME. Soit (K, ¢) un dévissage de Lubin-Tate.

(i) Existence. La correspondance L/K — n(L/K), a priori définie uniquement sur les extensions
compatibles L /K, peut étre prolongée en un isomorphisme d’ensembles ordonnés de I'ensemble
des extensions algébriques séparables de K sur celui des sous-groupes fermés de B(K, ¢). Le
sous-groupe n(L/K) est d’indice fini si et seulement si L/K est finie, et dans ce cas on a :

(L : K] =[6(K,¢) :n(L/K)] =[G(K,¢) : N(L/K)].

(ii) L’application de réciprocité. Pour toute extension algébrique séparable L/K, Ry se factorise
en un isomorphisme R,/ de &(K,¢)/n(L/K) sur G(K,¢)/N(L/K). Aprés identification de
Gal(L/K) a G(K,$)/N(L/K), la famille des R, /i induit des isomorphismes entre MK, ¢)
et Gal((Kpy)gnt1/K), entre &4(K,¢) et Gal((Mg)a/K) ou My est Iextension galoisienne

maximale de K fixe par ¢ et entre Qﬁl(in) (K, ¢) et Gal(M an) )av/K) ot M an) désigne I’extension
galoisienne sur K, résoluble de classe n sur Kg, fixe par ¢ et maximale pour ces propriétés.

(iii) Fonctorialité. Soit K' une extension algébrique séparable et compatible de K, alors le dia-
gramme suivant commute.
Ry
6(K',¢) —=G(K',¢')
"K'/ /K N /K
Ry
(iv) Relation avec la théorie du corps de classe local abélien. Le noyau de la projection canonique

de (K, ¢) sur 6&0) (K, ¢) est n(Ky/K). Soit L/K une extension galoisienne ; son groupe des
normes universelles s’identifie a n(L/K)n(Ky,/K)/n(Kq/K) et P'extension abélienne qui est

corps de classes pour n(L/K)n(Kp/K)/n(Ku/K) est la sous-extension abélienne maximale
de L/K.

(iv') Relation avec la théorie du corps de classe local métabélien. Le noyau de la projection
canonique de B(K, ¢) sur Qﬁgl)(K, @) est n(Kye2/K). Soit L/K une extension galoisienne et
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compatible ; alors son groupe de norme métabélienne au sens de Koch et de Shalit [KdS96,
Définition 0.4.8] s’identifie & n(L/K)n(K 2 /K)/n(Ky2/K) et le corps de classes métabélien
pour n(L/K)n(K 2 /K)/nw(Kyu2/K) (cest a dire 'extension correspondante par I'application
de réciprocité métabélienne de Koch et de Shalit) est la sous-extension métabélienne maximale
de L/K.
(v) Calcul récursif de I'application de réciprocité. Soit L/K une extension galoisienne et compat-
ible, de degré résiduel f ; on note L(O)/K la sous-extension non ramifiée maximale de L/K,
D/LO) ]a sous-extension abélienne maximale de L/L\") et, par récurrence, LtV /L") Ia
sous-extension abélienne maximale de L/L™ ; les extensions L™ / K sont galoisiennes et com-
patibles.

On suppose que pour tout n, l'extension L" /K est finie.
Soit v = ((v, fdf ))n,d € B(K,¢) et o 'automorphisme de K, défini par Ry (v).
Alors £f0 (wi) est une unité u® de LO) = Ky et o|;) se prolonge a L(%) en 'automorphisme

dont la restriction a K,, est ¢¥ et qui applique l'étiquette w (0) sur ¢t [u (0)]FL(0) Fy0) (le(_;))),
pour tout ¢ > 1 ; pourn > 1, la projection canonique NM(H)/L(M de N~ ( Mo )) dans L(") applique

f
w}n) Sur wy ) et §f (w} )) sur une unité u™ de L™ telle que ¢/ (u(™ )/u(") =o(wrm)/mrm) ;

en outre, o|;m+1) se prolonge en I'automorphisme de Ll(lnb) dont la restriction a L,(W) est ¢¥ et qui

applique I'étiquette wL(_;Z) sur ¢l [u(”)]FL(n) TF () (nggl)), pour tout i > 1.

Commentaires. Les points (i) & (iv) sont déja completement établis. Le point (iv') exprime que la
construction de Koch et de Shalit pour les extensions métabéliennes est essentiellement la méme
que la notre ; les détails sont laissés au lecteur.

En ce qui concerne le point (v), rappelons d’abord que la notation EyouFE /K est une extension
finie compatible est donnée au §2.1.3. Détaillons, pour n > 1, la projection canonique :

6\ (K, ¢) — G(Gal(L™ /K), @)
(v, fj(cn)) — (o, ul™)

o est automorphisme de I/(::p défini par Ry ((v, {}n))), oy, est la restriction de o & L"),

Soit (,u,n}n)) un autre élément de (’5(n) (K, ¢) d’image (7,,v™) dans G(Gal(L"™ /K), @) ; leur
produit (v + p, fj(cn).(;b”nf (f(n 2 o ) s'applique sur (o, o 7, u(™ ., (V™).

Identifions u(™ & la série € T [[X]]* telle que u(™ (w ) = u™ et o, & la série 3, 5, X" €
XF ¢ [[X]] telle que o(wm) = >, siwi(n) et pareil pour v(™ et 7, ; alors o, (v(™) s’identifie & la
série ¢*v™ o ¢, mais u(™. .o, (v™) n'est effectivement le produit des deux séries u(™ et ¢*v™ o g,
que dans le cas ou K est de caractéristique p.

3.6 Commentaires sur la théorie de Gurevich

Dans sa these [Gur98], Gurevich a été le premier a prolonger la théorie de Koch—de Shalit aux exten-
sions infinies résolubles de classe finie, des corps locaux. Comme ci-dessus, la théorie de Gurevich est
fondée sur I'image de I'application de réciprocité de Koch et de Shalit dans certains corps de normes.
Cependant Gurevich utilise une construction de tours d’extensions de corps locaux différentes de
celles du §3.1 ci-dessus : a la place des corps M (n), il considere les corps M avec la modification
essentielle suivante : MS_ | est simplement I’extension abélienne maximale de M, fixe par ¢, alors
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(n+1) (n)

ue, pour construire M A partir de M on considérait la sous-extension maximale galoisienne
5 d d

n)

sur K de l'extension abelienne maximale de M, ™) fixe par ¢%.

Il en résulte que, contrairement aux extensions M /K les extensions MS/K ne sont pas
galoisiennes, pour n > 2. Cependant Gurevich demontre que l'extension non ramifiée maximale de
MY est galoisienne sur K.

Cela est suffisant pour appliquer de fagon itérative les applications de réciprocité de Koch et
de Shalit aux corps de normes correspondant aux M, mais seulement apres extension des corps
résiduels a la cloture agébrique de F,,. Il en résulte que I'expression de ’application de réciprocité
générale se complique par l'obligation de décrire précisément comment se distribue la partie non
ramifiée de ’extension dans sa décomposition en sous-extensions abéliennes successives ; en outre
les propriétés de fonctorialité de ’application de réciprocité de Gurevich, qui existent certainement,
semblent plus délicates a établir et a exprimer, ce qui fait obstacle au passage a la limite en vue
d’une description du groupe de Galois absolu. En revanche les calculs de ramification sont plus
faciles a mettre en ceuvre dans le cadre de la théorie de Gurevich que dans la notre.

3.7 Sur Papplication de réciprocité de Fesenko
Dans cette section, nous étudions plus particulierement les extensions fixes par ¢.

Rappelons que, pour tout entier n > 1, le groupe (’5§n)(K, ¢) s’identifie canoniquement a

G(gy (n) (n)) de la facon suivante : notons §R(n) = §R( ") IK I’application de réciprocité définie

sur qs(” (K,¢) = &(K, ¢)/n((M<” Jan/K) ; soit (u,gm e &K, ¢) (avec v € Z et {M(X) €
F,[[X]]¥) ; on considere 3%( (v, €M) = (0, (™)) € ggn) comme un automorphisme de zmﬁ"’ =
‘IIK(MI( )) qu'on reléve en Iautomorphisme 4™ de ifDVTgn)
est ¢ ; d’autre part £ (w%n)) est une unité b de ﬁgn) : alors (7™, b)) est bien 'élément de

G(g™, w\™) associé & (v,6™) e g!™.

dont la restriction au corps résiduel Fq

(n)

Dans cette identification, I’application de réciprocité 3]
commutatif suivant.

est la fleche diagonale du diagramme

_(n)

1—>¢ X‘/g(”)(wl ) G(gg )’ ( ))—>gg +1)—>1

1
N T (n ne
NM£TL)/M£”71) l M£ )/M£ 1) L \ln't
N =1

7, (n—1) n— n— n
1 6% x Voo (@) — ("D D g L

Son noyau est le produit direct de groupes qbz X Uln) ou Ul(n) = U(Ml(n)) car la restriction de

(n)

17 a ce sous- groupe est I'inverse de l'application de réciprocité d Artin (*, (zm(”)) /sm(”)) ;en

outre G(gg )/(qﬁZ U(n ) s’identifie au quotient du groupe Lll ={b=1b, € U(im(")) :Jdo €

Grk,p(b)/b= a( w, )/wl } pour la loi b, x by = b,.o(b;) par son sous-groupe Ul( ).

(n)

Cela signifie que 'application qui & ¢ € g;’ associe la classe v, € L{fn) / Ul(n) constituée des
unités b de zm§”> telles que ¢(b)/b = a(wgn))/wgn) est une bijection vérifiant vy, 0, = Vg, 01(Vgy)
pour tous 01,09 € gﬁ”

Notons-la F (™ ; ¢’est I'application notée N dans [Fes01].

M /K

L’ensemble {L{ln) / U }neN est un systeme projectif de groupes pour les morphlsmes induits par

,(n>=m>=0), et N (L{l /U ) U(K).

les projections canoniques N M 0 ©

M /mf™
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Soient U; = yLnZ/{l(n), Ui = lim Ul(n) et f =lim /| (") (relativement aux projections canoniques),

alors Uy /Uy = Lim(U{" /U{™).
PROPOSITION 8. Soit ® le sous-groupe normal fermé de G engendré par ¢. Il existe un groupe

U, /Uy construit récursivement a partir de K et de ¢, sur lequel G /® opére canoniquement et une
bijection | de Gk /® sur U /U; telle que Vo, 7 € G /P, F (o1) = F (o)aF (7).

En termes de séries formelles, ker(?]%gn)) = 7 x F[[X]]* et @gn)(K, ¢)/ker(3‘ﬁ§n)) s’identifie au
groupe quotient du groupe
{60 e Fy[[X]) 5 (6™ (X)) /M (X) = (€01), (X) /X
pour la loi :
€0 s gl = ¢ () o (¢(n=1)y
par S(OI)] sous-groupe Fq[[X]]* et %gn) (€M) = (=1 . () gidentifie & la bijection réciproque
de R}".

0
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