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Abstract. Let X C P?; be a smooth hypersurface of degree d > 5, and let S C X be a smooth
hyperplane section. Assume that there exists a non trivial cycle Z € Pic(X) of degree 0, whose
image in CH; (X) is in the kernel of the Abel—Jacobi map. The family of couples (X, S) containing
such Z is a countable union of analytic varieties. We show that it has a unique component of
maximal dimension, which is exaclty thelocus of couples (X, S) satisfying the following condition:
ThereexistsalineA C Sandaplane P C P‘E suchthat PN X = A,and Z = A — dh, where histhe
class of the hyperplane section in CH; (S). The image of Z in CH; (X)) is thus 0. This construction
provides evidence for a conjecture by Nori which predicts that the Abel—-Jacobi map for 1-cycles
on X is injective.

Mathematics Subject Classifications (2000). 14C30, 14D07, 14J10, 14J70, 14NO5.
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1. Introduction

Soient X une variété projective complexe de dimension trois et Z un 1-cycle de X
homologue a 0. L’application d’Abel-Jacobi

H3(X, C)

Aly: Z1(X
X 1( )hom_)F2H3(X)~I—H3(X, Z)

(ou Z1(X)pom désigne le groupe des 1-cycles homologues a 0) s’annule sur les cycles
rationnellement équivalents a 0 dans X. Réciproquement, on a

CONJECTURE 1. Si la variété X satisfait H*(X, Ox) = 0, la condition AJx(Z) = 0
entraine que Z est rationnellement équivalent a 0.

Cette conjecture est due a Clemens ([Cle]) sous I’hypothése supplémentaire
H'(X, Ox) = 0. Sous sa forme générale, elle est une conséquence de la conjecture
de Nori ([No]), qui prédit que sous I’hypothése H*(X, Ox) =0, un multiple Z’
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de Z est algébriquement équivalent a 0. En effet, si Z’ est algébriquement équivalent
a 0 et est dans le noyau de ’application d’Abel-Jacobi, un multiple Z” de Z’ est dans
I'image de CHy(C),,,,,, par une correspondance I homologue a 0 entre une courbe C
et X. Cela signifie que Z” est dans FZCH;(X), ou F§CH dénote la filtration de
Bloch-Beilinson définie par Saito (cf. [S]). Or la condition H*(X, Oy) = 0 entracine
conjecturalement FSCH;(X) ® Q = 0. Donc Z” et par conséquent Z devraient étre
de torsion dans CH;(X). Comme le noyau de I’application d’Abel-Jacobi est sans
torsion sur les cycles de codimension 2 (¢f. [Mu]), cela implique que Z devrait étre
rationnellement équivalent a 0.

Pour tester ces conjectures, il est naturel d’étudier les paires (X, Z) formées d’une
variété X et d’un cycle Z homologue a 0 et telles que AJx(Z) = 0. On se propose
ici d’effectuer une telle étude dans le cas ou X est une hypersurface lisse de P?,
et ou Z est a support dans une surface S qui est une section hyperplane lisse de
X. La classe de Z dans H?(S, Z) est primitive, et on peut supposer qu’elle est
non nulle (sans quoi Z serait rationnellement équivalent a 0 dans S, et la conjecture
serait trivialement vraie).

Soit maintenant PG/(5)’ le sous-groupe de PGI(5) laissant globalement invariant
un hyperplan H c P*, et soit B ¢ PH(P*, O(d))/PGI(5) la variété paramétrant
les classes d’isomorphisme de couples d’hypersurfaces lisses (X,S) tels que
S=XNH. Pour tout (X,S)e B, on pose U:=X —S, et on note j:S—X
I'immersion fermée. Enfin, on note Pic(S), le groupe de Picard primitif, c’est-a-dire
le sous-groupe de Pic(S) constitué des cycles de degré 0.

On définit N/ comme I’ensemble des couples (X, S) € B tels qu’il existe un cycle
Z € Pic(S),, tel que AJx(j.Z) =0 (la condition Z € Pic(S), entraine que j.Z est
homologue a 0 dans Hy(X, Z), puisque Hy(X, Z) = 7). On verra que N “ est une
réunion dénombrable de fermés analytiques, et qu’il peut-étre vu du point de
vue de la théorie de Hodge mixte des ouverts U = X — S comme un analogue
du lieu de Noether—Lefschetz classique d’une famille de surfaces. En effet, le lieu
de Noether—Lefschetz classique est I’ensemble des surfaces S possédant une classe
entiére primitive dans F'H?(S); de méme, on montrera dans la seconde partie
que N “ est 'ensemble des couples (X, S) tels qu’il existe une classe entiére non nulle
dans F2H}(U).

Soit (X, S) € B tel que S contient une droite A et qu’il existe un plan P c P*
vérifiant PN X = dA (autrement dit, P est osculateur a X a I'ordre d le long de
A). Alors Z:=dA — hy (ot hy = ¢}(Ox(1)) désigne la classe d’une section plane
de X) est un cycle primitif dans Pic(S) et on constate facilement que son image dans
CH;, (X) est nulle. Cela implique que AJx(Z) = 0, donc (X, S) € N Un caleul facile
montre que le sous-ensemble ainsi construit de V¢ est de codimension égale &
((d + 1)(d +2)/2) — 7 dans B“.

Réciproquement, on montre ici:

THEOREME 1. Pour d =5, chaque composante irréductible de N est de
codimension au moins ((d + 1)(d + 2)/2) — 7, et 'unique composante de codimension
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minimale est constituée par les couples (X, S) tels qu’il existe une droite A C S et un
plan P C P* osculateur @ X a lordre d le long de A. De plus, au point générique
de cette composante, le cycle dA — hy engendre Pic(Sp), N Ker(Aly, o j,).

Par le théoréme de Lefschetz sur les sections hyperplanes, une hypersurface lisse de
P* vérifie toujours la condition H*(X, Oy) = 0. Le théoréme 1 montre qu’en degré
>5 la composante de codimension minimale de A est constituée de cycles
rationnellement équivalents a 0. Il contribue donc dans une certaine mesure a la
conjecture 1.

Remarque. Pour d =2, I’énoncé du théoréme 1 est vide. Pour d =3 et d =4,
I’énoncé du théoréme 1 est faux, mais on sait déja que pour les cubiques et les
quartiques dans P* I'application d’Abel-Jacobi est injective.

Comme dans [V 1] et [G 1], on va ramener la preuve du théoréme 1 a I’énoncé
purement algébrique suivant.

THEOREME 2. Soient S:= C[Xy, ---, X4] l'anneau gradué des polynémes a 5
variables, I C S un idéal homogene et d > 1 un entier. On suppose que:

(1) I contient des polynomes homogenes Fy,---,F; de degrés respectifs
d—1,---,d—1,d en intersection complete;
(2) ]3d—5 75 S3d—5.

Alors on a

(d+1)d+2)

dim($7/19) > 5 7.
De plus, si
dim($7/19) = @d+1d+2) 7

2

il existe une intersection complete de multidegrée (1,1,d — 1,d — 1, d) coincidant avec
I en degre > d.

Le théoréme 2 est un cas particulier assez général d’une conjecture suggérée dans
[E-G-H]. La preuve du théoréme 2 procéde par des estimations assymptotiques pour
d — oo. Ses principales étapes et la preuve pour d assez grand font I’objet de la
troisieme partie. La quatriéme partie, nettement plus technique, compléte la preuve
pour les petites valeurs de d.

Je remercie ma directrice de these Claire Voisin pour m’avoir proposé ce sujet et
pour ses suggestions dans la rédaction de la deuxiéme partie. Merci aussi a Olivier
Debarre et Shuji Saito pour leur relecture attentive et de nombreuses remarques.
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2. Traduction en termes d’algebre commutative

LEMME 1. N est une réunion dénombrable de fermés analytiques.

Preuve. Le lieu N est contenu dans le lieu de Noether-Lefschetz NL(B%)
relativement a la famille de surfaces paramétrée par B?, et on sait que ce dernier
est réunion dénombrable de variétés algébriques. Il suffit donc de montrer que
N NL(B?) est un sous-ensemble analytique fermé (i.e. que son intersection avec

chaque composante de NL(B9) est un sous-ensemble analytique fermé). Introduisons

I’ensemble A des triplets (X, S, Z), ou (X, S) € BY et ou Z € Pic(S), est non nul,
vérifiant AJy(j.Z) = 0. L’application naturelle d’oubli

./\Af;l—>]\/'d
X,S8,2)— X, S)

est par déﬁnitiogvsurjective et est localement une immersion.

D’autre part N/ ? est contenu dans I’ensemble NI:a?d) qui paramétre les triplets
(X, S, Z) tels que Z € Pic(S),. Ce dernier ensemble est aussi une union dénombrable
d’ensembles algébriques, et sur chacune de ses composantes connexes NL,(B%)
(essentiellement indexées par les classes algébriques o € H*(S,7Z) qui par con-
struction sont constantes sur NL(B)), I’application d’oubli NL(B9) — NL(B“)
est propre et immersive. (Le second point résulte du fait que Pic(S), est discret,
et le premier du fait que la monodromie agit de fagon finie sur le groupe de Picard
(cf. [G-M-V], p.169.) ~

I1 suffit donc de montrer_que N, c NL (Bd) est un sous-ensemble analytique
fermé. Or si (X, S, Z) € NL,(B9), c’est-a-dire si la classe o est la classe du cycle
Z sur S, et si S N X, on dispose du point Aly,(j»,(Z)) € Jx, ou Jx désigne la
jacobienne intermédiaire de X.

On définit ainsi une fonction normale v, sur NLa(Bd) qui est une section
holomorphe de la famille de jacobiennes intermédiaires (J Xh)bENL(B") Par

définition, le lieu N c NL (Bd) est le lieu d’annulation de v,,. O

On se donne b € BY. On note (X, Sp) le couple d’hypersurfaces correspondant.
L’observation suivante permet de décrire N ¢ comme un analogue du lieu de
Noether—Lefschetz.

LEMME 2. (¢f [ V3] par exemple.) On a un isomorphisme
Pic(S},), N Ker(Aly, oj,) ~ F*H3(Uy, C) N H3(Uy, 2),,

o Uy = X — Sy et out H(Uy, ), désigne le quotient de H*(Uy, 7) par sa partie de
torsion. En particulier, b € N si et seulement si

F?H*(U,, C)NnH3(Uy, Z), # 0.
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Preuve. On remarque d’abord que Iapplication c¢;:Pic(Sy), — F'H?(S), C)N
H?(S, Z), est bijective. En effet, H*(S},, Z), est sans torsion; par le théoréme de
Lefschetz sur les classes (1, 1), I'application ¢; est surjective, et par le théoréme
de Lefschetz sur les sections hyperplanes, on a H'(S, Z) = 0, et donc I’application
¢, est injective. Donc b e N9 si et seulement s'il existe a, € F'H?(S,, )N
H(S}y, 7), — {0}, avec ap = c1(Zp) et Ay, (jsZp) = 0.

Comme H'(S;, Z) = 0, la suite exacte de Gysin s’écrit:

0 — H3(Xp, Z)—H3 (U, 7) =55 H(S,, 7),—>0.

Lorsqu’on tensorise par C, on obtient une suite exacte de structures de Hodge
mixtes, ou la filtration de Hodge sur H3(U, C) est obtenue a ’aide des isomorphismes

H* (U, C) >~ H*(X}, Q*(log Sp))

et est induite par la filtration béte sur le complexe Q°*(log Sp)) (c.f. [D]). Elle vérifie les
relations de compatibilité:

F*H*(U,, C)NnH*(X,, C) = F*H3(X,, C)
et
Res(F*H?(Uy, C)) = F*~'H(Sp, C),.

Soient maintenant o un relévement de o dans F 2H3(U,, C), et op,7 un relevement
de o dans H3(U;,, Z),. Alors Aly,(j.Zp) s’identifie a la classe

c H*(Xp, C)
F’H3(X,, C)+ H (X}, 2),

Op,F — %p,7,

qui ne dépend pas des choix de o, r et o, 7. On a donc Aly, (j.Zp) = 0 si et seulement
si o admet un relévement 3, dans F 2H3(U;,, C)NH(U,, Z),. Or un tel relévement
est nécessairement unique car on a

F*H’ (X)) N H3(X;, Z), = {0},

d’ou le lemme 2. ]

On peut maintenant décrire localement N de la fagon suivante.

Soit b € BY. Soit 0 # f, € H*(Uy, Z),. Soit n: U — B la famille universelle des
ouverts U au-dessus de B et soit H*(U, C): = R3m,(Cy) ® Opa le fibré vectoriel plat
sur B? de fibre H*(U, C). La classe f8, se prolonge de maniére unique sur un voisinage
simplement connexe ¥, de b dans B? en une section plate f du systéme local
H?Z: = R’ (7). _ ~

Le lemme 2 montre que f définit alors une composante (N dﬁ) de N au dessus de
NNV, par la condition

VeN'y o B,eFHNU, Q)
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Inversement, N  est par le méme lemme (et toujours au dessus de V) la réunion des
ensembles définis de cette maniére. Notons que N d/; peut étre vu localement par
I'application immersive (X, S, f)i— (X, S) comme un sous-ensemble de B?. On le
notera alors A

On suppose dorénavant que le point b € N p est fixé, et on étudie localement N4 8
au voisinage de b. Soit V la connection de Gauss-Manin sur H>(U, C). Elle induit
par transversalité de Griffiths un morphisme

V: F?/F3H*(U,, C) - Hom(T,B’, F' /F*H3(U,, C)).

Exactement comme dans [CGGH], qui énonce le résultat pour le lieu usuel de
Noether—Lefschetz, on a le résultat suivant.

PROPOSITION 1. Soit b eNﬁ, et soit P, la pr0]ectlon de ﬁb € F*H*(Uy) dans
F2/F3H3(U;,) Alors l'espace tangent de Zariski a /\fﬁ en b, T;,Nﬂ C Tpap est décrit
par: TN = Ker(V(B,)).

Le résultat suivant est da a Griffiths (voir [Gr], [Ca-G]) dans le cas pur ou I’on
considere la variation de structure de Hodge d’une hypersurface, et est montré dans
[V 2] dans le cas mixte, ou 1’on considére la variation de structure de Hodge mixte
des ouverts complémentaires d’une section plane d’une surface dans P*:

THEOREME 3. On munit P* de coordonnées (Xo, - -+, Xy), et on suppose que S, C Xp
est défini par X4 = 0. Soient F le polynéme définissant X et J C C[Xy, - - -, X4] l'idéal
pseudo-jacobien de F defini par

i (Eﬂﬁﬁ 4£>,
dXo 0X7] 00Xy 0X; 0X4
et soit R:=S/J. On a les identités
T,B' ~R%, F*/FPH(U,, C) ~ R**  F'/F’H)(U,, C)) ~ R*"%
et l'application induite par V:
R** — Hom(R’, R*~%)

est a un coefficient non nul prés induite par la multiplication dans 'anneau R.

Le théoréme 3 permet maintenant de montrer comment le théoréme 2 entraine le
théoréme 1. Soit ® C R? le sous-espace vectoriel correspondant a T, < et
0y € R?*=* — {0} le polyndome image de 8, par les isomorphismes du theoreme 3.
On note p,, la multiplication par Q. On a

© = Ker(uy,: R — R,
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et donc:
05 € Ker(R*~* — Hom(®, R*%)), (1)

ou la fleche est donnée par la multiplication.

Par [M] on sait que R¥*~> est naturellement dual de R*?~*. Soit Aj € (R373)”
I'image de Q, par cette dualité.

Comme la multiplication est sa propre transposée, (1) devient:

Im(® ® R*-5 R3d_5) C Ker(Ap), 2

ou la fléche est la multiplication. Comme A, # 0, ’application ® ® R*?—> — R
n’est pas surjective, et donc par le théoréme 2 appliqué a I’idéal gradué
I=(7,0),o0na

d+1)d+2)
2

Cela montre la premiere partie du théoréme 1 puisque

codim(®, RY) > 7.

codim./\f;i > codim 7,4 , = codim ©.
3

Pour conclure la preuve du théoréme 1, on suppose dorénavant

codim N9 = w -7,

de sorte qu'on a
(d+1)d+2)
2

Le théoréme 2 montre alors que I’idéal I coincide en degré supérieur ou égal a d avec
un idéal intersection compléte Z de multidegré (1,1,d — 1,d — 1, d), et que © = I7.

Soit P, le plan défini par Z'. On a dim(Il‘i;h1 <2,etcomme JCICZ, ona
dim(jldp’b1 < 2 et donc

oF oF
dim| Vect{ —,---,— < 3.
( (BXO 3X4)|Pb>

Or on a

codim(®, RY) = 7.

PROPOSITION 2. Soit V¢ c PHY(P*, O(d)) la variété des hypersurfaces lisses
d’équation F telles qu’il existe un plan projectif Pp C P* vérifiant

oF oF
dim| Vect| —, - -+, — <3,
( (aXO 8X4>|PF)

Soit W une composante irréductible de V. Alors
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— soit

. d+1)d+2
codim W9 = % -7
et pour F € W générique, Pr est osculateur a lordre d a 'hypersurface déquation
F=0;
— soit codim W >d(d+1)—11.

Preuve. C’est une adaptation des arguments de [V 1] et [G 1].
Comme pour F € W générique il existe un seul plan Py vérifiant ’hypothése de la
proposition 2, il existe un morphisme rationnel

¢: W - Gr(3, 5)
Fi— Ppg.

Comme W¢ est invariant sous PGls, ¢ est surjectif.
On fixe maintenant P C P*. Soit wi: = $~'(P). On a

codim W? = codim W¢ — dim(Gr(3, 5)) = codim W — 6.

Soit F € W4 un point générique, de sorte que W4 est lisse en P. On peut supposer que
P est défini par les équations Xy = 0 et X; = 0. On définit les polynomes Fy, F) et F,
par:

F = Fo (X2, X3, X4) + XoFo(X2, X3, X4) + X1 Fi(X2, X3, X4) + R,

ol Rest de degré > 2en X et X;. En notant de la méme fagon les polyndomes sur P*
et leurs restrictions a P, on a, sur P, les identités F = F, et:

OF  OF _ OF 03F, OF 9F, OF 0Fx
Xo U axy U aXs aXy aXs  aXs X4  0Xa
On pose
, 3F 0Fs 3Fs
I: = dim( Vect[ -2, 22 T ) )
lm( e <8X2’8X3 0Xs

Si/<1,onaFy = Y% ou Y est une combinaison linéaire de X», X3 et Xu, et la
premiére alternative est vraie.

Si/ = 2, d’une part il existe une combinaison linéaire non nulle Y de X3, X3 et X4
telle que 0F,,/0Y = 0; comme le polynome 0F,,/9Y dépend de (d(d + 1))/2 modules,
et que Y € P(X3, X3, Xy) dépend de 2 modules, cette contrainte impose localement
d(d +1)/2 — 2 conditions sur W¢; d’autre part, quitte a permuter X, et X, (ce
qui préserve le plan P), on peut supposer

’

oF,, 0F, OF
Fy e VCCt(Fl, © * oo)

X, 0X; 09Xy

cette contrainte impose localement (d(d + 1)/2) —3 conditions sur W¢; enfin,
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comme

did+1) dd+1) _
(2_2)+<2—3)—6_d(d+1)—11,

la seconde alternative est vraie.
Si [ = 3, les contraintes

OFs Fs 9Fs 0Fs Fs 9Fs
Fo e Veet( 22 %o o) o e veet( L2, Hoe M)
0€ m@na&an)e le“(uzngJ

imposent a chaque fois (d(d + 1)/2) — 3 conditions sur Wj.f; la seconde alternative est
encore vraie. O

Pour d > 5, on a

_d+Dd+2)

dd+1)—11 5

7a

et donc la proposition 2 montre que Py est osculateur a ’ordre d a X;,. En particulier,

ona
oF oF
dim{ Vect| —, - - -, — =1
( (BXO 8X4>|Ph>

Or, comme J C Z et que Z est une intersection compléte, le polynome X4(9F /9Xy) est
en intersection compléte avec dF /X, et dF /3X3. On en déduit facilement Fip, = X{.

La proposition 2 montre que si d > 5 et

d+Dd+2)

codim(N4, BY) = 3

77

Iimage de N/ ;ﬁ dans B? s’identifie 4 ’ensemble des paires (S, X) satisfaisant les con-
clusions du théoréme 1. Pour conclure, il suffit de montrer que la classe non nulle
B € F>*H3(U,) N H3(Uy, 7) est unique a un multiple prés (et donc est en fait la classe
correspondant a

dA — hy € Pic(S), N Ker(Aly o)

par le lemme 2), au point b générique dans I'image de N Z dans B“. Cela résulte du fait
que 7 étant une intersection compléte de degré-socle 3d — 5, on a codim(737—3,
S$3?=5) = 1. On en déduit

codim(Im (® ® R*=> — R3*=%) R¥5) = 1.

Or d’aprés I’identité (2), A, doit étre orthogonal a Im (® @ R*=> — R3*=3). Cela
implique que A, et, par suite, O, est unique a un scalaire complexe pres. Or il
est facile de voir, en utilisant le fait que H*(Uy, R) N F3H*(U,) = {0}, que ’on a
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une inclusion
(H*(Up, Z) N FPH(U)) ® C = F?/F*H(Up).

Donc la classe f§ est également unique a un coefficient entier preés.

3. Preuve du théoréme 2 pour d assez grand

La preuve du théoréme 2 est organisée comme suit. On se ramene au cas ou / est
Gorenstein (lemme 3); I'idéal I contient alors une intersection compléte sans points
base de plus petit multidegre (ly, [, b, 5, ls). Le lemme 4 minore Iy + b + 5 + 4.
Les inégalités (4) majorent /5 et /4 ; les lemmes 5, 6 et 7 majorent /y. On en déduit
une minoration de /,, et on conclut par une étude asymptotique pour d > 0 du
lieu-base de I>~!, dont on majore le degré grace aux lemmes 5, 6 et 7.

On remarque que le théoréme 2 est facile si ’on suppose que I est une intersection
compléte, la fonction de Hilbert des intersections complétes étant bien connue.

On dira par abus qu’un idéal J est Gorenstein si son quotient S/J est une S-algebre
graduée Gorenstein de dimension 0. Ainsi, un idéal J est Gorenstein de degré n s’il est
homogéne et s’il existe une forme linéaire A € (S")" non nulle telle que pour tout
keN on a J*={Pe SKVQO e S, A(PQ) =0}. Un idéal Gorenstein vérifie en
particulier S*/J% ~ (S"7k/J"=%)¥ (la dualité étant induite par la forme A) et sa
résolution par syzygies est symétrique: pour tout i€ {0,---,5} et pour tout
keNon a

Tors_(S/J, S/ M), = Tor(S/J, S/M), .

ou M désigne I'idéal maximal S>° de S.

Si J et J' sont deux idéaux Gorenstein associés aux formes linéaires A € (S") et
A € (S")Y, telsqueJ C J’ (si bien que n > #), 'image de A’ dans (S /J")" s’identifie
via I'isomorphisme induit par A a un polyndéme F € $"~" /J"~". Pour tout polynome
Qe S”, onaA(Q) = A(QF), ou F € S est un relevé de F. En particulier, on a
donc J'={Q eS| QF € J}.

LEMME 3. 1] suffit de montrer le théoréme 2 pour un idéal I Gorenstein de degré
3d —5.

Preuve. Par I’hypothése 2 du théoréme 2, il existe une forme linéaire A e (S37=3)"
telle que 7’7 c Ker A. L’idéal associé a A contient I et vérifie les hypothéses
du théoréme 2. [

On se donne désormais un idéal 7 Gorenstein de degré 3d — 5 vérifiant I’hypotheése
1 du théoréme 2. On supposera de plus

d+1)d+2)
2

On doit montrer dim(S?/I¢) = (d + 1)(d +2)/2 — 7, et que I est une intersection
compléte de multidegré (1,1,d —1,d — 1, d).

dim(S9/1%) < 7. (3)
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Soit Gy, - - -, G4 une suite de polynomes de degrés croissants /y, - - -, I4 tels que pour
touti € {0, - - -4}, G; est un polyndme de plus petit degré tel que G; € I et que G; esten
intersection compléte avec Gy, - - -, Gi_;. Par I’hypothése 1 du théoréme 2, 7! a un

lieu-base vide ou de dimension 0 et /¢ est sans point base. On en déduit:
h<d-1, h<d-1, Lh<d-1, L5<d-1;, L<d. 4)
Comme 7 est Gorenstein de degré 3d — 5, on obtient:
bh+h+h+6L+1=3d %)

On peut améliorer 'inégalité 5:

LEMME 4. On a:
— soit

d+1)d+2)

dim(s9/1?) = 5

7
et I est une intersection compléte de multidegrée (1,1,d —1,d — 1, d),
— soit h+bL+5L+1; =3d

Preuve. Soits:=ly+ 1 + b + I3 + Iy — 3d; 1'idéal J: = (Gy, - - -, G4) est intersection
complete donc Gorenstein, de degré 3d — 5 + s.

Sis =0, alors I = J est une intersection compléte. L’hypothése (3) implique que /
est de multidegré (1,1,d —1,d — 1, d).

Sis > 0, J est strictement inclus dans / et il existe un polyndme F € S* tel que pour
tout k € N*, on ait I* = {Q € S¥|QF € J***}. On en déduit la suite exacte

0 —)Sd/ld _F> Sd+S/Jd+S—)Sd+S/(J, F)d+s—>0,

et donc
dim(S9/14) = dim(S+/J7+) — dim(S+ /(J, F)*™).

On doit montrer s > /;. Supposons par ’absurde s < /;. Si F n’est pas premier a Gy,
soit 4 = pgcd(F, Gy) € S*°, et soient B et C les polyndmes définis par 4B = F et
AC = Gy. On a CF = BGy € J, donc C € I, contredisant la minimalité de Gy. Si
F est premier a Gy, soit i > 0 le plus petit entier tel que G; n’est pas en intersection
compléte avec (F, Gy ---G;_1). Quitte a modifier les G;, j > i en leur ajoutant un
multiple de G;, on peut supposer que J'= (F, Gy - Gi -+ Gy) est une intersection
compléte. SiJ' = (J, F), on a G; € J' donc quitte a modifier G; par une combinaison
linéaire des multiples des Gj, j # i, on peut supposer qu’il existe D € S~ tel que
G; = FD. Mais alors D € I, et comme (Gj - - - G;) est une intersection compléte, il
en est de méme de (Gy - - - D), ce qui contredit la minimalité de G;. Donc (J, F) con-
tient strictement J’; comme (J, F) est engendré en degré inférieur ou égal a
d+s, et que J' est une intersection complete, donc Gorenstein, ceci implique
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que (J, F)* contient strictement J'“**. On a donc

dlm(Sd/Id) > dim(Sdﬂ‘/Jdﬂ) _ dim(deLs/J/d-k—s).

Dans cette inégalité, le terme de droite est égal a la dimension en degré d de ’anneau
d’une intersection compléte de multidegre (ly---; — s---Ily). Cela implique

(d+1d+2)

dim(s? /1) > 5

7,
contradiction. O

Soit H € S' un hyperplan générique. On note Sy: = S/(H) la restriction de S a H
et Iy:=({+ H)/(H) C Sy la restriction de I a H (on identifiera abusivement
I’hyperplan H et la forme linéaire associée). Le lemme suivant servira dans la preuve
du lemme 6.

LEMME 5. On a dim(S% /1) = 0 pour k > 2d — 3 et dim(S%—4/12—%) < 1.
Preuve. La d-décomposition de (d + 1)(d + 2)/2 — 7 est:

= (1) () 6)- ()

Ceci entraine

(d+1)(d+2) (d N
(72 ‘7><d>‘(d)+'”+<4>‘d >

La fonction k— k4 étant décroissante, par le théoreme 1 de [G 2] cela implique
dim(S%/1%) < d — 3. Comme I est sans point base, par le théoréme de Gotzmann
([Go)), cela implique dim(S%/1¢+) < max{0,d — 3 — i} pour tout i > 0. O

LEMME 6. On a:

® s0it
dim(s/19) = w _7
et I est une intersection complete de multidegré (1,1,d —1,d — 1, d);
® s0it

!
dim(S'/1'y = > " dim(S§;/1})  pour | < d.
k=0

Preuve. On a la suite exacte, ou uy désigne la multiplication par H:

DARLYD N ) RN L) (AN 1} (6)
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Par le lemme 5, pour k > 2d — 3, p; est surjective, et, pour k = 2d — 4 de conoyau de
dimension au plus 1. Par dualité, cela implique que pour k < d — 1 I’application
s SK1/ 11— Sk/I% est injective, et pour k = d est de noyau de dimension au
plus 1 (la multiplication par H étant sa propre transposée).

Si I'application uy: S 1/1971 — S9/I n’est pas injective, on a

dim(S¥ /I3 = 1.

Par le théoréme de Gotzmann ([Go]), cela implique dim(S%H/I4+) = d — 3 — i pour
tout i € {0, ---,d — 3}. En particulier, on a dim(S3¢~*/I2¢~%) = 1. Soit A € §¥—4"
une forme linéaire non nulle s’annulant sur 724, L’idéal Gorenstein I’ associé a
A est de degré 2d —4 et contient [y; de plus, par dualit¢t on a pour tout
ie{0,---,d—3})

dim(S%, /1) = dim(SH—41 /12441 < i+ 1.

En particulier, I’ contient I'idéal d’une droite A et la restriction de I’ a A est un
anneau Gorenstein a 2 variables. Or, en utilisant la symmétrie de la résolution
par syzygies d’un idéal Gorenstein on montre qu'un tel idéal est forcément
intersection complete. Soient a et b les degrés des générateurs de I’. Comme [’
est de degré 2d —4, on a a+ b =2d — 2. Or Iy et donc I’ est sans point base en
degré d — 1, donc a=b =d — 1: I’ est une intersection complete de multidegré
(1,1,d —1,d —1). On a

d+1)d+2)

d
6= dim(sf,/I")
2 k=0

d
< Y dim(S§/1f)
k=0

= dim(S?/1%) + 1
< (d+ 1)2(d +2)

ou la premiere inégalité s’obtient par un calcul direct, la seconde résulte de ce que
Iy C I, la troisieme s’obtient grace a (6) et la quatriéme grace a (3). Ces inégalités
sont donc des égalités ; en particulier, on a Iy' =I'' =2. Grice a (6), on a
dim(S'/1") = dim(S% /1Y) + dim(S},/1};) = 3. Donc I contient I'idéal d’un plan,
et p =01 =1. Par (4) et (5) cela implique b =d—1, 5 =d—1, Iy =d, et 1 est
intersection compléte; la premiere alternative est vraie.

Si pg: SF1/ 11 — SF/I* est injective pour k < d, grice a (6), on a pour [ < d

6,

1
dim(s'/1') =" dim(Sly /%)
k=0

et la seconde alternative est vraie. O
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On déduit immeédiatement du lemme 6 que pour k € {1,---,d} on a
dim(S*/1%) < dim(S?/19). (7
Le lemme suivant sera I’outil essentiel de la suite de la démonstration.

LEMME 7. Soit W C S* un sous-espace vectoriel dont le lieu-base est de dimension [
et de degré p. On a

. k+1+1 k—p+1+1
k f—
dlm(S/W)Z( I41 ) < 41 )

Preuve. Soient Z le lieu-base de W et I I'idéal associé. Ona W C IX, donc S*/1%
est un quotient de S¥/W, et par suite dim(S*/ W) > dim(S*/1%).

On va montrer le résultat pour dim(S¥/7%) par récurrence sur k et /.

Pour k = 0 I’énoncé est clair.

Pour / = 0 et k > 0 il faut montrer dim(S*/1%) > min(p, k + 1). Or, pour r > 0 on
a la suite exacte

0—H(P*, Z,(r))—H°(P*, O(r))—H°(P*, O4(r))—>0.

Par hypothése, le schéma Z est de longueur p; on a donc dim(S"/I)) =
h(P*, O(r)/h(Z 2(r)) = W°(P*, O4(r)) = p. Supposons dim(S¥/I%) < k. Par le
théoréme de Macaulay, cela implique dim(S**"/I5*") <k pour tout r >0 ; en
particulier, dim(S"/1,) < k, donc p < k.

Supposons I’énoncé vrai pour k — 1, et pour k et / — 1. Soit H € S' un hyperplan
générique. Par le théoreme de Bertini (¢f. [Bou 8]), pour / > 0 la multiplication
par H: S¥ /151 — S¥/I% est injective. On considére la suite exacte définissant K:

0—>K 5 Sk/15 —> S5 /15 —>0.

Il est clair que K contient S¥~!/I571. Or, par hypothése de récurrence, on a

(kDN (k—p+
dim(S*!/1; 1>>(1+1>_( l—il—)l )

et
. k+1 k—p+1
dim(S5 /15 ,) > ( l ) - ( y )

On obtient le résultat cherché en regroupant 2 a 2 les termes des inégalités
ci-dessus. O
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Revenons maintenant a la démonstration du théoréme 2. On suppose par
I’absurde que la conclusion du théoréme 2 est fausse, c’est-a-dire que

d+1)d+2)
2

Par le lemme 4, on a alors [y + 5 + 5 + Iy = 3d et par (4), cela implique

dim(S?/19) < 7. )

b+h>d+1. ©)
Comme dim (S®~!/70~!) = dim (S®~!) = (*%), I'inégalité (7) implique d’une part:

<10+3> - d+ 1)(d+2)_7. (10)
4 2
Soit Z le lieu-base de 1% L’inégalité (9) implique /» < d — [y, donc le schéma Z est
de dimension au moins 2. Quitte a le remplacer par un sous-schéma, on peut le
supposer de dimension 2. Soit m son degré. Le lemme 7 et I'inégalité (7) appliqués
a dim (§9% /17-b) impliquent donc:

(d—h+3)_<d—k+3—m><aﬂ4xd+3_

3 ; > 7. (11)

Maintenant (10) implique que pour d assez grand on a [y < d/10, et on déduit de (11)
que pour d assez grand on a nécessairement m = 1. Il existe donc une forme linéaire
L € S' s’annulant sur Z. Mais (9) et (4) impliquent /, > 1, donc L & I. On conclut
par le lemme ci-dessous, qui pour d assez grand contredit les inégalités

(d+1)d+2)

dim §9h /17 < dim S7/1¢ < 5

7

et [y <d/10.

LEMME 8. On suppose qu’il existe une forme linéaire L € S' — I' s’annulant sur le
lieu base Z de 17", Alors on a:

— 2 — 1
dim(Sd—lo/Id—lo) > <d 12()+ ) + (d 1; + >

Preuve. Ce lemme est une conséquence du lemme 4 et du lemme 7.
On pose (I: L) = {Q € S|QL € I}. C’est un idéal Gorenstein de degré 3d — 6 con-
tenant I, et s’insérant dans la suite exacte

0 —> S0ty Lyt By gl = gd=h pd=h g,

On en déduit:
dim(84" /170y = dim(S70~1 /(1 : L") 4 dim(S] 0 /177",

D’une part, le lieu-base de (7 + L) est Z, et comme dim Z < 2, d’aprés le lemme 7
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on a

dim(Sg_lO/]g_lo) 2 (d — lO + 2)

2

11 suffit donc de montrer:

(12)

dim(S4h=1 /(1 L)1) > (d — Iy + 1>'

2

On raisonne maintenant comme dans le lemme 4. Pour cela, on définit les entiers 7,
i €{0---4} pour ({: L) comme les entiers /; définis pour /. On a les inégalités:

4
[<l, ief{0---4) et > [[>3d—1
i=0

(la premiére résulte de ce que I C ({: L); la seconde de ce que (Z: L) est Gorenstein de
degré 3d — 6).

On pose s:= Y7 /! —3d — 1.

Si s’ = 0 alors (I: L) est une intersection compléte, et dim(S9—0=1/(I: L)?~0~1) est
majoré par la dimension en degré d — [y — 1 de ’anneau d’une intersection compléete
de multidegre (1,1,d —2,d — 1,d). Comme [; > 2 cet anneau coincide en degré
d — Iy — 1 avec I'anneau du plan défini par les deux générateurs de degré 1 de
(I: L), ce qui implique (12).

Si ¢ > 0, la démonstration du lemme 4 montre que
— soit dim(S9~%~1/(I: L)?~0=!) est supérieur a la dimension en degré d — Iy — 1 de
I’anneau d’une intersection complete de multidegré (fy, ---, [ — s, ---[;) et (12) est
vrai ;

—soit s’ > [{. Alors [y + /[, > d,donc l; >d — [ —1 = d — [y — 1. Cela montre que
le licu-base Z' de (I: L)*~~! est de dimension > 2, et donc d’aprés le lemme 7, (12)
est encore vrai. O

4. Preuve du théoréme 2 pour les petites valeurs de d

La preuve du théoréme 2 pour les petites valeurs de d s’obtient en affinant la preuve
exposée dans la section précédente. L’¢lément essentiel en est le lemme 9, dont
I’énonceé est intéressant en soi. Ce dernier permet d’améliorer I'inégalité (7); on
obtient ainsi les inégalités (13) et (14). La fin de la preuve consiste en une confron-
tation des idées de la section précédente avec un calcul explicite des inégalités
obtenues.

LEMME 9. Soit J un idéal Gorenstein de degré n, tel que JF® est sans point base, et
soit H € S" un hyperplan générique. On note Jy: = (J + H)/(H) C Sy la restriction
deJaH. OnaSy?1Ie® 0.

Preuve. Par I’absurde, on suppose Sf,(%) /JIE{(%) =0.
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Comme n — E(§) > E(5), on a aussi S"H_E(g) /J,';_E(%) = 0, donc l'application
fyg STEO-T ) rEG-1 _ qnmE®) =B
est surjective, et par suite I’application duale
gy S /JEG s SEG ) fEQH

est injective.
Soit J' I'idéal engendré par J < . L’idéal J' est sans point base; pour
k< E®n/2)+1onaJ*=Jket pour k > En/2)+ 1, J* engendre J**'. On pose

E®+1

(J': H)={P e S|HP € J'}.

Pour tout k € N on a J’* c (J': H)* avec égalité si et seulement si ,uH:S"/J/k —
Sk+1 /%41 est injective. En particulier, on a (J': H)*® = J/E®. D’autre part, pour
tout k € N*, (J': H) s’inscrit dans la suite exacte

0 —>Sk/(J/: H)k ﬂ) SkH/J’kH—)S’;jl/J/ZH—>O,
On en déduit la suite exacte
Tory(Su /Iy, S/ M),—>Tor(S/(J": H), S/ M);_—>Tor(S/J', S/ M),.
Soit maintenant k > E(n2) + 1. Comme
S0 <o,
on a
iR =0
et donc
Sk =o.

Cela implique Tory(Sx/Jy, S/M), = 0. D’autre part, comme J'* engendre J/*1,
on a Tori(S/J,S/M),,;,=0. De la suite exacte longue on déduit
Tor(S/(J": H), S/M), = 0. Autrement dit, (J": H) est engendré par (J': H)E® =
J'E® Donc (J: H)¥' = 7% Vet S5 J51 - Sk /0K est injective. Ainsi pour
k > E(%) I'application k— dim(S*/J’%) est croissante, ce qui contredit le fait que
J’ est sans point base. O

Comme 79 donc aussi 75T est sans point base, le lemme 9 appliqué a I devient:

3d-5 3d—5
dim(sﬁ( ) )) > 0.

Comme I§, et 1! sont sans point base, par le théoréme de Gotzmann ([Go]) on en
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déduit:

d-3 d—1

dim(s,‘g/l,‘{,»E(T) et dim(S;g—l/I;f,—‘)zE(T)

Par le théorcéme de Macaulay ([M]), cela implique que pour k € {1,---,d — 1} on a:

dim(S%, /1) > min{k+ 1, E<d;1> }

Comme dans la section précédente, on suppose maintenant par I’absurde que la con-

clusion du théoréme 2 est fausse, ¢’est-a-dire qu’on a I’inégalité (8). Grace au lemme
6, onapourkefl,---,d—1}:

d
dim(S*/1%) < (‘IL;‘HZ) —6— ,»:;1 min{i +1, E(%) }

En distinguant les cas

d-3 d-3
<E(—— =z El——).
S e

on obtient les inégalités ci-dessous, valables pour tout k € {1,---,d — 1}:
dim(S*/1*)
d—3 d—3
B _ (13)
sy (5(50)) (- £(5) +1)
< + -6
2 2
dim(S* /1) < W —6—(d— k)E(%). (14)

Revenons maintenant a la démonstration du théoréme 2. On suppose toujours par
I’absurde que la conclusion du théoréme 2 est fausse. On a alors en particulier
I'inégalité (9): I+ b >d + 1.

D’une part, grace a (13), on peut améliorer I'inégalité 10:

d-3 d-3
(10+3> _ (10+1)(10+2)+(d_E<T>)<d_E(T>+1> p

4 2 2

Cela implique

m<§+1 (15)

(pour d > 0 c’est clair, et pour les petites valeurs de d on vérifie a la main). Mais
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d’autre part, grace a (14), on peut aussi améliorer I’inégalité (11):

d—1+3 _ d—Ily+3—m
3 3

< W—6— (o — I)E(dgl)

(16)

Un calcul direct (mais fastidieux!) montre que (15) et (16) impliquent m < 2, et, si
m=2,ly>=3.

Comme m < 2, il existe une forme linéaire L € S' s’annulant sur Z. Comme
lh+h=d+1et que h<d-—1,on a [y>2, donc LgI. Le lemme 8 montre
que 'on a

dim(Sdflo/Idflo) > <d — 120 +2) T (d — 120 + 1)

Grace a (14), on obtient I'inégalité (16) avec m = 2. Cela implique /y > 3.
Plus précisément, la preuve du lemme 8 montre que 1’on a:

d—1Iy+2

dim(Sdflo/Idflo) > < )

) +dim(S* 07 /(I D).

Pour achever la démonstration du théoréme 2, il suffit de montrer que:

dim($~0/(L: ") > (d : 120 ’ 1) + (d > 10).

En effet, le cas échéant, on aurait

dim(Sd—lo/Id—lo) > (d— 12() +2) T <d— l; + 1) 4 (d;lo),

qui par (14) implique I'inégalité (16) avec m = 3, contredisant (15).
Pour montrer (17), on reprend la preuve du lemme 8, en remarquant que /y > 3
implique /; > 2 (c’est-a dire (I: L)' =0):

— si & =0 alors (/:L) est une intersection compléte, et comme [, > 2,
dim(S9=0=1/(I: LY==} est majoré par la dimension en degré d — Iy — 1 de ’anneau
d’une intersection compléte de multidegre (2,2,d —4,d — 1, d), qui vérifie (17).

—sil < < I, comme dans le lemme 8, on montre que dim(S9 %=1 /(I: L)?~~1) est
supérieur a la dimension en degré d — [y de ’anneau d’une intersection compléete de
multidegré (fy, ---, l; —s,---1}). Si [ = 2, ce dernier vérifie (17).

— enfin, si & > /] le lieu-base Z’ de (I: L)~h=1 est de dimension > 2. Si Z’ est de
degré > 2, (17) découle du lemme 7; sinon, il existe une forme linéaire L' € S!
s’annulant sur Z’, et, comme [ > 2, L' & (I: L)'. Maintenant (17) résulte d’un énoncé
exactement analogue a celui du lemme 8, appliqué a 1I’idéal (I: L), et dont la
démonstration est calquée sur celle du lemme 8.
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