UBER DIE ZWISCHENSYSTEME DER AUSSAGENLOGIK*

TOSHIO UMEZAWA

Die klassische Aussagenlogik ist, bekanntlich, in dem Sinne vollstdndig,
dass die Hinzufiigung einer klassisch nicht beweisbaren Formel als Axiom dieses
Systems stets einen Widerspruch nach sich zieht. Die Vollstindigkeit (in diesem
Sinne) kann fiir intuitionistische Aussagenlogik nicht bestehen, weil noch immer
die Formel A V A (der Satz vom ausgeschlossenen Dritten) hinzugefiigt werden
kann. Es steht aber die Frage, ob man aus der intuitionistischen Aussagenlogik
durch Hinzufiigung einer klassisch beweisbaren und intuitionistisch nicht be-
weisbaren Formel stets die klassischen Aussagenlogik bekommt.

Wir behandeln die logistischen Kalkiile, wie sie von G. Gentzen” formal-
isiert worden sind, wobei wir uns ausschliesslich auf den Bereich der Aussagen-
logik beziehen. Wir bezeichnen mit L]’ die logistische intuitionistische Aussagen-
logik, welche aus LK durch folgende Einschrinkung entsteht, dass bei den
Schlussfigurenschemata fiir FES und NES nicht mehr als eine Sequenzformel
vorkommen darf. Es wird leicht bewiesen, dass das System LJ' mit dem
Gentzenschen LJ dquivalent ist”. Sind LU und LV die zwei logischen Systeme,
so bezeichnen wir mit LU 2 LV die Tatsache, dass die Klasse der im System
LU herleitbaren Sequenzen umfassender als die der im LV herleitbaren Se-
quenzen ist, und mit LU D LV, dass es weiter wenigstens eine im LU herleitbare
und im LV nicht herleitbare Sequenz gibt.

Wenn fiir das System LZ LK DLZDOLJ' gilt, so nennen wir LZ ein
Zwischensystem. Unsere Frage ist nun gleichwertig mit derjenigen, ob es
—Rec;mne 24, 1955.

* Fiir die wertvolle Hilfe bei der Fertigstellung dieser Arbeit bin Ich Prof. K. Ono zu
Dank verpflichtet. Auch verdanke Ich Herrn I. Nishimura die aufbauende Kritik des
Manuskriptes.

1) Vgl. G. Gentzen, Untersuchungen iiber das logische Schliessen, Math. Zeits. 39 (1935),
S. 176-210 und 405-431.

2) Vgl. S. Maehara, Eine Darstellung der intuitionistischen Logik in der klassischen,
Nagoya Math. Jour. 7(1954), S. 46-64. Auch fand Ich diese Tatsche ohne Kenntnis seiner
Arbeit. Im System L]’ gilt nicht der Gentzensche Hauptsatz, also verlieren wir den Erfolg
der Anwendung des Hauptsatzes auf das Entscheidungsproblem. Aber ist das uns nicht
wesentlich.
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wenigstens ein Zwischensystem gibt. In §1 dieser Arbeit zeige Ich einen Satz
iiber Reduzibilitit eines Sequenzschemas auf ein kurzeres #quivalente und in
§2 sowie in § 4 beweise Ich, dass es die linear geordneten wenigstens abzdhlbaren
Zwischensysteme geben. In §3 sind die Aquivalenzen von einiger speziellen

Zwischensysteme studiert.

§1. Die Aquivalenz

Eine Sequenz nennen wir Z-herleitbar, wenn die Sequenz im System LZ
herleitbar ist.

Eine Schlussfigur nennen wir Z-herleitbar, wenn es eine Herleitung im LZ
gibt, deren Anfangssequenzen die Obersequenzen der Schlussfigur und deren
Endsequenz die Untersequenz der Schlussfigur. Anstatt J'-herleitbar sprechen
wir meistens als herleitbar an.

Zwei Formeln U und B nennen wir dquivalent, wenn zwei Sequenzen U - B
und B - U herleitbar sind.

Ein Sequenz- bzw. Schlussfigurschema nennen wir dquivalent mit einem
anderen Sequenz- bzw. Schlussfigurschema, wenn alle aus dem einen Schema
entstandenen Sequenzen bzw. Schlussfiguren im solchen System, welche aus
L]’ und das andere Sequenz- bzw. Schlussfigurschema besteht, herleitbar sind.”

Zwei logische Systeme nennen wir dquivalent, wenn alle im eine System
herleitbaren Sequenzen im anderen herleitbar sind.

Es ist ersichtlich, dass zwei Systeme, die jeder aus einem System durch
Hinzufiigungen der miteinander dquivalenten Grundsequenzen- bzw. Schlussfigur-
enschemata entstehen, miteinander #quivalent sind.

Im folgenden sollen grosse deutsche Buchstaben als Mitteilungszeichen fiir
Formeln, grosse griechische Buchstaben als Mitteilungszeichen fiir (evtl. leere)
Reihen von Formeln dienen. Wir gebrauchen die logischen Zeichen A fiir Und-
Zeichen, V fiir Oder-Zeichen, D fiir Folgt-Zeichen und ~— fiir Nicht-Zeichen.

Nun wollen wir die Begriffe, die Bedingungsstelle und die Schlussstelle

einer Formel bzw. Sequenz, rekursiv erkliren.’ Sei € eine fiir eine beliebige

3) Um missverstindis zu vermeiden, gebrauchen wir das Wort ,,Sequenzschema* fiir
den Ausdruck, woraus die Sequenzen durch Einsetzungen entstehen.

4 Diese Definition und die folgende Terminologie verdanke Ich Prof. K. Ono. Vgl K.
Ono, Logische Untersuchungen iiber die Grundlagen der Mathematik, Jour. of the Faculty
of Science, Imp. Univ. of Tokyo, section 1, Vol. III, 1938.
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Elementarformel stehende Mitteilungszeichen.
1. € steht an einer Schlussstelle in der Formel €.
2. Steht € an einer Bedingungs- bzw. Schlussstelle in % oder in B, so steht

die genannte € an einer Bedingungs- bzw. Schlussstelle in A A B, in AV B,
und auch in € DA,
3. Steht € an einer Bedingungs- bzw. Schlussstelle in %A, so steht die gen-

annte € an einer Schluss- bzw. Bedingungsstelle in % D %, sowie in .

4, Steht € an einer Bedingungs- bzw. Schlussstelle in U, so steht die gen-
annte € an einer Schluss- bzw. Bedingungsstelle in der Sequenz der Gestalt I,
A, 4 - O und an einer Bedingungs- bzw. Schlussstelle in der Sequenz der Gestalt
-6, 4.

Wenn die Elementarformeln der Gestalt € iiberall, wo sie in einer Sequenz
vorkommen, entweder zusammen an den Bedingungsstellen oder zusammen an
den Schlussstellen stehen, so wollen wir sagen, dass der Sequenz in Bezug auf
diese Elementarformel € einseitig ist.

Nun gilt

Satz 1. Wenn ein Sequenzschema in bezug auf eine Elementarformel €
einseitig ist, so ist dieses Sequenzschema dquivalent mit dem solchen, welches
aus dem gegebenen durch das folgende Verfahren entsteht.

Stehen € an den Bedingungs- bzw. Schlussstellen in diesem Sequenzschema,
so setzen wir fiir € die richtige Formel « bzw. die falsche ¢ ein, fiir die - «
bzw. ¢ -~ gilt, und ersetzen die entstandenen Formeln von innen nach der

folgenden Regel nacheinander :

a NW durch U, UNa durch A, o« VU durch «, AN a durch «a,

a DU durch U, UAD « durch «a, @ durch ¢, ¢ NN durch ¢,
AAN¢ durch ¢, ¢ N U durch N, AN ¢ durch U, ¢ DU durch «,
N D¢ durch Y, ¢ durch a.

Schliesslich ersetzen wir
I'>4,¢,0 durch T >4, ® und 0, a, I'> 4 durch 0, ' > 4.5

Beweis. Es ist leicht ersichtlich, dass das nach der Regel letzt entstandene
Sequenzschema aus dem gegebenen herleitbar ist. Das nach der Regel letzt

entstandene Sequenzschema ist dquivalent mit dem nach der Ersetzungen von

% Es ist klar, dass es die richtige bzw, falche Formel im System LJ’ gibt.
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Formeln letzt entstandenen. Sei U eine soche Formel des gegebenen Sequenz-
schema, in welcher € als Teilformel vorkommt, und A* die aus % nach der
Ersetzungen letzt entstandene Formel. Man kann beweisen rekursiv, dass wenn
A im Antezedens steht, U - A" herleitbar ist und wenn 2 im Sukzedens steht,
A* > A herleitbar ist. Alsdann gelangt man durch die finiten Anwendungen

der Schnitte zum erst gegebenen Sequenzschema.

§2. Die Systeme LP, und L@,
Wir bezeichnen mit P, das folgende Sequenzschema

WD, WD,y oo, WU DUy
W DAy, W DU, v ., W D U,

W1 D Wiy U1 D Wy v vy Wiy O U,
W DU, Un D Wy vy Wt D Uy,

wobei fiir Uy, Wz, . . ., A, beliebige Formeln eingesetzt werden diirfen. Dies
Sequenzschema hat, nidmlich, das leere Antezedens und dasjenige Sukzedens,
welches aus allen Formeln der Formen ;D% (¢=1,...,#n j=1,...,7n ixj)

besteht. Wir bezeichnen mit @, dasjenige Sequenzschema, welches man aus
P, durch Eliminierung von 2, O x-; bekommt.

Nun fiigen wir P, als neues Grundsequenzschema zum System LJ' hinzu.
Das dadurch entstandene System nennen wir LP,. Entsprechend meinen wir

fiir LQn.

Satz 2. Fiir n = 2 gelten
(1) LP. D L@y (I1) L@Qu+1 D LPy,y vy (I11) LP, D LJ".

Aus (I)-(III) erhalten wir eine unendliche Reihe von Systemen LP, und LQ»

gegen LJ'.

Beweis. Aus den Definitionen der P, und ®@» ersehen wir sofort LP,
2 LQnu+1, LQui1 2 LPyy; und LP, 2 LJ'. Um LP, D LQ,+1 zu beweisen, miissen
wir also zeigen, dass es eine Py-herleitbare und nicht @n:i-herleitbare Sequenz
gibt, entsprechend fir L&u+1 O LPp+y und LP, D LJ'.

Dazu betrachten wir den folgenden finiten distributiven Verband mit den

bestimmten natiirlichen Zahlen 71, 7»:
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Slr, 1) ={(x,9)|x=y=0,0der x=1,2, ..., 7n y=1,2,..., n}>
wobei (%1, y1) = (%2, 32) bedeutet, dass sowohl x; > x; als y; = y; gelten. Wir be-
trachten eine Abbildung v unsres Systems in den Verband &(71, 7)), welche
man durch folgende Feststellung bekommt.

Jeder Elementarformel ordne man ein Element des Verbands &(7:, 7:) zu.

Dann setze man fest:

p(A A B) =0(A) U b(B), o(AV B) = 0(A) N o(B),
o(A D B) = miny (0(A) U x = 8(W)),
() = min, AU x 21),

wo U bzw. N die verband-theoretische Summe bzw. derselbe Durchschnitt
sind. Dem leeren Antezedens ordne man das Element 0 und dem Ileeren
Sukzedens das Element I zu.” Von den Kommata im Antezedens bzw. Sukzedens
verfdhrt man in gleicher Weise als fiir die Zeichen A bzw. V und die

Hilfszeichen — sieht man fiir = an.

Nun behaupten wir: Jede @,«i-herleitbare Sequenz ist so beschaffen bei
der Abbildung in S(#, n), dass der Wert des Antezedens grésser oder gleich
als der des Sukzedens ist. Jede J-herleitbare Sequenz hat dieselbe Beschaffen-
heit.” 9(% D W) ist nicht 0, wenn v(A) = v(B) nicht gilt. Damit der Wert des
Sukzedens von @n+: nicht 0 ist, muss man abbilden derartig, dass fiir 1=
i, £ n+1 weder v(9;) = v(A;) noch v(A;) = v(Y;) gelten, mit Ausnahme von
0(Wpr1) = 0(WAn). Das ist aber unméglich, wie man aus der Definition von
&(n, n) ersieht.

Jedoch fiir P, kann man als Werte von ;, e, ..., U, die Elemente
(1, n), (2, n—1),..., (n,1) nehmen, so dass der Wert des Sukzedens das
Element (1, 1) ist. Man bekommt folglich, dass es eine P,-herleitbare und

nicht @u+i-herleitbare Sequenz gibt.”

6) Man beachte, dass &(71, 72) kein Element der Form (x, 0) (x:0) sowie (0, »)
(y2:0) enthilt.

7 In &(r1, 72) bedeutet I natiirlich das Element (71, 72) und 0 das Element (0, 0).

8) Vgl. G. Birkhoff, Lattice Theory, New York 1948. Man kann es direkt fiir LJ’
beweisen. Z.B. fiir FEA und FES schliesst man wie folgt. Wenn sowohl d(I") = (@) N b(A)
als D(B)u (L) 2b(A) gelten, so gilt ming (DA)V x> H(B)) U BT U LAY D(®) U D(A).
Wenn (%) U (") 0(B) gilt, so gilt auch H(I)S>min, (D(A) U x = H(B)).

9 Es sei @n+1 das aus @n+1 durch Elinimierung von Un+1>WUn-1 entstandene Sequenz-
schema. Wenn man als Werte von i, e, ..., An die Elemente (1, n), (2, n-1),..., (n. 1)
und als Wert von Un+1 (#, 2) nimmt, so ergibt sich gleichfalls, dass der Wert des Sukzedens
(1, 1) ist. Daraus erhilt man L&'n+1>LQu+1.
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Fiir LPu+: betrachten wir die Abbildung in &(n, #+1). Damit der Wert
des Sukzedens von Pp+: nicht 0 ist, muss es gelten, wie man aus der Form von
P,y abliest, dass fiir 1 =4, j=n+1 weder v(U) = 0(A;) noch v(A;) = v(Y)
giiltig sind, was unmoglich ist. Daher ist jede Pp+i-herleitbare Sequenz so
beschaffen bei der Abbildung in &(n, n+1), dass der Wert des Antezedens
grosser oder gleich als der des Sukzedens ist. Anderseits ist der Wert des
Sukzedens von @n+1 das Element (1, 1), wenn man fir 1=:=2n v(3;)
=(n+1-14,7) und v(WUns+1) = (1, #+1) setzt. Qu+1 ist also nicht Py+s-herleitbar
und LQu+1 O LPyy, ist giiltig.

Fir jede » gelten sowohl LP; D LQ»+: als auch L@,.1 2 L], also erhilt
man LP, D L] fir jede n'”"

§ 3. Einige Systeme, welche mit LP. aquivalent sind

Wir wollen hier die einige mit P, dquivalenten Schemata zeigen.

P, -ADYP, BDOA
3.1 AAB)DE->ADE, BDOE
3.2 AD(BVE)-ADP, ADE

3.3 (Qh/\%z/\ « e e /\QI,JD(S&VEB;V .o e V%m)—)?l13%1,...,M1D%m,
WD Bty e vos e D Bony o+ o 5 Un D B,

wobei wir natiirlich mit W AW A ... AUy die Formel (. ..U A A2) A UAp)
. ..) A %) meinen, entsprechend fiir V.

3.4 -ADP, (ADB)DO B
3.5 -ADB, (ADB)DUA
3.6 ADBP) DB, (BDA)DA->A, B

Nun beweisen wir die Aquivalenzen der oben genannten Sequenzenschemata,
wobei wir zwecks der Abkiirzung die leicht angebbaren Herleitungsteilen

auslassen.

1) Um LP,> L)’ direkt zu beweisen, darf man anstatt &(71, 72) (e, @), wo o die trans-
zendentale Ordnungszahl ist, betrachten.

1) Dabei soll es beachtet, dass diese Abbildungen unsere Zwischensysteme nicht charak-
terisieren.

12) Die Sequenz AV B->((A>B)>B)NA((B>A)>A) ist J'-herleitbar. Daher ist
> (AVB)><((A>B)>B) A ((B>A)>UA) dquivalent mit P2. Vgl J. C. C. McKinsey, Proof
of the independence of the primitive symbols of Heyting’s calculus of propositions, The Jour.
of Symbolic Logic, 4 (1939), S. 155-158, Fussnote 3.
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Aus P, mit den zwei herleitbaren Schemata AD B->AD (A A B) und
BOU->BD(AAB) erhdlt man durch Schnitte das Schema - AD (A A B),
B D (A A B), woraus man das Schema 3.1 durch Schnitte mit den zwei herleit-
baren BD(UAAB), (UAB)DE->BDOE und AD(AAB), (UAB)DE>ADE
erhilt. Umgekehrt erhilt man das Schema - A D (A A D), BDO(AA B) aus
3.1, also das Schema P, durch zweimalige Schnitte mit B8O (AAB)->BDOUA
und A D (AADB) > A D B.

Ahnlich kann man die Aquivalenz von 3.2 mit P, beweisen.

Das Schema 3.3 ergibt sich durch die wiedergeholten Anwendungen von
3.1 und 3.2. Die Schemata 3.1 und 3.2 gehen sofort aus 3.3 hervor.

Aus 3.1 erhdlt man (UAADB)DODB->ADNB, (ADB) DB, also durch
Schnitt mit - (A A (A D B)) D B das Schema 3.4. Umgekehrt geht - A D E,
(ADE)DE aus 3.4 hervor, folglich durch Schnitt mit dem herleitbaren Sequenz-
schema (A DE)DE, (UAB)DE->BDE bekommt man 3.1.

Aus P; ergibt sich » (A D B)D A, A D (ADWB), woraus man das Schema
3.5 durch Schnitt mit A D (A D B) > A D B erhilt. Aus 3.5 durch Schnitt mit
(ADB)DA->B DU erhilt man P,.

Aus »UADB, BOA und B->NB erhdlt man (ADB)DB->NB, BDOU
durch FEA, daraus mit Hilfe des Schemas U - 9 das Schema 3.6 durch FEA.
Setzt man nun A OB fiir B des Schemas 3.6 ein, so erhidlt man mit Hilfe des
herleitbaren Schemas - (A D(ADB)) D(AD V) das Schema ((ADB)DA) DA
>, ADB. Setzt man noch einmal A DO B fiir A des genannten Schemas ein,
so erhidlt man mit Hilfe des Schemas - (((XDB)DB)D(ADB))D(ADB)
das Schema 3.4.

Das Sequenzschema - [, ﬁ, welches wir mit M bezeichnen, ergibt sich
aus P» wie folgt: Man setze A fiir B des Schemas P; ein und fithre die Schnitte
mit den Schemata A DU > A und A D U » A zweimal durch. Anderseits ist
das Schema M nicht @s-herleitbar. Der Beweis ldsst sich in gleicher Weise wie
bei LP; D LQ; durchfithren. Aber ist es undeutlich, ob fiir System LM, welches
aus LJ' durch Hinzufiigung des Schemas M entsteht, die Relation LM 2 LP.
gilt oder nicht.

Das System LM ist dquivalent mit demjenigen System LM’', welches aus
LK dadurch entsteht, dass man folgenden Schlussfigurenschemata anstatt NES
und FES von LK nimmt:
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M-NES : -Q-I’_;:—_g,ﬁ und M-FES: %JI:_%?S’%’
wo 0 als Mitteilungszeichen fiir (evtl. leere) Reihen von Formeln der Formen
& dient. Man kann dies wie folgt beweisen. Die Schlussfigurenschemata NES
und FES des Systems LM gehen aus M-NES und M-FES hervor, gesetzt, dass
© leer sei. Man erhilt M aus ¥~ 9 durch M-NES. Alle M-herleitbaren
Sequenzen sind also M’-herleitbar. Umgekehrt erhdlt man :(5, W, T'>Baus A, I
-0, B durch NEA, woraus man 6, I'> % D% durch FES erhilt. Folglich

erhilt man '~ @, ¥ O B durch mehrmalige Schnitte mit M, w.z.b.w.
Nun z#hlen wir ohne Beweise die anderen mit M &quivalenten Sequenz-

schemata auf.

M1 ADA-A A

M2 ADBF->A, B

M3 ADOB -, B

M4 ADB - A, B

M5 AAND A, B

M6 AD(BVE) > (ADB)VE
M7 A->B, OU

M8 B->A,C (ADB)DE
M9 (ADB)DE)DD, B-T, €, D.

§4. Das System LR,

Nun fiigen wir als Grundsequenzschema zum System LJ' das folgende

Schema, das wir R, heissen, hinzu:
g QIl, 9113 s212, s2123 sl[a, o e e s)In-lD g«)In, §rn,

wo 2 eine natiirliche Zahl ist und fir A, Wz, ..., Ax beliebige Formeln
eingesetzt werden diirfen. Im Fall =1, bedeutet das Schema den Satz vom

ausgeschlossenen Dritten. Diese System nennen wir LR,.
Satz 3. Fur n=1 gelten

Aus (I) und (II) erhilt man eine unendliche Reihe der logischen Systeme

13) Da A/ B->AADB herleitbar ist und A\ B mit A A DB dquivalent ist, erhédlt man daraus
den de Morganschen Satz.
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zwischen LK und LP..

Beweis. Aus R, und A, - Un D A+ erhdlt man das Schema — As, As D As,
wes W1 DO sy Un D Apws durch einmaligen Schnitt, daraus erhilt man R+:
durch die Verdiinnung. Wenn # die gerade Zahl ist, so geht - A, A D Ao,
W DNy, o vy U D We, Ao aus R, hervor, indem man fiir die Formeln der
Formen Azp bzw. Wsp+: die Formel As bzw. A; einsetzt. Daraus ergibt sich P
durch zweimalige Schnitte mit Az — A2 D A; und A; » A> D A; sowie mehrmalige
Zusammenziehungen. Da fiir jede n LR, 2 LRy, 1 gilt, so erhidlt man LR, 2 LP;.

Um LR, D LR..: zu beweisen, betrachten wir eine Abbildung von LRj+:

in den folgenden distributiven Verband %,:
Enz{o, 1, 2, o o ey n}.

Wir stellen dieselben Badingungen wie in §2 fiir v fest. (% D B) bedeutet
dann 9(DB), falls v(V) > v(A) gilt, und 0, falls v(A) = v(B) gilt. Damit der
Wert des Sukzedens von Ru+1 nicht 0 ist, muss sowohl 0 <bv(;) <v(Us) < ...
<9(Upry) als auch 9(A,.) <n+1 gelten, was unmoglich ist. Jede Ruii-
herleitbare Sequenz ist, folglich, so beschaffen bei der Abbildung in %,, dass
der Wert des Antezedens grosser oder gleich als der des Sukzedens ist. Setzt
man nun b(;) =7, ist der Wert des Sukzedens von R, 1. R, ist also nicht
Ru+i-herleitbar.

Aus LR, DO LR, und LR,+; 2 LP ergibt sich LR, D LP; fiir jede n.

Universitit zu Nagoya
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