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Abstract. Let F a locally compact non-Archimedean ¢eld, of residue characteristic p, and c a
nontrivial additive character of F. Let s, s0 be irreducible representations of the absolute Weil
group of F, each of degree a power of p and not induced from a nontrivial unrami¢ed extension
of F.We give a formula for the value at s � 1

2 of the E-factor E�s
 s0;c; s�, modulo roots of unity
in C of order a power of p.Via the Langlands correspondence, we get an analogous formula
for supercuspidal representations of GLn�F �.
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1. Introduction

1.1. Soit F un corps commutatif localement compact non archimëdien, et soit F une
cloª ture sëparable algëbrique de F ; notons p la caractëristique rësiduelle de F . Parmi
les reprësentations (complexes) irrëductibles du groupe de Weil WF de F sur F ,
les plus dif¢ciles a© ëtudier et a© comprendre sont celles dont la restriction au
sous-groupe de rami¢cation sauvage PF de WF est encore irrëductible. Dans cet
article, nous prenons deux telles reprësentations s et s0 et nous voulons controª ler
le facteur E�s
 s0;c; s� relatif au choix d'un caracte© re additif non trivial c de F
et au choix (non indiquë dans la notation) de la mesure de Haar sur F autoduale
pour c. Plus prëcisëment, notre but est de calculer la valeur
E0�s
 s0� � E�s
 s0;c; 12�, modulo le groupe m des racines de l'unitë dans C d'ordre
une puissance de p (cf. [11]).

*Ce travail a eÂ teÂ en partie subventionneÂ par le reÂ seau europeÂ en TMR `Arithmetical Algebraic
Geometry'.
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1.2. Si t est une reprësentation deWF , sans constituant modërë, il existe un ëlëment
ct � c�t;c� de F�, bien dë¢ni modulo U1

F , tel que l'on ait

E�w
 t;c; s� � w�ct�ÿ1E�t;c; s�

pour tout quasicaracte© re modërë w de F� [7]. (Nous identi¢ons quasicaracte© res de
WF et quasicaracte© res de F� par la thëorie du corps de classes.)

Posons CF � F�=U1
F , et dë¢nissons la fonction GF : CF 
Z Z�1=p� ! C� par les

formules de [11] ½2 (cf. 3.6 ci-dessous); les valeurs de GF sont toujours ëgales a©
1 pour p � 2, et sont donnëes par des calculs de sommes de Gauss pour p impair.

Si t est une reprësentation de WF dont la restriction a© PF est irrëductible, de sorte
qu'en particulier sa dimension d est une puissance de p, on a d'apre© s [11], ½5, Cor.
2

E0�t� � det t�ct�ÿ1=dGF �ct�d �mod m�:
Nous voudrions trouver une formule analogue quand t est le produit tensoriel de
deux reprësentations s et s0 de WF dont la restriction a© PF est irrëductible. Le
proble© me est que t sera en gënëral rëductible et que les arguments de [11] ne peuvent
s'appliquer directement.

1.3. La question est bien suª r diffërente selon que t � s
 s0 a un constituant
modërë ou pas. Le premier cas se prësente quand les restrictions a© PF de s_ et
s0 sont isomorphes, ce qui ëquivaut a© dire que s0 est de la forme w
 s_ pour un
quasicaracte© re modërë w de F�. En [1] nous avons prouvë la formule

E0�s
 s_� � det s�ÿ1�dim sÿ1;

de sorte qu'on obtient aisëment E0�s
 s0� (cf. ½2.3).
Le cas complëmentaire est le plus intëressant.

THEè OREé ME. Soient s et s0 deux reprësentations de WF dont les restrictions a© PF

sont irrëductibles et non contragrëdientes l'une de l'autre, et posons t � s
 s0,
d � dim t. Alors on a

E0�t� � det t�ct�ÿ1=dGF �ct�d �mod m�:

1.4. Le rësultat prëcëdent prend son intëreª t en vue de la conjecture de Langlands
pour GLn. Pour chaque entier nX 1, notons G0F �n� l'ensemble des classes
d'isomorphisme de reprësentations irrëductibles de degrë n de WF , et A0

F �n�
l'ensemble des classes d'isomorphisme de reprësentations admissibles irrëductibles
supercuspidales de GLn�F �. Il s'agit de construire pour chaque n une bijection
s 7! p�s� de G0F �n� sur A0

F �n� qui vëri¢e les propriëtës suivantes :
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(a) Le dëterminant det s de s correspond au caracte© re central op�s� de p�s� via la
thëorie du corps de classes; avec nos conventions cela s'ëcrit det s � op�s� pour
s 2 G0F �n�.

(b) L'application p est compatible au passage aux contragrëdientes:

p�s_� � p�s�_ pour s 2 G0F �n�:

(c) L'application p prëserve les facteurs L et E de paires: pour s 2 G0F �n� et s0 2 G0F �n0�,
on a

L�s
 s0; s� � L�p�s� � p�s0�; s�

E�s
 s0;c; s� � E�p�s� � p�s0�;c; s�;

ou© les facteurs L et E de droite sont ceux dë¢nis par Jacquet, Piatetski^Shapiro et
Shalika [14] (voir aussi [18, 19]).

1.5. On sait qu'il existe au plus un tel syste© me de bijections de G0F �n� sur A0
F �n� [12].

Quand F est de caractëristique p, la conjecture de Langlands, i.e. l'existence d'un
tel syste© me, a ëtë prouvëe par Laumon, Rapoport et Stuhler [15]. Dans le cas
ou© F est de caractëristique zero, une preuve de cette conjecture a ëtë annoncëe
rëcemment par Harris et Taylor [10] (voir aussi [8] et [9]). Une dëmonstration plus
simple est donnëe dans [14]. Le Thëore© me 1.3 implique donc des propriëtës analogues
des facteurs epsilon de paires pour GLn.

Le plus important de ces rësultats s'ënonce de la fac° on suivante. Soient p 2 A0
F �d�

et p0 2 A0
F �d 0�, ou© d et d 0 sont des puissances de p. Supposons que pour tout

quasicaracte© re non rami¢ë non trivial w de F� la reprësentation p ne soit pas
ëquivalente a© �w � det� 
 p, ni p0 �a �w � det� 
 p0. Deux cas se prësentent, selon qu'il
existe ou non un quasicaracte© re modërë w de F� tel que p0 � �w � det� 
 p_. Dans
le premier cas, on a prouvë [1] la formule

E0�p
 p_� � op�ÿ1�dÿ1

et on en tire facilement E0�p
 p0�.
Dans le second, nous avons le thëore© me suivant, consëquence immëdiate du

Thëore© me 1.3 et de la conjecture de Langlands.

THEè OREé ME. Soient p 2 A0
F �d�, p0 2 A0

F �d 0�, ou© d et d 0 sont des puissances de p.
Supposons que pour tout quasicaracte© re non rami¢ë non trivial w de F� on ait
�w � det� 
 p 6� p et �w � det� 
 p0 6� p0, et que pour tout quasicaracte© re modërë w
de F� on ait �w � det� 
 p_ 6� p0. Alors il existe un ëlëment cp�p0 de F�, bien dë¢ni
modulo U1

F , tel qu'on ait

E��w � det� 
 p� p0;c; s� � w�cp�p0 �ÿ1E�p� p0;c; s�;
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pour tout quasicaracte© re modërë w de F�, et on a

E�p� p0;c; 12� � od 0
p o

d
p0 �cp�p0 �ÿ1=dd

0
GF �cp�p0 �dd 0 �mod m�:

1.6. Les mëthodes de [10], [13] sont de nature globale et gëometrique. Une autre
approche, due aux auteurs, est de nature plus locale et plus explicite, mais n'a
pas donnë pour l'instant le rësultat complet. Nous avons dë¢ni dans [2] des
applications G0F �n� ! A0

F �n� dans le cas (le plus dif¢cile) ou© n est une puissance
de p. La prëservation des facteurs epsilon de paires par ces applications n'est
pas encore connue. Mais nous avons des renseignements partiels. Si les applications
de [2] satisfont une certaine relation `de Davenport-Hasse' pour les facteurs epsilon
de paires, alors elles redonnent la correspondance de Langlands [3]. De plus, dans
l'article prëliminaire [4] nous avons montrë que la relation de Davenport-Hasse
et le Thëore© me 1.5 impliquent, sans recours a© [10] ou [13], la prëservation des
facteurs epsilon de paires pour les applications de [2]. Donc une dëmonstration
directe du Thëore© me 1.5 donnerait une preuve locale de la conjecture de Langlands
pour GLn sur F , quand n est une puissance de p.

1.7. La majeure partie de l'article est consacrëe a© la dëmonstration du Thëore© me
1.3. La dif¢cultë, dëja© signalëe, est que la reprësentation s
 s0 est en gënëral
rëductible. Meª me pis, ses composants irrëductibles auront en gënëral des pentes
(de rami¢cation) diffërentes, de sorte que s
 s0 n'est pas homoge© ne au sens de [11]
½1, ce qui interdit tout recours direct a© [11].

On est en fait amenë a© considërer la restriction de s et s0 aux sous-groupes de
rami¢cation de WF . Meª me si ce n'est pas indispensable, il est commode de se
ramener, par torsion par un quasicaracte© re non rami¢ë, au cas ou© s et s0 se
factorisent toutes deux par le groupe de Galois G d'une extension ¢nie galoisienne
E de F dans F . On note alors i le plus petit entier tel que les restrictions de s_

et s0 au sous-groupe de rami¢cation Gi de G aient un constituant commun.

1.8. On utilise alors la thëorie de Clifford relative au sous-groupe distinguëGi deG;
les reprësentations s et s0 sont induites de reprësentations S et S0 d'un sous-groupeH
deG contenantGi, les restrictions de S_ et S0 a© Gi ëtant isotypiques de meª me type. On
controª le le facteur E0�s
 s0� en termes de E0�S 
 S0� de la fac° on suivante. Tout
d'abord on utilise l'inductivitë des facteurs E en degrë 0 en calculant plutoª t
E0�s
 �ds0 ÿ d 0s_��, ou© d � dim s et d 0 � dim s0: comme d et d 0 sont des puissances
de p et que E0�s
 s_� � os�ÿ1�dÿ1, cela permet de calculer E0�s
 s0� �mod m� en
termes de E0�S 
 S0� et de termes complëmentaires, qui sont en fait controª lës par
la constante cr mentionnëe plus haut, ou© r est la reprësentation sans constituant
modërë de WF telle que IndG

H 1 � 1� r. Tout cela est effectuë au ½4*

*Nous remercions le rapporteur pour une remarque qui a simplifieÂ la preuve de 4.10±4.13.
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1.9. Au ½3, nous calculons la classe de cr dans CF 
Z Z=2Z, quand p est impair.
Cela nous permet, au ½4, de nous ramener au cas ou© H � G, i.e. ou© les restrictions
a© Gi de s et s0 sont isotypiques (le cas p � 2 est plus direct).

Le raisonnement du ½3 est en fait plus gënëral, et comple© te des arguments de [1], ou©
nous avions calculë E0�s
 s_� en voyant s
 s_ comme une reprësentation
orthogonale.

THEè OREé ME. Supposons p impair. Soit t une reprësentation orthogonale de WF , de
dëterminant trivial et de dimension paire, et soit o un caracte© re quadratique de
F�. Alors on a E0�o
 t� � E0�t�o�ÿ1�dim t=2:

Ce rësultat (Thëore© me 3.1) est appliquë a© t � r� 1� det r pour calculer cr en
3.4^3.6.

1.10. Un raisonnement analogue a© celui esquissë plus haut nous permet meª me (en
4.14^4.15) de nous ramener au cas ou© les restrictions a© Gi de s_ et s0 sont sommes
d'un meª me caracte© re: autrement dit, les images s�Gi� et s0�Gi� sont centrales.
Les restrictions a© Giÿ1 de s et s0 sont alors sommes de reprësentations irrëductibles
de type Heisenberg. On applique a© nouveau, au ½5, les propriëtës d'inductivitë
des facteurs epsilon, ce qui donne en¢n le thëore© me.

Remarque.Cet article est le deuxie© me d'une courte sërie. Le premier article de cette
sërie [1] est intitulë ``Calculs de facteurs epsilon de paires pour GLn sur un corps
local, I''. Mais en fait cet article peut aussi eª tre considërë comme la suite de l'article
[11], lui-meª me explorant plus avant le the© me de [7].

2. Notations et Rappels

2.1. Comme dans l'introduction, nous ¢xons un corps commutatif localement
compact F , une cloª ture sëparable algëbrique F de F , et un caracte© re additif non
trivial c de F . Nous notons p la caractëristique rësiduelle de F .

Soit K une extension ¢nie de F dans F ; nous utiliserons les notations
traditionnelles: oK pour l'anneau des entiers, pK son idëal maximal, qK le cardinal
de oK=pK . On note WK le groupe de Weil de F sur K et cK le caracte© re additif
non trivial c � trK=F de K . Si t est une reprësentation* (complexe) semisimple**
de WK , on note E0�t� la valeur en s � 1

2 de E�t;cK ; s�, ou© ce facteur epsilon est celui
relatif au choix de la mesure de Haar sur K autoduale pour cK [20]: ainsi cK et
cette mesure de Haar sont considërës comme ¢xës.

*Dans cet article, quand nous �ecrirons une �egalit�e de deux repr�esentations cela signifiera, selon
un usage courant, que ces deux repr�esentations sont isomorphes.
**Beaucoup des consid�erations de cet article pourraient s'�etendre �a des repr�esentations F-
semisimples du groupe de Weil-Deligne de F sur F . Nous laissons au lecteur le soin de ces
g�en�eralisations: nous n'en avons pas l'usage pour le moment.
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On note PK le sous-groupe de rami¢cation sauvage de WK , et on dit que t est
modërëe (resp_ sans constituant modërë) si sa restriction a© PK est triviale (resp.
ne contient pas le caracte© re trivial). Si t est sans constituant modërë, il existe un
ëlëment ct 2 K�, bien dë¢ni modulo U1

K , tel qu'on ait [7]

E�w
 t;cK ; s� � wÿ1�ct� E�t;cK ; s� �2:1:1�
pour tout quasicaracte© re modërë w de CK . (Ici, et dans toute la suite nous identi¢ons
quasicaracte© res de K� et de WK par la thëorie du corps de classes, en normalisant
celle-ci de sorte que les substitutions de Frobenius gëomëtriques correspondent
aux uniformisantes; on notera 1K le quasicaracte© re trivial de K� ou WK ). On pose
CK � K�=U1

K , de sorte qu'on peut voir aussi ct comme un ëlëment de CK ou
CK 
Z Z�1=p�. On aura a© utiliser la fonction GK : CK 
Z Z�1=p� ! C� dë¢nie dans
[11] ½2. La dë¢nition prëcise sera rappelëe en 3.6.

2.2. On note m le groupe des racines de l'unitë dans C d'ordre une puissance de p.
On note l�t� et on appelle pente (de rami¢cation) de t l'in¢mum des nombres rëels

a > 0 tels que t soit trivial sur le sous-groupe de rami¢cation W a
F de WF . Nous aur-

ons a© nous servir du rësultat suivant [11], ½5, Cor. 3.

PROPOSITION. Soient s et t des reprësentations semisimples de WK. On suppose
que tout composant irrëductible de t a une pente strictement supërieure Aé l�s�. Alors
on a

E0�s
 t� � det s�ct�ÿ1E0�t�dim s �mod m�:

De [11] ½5 Cor. 2 dëcoule immëdiatement:

COROLLAIRE. Supposons t sans constituant modërë. Alors s
 t l'est aussi et on a
cs
t � cdim s

t dans CF 
Z Z�1=p�.

2.3. Pour ¢nir, rappelons un des rësultats principaux de [1].

PROPOSITION. Soit s une reprësentation semisimple de WF . On a

E0�s
 s_� � det s�ÿ1�dim sÿ1:

Une consëquence en est le calcul de E0�s
 s0� dans le cas particulier mentionnë
en 1.3.

COROLLAIRE. Supposons en outre que la restriction de s a© PF est irrëductible, et
ëcrivons s
 s_ � 1F � r. Alors r est une reprësentation sans constituant modërë
et on a, pour tout quasicaracte© re modërë w de F�,

E0�s
 w
 s_� � E0�w� wÿ1�cr� det s�ÿ1�dim sÿ1:
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Preuve du corollaire. La restriction a© PF de s ëtant irrëductible, celle de s
 s_ ne
contient qu'une fois le caracte© re trivial, et r est bien sans constituant modërë.
On a s
 s_ � 1F � r d'ou© s
 w
 s_ � w� �w
 r�. Par suite on obtient

E0�s
 s_� � E0�1F � E0�r� � E0�r�;
et

E0�s
 w
 s_� � E0�w� E0�w
 r�:
La formule dëcoule alors de la proposition et de (2.1.1) appliquë a© r.

3. Reprësentations Orthogonales et Facteurs Epsilon

3.1. Dans ce paragraphe, nous donnons un complëment a© [1], concernant les
reprësentations orthogonales deWF ; ce complëment sera appliquë, aux paragraphes
4 et 5, a© notre calcul de E0�s
 s0�.

Soit t une reprësentation semisimple complexe, voire meª me virtuelle, de WF . On
suppose que t est orthogonale, de dëterminant trivial. Alors la valeur
E0�t� � E�t;c; 12�, qui ne dëpend pas de c, vaut 1 ou ÿ1 selon que la classe de
Stiefel-Whitney cl�w2�t�� de t dans H2�WF ;Z=2Z� est triviale ou non. Cela dëcoule
de [6], Prop. 5.2 si t est une reprësentation virtuelle de degrë 0 et le cas gënëral
en rësulte par ajout de multiples du caracte© re trivial [1], 2.1. Si F est de
caractëristique 2, on a toujours E0�t� � 1.

Si o est un caracte© re quadratique deWF , alors o
 t est encore une reprësentation
orthogonale. On a det�o
 t� � odim t et par suite o
 t est de dëterminant trivial si
dim t est pair.

THEè OREé ME. Soit t une reprësentation (complexe, virtuelle) orthogonale deWF , de
dëterminant trivial et de dimension paire n � 2m. Soit o un caracte© re quadratique de
WF . On a E0�o
 t� � o�ÿ1�mE0�t�:

Remarque. Si au contraire t est de dimension impaire n � 2m� 1 on peut quand
meª me calculer E0�o
 t�. On a en effet

E0�o
 t� � E0�o
 �t� 1��
E0�o� � o�ÿ1�m�1E0�t�=E0�o�

par le thëore© me. Comme o est quadratique, on a E0�o�2 � o�ÿ1� d'ou© l'on tire la
formule

E0�o
 t� � E0�o�dim tE0�t�
sans hypothe© se sur la dimension de t. (Attention, o
 t n'est plus de dëterminant
trivial si dim t est impair, et on ne peut appliquer la formule a© o
 t au lieu de t).
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3.2. La dëmonstration du thëore© me 3.1 est assez courte, compte-tenu des rësultats
rappelës plus haut. Si d'abord F est de caractëristique 2, l'assertion est triviale.
On suppose donc que tel n'est pas le cas. On se rame© ne aussitoª t, par multiplicativitë
des classes de Stiefel-Whitney totales, au cas ou© t est une reprësentation effective
t : WF ! SO�q�, ou© q est une forme quadratique dë¢nie positive sur un espace
vectoriel rëel V de dimension ¢nie paire n � 2m. Le reveª tement Spin�q� de SO�q�
donne via t une classe at dans H2�WF ; f�1g�, qui s'identi¢e a© cl�w2�t��. Il suf¢t donc
de voir comment at varie quand on tord t par o.

Notons j un rele© vement dans Spin�q� deÿ1 2 SO�q�. Si x 2 V , on note encore x son
image dans l'alge© bre de Clifford C�q�. On a jxjÿ1 � ÿx pour tout x dans V et en
consëquence j appartient au centre de Spin�q�. Par suite tordre t par o a pour effet
d'ajouter a© at un ëlëment qui ne dëpend que de o et non de t. On peut donc prendre
t trivial pour effectuer le calcul, d'ou© le rësultat.

3.3. Donnons deux consëquences du thëore© me 3.1. On suppose que p est impair.
On ¢xe une reprësentation (effective) s de WF , dont la restriction a© PF est
irrëductible, et on prend pour t la reprësentation de WF telle que
s
 s_ � t� 1. Alors t est une reprësentation orthogonale de dëterminant trivial,
et graª ce a© l'hypothe© se sur s, elle n'a pas de constituant modërë (cf. 2.3).

COROLLAIRE. Supposons p impair. Soit s une reprësentation de WF telle que sjPF

soit irrëductible. Soit t la reprësentation telle que s
 s_ � t� 1. Alors l'ëlëment
ct est un carrë dans CF .

Dëmonstration. Comme p est supposë impair, un caracte© re quadratique o de WF

est modërë, et on a

E0�o
 t� � o�ct�ÿ1E0�t�

par 2.1. Mais d'autre part la dimension de s est une puissance de p, ce qui entra|ª ne
que celle de t est multiple de 8. Le thëore© me 3.1 donne alors

E0�o
 t� � E0�t�:

On a donc o�ct� � 1 pour tout caracte© re quadratique o de F� d'ou© le rësultat.

3.4. Le corollaire suivant du thëore© me 3.1 demande aussi que p soit impair. On
conside© re une extension ¢nie K de F , totalement sauvagement rami¢ëe; son degrë
d est donc une puissance de p. On note dK=F le dëterminant de la reprësentation
IndWF

WK
1K , c'est-a© -dire la signature de la reprësentation de permutation de WF

surWF=WK . On identi¢e CF 
Z Z=2Z avec F�=F�2, et on voit donc le discriminant
dK=F de l'extension K=F comme un ëlëment de CF 
Z Z=2Z; l'extension de F
correspondant au caracte© re dK=F de F� est ainsi, avec l'abus de notation habituel,
F �pdK=F �.
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Notons rK=F la reprësentation de degrë d ÿ 1 de WF telle que
IndWF

WK
1K � 1F � rK=F . Alors rK=F est sans constituant modërë, et son dëterminant

est dK=F . On note cK=F l'ëlëment crK=F de CF associë a© rK=F .

THEè OREé ME. Soit p impair, et soit K=F une extension ¢nie, totalement sauvagement
rami¢ëe. Avec les notations prëcëdentes, dK=F est la classe dans CF 
Z Z=2Z de
�ÿ1��dÿ1�=2cK=F .

Remarque. Comme la dimension d ÿ 1 de rK=F est paire, la classe de cK=F dans
CF 
Z Z=2Z ne dëpend pas du choix de c; bien entendu dK=F n'en dëpend pas
non plus.

3.5. Dëmontrons le thëore© me 3.4. Pour cela, on applique le thëore© me 3.1 a© la rep-
rësentation t � rK=F � dK=F � 1F ; elle est orthogonale, de dëterminant trivial et
de dimension paire d � 1. On a E0�t� � E0�rK=F �E0�dK=F �E0�1F � et si o est un caracte© re
quadratique de F�,

E0�o
 t� � E0�o
 rK=F �E0�odK=F �E0�o�:

Par le thëore© me 3.1 on obtient

E0�o
 t� � o�ÿ1��d�1�=2E0�t�:

Mais on a aussi, par dë¢nition de cK=F ,

E0�o
 rK=F � � oÿ1�cK=F � E0�rK=F �:

On en dëduit l'ëgalitë

o��ÿ1��d�1�=2cK=F � � E0�odK=F � E0�o�
E0�dK=F � E0�1F � :

Si dK=F � 1F cette ëgalitë s'ëcrit

o��ÿ1��d�1�=2cK=F � � o�ÿ1�

et on voit que �ÿ1��dÿ1�=2cK=F est un carrë dans F�, ce qui donne le rësultat.
On peut donc supposer maintenant que dK=F est non trivial. Prenant o � dK=F on

obtient

dK=F ��ÿ1��d�1�=2cK=F � � 1:

On a aussi bien suª r dK=F �ÿdK=F � � 1 puisque ÿdK=F est clairement une norme de
F �pdK=F �.

Il suf¢t donc de prouver l'ëgalitë de o��ÿ1��d�1�=2cK=F � et o�ÿdK=F � pour un
(quelconque) caracte© re quadratique non trivial o de F� distinct de dK=F .
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Supposons d'abord dK=F non rami¢ë; alors o est rami¢ë et on a

E0�odK=F � � �ÿ1�1�nE0�o�; E0�dK=F � � �ÿ1�n

ou© n (l'ordre de c, cf. 3.7) ne dëpend que de c et on obtient donc

o��ÿ1��d�1�=2cK=F � � ÿo�ÿ1�:

Mais en ce cas dK=F � xF�2 ou© x 2 o�F n'est pas un carrë modulo pF . On a donc
o�dK=F � � o�x� et o�x� vaut ÿ1 car o est rami¢ë donc ojo�F est d'ordre exactement
2. On obtient bien l'ëgalitë voulue.

Supposons en¢n dK=F rami¢ë. Prenons o non rami¢ë. On a alors

E0�odK=F � � �ÿ1�1�nE0�dK=F � E0�o� � �ÿ1�n

et o��ÿ1��d�1�=2cK=F � � ÿ1.
L'extension F �pdK=F �=F est rami¢ëe et p est impair, donc la valuation de dK=F est

impaire. On a donc aussi o�ÿdK=F � � ÿ1; ce qui prouve le thëore© me 3.4.

3.6. Il nous faut rappeler maintenant la dë¢nition (cf. [11] ½2) de l'application
GF : CFÿ!C�: Elle se factorise par le quotient CF 
Z=2Z et nous la verrons
comme une application, encore notëe GF , de CF 
Z=2Z dans C�. Dans le cas
p � 2, on a GF �x� � 1; x 2 CF : Supposons donc p impair.

Nous notons n � nF l'ordre du caracte© re additif c, i.e_ le plus grand entier r tel que
c soit trivial sur pÿrF . Nous notons aussi uF la valuation normalisëe de F .

Soient x 2 F� et �x sa classe dans CF 
Z=2Z. Si uF �x� � nF est pair, on a
GF � �x� � 1. Si uF �x� � nF est impair, on peut modi¢er x par un carrë de sorte que
uF �x� � nF � 1 � 0 et on a alors

GF � �x� � qÿ1=2F

X
x

c�xx2=2�;

la somme portant sur un syste© me de reprësentants de oF=pF dans oF .

3.7. Terminons ce paragraphe par une application du thëore© me 3.4, qui nous
servira au ½4.

On conserve la situation du thëore© me 3.4. L'injection canonique de CF dans CK

induit un isomorphisme de CF 
Z�1=p� sur CK 
Z�1=p� et donc aussi un
isomorphisme de CF 
Z=2Z sur CK 
Z=2Z, par lequel nous identi¢ons ces deux
groupes. Il s'agit pour nous de comparer les applications GF et GK de
CF 
Z=2Z dans C�.

PROPOSITION. Sous les hypothe© ses prëcëdentes, on a

GK �x� � GF �cK=Fx�; x 2 CF 
Z Z�1=p�:
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Soit nK l'ordre du caracte© re cK ; on sait qu'on a nK � eK=F nF � tK=F ou© tK=F est
l'exposant diffërental de K=F et eK=F son indice de rami¢cation. On peut trouver
un ëlëment a de K� de valuation eK=F ÿ 1ÿ tK=F dont la trace trK=F �a� vaille 1.

Soient x 2 F� et x sa classe dans CF 
Z Z=2Z � CK 
Z Z=2Z. On a
uK �ax� � nK � 1 � eK=F �uF �x� � nF � 1� et par suite uK �ax� � nK et uF �x� � nF sont
de meª me paritë. En outre on a uK �ax� � nK � 1 � 0 si et seulement si
uF �x� � nF � 1 � 0 et si tel est le cas on a (puisque K est totalement rami¢ëe sur F )X

x2oK=pK
cK �axx2=2� �

X
x2oF =pF

cF �trK=F �a�xx2=2�

d'ou© GK �ax� � GF � �x�. Par ce qui prëce© de, cette ëgalitë est vraie pour tout x 2 F�.

3.8. Il s'agit donc de relier a et cK=F .
Soit $ une uniformisante de K et f le polynoª me minimal de $ sur F . On sait, par

les relations d'Euler [16], III ½6 Lemme 2, qu'on peut prendre a � $dÿ1=f 0�$�
(on a tK=F � uK �f �$�� et eK=F � d). Mais par ailleurs, dK=F est la classe dans
CF 
Z Z=2Z de �ÿ1�d�dÿ1�=2NK=F �f 0�$��. Puisque K=F est totalement sauvagement
rami¢ëe la norme NK=F induit sur CK 
Z=2Z l'ëlëvation a© la puissance d et comme
d est impair on a dans CK 
Z Z=2Z l'ëgalitë de �ÿ1��dÿ1�=2dK=F et de la classe de
a, c'est-a© -dire que la classe de a dans CK 
Z Z=2Z n'est autre que cK=F !

La proposition dëcoule alors de 3.7.

4. Premie© res Rëductions

4.1. Dans ce paragraphe, nous commenc° ons la preuve du thëore© me 1.3. Nous
¢xons donc deux reprësentations s et s0 de WF dont les restrictions a© PF sont
irrëductibles et non contragrëdientes l'une de l'autre. Leur dimension est donc
une puissance de p et si s (ou s0) est induite a© partir d'une extension ¢nie K de
F dans F , alors K est totalement sauvagement rami¢ëe sur F . On pose
t � s
 s0, d � dim t, c � ct.

Si l'on tord t par un quasicaracte© re non rami¢ë w, c n'est pas modi¢ë, det t est
multiplië par wd et E0�t� par wÿ1�c�; la formule a© prouver n'a pas changë. On peut
donc supposer, et nous le ferons, que s et s0 se factorisent a© travers le groupe
de Galois G d'une extension ¢nie galoisienne E de F dans F ; nous considërerons
aussi s et s0 comme des reprësentations de G.

Faisons usage maintenant de la ¢ltration de G par ses sous-groupes de rami-
¢cation. Les restrictions a© G1 de s et s0_ sont irrëductibles et inëquivalentes. Nous
notons i le plus petit entier tel que les restrictions a© Gi de s et s0_ aient un constituant
commun; on a donc i > 1.

4.2. Fixons un tel constituant r, et notons H le stabilisateur de r dans G, et K le
sous-corps de E ¢xë par H. Alors s est induite de la reprësentation S de H sur
le composant isotypique de sjGi

de type r, et de meª me s0 est induite de la reprësen-
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tation S0 de H sur le composant isotypique de s0jGi
de type r_. On a donc

s
 s0 � IndG
H ��S 
 S0� �U 0�;

s
 s_ � IndG
H ��S 
 S_� �U�

ou© U 0 etU sont des reprësentations deH que nous identi¢erons plus loin (en 4.8). En
tout cas elles sont sans constituant modërë puisque leur restriction a© Gi ne contient
pas le caracte© re trivial.

4.3. Notons e le degrë de K=F qui est totalement sauvagement rami¢ëe, de sorte
que e � eK=F � �K : F � est une puissance de p. Notons s et s0 les dimensions
respectives de S et S0: ce sont aussi des puissances de p. On a

s
 �ss0 ÿ s0s_� � IndG
H ��S 
 �sS0 ÿ s0S_�� � �sU 0 ÿ s0U��

cette ëgalitë ëtant considërëe dans le groupe de Grothendieck des reprësentations de
G, sommes, diffërences et produits tensoriels ëtant pris dans les groupes de
Grothendieck.

Par inductivitë en degrë 0 des facteurs epsilon, on obtient

E0�s
 s0�s
E0�s
 s_�s0 �

E0�S 
 S0�s
E0�S 
 S_�s0 E

0�sU 0 ÿ s0U�;

les facteurs E0 de droite, bien entendu, ëtant relatifs au corps de base K .
Par le rësultat rappelë en 2.3, on a

E0�s
 s_� � 1 �mod m�; E0�S 
 S_� � 1 �mod m�:
On peut controª ler aussi le facteur E0�sU 0 ÿ s0U�.

PROPOSITION. On a c1=sU � c1=s
0

U 0 dans CK 
Z Z�1=p� et

E0�sU 0 ÿ s0U� � det�S 
 S0��cU 0 �ÿ1=s0 �mod m�:

4.4. Admettons pour l'instant cette proposition, qui sera prouvëe a© la ¢n de ce
paragraphe.

On a donc

E0�s
 s0� � E0�S 
 S0� det�S 
 S0��c1=ss0U 0 �ÿ1 �mod m�: �4:4:1�
La reprësentation ad�s� � s
 s_ ÿ 1F est sans constituant modërë, et il en est de
meª me de ad�S� � S 
 S_ ÿ 1K . D'ailleurs on a ad�s� � rK=F � IndG

H �ad�S��
�IndG

H �U� ou© rK=F � IndG
H �1K � ÿ 1F a ëtë considërëe en 3.4.
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Si w est un quasicaracte© re modërë de F� on a

w
 ad�s� � w
 rK=F � IndG
H �wK 
 ad�S�� � IndG

H �wK 
U�

ou© l'on a posë wK � w �NK=F .
On en tire l'ëgalitë suivante, dans CF ,

cad�s� � cK=F NK=F �cad�S��NK=F �cU �:
Identi¢ons CF 
Z Z�1=p� et CK 
Z Z�1=p� comme en 3.4. Alors la norme NK=F

induit sur ce groupe l'ëlëvation a© la puissance e et on a dans CF 
Z Z�1=p�

cad�s� � cK=F cead�S�c
e
U : �4:4:2�

Mais, par le corollaire 3.3, cad�S� et cad�s� sont des carrës si p est impair. On obtient
donc, pour p impair,

cU � cK=F dans CF 
Z Z=2Z: �4:4:3�
De manie© re analogue, on obtient

cs
s0 � ceS
S0c
e
U 0 dans CF 
Z Z�1=p�: �4:4:4�

Pour p impair, on a csU 0 � cs
0
U (dansCK 
Z�1=p�) par la proposition 4.3, et donc, pour

p impair,

cU 0 � cU � cK=F dans CF 
Z Z=2Z: �4:4:5�

4.5. Supposons que le thëore© me 1.3 soit vrai pour les reprësentations S et S0:

E0�S 
 S0� � det�S 
 S0��cS
S0 �ÿ1=ss0GK �cS
S0 �ss0 �mod m�:

On a alors par (4.4.1)

E0�s
 s0� � det�S 
 S0��cS
S0cU 0 �ÿ1=ss0GK �cS
S0 �ss0 �mod m�

qu'il s'agit de comparer a©

det�s
 s0��ceS
S0ceU 0 �ÿ1=ss
0e2GF �ceS
S0ceU 0 �ss

0e2

(par 4.4.4). On a

det s � det SjF� � dsK=F ;

det s0 � det S0jF� � ds
0
K=F ;
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d'ou©

det�s
 s0� � �det s�s0e�det s0�se � det�S 
 S0�ejF� d2ss
0e

K=F

� det�S 
 S0�ejF� :

Cela donne l'ëgalitë des termes en det

det�S 
 S0��cS
S0cU 0 �1=ss0 � det�s
 s0��ceS
S0ccU 0 �1=ss
0e2 �mod m�:

Pour l'ëgalitë des termes en G, on remarque qu'elle est triviale si p � 2. Si p est
impair, e l'est aussi et e2 est congru a© 1 modulo 8. On a donc

GF �ceS
S0ceU 0 �ss
0e2 � GF �cS
S0cU 0 �ss0 � GF �cS
S0cK=F �ss0

par (4.4.5). L'ëgalitë avec GK �cS
S0 �ss0 dëcoule alors de la proposition 3.7.
En admettant la proposition 4.3, nous avons donc prouvë que si le thëore© me 1.3 est

vrai pour S et S0, il l'est aussi pour s et s0.

4.6. Passons maintenant a© la dëmonstration de la proposition 4.3. Il nous faut faire
appel a© la thëorie de Clifford [5] ½11. Il existe une extension eH de H par C�, scindëe
naturellement sur Gi, telle que r s'ëtende en une reprësentation R de eH, dont la
restriction a© C� est somme de copies du caracte© re identitë z 7! z, et S s'ëcrit
R
 T , ou© T est une reprësentation irrëductible de eH, triviale sur le sous-groupe
Gi de eH, et dont la restriction a© C� est somme de copies du quasicaracte© re
z 7! zÿ1. De meª me, bien suª r, S0 se factorise sous la forme R_ 
 T 0.

Mais on sait [17] ½6, Thm. 4 que le groupe de cohomologie continue
H2�Gal�F=K�;C�� est trivial; on peut donc relever la projection Gal�F=K� !! H
en un homomorphisme continu Gal�F=K� ! eH.

4.7. Notons E 0 une extension galoisienne ¢nie de F dans F , contenant E et le noyau
de cet homomorphisme. PosonsG0 � Gal�E 0=F � et notons i0 le plus petit entier tel que
l'image de G0i0 dans G soit Gi. Alors r dë¢nit une reprësentation irrëductible de G0i0
dont le stabilisateur dans G0 est Gal�E 0=K� � H 0. L'extension eH 0 de H 0 par C�

obtenue par image inverse de eH est alors scindëe, par le choix de E 0.
Remplac° ant E par E 0 et i par i0, on peut donc supposer que l'extension eH deH par

C� est scindëe. Mais il faut prendre garde que ce scindage ne co|« ncide pas
nëcessairement sur Gi avec le scindage donnë par r. De ce qui prëce© de, on peut
simplement dëduire qu'il existe un caracte© re a de Gi tel que r
 a s'ëtende en
une reprësentation de H, qu'abusivement nous nous permettrons de noter encore
R. On a S � R
 T ou© cette fois T est une reprësentation irrëductible de H dont
la restriction a© Gi est isotypique de type aÿ1. De la meª me fac° on S0 � R_ 
 T 0 ou©
T 0 est une reprësentation irrëductible de H dont la restriction a© Gi est isotypique
de type a. En particulier T 
 T 0 a une restriction triviale a© Gi.
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4.8. Il nous faut identi¢er maintenant les reprësentations U etU 0 de 4.2. Notons Y
un ensemble de reprësentants dans G des doubles classes non triviales de G
modulo H.

On a

s
 s0 � �IndG
H S� 
 �IndG

H S0�

� IndG
H �S 
 �ResHG IndG

HS
0��:

Par la formule de Mackey, on a donc

U 0 �
M
y2Y

S 
 �IndH
H\yHyÿ1 ResH\yHyÿ1

yHyÿ1 �S0y��

ou© S0y�yhyÿ1� � S0�h� pour h 2 H.
On obtient ainsi

U 0 �
M
y2Y

IndH
H\yHyÿ1�U 0y�;

U 0y � �Res
H\yHyÿ1
H S� 
 �Res

H\yHyÿ1

yHyÿ1 S0y�:

De la meª me fac° on

U �
M
y2Y

IndH
H\yHyÿ1 �Uy�;

Uy � �ResH\yHyÿ1
H S� 
 �ResH\yHyÿ1

yHyÿ1 S_y�:

On a alors E0�sU 0 ÿ s0U� �Qy2Y Ey avec Ey � E0�sU 0y ÿ s0Uy�.
Notant Ky l'extension de K ¢xëe par H \ yHyÿ1, on obtient aussi

cU �
Q
y2Y

NKy=K �cUy�

cU 0 �
Q
y2Y

NKy=K �cU 0y �

9>=>; dans CK 
Z Z�1=p�:

4.9. Fixons pour un moment y 2 Y . Nous allons controª ler Uy et U 0y par leur
restriction a© Gi qui, par construction, est un sous-groupe distinguë de H. Les
restrictions a© Gi de Uy et U 0y sont sommes de reprësentations de la forme
r
 r_y; en particulier, comme nous l'avons dëja© mentionnë en 4.2, elles ne con-
tiennent pas la reprësentation unitë.

Pour chaque composant irrëductible n de r
 r_y, on conside© re la
sous-reprësentation Uy;n de Uy dont la restriction a© Gi est somme de reprësentations
irrëductibles dans l'orbite de n sous H \ yHyÿ1; ainsi Uy est somme de ces
reprësentations Uy;n, quand n parcourt un syste© me N � N�y� de reprësentants de
ces orbites. Si Hn est le stabilisateur de n dans H \ yHyÿ1, alors Uy;n est induite
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de la reprësentation Vn de Hn sur le composant isotypique de Uy;njGi
de type n. De

manie© re analogue, on ëcrit

U 0y �
M
n2N

U 0y;n �
M
n2N

Ind
H\yHyÿ1
Hn

�V 0n�:

On a

E0�sU 0y ÿ sUy� �
Y
n2N

E0�sV 0n ÿ s0Vn�;

cUy �
Q

n2N NKn=Ky�cVn �

cU 0y �
Q

n2N NKn=Ky�cV 0n �

9=; dans CKy 
Z Z�1=p�;

ou© Kn est l'extension de K ¢xëe par Hn.

4.10. Continuons avec y 2 Y ¢xë, et ¢xons ëgalement n 2 N pour un moment.
La reprësentation irrëductible n de Gi est sauvage au sens de [12] ½1, puisque Gi est

ëgal a© son sous-groupe de rami¢cation sauvage. Par suite, Vn, dont la restriction a© Gi

est isotypique de type n, est homoge© ene au sens de [12] ½1; il en est de meª me de V 0n,
dont la restriction a© Gi est du meª me type n. Par [12] ½5 Thm. 1, il existe un ëlëment
gn de CKn 
Z Z�1=p� tel qu'on ait

E0�Vn� � detVn�gn�ÿ1GKn �gn�dimVn �mod m� et

E0�V 0n� � detV 0n�gn�ÿ1GKn �gn�dimV 0n �mod m�:
On en dëduit

E0�sV 0n ÿ s0Vn� � detV 0n
s

detVÿs
0

n

ÿ ��gn�ÿ1 �mod m�: ���
D'autre part, par [12] ½5 Cor. 1 on a

cVn � gdimVn
n ; cV 0n � gdimV 0n

n ;

d'ou© c1=sVn
� c1=s

0
V 0n

.
Tenant compte des rëductions dëja© effectuëes en 4.8^4.9, on obtient, en faisant

varier y 2 Y et n 2 N�y� pour un instant, la premie© re ëgalitë de la proposition.

4.11. Il reste a© complëter le calcul de E0�sU 0 ÿ s0U�. Continuons a© ¢xer y 2 Y et
n 2 N�y�.

Nous utilisons maintenant ^ remarque cruciale ^ que S s'ëcrit R
 T et que S0

s'ëcrit R_ 
 T 0, comme en 4.7. La restriction de T a© Gi est isotypique de type
aÿ1, celle de T 0y est isotypique de type ay. Si Wn dësigne la reprësentation de Hn

sur le composant isotypique de �R
 R_�jGi
de type n
 a
 aÿy, alors on a

Vn �Wn 
 �T jHn

 T_yjHn

�
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et

V 0n �Wn 
 �T jHn

 T 0yjHn

�:
Posant d � dimWn, on obtient donc

detV 0n
s
detVÿs

0
n � det�T jHn


 T 0yjHn
�sd det�T jHn


 T_yjHn
�ÿs0d :

Posons y � detT , y0 � detT 0, vus comme des quasicaracte© res de K�, de sorte que yy

et y0y sont des quasicaracte© res de yK�. De la formule prëcëdente, on tire aussitoª t, en
posant t � dimT , t0 � dimT 0, r � dimR (ainsi s � tr, s0 � t0r, et t, t0 et r sont des
puissances de p),

detV 0n
s

detVÿs
0

n � �y0y �NKn=yK �t
2rd �yy �NKn=yK �tt

0rd :

On s'intëresse donc a© yy�NKn=yK �gn�� et y0y�NKn=yK �gn��.

4.12. Les extensions K=F et yK=F sont toutes deux totalement sauvagement
rami¢ëes de degrë e, de sorte que CK 
Z Z�1=p� et CyK 
Z Z�1=p� s'identi¢ent tous
deux a© CF 
Z Z�1=p�. Dans CF 
Z Z�1=p� on a

yy�NKn=yK �gn�� � �yy�1=e�NKn=F �gn��

� y1=e�NKn=F �gn��

� y�NKn=K �gn��;

et de meª me y0y�NKn=yK �gn�� � y0�NKn=K �gn��.
On obtient donc, par la formule ��� plus haut,

E0�sV 0n ÿ s0Vn� � y01=t
0
y1=t�gn�ÿ1

pour un ëlëment gn de CK 
Z Z�1=p� qui vaut prëcisëment

gn � NKn=K �gn�t
2t0rd :

Mais on remarque que

det�T 
 T 0�1=tt0 � y1=ty01=t
0
;

d'ou©

det�S 
 S0�1= dim�S
S0� � y1=ty01=t
0
;

de sorte qu'on obtient ëgalement

E0�sV 0n ÿ sVn� � det�S 
 S0�ÿ1= dim�S
S0��gn� �mod m�:
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4.13. Si maintenant l'on fait le produit des expressions prëcëdentes quand y et n
varient on obtient

E0�sU 0 ÿ s0U� � det�S 
 S0�ÿ1= dim�S
S0��g� �mod m�

pour un ëlëment g de CK 
Z Z�1=p�, produit des prëcëdents.
Pour calculer cU 0 , l'on tensoriseU 0 par un quasicaracte© re modërë w, ce qui revient a©

tensoriser S0 par w, et multiplie le facteur E0�sU 0 ÿ s0U� par wÿ1�g�. On a donc csU 0 � g
et ¢nalement

E0�sU 0 ÿ sU� � det�S 
 S0��c1=s0U 0 �ÿ1 �mod m�
ce qui termine la preuve de la proposition 4.3.

4.14. On peut meª me maintenant aller plus loin dans la rëduction. D'apre© s ce qui
prëce© de, nous pouvons supposer, pour prouver le thëore© me 1.3, que nous avons
K � F i.e. s � S � R
 T , s0 � S0 � R_ 
 T 0.

La restriction de R a© Gi est la reprësentation irrëductible r, et par suite R
 R_jGi

contient une seule fois le caracte© re trivial. Si on ëcrit R
 R_ � 1F � ad�R� alors
ad�R�jGi

ne contient pas le caracte© re trivial, tandis que T 
 T 0jGi
est trivial.

On peut donc appliquer les rësultats rappelës en 2.2 et obtenir

cad�R�
T
T 0 � ctt
0

ad�R�;

E0�ad�R� 
 T 
 T 0� � det�T 
 T 0��cad�R��ÿ1E0�ad�R��r2ÿ1 �mod m�:
Rappelons en outre qu'on a E0�R
 R_� � 1 d'ou© E0�ad�R�� � 1 �mod m�, et que si p
est impair cad�R� est un carrë dans CF 
Z Z�1=p�.

4.15. Supposons le thëore© me 1.3 vrai pour T et T 0, i.e.

E0�T 
 T 0� � det�T 
 T 0��cT
T 0 �ÿ1=tt0GF �cT
T 0��tt0 �mod m�:

Alors on a

E0�s
 s0� � E0�T 
 T 0� E0�ad�R� 
 T 
 T 0�

� det�T 
 T 0��ctt0ad�R�cT
T 0 �ÿ1=tt
0
GF �cT
T 0 �tt0 �mod m�:

Mais det�s
 s0�1=ss0 � det�T 
 T 0�1=tt0 et

cs
s0 � cT
T 0cad�R�
T
T 0 � cT
T 0ctt
0

ad�R�

et en particulier, si p est impair,

cs
s0 � cT
T 0 dans CF 
Z Z=2Z:
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On voit alors que le thëore© me 1.3 est vrai pour s et s0 : c'est immëdiat si p � 2 et, si p
est impair, il suf¢t de remarquer que r2 � 1 �mod 8 donc GF �cT
T 0 �r2ÿ1 � 1 d'ou©

GF �cT
T 0 �tt0 � GF �cs
s0 �tt0r2 :

Dans la suite de la preuve du thëore© me 1.3, nous supposerons donc que R est le
quasicaracte© re trivial, i.e. que les images s�Gi� et s0�Gi� sont centrales.

5. Deuxie© me Rëduction

5.1. On suppose dësormais que s�Gi� et s0�Gi� sont centrales, et on abandonne les
diverses notations introduites au ½4. On a par hypothe© se s0�g� � s�gÿ1� pour
g 2 Gi; on peut donc, en factorisant par le noyau de sjGi , supposer que Gi est cyclique
d'ordre une puissance de p et que sjGi

et s0jGi
sont donnës par des caracte© res non

triviaux w, w0 de Gi, inverses l'un de l'autre. On conside© re alors les restrictions �a
Giÿ1 de s et s0, qui par le choix de i n'ont aucun constituant commun. On a
i > 1, donc Giÿ1 est un p-groupe; le quotient Giÿ1=Gi est un p-groupe abëlien ¢ni
d'exposant p, que nous notons V . Sur V , on dispose d'une application Fp-bilinëaire
alternëe a© valeurs dans Gi, donnëe par le commutateur: pour g, h dans Giÿ1, le com-
mutateur ghghÿ1 appartient a© Gi et ne dëpend que des classes de g et h dans V .
On note Z le centre de Giÿ1, qui est encore l'image inverse dans Giÿ1 du noyau
V 0 de la forme commutateur sur V .

On voit donc que Giÿ1 appara|ª t comme un groupe du type de Heisenberg, exten-
sion du Fp-espace vectoriel symplectique V=V 0 par le centre Z. Les classes de
reprësentations irrëductibles de Giÿ1 sont alors paramëtrëes par les caracte© res de
Z, un caracte© re Z deZ paramëtrant l'unique classe rZ de reprësentations irrëductibles
dont la restriction a© Z est isotypique de type Z.

5.2. Fixons un caracte© re Z de Z intervenant dans la restriction de s a© Z. Le
stabilisateur H de Z dans G est le meª me que celui de rZ, et s est induite de la rep-
rësentation r de H sur le composant isotypique de sjZ de type Z. Si K est l'extension
de F ¢xëe par H, alors K=F est totalement sauvagement rami¢ëe.

Examinons le stabilisateur de Z dans G1. Le groupe G1 agit sur Giÿ1 par con-
jugaison, l'action induite sur Gi et sur V ëtant triviale. On a donc un
homomorphisme

G1ÿ!Hom�V ;Gi�

h 7 ÿ!jh;

trivial sur Gi, de sorte que hghÿ1gÿ1 � jh�gGi� pour h 2 G1 et g 2 Giÿ1. L'action
induite de h 2 G1 sur les carace© res l de Z est

h : l 7 ÿ!lh; lh�z� � l�jh�z�z�:

CALCULS DE FACTEURS EPSILON 107

https://doi.org/10.1023/A:1002013806133 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1023/A:1002013806133


Comme la restriction de Z a© Gi est non triviale, le stabilisateur H1 de Z dans G1 est
donc le noyau de l'homomorphisme h 7!jhjV 0 . Comme K=F est totalement
sauvagement rami¢ëe, l'inclusion de G1 dans G induit une bijection G1=H1 � G=H.

Remarquons aussi que le groupe G agit par conjugaison sur toute cette situation,
queZ etH1 sont distinguës dansG, que l'homomorphisme h 7!jh estG-ëquivariant.
De plus, comme jhjV0 est trivial pour h 2 Giÿ1, le groupe H1 contient Giÿ1.

5.3. Fixons maintenant aussi un caracte© re Z0 de Z intervenant dans la restriction de
s0 (de sorte que ZZ0 est trivial sur Gi). Le stabilisateur H 0 de Z0 dans G a la meª me
intersection H1 que H avec G1, et il ¢xe une extension K 0 totalement sauvagement
rami¢ëe sur F . Si r0 est la reprësentation de H 0 sur le composant isotypique de
s0jZ de type Z0, on a s0 � IndG

H 0r
0.

Comme on a s � IndGHr, on obtient s
 s0 � IndGH �r
ResH 0IndG
HGr

0� de sorte
que s
 s0 peut se calculer par la formule de Mackey, comme au ½4.

Fixons un syste© me de reprësentants X des doubles classes de HnG=H 0. On a alors

s
 s0 �
M
x2X

IndGH\xH 0xÿ1 �rjH\xH 0xÿ1 
 r0xjH\xH 0xÿ1 � ���

ou© r0x est la reprësentation de xH 0xÿ1 dë¢nie par

r0x�xhxÿ1� � r0�h� pour h 2 H 0:

Remarquons que comme HG1 � H 0G1 � G on a

ResG1

G s � IndG1

H1
�ResH1

H r�

et de meª me

ResG1

G s0 � IndG1

H1
�ResH1

H0 r
0�:

On en dëduit que rjH1
et r0jH1

sont irrëductibles, et comme pour chaque x 2 X ,
H \ xHxÿ1 contient H1, on voit que rjH\xH 0xÿ1 et r0xjH\xH 0xÿ1 sont toutes deux
irrëductibles sauvages, et que leur restriction a© Z est isotypique.

C'est la formule ��� plus haut que nous utiliserons pour calculer E0�s
 s0�. Mais
comme ce calcul est assez compliquë, du moins la mëthode que nous utilisons l'est,
nous procëderons par ëtapes.

5.4. Remarquons nëanmoins le cas particulier ou© Giÿ1 est central dans G: donc Z
est ëgal a© Giÿ1 et il est central dans G. De plus, H est ëgal a© G, et les considërations
du numëro prëcëdent sont entie© rement triviales. En ce cas particulier, la reprësen-
tation s
 s0 est sauvage et homoge© ne au sens de [11], ½4: en effet s
 s0jGiÿ1 est
triviale sur Gi et isotypique de type ZZ0; le thëore© me 1.3 dëcoule alors de [11] ½5,
Cor. 2.
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5.5. Traitons maintenant le cas un peu plus gënëral ou© Z est central dans G: on a
donc H � H 0 � G.

Soit L l'extension de F ¢xëe par Z. Le caracte© re ZZ0 de Z est invariant par G, trivial
sur Gi � Zi, non trivial sur Ziÿ1 � Giÿ1 \ Z � Z. Il existe donc g 2 CL tel que
ZZ0�1� a� � cL�ga� pour a dans L de valuation supërieure a© la pente de ZZ0.
L'ëlëment g est invariant sous l'action de G=Z donc provient d'un ëlëment, encore
notë g, de CF 
Z Z�1=p�.

Nous montrerons en fait le rësultat suivant:

PROPOSITION. Soit I un sous-groupe de G contenant Giÿ1, et soit M l'extension de
F ¢xëe par I. Soit t une reprësentation de I dont la restriction a© Z est isotypique
de type ZZ0. Alors on a

E0�t� � det t�g�ÿ1GM�g�dim t �mod m�;

ct � gdim t:

Remarquons que la dernie© re assertion dëcoule aussitoª t de la prëcëdente, et
qu'appliquëe a© la reprësentation s
 s0 de G (dans notre cas ou© Z est central dans
G) cette proposition donne le thëore© me 1.3.

5.6. Pour la preuve de la proposition 5.5, nous aurons plusieurs fois besoin d'un
rësultat ëtabli dans [11] ½6, Prop.1 et Rem. 5.
LEMME. Soit K une extension ¢nie de F et notons

lK=F � E0�IndF
K1K �=E0�1F �:

Alors on a

lK=F � dK=F �g�ÿ1GK �g�ÿ1GF �g��K:F � �mod m�;

pour tout g 2 CF 
Z Z�1=p�.

5.7. Effectuons une premie© re rëduction. Soit I 0 un sous-groupe de I contenantGiÿ1,
dont l'indice d dans I est une puissance de p. SoitM0 l'extension deM ¢xëe par I 0. On
a, notant t0 � ResII 0t,

IndII 0t
0 � t
 IndII 0 �1I 0 �

d'ou© E0�IndII 0t0� � E0�t�ddM0=M�g�ÿ dim t par la prop_ 2.2 et son corollaire.
On en tire

E0�t�d � ddim t
M 0=M�g�E0�IndII 0t0�

� ddim t
M0=M�g�ldim t

M0=ME0�t0�:
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Si la proposition 5.5 est vraie pour t0 cela donne

E0�t�d � dM 0=M�g�dim tldim t
M0=M det t�g�ÿ1GM0 �g�dim t �mod m�

et, appliquant le lemme 5.6,

E0�t�d � det t�g�ÿdGM�g�d dim t �mod m�;
ce qui donne la proposition 5.5 pour t.

On peut donc, en remplac° ant M par la p-extension non rami¢ëe maximale de M
dans E, supposer que I=I1 est un groupe d'ordre premier a© p. L'extension
1! I1! I ! I=I1 ! 1 est alors scindëe par le thëore© me de Schur-Zassenhaus.
Choisissant un complëment J a© I1 dans I , on peut remplacer I par JGiÿ1, qui
est d'indice une puissance de p dans I . On est donc ramenë au cas ou© I � JGiÿ1,
avec J d'ordre premier a© p.

5.8. Soit rZZ0 la reprësentation irrëductible de Giÿ1 isotypique de type ZZ0. Elle est
invariante par J donc s'ëtend en une reprësentation, disons R, de I , puisque J
est d'ordre premier a© celui de Giÿ1. La reprësentation t est alors de la forme
R
 T , ou© T est une reprësentation de I triviale sur Giÿ1. Par [11] ½5 Cor. 3, il suf¢t
de prouver la proposition 5.5 pour R.

Pour cela on reprend le raisonnement de 5.7 avec cette fois I 0 � JZ d'ou©
I 0i � Gi \ JZ � Gi et I 0iÿ1 � Giÿ1 \ JZ � Z. La reprësentation R0 � RjI 0 est donc
homoge© ne et sauvage et par [11] ½5 Thm., la formule de la proposition 5.5 est vraie
pour R0 (meª me si I 0 ne contient pas Giÿ1).

On a

IndII 0R
0 � R
 IndII 01I 0

mais aussi

IndII 0R
0 � R
 T 0;

ou© T 0 est une reprësentation de I triviale sur Giÿ1; on en dëduit que dimT 0 � �I : I 0�
est une puissance de p et qu'on a det�IndII 01I 0 �dimR � detT 0dimR.

Par [11] ½5 Cor. 3 a© nouveau on a

E0�IndII 0R� � E0�R�dimT 0 det�T 0��g�ÿ dimR

� E0�R��I :I 0� det�IndII 01I 0 ��g�ÿ dimR �mod m�:
Graª ce au lemme 5.6 a© nouveau, on voit que la proposition 5.5 est vraie pour R.

5.9. Nous sommes en¢n en mesure d'achever la preuve du thëore© me 1.3. On
reprend la formule ��� de 5.3. Pour x 2 X , on a remarquë que rjH\xH 0xÿ1 et
r0xjH\xH 0xÿ1 sont irrëductibles sauvages et que leur restriction a© Z est isotypique.
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L'image de Z dans ces reprësentations est donc centrale, et les considërations prë-
cëdentes s'appliquent a© ce couple de reprësentations en lieu et place de s et s0.

Notons Kx l'extension de K ¢xëe par H \ xH 0xÿ1. Il existe donc
gx 2 CKx 
Z Z�1=p� tel que

E0�rjH\xH 0xÿ1 
 r0xjH\xH 0xÿ1�

� det�rjH\xH 0xÿ1 
 r0xjH\xH 0xÿ1 ��gx�ÿ1Gdim r dim r0
Kx

�gx� �mod m�

et E0�IndFKx
�rjH\xH 0xÿ1 
 r0xjH\xH 0xÿ1 �� vaut ldim rdimr0

Kx=F fois le terme prëcëdent.
On en dëduit que

cs
s0 �
Y
x2X

NKx=F �gx�dim rdim r0 :

On a

det�rjH\xH 0xÿ1 
 r0xjH\xH 0xÿ1� � �det rdim r0 �NKx=K ��det r0x dim r �NKx=xK 0 �:
Mais comme K et xK 0 sont totalement sauvagement rami¢ëes sur F , on peut
identi¢er CF 
Z Z�1=p� a© CK 
Z Z�1=p� et CxK 0 
Z Z�1=p�; la norme de K a© F se
traduit sur CF 
Z Z�1=p� par l'ëlëvation a© la puissance �K : F �, et de meª me pour
xK 0=F .

On obtient donc

det�rjH\xH 0xÿ1 
 r0xjH\xH 0xÿ1��gx�

� det r dim r0=�K :F ��NKx=Fgx� det r0x dim r=�xK 0:F ��NKx=Fgx�

� det r dim r0=�K :F ��NKx=Fgx� det r0 dim r0=�K 0:F ��NKx=Fgx�:
Mais on a

det s � det rjF� ddim r
K=F ;

det s0 � det r0jF� ddim r0
K 0=F

d'ou© l'on tire que

det�rjH\xH 0xÿ1 
 r0xjH\xH 0xÿ1��gx�
est congru mod m au produit de

det sdim r0=�K :F ��NKx=Fgx�daK=F �NKx=Fgx� ou a � dim r dim r0

�K : F �
� �
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et de

det s0 dim r0=�K 0:F ��NKx=Fgx�da
0

K 0=F �NKx=Fgx� avec a0 � dim r dim r0

�K 0 : F �
� �

:

On peut alors ëvaluerY
x2X

det�rjH\xH 0xÿ1 
 r0xjH\xH 0xÿ1 ��gx�

comme congru a©

det�s
 s0�1= dim s dim s0 �cs
s0 �d1=�K:F �
K=F d1=�K

0:F �
K 0=F �cs
s0 �:

5.10. Si p � 2, les deux facteurs d de ce dernier terme, ainsi que les autres facteurs
dans le calcul de E0�s
 s0�, sont des racines de l'unitë d'ordre une puissance de
2, et le thëore© me 1.3 est dëmontrë pour s et s0.

On suppose dësormais que p est impair.
Il s'agit de comparer

Y
x

lKx=FGKx �gx�
 !dim r dim r0

d1=�K :F �
K=F d1=�K

0:F �
K 0=F �cs
s0 �ÿ1

a© GF �cs
s0 �dim�s
s0�.
On pose g � c1= dim s dim s0

s
s0 et, pour chaque x 2 X , gx � gzx. Nous dëmontrerons
plus loin le lemme suivant :

LEMME. Soit x 2 X. Alors Kx=K est non rami¢ëe et zx 2 CKx 
Z Z�1=p� est de valu-
ation nulle (dans Z�1=p�).

Admettant ce lemme on obtient

GKx�gx� �
GKx�g� si g est de valuation paire

GKx�g� zx
qx

� �
si g est de valuation impaire,

8<:
ou© qx est le cardinal du corps rësiduel de Kx et

�
qx

�
le symbole de Legendre.

Par le lemme 5.6 on a aussi

lKx=FGKx�g� � dKx=F �g�ÿ1GF �g��Kx:F �

d'ou©

Y
x

lKx=FGKx �gx�
 !dim rdim r0

� GF �g�dim�s
s0�Y
x2X

dKx=F �g�ÿdim r dim r0 � A
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ou©

A �
1 si g est de valuation paire,Q
x

zx
qx

� �dim rdimr0

si g est de valuation impaire.

8<:
Mais puisque Kx=K est non rami¢ëe et K=F totalement rami¢ëe de degrë impair on a

zx
qx

� �
� NKx=F zx

qF

� �
d'ou©

Y
x

zx
qx

� �dimr dim r0

�
Y
x

NKx=F zx
qF

� �
mais cs
s0 � gdim s
s0 � gdim s
s0Q

x NKx=F zx d'ou©
Q

x NKx=F zx � 1 (dans
CF 
Z Z�1=p�) et A est toujours ëgal a© 1.

5.11. Il s'agit donc maintenant de comparer

d1=�K:F �
K=F d1=�K

0:F �
K 0=F �cs
s0 � et

Y
x2X

dKx=F �g�dim rdim r0 :

Mais comme p est impair, le premier terme vaut dK=FdK 0=F �g� et le secondQ
x2X dKx=F �g�. On voit que le premier vaut ëgalement

det�IndFK1K 
 IndFK 010K ��g�

et le second

det
M
x2X

IndFKx
1Kx

 !
�g� � det�IndFK �ResFKInd

F
K 01K 0 ��g�

� det�IndFK1K 
 IndF
0

K 01K 0 ��g� �mod m�

ce qui prouve le thëore© me 1.3.

5.12. Il ne nous reste plus qu'a© prouver le lemme 5.10.
Pour x 2 X , le caracte© re ZZ0x deZ est trivial surZi � Gi, non trivial surZiÿ1 � Z et

on a

ZZ0x�1� a� � cL�gxa�
pour a 2 L de valuation supërieure a© la pente de ZZ0x. Par suite la valuation dans
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CL 
Z Z�1=p� de gx ne dëpend pas de x mais uniquement de L et i. Comme

gdim s
s0 � cs
s0 �
Y
x2X

NKx=F �gx�dim r dim r0

et que
P

x�Kx : F � � �K : F ��K 0 : F �, on en tire que cette valuation est ëgalement celle
de g.

Cela prouve la seconde assertion du lemme.
On voit aussi que la valuation dans CL de gx appartient a© �L : F �Z�1=p�. Si on

regarde l'action sur gx de g � Gal�L=K�, bien suª r gx est invariant par g1 mais il l'est
aussi par g0. Cela implique bien que Kx est non rami¢ëe sur K . C.Q.F.D.
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