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Résune. Nousétudions le &ro trivial de la fonctionL p-adique du ca& syrétrique d’'une courbe
elliptique et gréralisons une conjecture de Greenberg. Pour cela, nous utilisons la nouvelle approche
des fonctiond. p-adiques introduite dans ungzeédent travail.

Abstract. In this paper we study the trivial zero of tipeadic L function of the symmetric square
of an elliptic curve and generalize a conjecture of Greenberg. For that, we use the new approach to
p-adic L functions introduced in a previous work.
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Le pkenonene des ‘eros triviaux’' appar dans les fonctiond, p-adiques
lorsque le facteur d’Euler ende la fonction complexe vaut 0 en = 0 ous = 1.
La fonction L p-adique peut alors avoir urem d’ordre strictement s@pieura
celui de la fonctionL complexe. Le premier exemple de ce type concerne les
fonctions de Kubota—Leopoldt, analogyeadiques des fonctions de Dirichlet,
attacleesa un caracren impair tel quen(p) = 1, le facteur d’Euleétant alors
1-n(p)p~° =1—p~°. Le second exemple est celui de la fonctiod’une courbe
elliptigue surQ ayant eduction multiplicative @ployee enp. La repesentation
p-adique assoée n'a pas bonnetduction erp. Le facteur d’Euler emp est de
nouveau - p—*. Un troiseme exemple est celui de la répentation adjointe de
la repésentation assa@a une courbe elliptique (pluggéralement une forme
modulaire de poid#&), ou ce qui revient au Bmea un twist convenable de son
care synetrique.

Dans les situations peedentes, la fonctiod, p-adique aéte construite, elle
s’annule en 0 et une formule du type

L;(O) = epEpLoo(o)

aéete demontée (Ferrero—Greenberg ([FG78]) dans le cas (1), Greenberg—Stevens
dans le cas (2) ([GS93]), Greenberg—Tilouine [Gr-T?] dans le cas (3) avec en
plus I'hypotrese quéa courbe elliptigue a mauvais@duction semi-stabjeDans

la formule pécedente.E, désigne un facteur du type facteur d’Euléy,est un
invariant cfini par GreenbergL,, est la fonctionL complexe. Par exemple,
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dans le cas (2), c’est-dire dans le cas d’'une courbe elliptigdeayant mauvaise
reduction stable &ployee surQ, ¢, = log, gz /ord, gz oU gr est leg-parangtre

de Tate attacha E/Q, (cette formule avaiét conjectuee par Mazur-Tate—
Teitelbaum dans [MTT86]). Les@thodes de@&monstration consisteaintroduire
une ceformation de la re@sentatiorp-adique (la fonctionL p-adique attache
(essentiellement par lag&brie de Hida) devient une fonction de 2 variables), puis
a calculer la @rivee par rappora la variable de la &ormation, enfira utiliser

I’ équation fonctionnelle pour ereduire le ésultat sur la drivee dans la direction
cyclotomique.

Une telle formule, ainsi que le lien entre I'ordre dera de la fonctionZ p-
adigue et de la fonctio, complexe, est conjectéie par Greenberg dans un cas
tres geréral mais avec I'hypotbse sup@mentaire quéa représentatiorp-adique
assocege est ordinaire ep.

Une nouvelle marire de concevoir les fonctiords p-adiques &té introduite
et developjee dans [PR94] et [PR95] (voir aussi [PR95b]). Il y est domime
conjecture pecisant ce que devraiebtre les valeurs de cette fonction en des
carackres pour lesquels le facteur d’Euler grde la fonctionZ complexe ne
s’annule pas er = 1 ets = 0. Cette fonction. p-adique @pend d’un paragtre
et une bonne frialisation de ce paragtre permet de retrouver les fonctiohs
p-adiques construites dans laditature. Soyons plus @cis dans le cas particulier
qui nous inéresse ici.

SoientF;,, = Q(u,~+1) le corps des racingg'-iemes de I'uni, F;F son sous-
corps totalemengel; on pos& o, = Gal(Q(p~ ) /Q) etGl, = Gal(Q ( «)1T/Q).
On noteH (G ) (respHt(Gs)) I'algebre des dlstrlbutlons temmes SUIG o,
(resp. surGY,) a valeurs dang),; on l'identifie par la transfori@e de Mellina
une sous-algbre deQ, [[G]] (resp. deQ, [[GL]])). SoientE une courbe elliptique
définie surQ et ayant bonneéduction ernp et h1(E) le motif asso@ dont la
réalisatiorp-adique est la re@sentatiop-adiqueV, (E) = Q, ® T,(E) assocee
aux points de>-torsion deFE. Ainsi, sa Ealisation de de Rham est le dual de la
cohomologie de de Rham d&/Q. Considrons maintenant le motif Syfth (E
caré synetrique deh;(E); on noteDyr sa Ealisation de de Rham. C'est @n
espace vectoriel de dimension 3. Rappelons d’autre part que salisation de
Betti Mp de Synt(hi(E)) agit une involution et que les points fixes pour cette
involution forment un sous-espace vectori¢}, de dimension 2.

La fonctionL p-adique (partie paire)

L{p} = L{p}(symz(hl(E)))

attacleea Synf(hy(E)) est un homomorphisme dg, ®q A?Dgr & valeurs dans
HT(G) et devrait erifier pour tout caraétre pair non trivialy d’ordre fini de
G« et de conducteyr® la relation suivante

G(n)? Synt .1,0
W)Ly o= 3 O L VTIED 1D |,
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Dans la formule qui @roede,
e © est 'homomorphisme de Frobenius gemodule filtié

Dy (Synt (ha(E))) = @y ® Der,

e eest une base dQ-espace vectoriel délyg,
e wy est une base de BiDyr (qui est de dimension 1),
* Qoowy® = wy A nj dansC ® detDgr avecn; une base de dét; (et plus

précigment une base dirmodule Sym(H1(E, 7)),

* ., estl'application deQ, ®q A?Dgr dans deDgr définie par, w, (n) =
wg A n,

e (#(n) estla somme de Gauss as&ecau caraérer,

® L (Syn?(h1(E)), n, s) estlafonctionL (incompkte erp, sin est non trivial

cela ne change rien) de Sy(hy(E)) twisté par le caraére d’ordre finiy vu
comme caraére primitif de Dirichlet.

Précisons enfin que I'action de sur Horr@p(Dp(Syrr?(hl(E))),Qp) est donge

pare(f)(z) =p~tf (¢~ ).
On peutécrire aussi la formule predente en i@langeant nombres complexes
etp-adiques: pour tout € Q, ®g A2Dgr,

DL () .wo A
— 1G(n)Liyy (Syn?(ha(B)), 1, 0) .wo A p~2 (A~ (n).

Drautre part, cette fonctiohi p-adique devraigtre obtenua partir d'unelement
G deqQ, ® HY(QT)+ = @ ®lim HY(F,,T) o T = Syn?(T,(E)) par la
formule

Lz{)p} (n)e= ﬁo(cgpe% Amn (H)
pourn € Q, ®q A?Dgr. Ici, Lo est 'application logarithmeé&finie dans [PR94]

lim H*(Fpp, T) = K(Goo) ® Dar

Supposons-le; & = Q, ® T, notonsc™(p) € H(Q, V) limage dec,™° dans
H'(Q,V): c’est unélement ayant bonné&duction en dehors de

Sous I'hypottese (H), nous calculons dans ce texte la valeulf_gﬁ; sur le
caracere trivial et obtenons des formules du type suivant

THEOREME. Soug(H), la fonctionL} , ne s'annule pas sur le carat trivial 1

si et seulement {**"(p) ¢ H(Q, V) etona

(LY (n)e= (L= p DA (p) An.
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Lapplication A,: HY(Q,,V) — (Q, ® Dgr)?=*"" est obtenue par duzdita
partir des exponentielles de Bloch—Kato.

En particulier, en utilisant [FI92] (et sous ses hyptbs techniques de valigl
L7,y ne s'annule pas ensi et seulement sf12°"(p) est non nul.

Nous sommes d’autre part @resgs en la restriction def{jp} dans une direction
specialens®e Q, ® A%Dgr pour laquelle, en particuliet,’{’;f}c = L7, (n*) aun
zéro enl (sc pour scinée). Lorsqués a bonne @duction ordinaire, cette direction
est bien connue et on laédrit de la marére suivantel/ contient une sous-
repiesentation Fij de G, de dimension 2 et de poids de Hodge-Tate positifs,
n¢ est une base duéterminant deD,(Fil;V); dans ce cai’{j;}cz L7,y (%)
appartiendrait en fak Q, ® A™ (sous la conjecture rbed(Fil},V) dans [PR94])
et devraitétre,a des normalisations @s, la fonctionL p-adique construite par
Coates—Schmidt—Hida.

Nous cfinissons d’autre part uglement?, (Syn?(hi(E))) € Q, qui, dans le
cas ordinaire, cimcide avec l'invariant de Greenberg.

Supposons la repsentatiorp-adiqueV, (E) de G, non cecompoge dans le
cas ordinaire et lorque|a, supposons:, = 0 (c’est toujours vrai poup >
3). Supposons(p) £ 0. On montre alors quef’ a un Zro simple si et
seulement sk, (Syn?(hi(E))) # 0 et on peut calculer expliciteme&ﬂ_’{’]’;}C ou 9
est 'opérateur @fini par

0.9 = 2 00°(6)0

pour g € H(G) €t (x) la partie p-primaire du caraétre cyclotomique. Don-

nons une coreguence de ce calcul. Auparavant, introduisons quelques nota-
—pn—1

tions. Notonsm_j(wg) la projection dewg sur D,(Syn?(ha(E)))*™"  pa-

rallelement la somme des autres sous-espaces propresgeet 5, les racines de

X2—a,(E)X +p (aveca, unite p-adique lorsquéZ a bonne éduction ordinaire);

soit(2;7, € Q, la periodep-adique @finie par

QP:WQ (nSC) = szw:‘e‘

THEOREME. Soug(H), les formules suivantes soequivalentes

>‘g (Cgach(p)) _ %L(Syrnz(hl(E))? 0)

m_1)(wa); (A)

QOO:"J‘Q

Syn? 0
(1 _p—lw—l)l(L%{)p})e: %L{p}( y (hl(E))a ) (1 . ‘P)Qp,w@; (B)

QOO:"J‘Q
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0.7 = L4, (Syn?(ha(E)))(1 — 0, ) x

y <1 . &) LSYN?(1a(5)). 0 e

Qp

©

QOO,UJJ

Faisons quelques remarques sur ceotbme. Remarquons d’abord que si
cgaCh(p) est non nul, la fonction. p—adiqueL’{’p} n'a pas de &ros enl et que

la fonction L’{’ﬁ a par contre un&o: c'est un 2ro apped commuément ‘£ro

trivial’. Dans (B), la formule fait intervenir les gateurs - ¢ et 1— p~tp1

plutdt que des parties de facteurs d’Euler. La formule est finalement sans surprise!
Par contre, dans la formule (C), qui revientegarder uneéativee premgre de

L’{gp} dans une directiontoL’{’p} est nulle, appaitle facteur/,. Cette derrére
formule est exactement celle conje@empar Greenberg. On peut donc coasil

ce theoeme comme une raison de croaecette conjecture. Uneedhonstration

serait de construire vraimenélementc,™  assock a Synf(h1(E)) par des voies
geonetriques, ce qui permettrait de construire la fonctiom-adique totale et
donnerait une @monstration de la formule conjecberpar Greenberg.

Remarquons aussi que dans (A) et (C), c’est la fondiioompkte quiintervient
dans le membre de droite, alors que dans (B), c’est la fondtiadaquelle on a
enle\é le facteur d’Euler ep.

On conjecture alors que la formule (A) estvraie, ce quiimplique les formules (B)
et (C). Expliquons rapidement le nmﬁ?"h(p) donre. L'espoir est que c&lement
soit motivique ce qui reviendrai& dire pour nous que I'on pourrait construire en
méme temps toutes legalisationg-adiques

PN(p) € HY(Q, SymP(ha(E)))

d’'un élement2°N(p) provenant de la@pneétrie algbrique avec bonnéduction
en dehors dg. L élementc2°N(p) devraitétre (un multiple de) Blement construit
par Flach dans [FI92].

Nous venons ici de traiter ledté interpolation p-adique des fonction&. I
y a comme d’habitude ledté arithmétique Nous l'étudions aussi et montrons
gue les formules obtenues des dedies sont tés similaires. Plus pciement,
pourT = Syn?(T,(E)), nousétudions les valeurs endu module arithratique
Laith(T') des fonctiond. p-adiques assoeia 7', défini comme en [PR95] et de sa
specialisationsdT') = Larith(T) (n°¢) dans la directiom>°. Nous obtenons comme
il se doit une formulea la Bloch—Kato. Donnonséhon@ (les notations seront
précisees dans le texte)

THEOREME. Supposong{(Q, V) = 0.
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(i) Le Z,-module1(I4ith(77)) est non nul. Siluin(7") est un @rerateur de
Larith(T) etw une base d&il°D,(V), on a

(1- p_lcp_l) 1(Taritn(T) )€

il (1°(1)
(VTR )/ @e - P

~ Ly(V,0)* ] Tam,, (T)ti
l

pourwy, base dey = D,(V)/Fil°D,(V) telle quew;, A w = €.
(ii) Is{T") a un 2£ro simple erl si et seulement j,(V') # 0. Sils(7T") estun
gérérateur dels{7') etw une base d€&il°D,(V), on a

0.Is(T) ~ £,(V)(1— a;fz) <1 — %) HTam,wtg (T)
P/
Al (T (1)) gse
B(V/T)Gef(V*(1) /T (1) P
pourwy, base dey = D,(V)/Fil°D,(V) telle quew;y A w = €.
La conjecture principale affirme qlll%)} estun @rérateur du modulByiin(7").

La comparaison de la formule (A) (et (B) et (C)) et dademe pécedentimplique
alors la conjecture de Bloch—Kata tine unié p-adique pes’

)
B(V/T)Ge4(V=(1)/T*(1))C

L(Synt (ha(E)),0

QOO:"J‘Q

) ~ H Tam,,,
!

Enfin, on gmontre que dans le cas ordinaireH#i(Q, V') = 0 et si l'invariant
de Greenberd, (V') est non nul, le dual de Pontryagin du groupe de Selmer sur la
Z-extension cyclotomique est de torsion sur letge d’lwasawa.

Les esultats obtenus dans ce texte utilisent de arar@ssentielle les conjectures
J(V) et ReqV) faites dans [PR94] et dont une&monstration &t annonée
independamment par P. Colmez d’'une part [Co] et par K. Kato, M. Kurihara et
T. Tsuji d'autre part. Cela permet entre autres de calculer la valeur du logarithme en
n’importe quel caraére, de @montrer la conjecture de Tamagawadique sur le
lien entre les nombres de Tamagawa d’uneé&sentation et de son dual tordua
Tate, d’obtenir une formule sur l&terminant de I'application logarithmetendu’,
etc (voir [PR94]).

Enfin, ces esultats et gpculations devraient stendrea tout motif dont lep-
facteur d’Euler s’annule en 1 ou! et ayant bonneéduction erp. Le cas de
mauvaise&duction stable devra pouvoir se traiter de reaemisimilaire @s qu’une
bonne tieorie du logarithme’, sera fait (voir les travaux en cours [Co] de P.
Colmez).

Donnons un plan du texte. La pre@ngé partie est purement locale et valable
pour toute repFsentatiop-adique cristallind” d’une extension finie non raméfe
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de@,. Ony rappelle ou @montre des formules sur legrilées deCo. Pour cela,
nous devonsgtendre le IogarithméHg}(K, V') et en donner une inter@tation en
théorie d'lwasawa. Dans la dewtne partie, nous traitons uniquement le cas de
Syn?(h1(E)), d’abord dans le cas local (nous devons alors distinguer les cas ordi-
naire et supersingulier, on s’apeita la fin que lesé&sultats sont &s similaires),
puis nous einterpetons cesésultats dans le cas global. Naetsidions ensuite le
comportement et du module arithrétique assoéia Synf(h(E)).

Dans tous les calculs faits ici, on peut remplacer Jym(E)) par Synt(M
(1)) (k) ou M(f) estle motif de poidé — 1 assod a une forme modulair¢ de
poidsk de conducteur premieéxp et les sultats sont identiques.

1. Calculs locaux
1.1. RAPPELS LOCAUX ET NOTATIONS

1.1.1. Rappelons quelques notions introduites par Bloch et Kato afiredeer
nos notations. Soied{ une extension finie de,, K la plus grande sous-extension
de K/Q, non ramifee, K une cbture al@brique deX etGx = Gal(K/K). Soit
V une repesentatiop-adique de&~ i de dimensior que I'on suppose de de Rham
(et cristallinea partir du paragraphe 1.2). On n@tgr(V') le K-espace vectoriel de
dimension] assod, muni de sa filtration FiDgr(V). On noteD, (V) le K-espace
vectoriel asso&@a V muni d’un isomorphisme de Frobenigs K ® = D, (V') est
contenu danBgr(V') et muni de la filtration induite par celle d&r(V'). Lorsque
V estcristalline K ® = D, (V') = Dar(V).

Si K’ estune extension d€ (resp. dek ), on noteDar(V ) k' = K’ ® x Dar(V)
(resp.Dy(V)x = K' @z Dy(V)). Lespace tangent deé est cfini party (K) =
Dar(V)/Fil°Dgr(V).

Si X esturntz,|G k]-module, on note&X (j) = X ®Z,(j) le j-ieme twista la Tate
deX. Si X estunQ,[G k]-espace vectoriel, on posé* (1) = Homg, (X, Q,(1));
si X est unz,[G k]-module de type fini, on posE*(1) = Hom; (X, Z,(1)).
1.1.2. Bloch et Kato ont &fini certains sous-espacég(K,V) de HY(K,V)
pourx = e, f etg et des applications exponentielles.aSb € {e, f, g}, on note
Hy (K, V) = Hy(K,V)/Hy(K,V) etH},(K,V) = HY(K,V)/Hy(K,V). On
note exp les diverses applications exponentiellespfécise I'espace d’arrae).
Nous n’en redonnons pas leéfohitions mais on peutecapituler leur éfinition
dans le diagramme suivant dont les lignes et les colonnes sont exactes.

Notons icilog (resp. log) I'application eciproque de ex((resp. exp), log, =
(logs 4, 109; ) et@ = log; ; —(1 — ¢) log; , défini modulo(1 — @)Fil°D, (V).
Eventuellement, on rajoutevaet/ouk dans la notation lorsque cela seégassaire.
En particulier, on utilisera ce$éinitions pourt’*(1).

1.1.3. Considrons I'accouplement naturel dé-espaces vectoriels
[7]: DdR(V) X DdR(V*(l)) - Dp@(l) K — Ka

https://doi.org/10.1023/A:1000455700320 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1023/A:1000455700320

44 PERRIN-RIOU BERNADETTE
'accouplement d€),-espaces vectoriels

[:]x = Tric s, ([,1): Dar(V) x Dar(V(1)) = @y

0 0

0 ty(K) —2  HNK,V) 0

| o
D,(V) —5— Dp(V) @ tv(K) — H}(K,V) 0 (1)

z ((1~¢)z,z mod FiP)

1— expPs /.

D, (V) 4 D, (V) — X~ H} (K, V) 0.

0 0 0

et 'accouplement naturel dg,-espaces vectoriels
[:Jic = iy, ([ D:Dp(V) X Dyp(V7 (1)) = Q-
On consi@re ensuite 'accouplement
Dp(V) @ Dar(V) x Dp(V*(1)) ® Dar(V*(1)) = @y

donre par [(z,9), (2, )]k = [2,2]z + ([K: K]y, t|x = Tri g, (2, 2] +
(/1K K]) Ty, (ly, 11)-

L'application duale de + ¢ € EndD,(V*(1))) est1-p o=t € EndD,(V)).
L'application duale de

Dp(V*(1)) = Dp(V7(1)) @ Dar(V*(1)),
z— ((1— )z, x)
est I'application
D, (V) @ Dgr(V') = D, (V),
1
(z,y)— 1 —p Yo Y+ ﬁ Trg ik (y)-

1.1.4. LesQ,-espaces vectoried (K, V) et H1 (K, V*(1)) sont en dualé

(r,y)g =iV (z Uy),
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ol invk: H2(K,Q, (1)) = Q, est linvariant local. Notons\/, (resp.A/s, Ay =
Ag/) I'application duale de exp,-(1) (resp. eXp (1) expf/eyv*(l)). Ainsi,
par cefinition, A/, est une application dél/lf(K, V) a valeurs dan®,(V) @
Fil°Dgr(V) veérifiant

(y, €xpy v+ (1)(a,0)) k= [A/f(y), (@, 0)] K,

pouryeH}(K,V), a €D, (V*(1)), bety-(1)(K), Ay est une application de
HX(K,V) avaleurs danB,(V)#=*" vérifiant

(Y, €XPr /e =1y (@) K = [Ag(y), (a,b)]k

poury € f/e( ,V)etaeD,(V*(1))/(1 - ¢)D,y(V*(1)). On peut de nouveau
resumer ces applications par le diagramme commutatif suivant dont les lignes et
colonnes sont exactes, obtenu par déalit diagramme (1)

0 0 0

ol

D,(V)

0——— H}((K,V)

Asf

0 H} (K, V) D, (V) @ Fil°Dgr(V) — D,(V)  (2)
0 HY (K, V) all Fil°Dgr(V) 0.
0 0

Limage de \/; est formée desélements(z,y) tels que(1 — p~tp )z =
—(L/[K:K)) Tr i (y). OnécritA; = (A/71,)/y.2). Lorsques € H (K, V),
onaiy(z) = A/s1(x); side plusk = K,ona ausshso(z) = 0.

1.1.5. Notonwk la valuation deK telle que I'image d’une uniformisante dé
soit 1. Par la teorie de KummerH'(K,Q,(1)) s'identifiea Q, ® (K*), =

@ ® I@ KX/KXpn. On note Frolz = Frob/x oli Frob est le Frobenius absolu et
fr = [K:Q,] le degé d'inertie deK.
LEMME. L'application
expy /. Q= H}(K,Q,) = H'(K" /K, Q)
= Homg, (GallK™ /K), Q)
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est donge para — (Frobx — «). L'application duale),

1

Q ® (K*), = HYK,Qy(1)) = Dy(Q, (1)*? =@
est donge parf ¢ lvg.

DEMONSTRATION. La premere assertion est laéfinition méme. Montrons la
seconde assertion. L'application

1

Ag:Hgl(Kv Q (1) = AYK,Qy (1)) = Dp(Q,(1))?7F  =q,
est cefinie par
(expy (@), )i = Tri g ([ Ay ())).
Or,ona
(expy/e(a), )k = vi(y) expy(a)(Froby)
= v (y)a = [K:Q] 7 Trg o (v (y)a).
Donc, M (y) = [K:Q,] tuk(y). 0

1.1.6. LEMME. Supposong{ non ramife surQ,. Soientz € H}(K, V) ety €
HY(K,V*(1)). Alors,

(z,y) = [l0g;(2), A/ 71(y)]Kc-

DEMONSTRATION. Remarquons qué—p o )\ 1(x) € Fil°D, (V) etdonc
gue le terme de droite est biegfthi. On a

(,y) e =100 12, A/ p1(Y)]& + (10922, A5 2(y)] K-
Comme);2(y) = —(1—p~ ™)X fa(y), ona
(z,y)x = [109712,X/71(y)]k — 1092, (1= p~ o™ A 51 (y)]K
= [Ing,lﬂ% Nl —[(1 =) |ng,2$a A @)k
= [logs 2 — (1 =) 109 2, A/ p1(y)|K
= [logr, A/ f,1(y)] k- O

1.1.7. SiL/K estune extension finie, on note fgg et coreg  x les applications
restrictions et corestrictions; on pose

L'K
TL/K = <Trz/[”(, ﬁTrL/K>
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surD,(V); © Dy(V)L.
LEMME. Par restriction

L _ K]
A (reqy)) = [f/iﬁ]A (y)-

Par corestriction
Tk (A5 (y)) = A (cores, k (y)),
—E E Tro i (Af,(y) = Ajy (cores, (1)),
Tr; (A () = Ay (cores, k (y))-

En particulier, si./ K esttotalement ram#j ce qui sera le cas plus tald= K
et on obtient que\ (y) = A (cores, k (y)).

1.1.8. On suppose maintenant gti@st non ramig surQ, et quel” est cristalline.
Soientk,, = K (jiyn+1) et Ko = UK,. Onadonds, = K. Si G = Gal(Ks/
K), on noteA = Z,[[G]] son algbre de groupes continue. On pose aussi
I' = Gal(K.,/Ko). On noteZ (K, T) la limite projective desi*(K,,T) pour
les applications de corestriction. C’est de néaiainaturelle u-module de type
fini. On notero I'application naturelle de projectia, ® Z1 (K, T) — H(K, V).
CommeK /K est totalement raméi le lemme pecdédent implique que, st =
(zn) € ZL (K, T), Ajs1(zn) est independant de:, ce qui permet de &finir un
homomorphisme que I'on notedg  ; de Z1 (K, T) a valeurs danB,(V): on a
alors pourz € ZL (K, T), (1 — p~Yo 1)\ 1(2) € Fil°D,(V).

Notons ZL (K, T), le sous-module d&1 (K, T) formé desélementsr tels
quemg(x) € H;(K, V). On note), la restriction de\; azi(K,T),. Limage
de ), (z) est contenue dartsp(V)%":f‘fl (cf. diagramme (2)).

1.2. RAPPELS ET COMPEMENTS SUR LE LOGARITHMEELARGI

1.2.1. Onnoté{(G ) lasous-algbre de, [[G']] engendee comme espace vec-
toriel surQ, [Gal(Ko/K)] par leselementsy_g° a, (y — 1)" tels que sup. o(|a.|/
n") < oo pour un entierr (y est un @rérateur topologique d€). Elle con-
tient A. Soit £(G,) 'anneau total des fractions dé(G,). SiT € Gy €t SiT
est une variable formelle, on pos€l1 + T') = (1 + T)X(7) € ,[[T]]. Comme

il est monté dans [PR94, Sect.1.2], cette action @g, sur 1+ 7' se pro-
longea H(Gw); h.(1+ T) € Qy[[T]] pourh € H(G«) est une fonction sur
le disque unié enT’ dont le ceveloppemeny b, T" veérifie sup,.o(|b,|/n") < 0o
pour un entier. Nous notonD., (V') I'image deA ® D, (V') par I'application
h—=h.(14+T)eQ,T]] ®Dy(V).
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On notez (K, T) le quotient deZL (K, T par son sougs,[[I']]-module de
torsion (ce dernier estisomorpa@ ). Soite un gerérateur déZ,(1). Sij estun
entier, notons®e®7 isomorphismeZ’ (K, T) — Z1 (K, T(j)) = Z1 (K, T(5))
assodac. Enfin, on notero la projection dezl, (K, T) dansH(K, V) etx§ le
compog

ZL(K,T) = ZL(K,T(j)) = HY K,V ());

ona don(:’iréj)(x) = mo,v(j)(z ® £®7). Enfin, on identifieD, (V') etD,(V (j)) et
dans le tkoeme qui suity désigne 'lhomomorphisme de Frobenlusl@(V
assoceaV (celuiasso@aV (j) estdongy 7).

1.2.2. THEOREME. Soith > 1 tel queFil "D, (V) = D,(V). Il existe un unique
homomorphisme d# (G« )-modules

Vi H(Goo) ® Dy(V) = H(Goo) ® Z3,(K,T)

tel que pour tout entief véerifianth + 5 > 1 ettel quep~/ ne soit pas valeur propre
dey et pour toutg € H(G) ® Dp(V)

expy ;) (L= % 1)L —pigp) 1 (9))
= (-1 (h +j — D'x§) (951, (9))- 3)

De plus, on &, , 4 = 149,, avecl, = log(x(7)"y~ 1)/ log x(7)-

L' élementl}, est tel que;(l;,) = h pour tout cara@rer d’ordre fini deG

Pour tout entiek, on pos&ly, ), = Hh' nl; 1‘19 ,, avech' > h assez grand. On
noteL;, = Ly, linverse deQj,,. On a donoco = lo Ap_1Lp pourh > 1.

Cetleoeme estenfait unegere ¢ereralisation de celui de [PR94]: on n'impose
en effet pas de condition du typg(g) € (1 — p’¢)D, (V) sur lesélements de
M (Gx) @ Dy(V). Tous les ingedients @cessaires sont dans [PR94, Sect.2.2 et
2.3]. Lorsquep 7 est valeur propre de, sig € H(Gu) ® D,(V) et six’(g) €
(1— piy)D,(V), limage deg dansHY(K, V (j)) parr’ o O, pourh +j > 1
et Fil""D,(V) = D,(V) est contenue dan§}(K, V (5)). Sans la condition sur
x’(g), limage deg dansH'(K, V (j)) est contenue dan§ (K, V (j)). On peut
alorsétre plus pecis etécrire la bonne formulation de (3) lorsqpe’ est valeur
propre dep. Pour simplifier la formulation, faisons-le uniguement pdu(l est
doncéventuellement valeur propre g et supposon¥ “« = 0.

1.2.3. PROPOSITIONSoienty € H(G ) ® D,(V'), ag € D, (V) tels queg(0) —
a0 = (1~ )Go € (L—¢)D,(V).Ona

exp;((1—p~ ") (a0, Go)) = mo(lof27,0(9))-
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1.2.4. Le terme de gauche neg&nd pas du choix dg et deGp, mais seulement
de1(g). Ecrivons ces formules en termes de 'application invelgéee Qy,,V0.
On a d’abord avec les notations d@td®eme,

log; m0(10%5:0(9)) = (1= p Yo 1) (a0, Go).
D'ou,
(logs 1 —(1—¢)log; ) (mo(lof2y,0(9)))
= (1-p ' 1)g(0) mod(1 — ¢)Fil°D,(V),
c’esta-dire
16G; w010 0(9)) = (1— p~Le1)g(0) mod(1 — L)Fil°D, (V).
On en @duit que pour tout € Z1 (K, T)
(L= p~ro™1(ly *Lo(x)) = Tog; mo(w) mod(L — ) Fil°D, (V). 4)

1.2.5. Orénonce dans [PR94] une conjecturecl’)
Pour les formes sesquikires deA-modules

28, (K,T) x Z%(K,T*(1)) = A
et
A®D,(V) x A®D,(V*(1) = Q, ® A

etendues (G ), ladjoint (27, ) ;)" de€ly. 4, , estégala Ly,o.

Cette conjecture 8tend naturellemertH (G ) @ Doo (V) et memea (G ) ®
Do (V). C'est elle qui permet de faire tous les calculs de valeugsiafes sur les
fonctionsL p-adiques éfinies par notre &thode.

C’est maintenant un #oeme @monté par P. Colmez ([Co]) et (anno@cpar
Kato, Kurihara et Tsuiji ([Ka-Ku-Ts?]).

1.2.6. PROPOSITIONSupposon§il®D, (V) = 0 et D, (V)#=*"" = 0. Alors, si
r € ZL (K, T),

(1—¢) *(1—p Y H1(lyLo(x)) = logy mo(x).
C’est une simple reformulation de (4) dans le caS:dODp(V) est nul.

1.2.7. PROPOSITIONSupposonsil°D, (V) # 0 ou Dp(V)%":p_1 # 0. Pour
r € ZL(K,T),ona

1(Lo(x)) = (1= @) A/pa(mo()),
(1= p Y H1(Lo(x)) = —(1 = @)X s 2(mo(x)) € (1 = @)Fil°Dy(V).
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DEMONSTRATION. CommeLy;o = Ig *(- (1 0)" = (%) 1)" 0N @

1(Lyo(@)) = 1(. 1y 1)" @)).

Drautre part, pour k- ¢ inversible suD,(V*(1)), le diagramme suivant commute

Q\E/* (1,1

H(Goo) @ Dp(V*(1)) K(Gw) ® Z3,(K,T*(1))
(I-¢) " (1-p ™ h 7o

D,(V*(1) — 20 HY(K,V*(1)).

En prenant I'adjoint, on en&diuit la proposition. Lorsque-1¢ n'est pas inversible
surD,(V*(1)), on utilise le diagramme commutatif plusgpis

Q;*(l),l

H(Goo) © Dyp(VF(1)) K(Goo) ® Zgo (K, T*(2))

1-p~lp~t o

EXPr v+ (1)

Y - HY(K,V*(1)),
olY = (D,(V*(1)) @ Dy(V*(1))/Fil° Dy(V))/Im(ex) et
a:D,(V*(1)) = Dy(V*(1)) ® D,y(V*(1)) /Fil°
est donge pard — ((1— ¢)d, d) et on conclut de la Bme margre. O

Lorsque 1— ¢ est inversible, on a donc
(1= ) 1(Lo(2)) = A/pa(mo())

et
(1—¢) (1 -p Y H1(Lo(x)) = —A/s2(mo(x)) € Fil°Dy(V).

1.2.8. Supposons maintenant qugz) appartienta H}(K,V); d’apres ce qui
précede,1(Lo(z)) = 0. On calcule alors s&édivée. On note

1= (&) o)

pour f e H(Gx) ® Dp(V) ou K(G) ® Dy(V) lorsque cela estéfini; on a
d°.f = 1(f). La proposition suivante est une reformulation de (4)
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PROPOSITIONSupposonBil® D, (V) # OouD,,(V)‘P:P_1 # 0.Pourz € Z1 (K,
T) etsino(x) appartienta H;(K,V), ona

1(Lo(x)) =0
et

1—p o Ho.Lo(z) = @Wo(x) mod(1 — ¢) Fil° D,(V),
ou encore lorsqué — ¢ est inversible sub,(V),

(1-¢) *(1—p Yo H9.Lo(z) = log;, mo(x) mod FiP D,(V).

1.3. FROLONGEMENT DU LOGARITHMEA H;(K, T)

1.3.1. Commel/ est suppose cristalline, la description des répentation-
adiques semi-stables en termeg@deN )-modules filtés permet deésbrireHg}(K,

V) commeH(C") ol C- est le complexe
Dp(V) = Dp(V) © Dp(V)[-1] @ tv — Dp(V)[-1],

la premere applicatioretant donie pard+— ((1 — ¢)d, 0,d) et la seconde par
(d1,d2,d3) = — (1 — ¢)d2, D,(V)[—1] étant obtenu par&talage (I'ograteurN
est nul suD,(V)). Explicitement, comme le noyau de la degmxie application est
simplement

D,(V) ® D,(V)[-1*=L @ty = D, (V) ® D,(V)*=" @ty

et queH}(K, V') se calcule comme le conoyauldg(V') — D, (V') @ty , on ceduit
de cette description un scindage de I'inclusﬁﬁ(K, V)— Hgl(K, V') et un pro-
longement log du logarithme log aHgl(K, V). Remarquons que cette description
impose d’avoir choisi un plongement d@&; dansBgr, OU Ce qui revient au Bme
d’avoir choisi un prolongement du logarithme usaeél . Le choix ada# a la
théorie d'lwasawa cyclotomique est lpg = O: p est caradris parmi les uni-
formisantes d€), commeétant une norme universelle dans I'extensiiiz,-- ).
Dans ce paragraphe, nous allons donner une iréon semblable de Iggen
termes de ‘normes universelles’. Pour celaz3i(K,T); (resp.ZL (K, T),)
est 'ensemble deslementsz de Z;, (K, T) tels quero(z) € H}(K,V) (resp.
mo(z) € Hgl(K, V')), on commence par construire un scindagele la suite

-1

0= Z5o (K, T)j = Zoo (K, T)g — Dy(V)#F
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apres avoir tensoris parC(G«). Ce scindage aura la prop# queLoy(S¢(a))
appartieni K (Go,) ® D, (V)#=F"" poura € D,(V)#=?"". Nous supposonsasor-
mais queV’ “x = 0 et méme que 1 n’est pas valeur propregle

1.3.2. Soitr = (z,) un élément deZL (K, T) dont l'image dans{(K,T)
est nulle:z, € HY(K (p,n+1),T), Trg, 1)K (Tnt1) = Tn pourn >0 et Trg, /i
(zo) = 0. Il est monté dans [PR94] que 'homomorphisme naturel

Zc}o(Ka T)Goo - Hl(Ka T)
est injectif (pour’ = = 0). Il existe urélementy € Z1 (K, T) unique tel que
T = (T - 1)y7

ol 7 est un @rérateur deG, (en effet,y est cetermire a unélement dezl, (K,
T)¢x = TYx prés et ce dernier module est nul). Limaggy) dey dansH (K, V)
ne cepend que de.

CommeZl (K, T) estunz,[[I']]-module sans torsion, oréduit du paragraphe
1.3.2 que sic estunélement deH (G ) ® Z1 (K, T) dont 'image dan$/ (K, V)
estnulle, il existey € H(Go) ® Z1 (K, T) tel que(r — 1)y = .

1.3.3. REMARQUE. On peut calculer ‘explicitement(y) a I'aide des oprateurs

de Kolyvagin (voir [S092]). Commé ¢ = 0, il existe un entiery annulant
(T/MT)% pour toute puissanckl dep. On consi@re I'operateur de Kolyvagin

relativementa K,,/K et a «. Notons-le koslf‘). On obtient donca partir d’'un
élementz = llnx” € Z1 (K,T) dont limage dans{(K,T) est nulle, des
elements

kol!®(z,) € HY(K,T/p"T).

LEMME. Sous les hypo#ses pecedentes, lekol{™ (z,,) sont compatibles pour
les applications induites par les projectiod§p™T — T{p"'T pourn’ < n et
définissent utelementkol® () de HX(K, T) et on akol(® (z) = amo(y).

DEMONSTRATION. Onécrit z = (t — 1)y. Siy, est la projection dg dans
HY(K,,T),onar, = (r,—1)y, olr, désigne la projection dedans GalK,, / K)
(T, estun @rérateur du groupe cyclique G&l,, /K )). PosonsD,, = ZEIQ,W itt
etTr, = Zgigl)pn 7t. On a alors

Dy (2n) = (Tn — 1) Dn(yn) = Trn(yn) — " (p — L)y

Do, Dy, (z,) = Tr,(y,) mod p” HY(K,,,T). On en @&duit quey 1 = Tr,(y,)
vérifie

ay_1 = aDy(z,) = k0|1(ﬁ) () modp™

https://doi.org/10.1023/A:1000455700320 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1023/A:1000455700320

ZEROS TRIVIAUX DES FONCTIONS. P-ADIQUES 53

etayo est la limite des kéﬁ) (z,,) € HY(Ko, T/p"T). O
L’ element
1
= =  kol®(g)= ——
kol, () 210X (7) kol'“ () 100 x(7) mo(y)

de HY(K,V) est incependant de et der.
1.3.4. Sir estun @rérateur de€7 ., on pose

(1+T)X(1) -1

II(T) = (1—p *p)log 7

etpoura € D,(V)p =p 1

(1+T)x(1) — 1)

) = Il (T) = (1 ¢) ( log ="

¢ agissant la fois suD, (V') et sur 1+ T (parp(1+7T) = (1+ 7')?). Comme
(14 T)X(") — 1)/T appartien X + TZ,[[T]], II.(T) € Q, ® Z,[[T]] par le
lemme de Dwork. De pluBl? est unélement deD, (V) (il est facile de erifier
que ¢, H7(¢(1+T) — 1) = 0, ce qui caraélrise leselements deD,. (1))
et appartiend I'image deQ, [[T"]] ® D, (V') par 'opérateur 1— . Notons pour:
entier,

X = 5, (7)) € K(Goo) ® Z5 (K, T).

Pourh assez grand’{g},z appartientH (G) ® ZL (K, T). Limage deXi?,z dans
H(K,V) est nulle. Il existe donc ualementY € K(G) ® Z1 (K, T) tel que
Xﬂ = (r — 1)Y. On \&rifie facilement qu&” ne cepend pas du choix de on le
noteY, . On a donc

X' = (r - pr?

et on ceduit des propéites deQs,, queYh(fr)1 = thh(“) avecl, = h — (logt/
logx(7)). En particulier,Yl(“) = (ll...lh,l)*lY,f“) et Eh(Y,f“)) = L‘l(Yl(“)) =
15 Lo(Y,") et pourh > 1, Xi“,z est ‘cefini’ en 1.

1.3.5. Lélementv; = lln (1-¢,) deZ1 (Qy, Z,(1)) estl'element cyclotomique.
Par la tigorie similaire poufQ, (1) (due alorsa Coleman), on peutadinir Lo (1) 1
(w1) € (1 —1)71A®D,(Q,(1)).Ona

(1 =1Ly, 1(w1).(1+T) = —IL(T).
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Il est relié a la fonction de Kubota—Leopoldt. Reprenons les notations de [PR94b].
Posonsy = w1 ® 971 € 21 (Q,,Z,) avece = ({,). On pose

Lx—=—Lg,ow)" € (x(r) tr—1)""A,

ou ¢ est I'involution deA induite parr — 71, L élementl i _ ;, vérifie la propréte
suivante: pour tout entigrpositif et impair

X (Lx-1) =y (—5) = (L= p7)C(—4),

ou ¢ estla fonctiory de Riemann. Enfin, §iw est'opérateur de twist dé ,[[G ]
induit parr — x(7)7,0n a

Tw(Lg-1) = —Tw(Ly, o(w)) = Lo, 1)1(w1)-

LEMME. On aLyo(Y{") = —logTw(LY _,)a.
Remarquons aussi qllé/:o(Yl(“))) =(1-pYHa=1-pa.
DEMONSTRATION. En effet,
(r— D) Lya(Y{Y).(1+T)
= Lva(X3).(14 T) = IY(T) = alL,(T)
= —a(r — 1) Lg, 1) 1(w1)-(1+T).

On en cduit que

Lyo(Y{”) = loLya(Y”) = —loLg, @ 1(wr)a = —loTw(Ls 1)a. O

1.3.6. NotonsD._(V') I'extension deA-modules der(V)“f’:f”_1 par Dy (V)
définie par le cocycle s (a — 1LY (T)))

0 = Do (V) = DL (V) = D, (V)#= " 0.

Il existe donc un uniquélementll, € D, (V) (independant de) dont limage
dansD, (V)¥=?"" esta et tel que(r — 1)II, = 1. Moralement]I, = (1 —
v)(alog(T)). Ce qui pecede peut seassumer en la proposition suivante
PROPOSITIONPourh assez grand, 'applicatiof2i, , se prolonge en une appli-

cation deD’, (V') dansH (G) ® ZL (K, T) determiree parli® — Y, et pour
h > 1, 'image deQ‘;‘,,h est céfinie enl.
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1.3.7. PROPOSITIONSoita € D,(V)#=?"". L'image mo(Y,") de ¥{*) dans
H(K,V) appartienta H;(K,V) eton a

-1

A (Y1) = Ag(mo(YLV)) = a €D, (V)#~?

DEMONSTRATION. Comme nous avons suppogue 1 n’'est pas valeur pro-
pre dey surD,(V), il est facile de erifier que pour toutg € H}(K, V*(1)),
il existe unélementg € £(G) ® D,(V), défini en1, tel quedi. g 1(9) =

zo€ HY(K,V*(1)). D'apres 1.2.3, on 41 — p o 1)1(g) = log; zomod(1 —

) Fil°D, (V). D'autre part, posonH'” = II{") (1 + T) avecIl\”) € Z,[[Goo]] ®
D, (V). Laloi de &ciprocié dit que

e (11(a g1 a L
( v,1(H$ ))7QV*(1),0(9)>V = [Hi )ag ]Dp(v)-
On remarque que
-1 _ e—1
QV*(l),O(g) = ly 19\/*(1),1(9)-
Comme
) = (7 - 91y?,

on obtient

T—1 (a) e a) .t
(- 9.050,00)) = 09,90,
0 K

D’ou, enévaluant cette expression sur le cagaetrivial 1,

log x () (mo(¥Y{")), 20) & = [11)(0), 1(g)]p, (1.
Ona
1(0) = a (1~ 1 ) logx(r) = logx(r)(1 - p)a
ce qui implique que
l0g x(7){mo(¥;”), 20} = 0gx(7)[(1 — )a, g(0)]o, v
= logx(7)[a, (1 — p~ Y Hg(0)p,(v)
(7)

= logx(7 [a,@xo]Dp(V).
En inversant lesdles deV et deV*(1) dans 1.1.6, on a

(mo(Y2), w0) i = A/ pa(mo(YL"))), TGy wo]p, (1.
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D'ou,
[A/f,1(7T0(Y1(a)))a@io]op(\/) = [a,l0g; To|p,(v)-

Comme cela est vrai quelque sm@)tdansH}(K, T), on en é&duit que

A/f,l(WO(Yl(a))) =a.

En particulier, commél — p~lp1)a = 0, A/f,z(wo(Yh(“))) = 0 etmo(¥Y,?)
appartient H (K, V). |

1.3.8. On pose pout € D, (V)#=*"", 5%(a) = 1(“) €EK(G) ® ZL (K, T),.
L'application S¢ est un scindage de I'application

Z3(K,T)g = Dy(V)#=",
une foisétendu les scalairéslC(Gw). Si ZL (K, T); est 'lensemble desléments
de Z3,(K,T) dont l'image dansH'(K, V') est dansH ;(K, V), on obtient une
application

S ZL (K, T), — K(Goo) ® ZL (K, T)¢

définie parS*(z) =  — S°(\y(x)). On a alors

Lo(z) = Lo(S°(x)) + loTw(L%_1) @ Ag(x).

Remarquons qu&w(Ly% ;) a un @le simple enl, ce qui implique quéyT'w
(LY ;) est cefini et non nul erl. Par contre si) est un caraére non trivial de
Goo, loTw(LY ;) estnul em, ce qui est colrent avec le fait que lgzcomposante
deD,(V)#=»"" est bien &r nulle.

On obtient une section de l'inclusidi;(K, V) — H(K, V') en posant

8(x0) = wo — mo(S°(Ag(20))) € H}(K, V) (5)

pourzg € H;(K, V'), ce qui permet dtendre le logarithme Igga H;(K, V) en
posant log z = log; s(x). Ce prolongement&bend de I'extension cyclotomique.
On peut \erifier que cette section est |l22me que celle dont on a parwu eébut du
paragraphe 1.3.1. En particulier, prendhs Q, (1). Notonse 1 la base canonique
deD,(Z,(1)). Alors,S%(e_1) estegalal'element1—(,), moduloZ,(1). L'image
de S¢(e_1) dansH(Q,,Q, (1) = Q, ® (@, )p est bien éfinie et estegalea
p. Ainsi, sigeQ, ® (Q))p, 5°(g) est simplemenégal & gp~%@ €z Le
logarithme Iongp(l) de @, dansQ, défini ici est donc le logarithme d’lwasawa
défini de la margre naturelle suz,’ et prolong¢aQ, parlog,p = 0.

https://doi.org/10.1023/A:1000455700320 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1023/A:1000455700320

ZEROS TRIVIAUX DES FONCTIONS. P-ADIQUES 57
On peut alorséécrire la proposition 1.2.8

1.3.9. PROPOSITION.SupposonsFil°D,(V) ou Dp(V)“P:ff’_1 non nul et
D,(V)#¢=! = 0. Soitz appartenant Z1 (K, T),. Ona

L(Lo(x)) = (1= p)Ag(x) = (1= p~HAg(2), (6)
d'ol (1 - p~lo™11(Lo(x)) = 0, et
(1- 90)_1(1 — p_lgo_l)a.ﬁo(x) = Iogg mo(z) mod Filon(V). @)

DEMONSTRATION. Demontrons (7). Commgo(z) — Lo(5°(z)) appartient
K(Goo) ® D,y(V)?=?"", 0n a

(L—p e HLo(w) = (L—p e H)Lo(S"(x)).

On applique alors la proposition 1.28¢ (z) (sa projection dan& (K, V') appar-
tienta H(K,V)). En utilisant (5), on ené&duit (7). O

2. Exemple du carre synétrique
2.1. ETUDE LOCALE (CAS ORDINAIRE)

2.1.1. Soit V,(E) la repgésentation assd@ a une courbe elliptique sur
Q: Vp(E) = Q@ ® |I£1 E,~». On suppose ici quéZ a bonne &duction ordi-

naire. Poson¥ = Syn?(V,,(E)). Les valeurs propres desurD,(V) sontaljz,
B, % etp~! aveca,, unité p-adique. On notey une base dE)p(V)‘P:O‘EZ, e_1 une

base der(V)‘P:p*l, e_p une base d@p(V)%":/Bﬂz. On peut les choisia partir
d’'une basqf_1, fo) de vecteurs propres de,(V,(£)) vérifiant pfo = alglfo,
of-1 = B, f-1 par les formulesey = f§, e-1 = fo.f-1, -2 = f?;. S
Fil°D,(V,(E)) est engendr par fo + p,f-1, la filtration deD, (V') est donke
par Fi’D,(V) = Qu avecw = e + 2upe—1 + ple_z et FilTtD,(V) =
Quw ® Q-1 + ppe-2) = Qple—1 + ppe—2) ® Qp(eo + ppe—1). Rappelons
que la repésentatiori/, (E) est scinée si et seulement gj, # 0 (on utilise pour
cela I'equivalence de cagories entre la cagorie des re@sentationp-adiques
ordinaires dé>, et la caégorie degp-modules filtés ordinaires de la éorie de
Fontainey, = O si et seulement §,(V,(£)) est somme directe de2modules
filtrés ordinaires non nuls, ce qui ésjuivalent ce qué/,(E) soit ctecompose,
cf. par exemple [PR94c] et [PR90].

Nous supposons @&sormais que:, # 0. Cela signifie donc qu&/Q, n'est
pas le rekvement canonique de saduction. Nous utiliserons I'isomorphisme
A2V, (E) = Q,(1), pour fixer une baséf 1, fo) telle quefo A f 1 soit la base
canonique 1 d®,(Q,(1)). Ce choix fixe alore_; et par 'application induite par
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la projection Fit! D, (V) — D,(Q,(1)), limage dee_1 € D,(V)#="" dans
Q, = Dy(Qy(1)) est 1. D'autre pareﬁ eoNe_1Ne_pet
e

We — iw = i60 +e_1+ @6_2
def 2y 24 2

sont alors com@tement étermires.
Remarquons que

(1-p ™ HD,(V) NFil°D,(V) =0

car p, est suppas non nul. Necessairemend,;; est donca valeurs dans
D,,(V)‘P:lf1 et A/f,z(Hl(@p,V)) = 0. Enfin, pour des raisons de dimension,

HY(Q,,V) = H}(Q,,V) etdoncleg,[[G]]-modulesz (Q,, T), etZ%,(Q,, T)
sontégaux.

2.1.2. PROPOSITIONSoitz € Z% (Q,,T).On a
1(Lo(2)) = (L= p™HAg(@) = (1= p)Ag(2)
et
(1—9)tA-p Yo ™Ho.Lo(z) Ae 1 Ahe 2= log, mo(z) A we A e_a.

DEMONSTRATION. Remarquons que &ic Qye_2 ® Qyeo etd’ € D,(V) sont
tels qued = d’ modulo FiP D,(V'), alors

dhe 1Ne r=d ANwee_o. (8)
En effet, comme FID, (V') est de dimension ¥/ Awe ne cepend que dé& modulo
Fil°D,(V) et on a donc Bgali® d A we = d’' A we. ONécritd = _ze_2 + doeo.
Onad Ae_1 Ae_p = dpe. D'autre part,

d N\ we=dpeg Ne_1+ %(50;@ — 5,2;1;1)60 Ne_p—0d_re_1Ne_o.
Donc,

d ANweNe 2 =dAwee_»= e

D'ou (8). La proposition se @tuit alors facilement de (7) en remarquant que
(1—p Yo 1o.Lo(x) appartientQ,eo & Qpe—z. O

2.1.3. Larepesentatiori” étant ordinaire, elle admet une filtration

OCFiIZV CFil,VcVv
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en G, -repiésentations @rifiant: D, (Fil2 V) = Qye_p, Dp(Fil} V) = Que_2 &
Qye—1 = D¢ Le quotient Fi} V/Fil2 v est isomorphé @, (1). On reprend une
idée de Greenberg pour construire une application

HY(Q,,V) = @ ® (@), = @ ® lim @ /g7

de lamangre suivante. On remarque ghié(Q,, Fill V) = HX(Q,, V). En effet, le
noyau de I'application naturell&*(Q,, Fil; V) — H*(Q,, V) est un quotient de
HO(Qy, V/Fil; V) quiestnul etles espaces vectorifl§ Q,, Fil} V) etH(Q,, V)
sont tous deux de dimension 3 (on utilise la formule

dimg, HY(Q,, W) = dimg, D,(W)
+dimg, HO(Q,, W) + dimg, HO(Q,, W*(1))

ce qui donne 3 pour et 2+ 0+ 1 pour Fi% V). L'applicationge chercltee est alors
le compog

HYQ,,V) = HYQ,,Fil} V) — HYQ,,Fil; V/Fil3 V)
- Hl(@pa@p(l)) = Qp ® (Q; )P7

le dernier isomorphismétant donig par la tieorie de Kummer. On a alors un
isomorphisme

Qp®((@;)pg(@p X Qp
donre parg — (log, g,0rd,(q)) (avec log, p = 0). On pose

log, ¢
19 = 5rdy )

2.1.4. CEFINITION. Siy € HY(Q,, V), linvariant de Greenberd(y) dey est
£(y) = L(ae(y))-

Il ne depend que de la droite engeadmpary.
2.1.5. Le diagramme

€ @, Uoo.

HY(@,, V) M D,(V)F
HY(Q,, Fillv) Ay - D, (Fil}v)»=>""
l Ag - Hl

HYQ,,Qy(1)) Dp(Q, ()97 " = Dy(Qy(1))

https://doi.org/10.1023/A:1000455700320 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1023/A:1000455700320

60 PERRIN-RIOU BERNADETTE
est commutatif. On enétluit que

Ag(y) = ord,(ge(y))e—1. 9)

Remarquons qu’en particulier, gde(y)) est non nul (et donf(y) € Q,) si et
seulement siy nappartient pas. H}(@p, V). Interpetons maintenant lggye(y).
De la fonctorialie des constructions faites, oeduit la commutativé du dia-
gramme

D, (V)P " — s K(Goo) ® ZL(Q, T)

| |

D, (FilLV)#="" Zs K(Goo) ® Z2,(Qy, Filt T)

| |

Dy(@,(1)977 o K(Goo) ® ZL,(Qp, @y (D).

Ainsi, log, ge(y)e 1 est la projection suQ,e 1 paralklementa Q,e » de log
3(y) = log, y (log, y € D¢ car on voity, et doncs(y), comme appartenaat

H(Qy, Fil; V)) ou encore que

log, ge(y)e—1 Ae_2=log, y Ae_a.
D’ou la proposition

2.1.6. PROPOSITIONSoitz € ZL (Q,, T) tel queord, (ge(mo(z))) soit non nul.
Alors,

1(Lo(x)) = (1—p ) ord,(qe(mo(x)))e-1 et (10)

(1- 90)71(1 — pilgofl)a.ﬁo(x) ANe_1Ne_»

- —2—;£(W0($)) ord) (qe(o(a))Je (11)

DEMONSTRATION. On transforme la formule de la proposition 2.1.2 et on utilise
le fait que log mo(x) € D, que

log, mo(x) Ae_2 =109, ge(mo(z))e-1Ae 2

etquee 1 AweAe 2= —(2u,) " O
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L’ équation (11) peut aussiégrire
8.£0(:E) Ne_1Ne_o

1 o\ 7"
_ _Z—Mp(l ) ( - ﬁ—;’) {(mo(x)) ord,(qe(mo(z)))e (12)

(seule, l'action dep sureo intervient). D’autre part, posons,(y) = nge(y)e,l;
on a donch,e(y) = ord,(ge(y)). Nous verrons que dans le cas supersingulier,
Ag.e(y) aun sens alors qug(y) n'en a plus.

2.2. ETUDE LOCALE (CAS SUPERSINGULIER

On suppose ici qu&,(E) a bonne éduction supersingéie erp et quea, = 0.
Alors, V est la somme directe dé&1 et deW, = Q,(1)(¢) ou ¢ est le caraeire
quadratique non raméideQ, (onadone(p) = —1), ce qui se voit par exemple sur
la description du caérsymetrique deD, (V,(E)); D,(W1) se decrit de la marére
suivante:D,(W1) = Qye_1 ® Qyeq, avecype_1 = pte_1, peg = —p leg et
Fil°D,(W1) = Fil=1D,(W1) = Q,(e0 — e 1), Fil=2D,(W1) = D,(W1). Les
notations on&te choisies pour que legsultats puissent s’exprimer de l&me
mankere dans le cas ordinaire et dans le cas supersingulier. Remarquons que la
base(eg,e_1) est fixeea un multiple pes* Comme deD,(W1) = Q,(2)(¢),
elle est donc étermiree au signe @s pare = e¢_1 A eg. On notee_» une base
deD,W>: on a doncpe_, = —p~te_5. On pose encore = eg A e_1 A e_o et
we = e_1 — eg. Le Q,-espace vectorigll — p~1p 1D, (V) = Qye0 ® Qye_» est
d'intersection nulle avec BD,(V), H(Q,,V) = HX(Q,,V) et HY(Q,, W2) =
Hy(Qy, Wa) = H}(Qy, Wo).

2.2.1. Soitz un élement dezl (Q,,T): z = (71, z2) avecr; € Z1(Q,, W1) et
T2€ Z1 (Q,, W2). On aLlo(z) = Lo(z1) ® Lo(x2). Commenons par regarder

la deuxeéme composante. Dafi&,, on a FiP D,(W2) = Dp(I/Vz)“":’f1 = 0. La
proposition 1.2.6 implique quéy(z2) en un £ro enl d’ordre> 1 et que

—1
0.Lo(x2) = —% l0g; mo(2)

= —(1- @)L -p oY) tlog; mo(x2) € Qe 2.
DansWy, on al(Lo(z1)) = (L —p YA, (z1) € Qye_1 €t
(1—¢) "1 - p Yo h0.Lo(21) = log, mo(x1) mod FiP D, (7).

* Mais une fois choise_1 A eo (C'esta-dire un isomorphisme entre l&términant déiv et
Qp (2)(¢)), si'onimpose queve = e_1 — e, (e—1, eo) est fixe au signe prs.
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2.2.2. Pouy € HY(Qy, V), \j(v) appartient la droite engenée pae_;. Posons
Ag(y) = Age(y)e—1. Introduisons I'analogue de l'invariant de Greenberg. Linjec-
tion der(V)%":p_1 dansD,, (W) induit un isomorphisme

i:D,(V)¥=P " = tyy,(Q,) = D, (W1)/Fil° D, (Wy).

Siy est unélement dei71(Q,, W1), on notel(y) I élement deQ, tel que
log, v, y = £(y)i(Ag(y))-

Il ne dépend d’aucun choix et on a
109,11, ¥ = £(y) Age(y)e—1 = £(y)Ag(y) mod FiP D, (W1).

Siy = (y1,y2) est unélement dei71(Q,, V), on pose/(y) = £(y2) qui ne tpend
gue de la droite engengl pary. On a alors la proposition

2.2.3. PROPOSITIONSoitz € ZL (Q,,T). Ona
1(Lo(z)) = (1—@)Agelmo(z))e 1

1—p) Y1—p Lo ™Ho.Lo(z) Ne_1hes
= {(mo()) Ag e(mo(r))) & (14)

DEMONSTRATION. Commé1—p Lo 1)9.Lo(x2) appartiené la droiteQ, e_»,
il n'intervient pas dans €quation (14). D’autre part, on remarque que

109, 1y, ¥ A we = £(y)Ag(y) A we.
Donc
1= (1-ptpHd.Lo(z) Ne 1
=(L—9) "1-p Yo HI.Lo(x) Awe
Ioggwo(xl)/\ e

= £(mo(2))Ag(mo()) A
= —{(mo(z)) Ag,e(mo(z )))6 1M€o

d’ou, I'equation (14). O
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Si I'on veut faire appai#re les facteurs d’Euler, on remargque encore que seule
l'action deyp sureg intervient et la formule (14) devient

0.Lo(x) Ne_1 Ne_p
= 2_1(1 + p_l)é(ﬂo(x))xg,e(ﬂo(x)))e

-1
=(1-? < - %) U(mo(x)) Mg e(mo(z)))e, (15)
P

OUay, =+/—petf,=—y/—p= pa;l.
Il est commode de poser, = 1 dans le cas supersingulier. Les formules sont

alors les @mes dans le cas ordinaire et dans le cas supersingulier.

2.3. FONCTION L p-ADIQUE DE Syn?(E)

2.3.1. Supposons maintenant géleest une courbe elliptique s@;, ayant bonne
réduction enp. Soit h1(E) le motif dont la Ealisationp-adique estV,(E) =
Q@ ® I(Ln E,n et M = Syn?(hi(E)). On noteMgr sa ealisation de de Rham,

Mp sa galisation de Betti)M}} la partie fixe par I'involution deMp. Le Q-
espace vectorieMp est muni d’'unZ-réeseauM = Syn?(Hy(E,Z)). On note
V = M, = Syn?(V,(E)) la réalisationp-adique deM. On fait le choix d’une
base dé&i;(E)qr dont le ceterminant est la base canonique 174é)qr. On note
e la base de de¥/yr qui s’en deduit. On choisit enfin uné-base: du motif de
TateZ(1) et unez-basev}; de detM* (M est unz-module de rang 2).

Soit L(M, s) = [, L(M, s) (resp Ly, (M, s) =[], L(M, s)) la fonctionL
complexe deM (resp. la fonction, complexe deV incompkte enp). Le motif
M est critique (en 0) et lorsquE est une courbe elliptique modulaire, le produit
est convergenten= 0 etL(M, 0) et

Ly (M,0) = (1— 0y ?)(1— B, 2)(1 - p~H)L(M,0).

sont non nuls.

2.3.2. Il est conject@wr dans [PR95] I'existence d’'une fonctidnp—adiqueL’{’p}
attacteea M, munie de sa structure eate orienée M. C'est un homomorphisme
deA?D, (V) danskC,. (G, determiré par sorévaluation sur les caraaesy’ pour
les entierg tels que 1 ep 1 ne soient pas valeur propre gesurD,(V(—3)). Les
formules ont&te donrees dans l'introduction. Il est aussi conjeé&t(iPR95, Sect.

4.4]) quiil existe unélement spcial %% @, ® HL (Q,T), (que I'on espre
‘motivique’, nous y reviendrons en 2.3.12) tel qU%p} soit donrée pour tout

n € A2D, (V) par

LY 1 (n)e= Lo(cs®) An. (H)
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Rappelons enfin que dans le cas du &aynetrique d’'une courbe elliptique
ayant bonne éduction ordinaire em, une fonctionL p-adique a vraimenéte
construite. Elle devraiétre,a une constante multiplicativegs, la valeur ddt’{’p}

sur le pararatree_1 A e_» € detDS% Lf{’l’f}c = L’{’p}(e,l A e_2). On devrait donc
avoir

LI{J;)S}Ce = Eo(czpec) ANe_1 N e_o.

Sousi(Fil; V), il est monté dans [PR95] quely )’ € @, ® Z,[[GL]]-
Dans le cas supersingulier, il sera commode de cénsicussi blémenﬂ_’{’]’;}C

verifiant L{e = Lo(c3F% A e_1 A e_y avec le choix deg; qui aét fait au
paragraphe 2.2. La formule (6) montre q.LPﬁS}C est nulle erl.

Nous allons tirer les coigjuences de ce qué{’p} et Lf{’l’f}c seraient éfinisa

partir d'unélement;™° sur le comportement endeL?,, etdeL " Nous ferons
ensuite une conjecture reliant la valeur Emle L’{gp} et la valeur de la fonction

L complexeL(M,0). Cette conjecture ne fait pas intervenir d'invaridptV’).
Nous montrerons ensuite que cette conjecture implique pour la foncﬁ)éj\%la

conjecture de Greenberg [Gr94] faisant intervenir par contre l'invafigiit) de
Greenberg.

Noussupposons jusqe’la fin du paragraph@.3que(H) est vraiec’esta-dire
que

L{{’p} (n)e= Co(czpe% An.
2.3.3. Il existe un entier > 0 etés>Ce @, ® HL (Q, ), vérifiant

Spec _ (r=1)" 5spéc
P logx(r) P

pourr gérérateur d&., ettel querg(c,r ) soitnon nul. Sirg(c;™°) estnon nul, ce
que I'on espre,r estegald 0. On posey” (p) = mo(Gh ) etePN(p) = mo(c™O).

2.3.4. PROPOSITION.a fonctionL’{jp} aun 2rodordre> r enl. Il est d’ordre
r si et seulement &ff) (p) N"appartient pas H}(Q, V') eton a alors

o .LE,(ne = (1- P HAgelc (p))e—s An

= (1—p HAg(c”(p)) An. (16)

En particulier, siE est modulaire et sous les hypétes techniques qEI92], la
fonctionL’{jp} aun ro d'ordrer enl.
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DEMONSTRATION. On a

LY () = L(Lo(E5FY) An = (1—p ) Age(cF%e 1 An

d’apres I'équation (10) ou (14). On utilise alors (9) pour trouver (16). On remarque
ensuite ques’ (p) appartient a priora H}y{p}((@, V) et appartients H}(Q, V)
si et seulement si, (579 = A,(c”) (p)) est nul, c’esér-dire si et seulement si
M(el () = 0.

LorsqueFE est modulaire et sous des hypesies techniques, Flach a m@uue

Hi(Q, IV) est nul. On en &duit quec’” (p) est nul si et seulementi@,,e(c,(f) (p)))
est nul. O

2.3.5. Rajoutons pour le paragraphe 2.3 I'hygsthque
H{(QV) =0,

ce qui devraitre toujours @rifie. LeQ,-espace vectoriel! } {p}(Q, V') est alors

de dimension 1 et c’est aussi l'image pardeQ, ® H’ (Q, T); I'hypothese faite
([PR95, Chap. 3 et App. B] impligue la conjecture de Leopoldt faible est vraie,
cesta-dire queH2 (Q,T)%(@k:)/Q) est unz,[[I']]-module de torsion et que
HL (Q,T)C2(@k)/Q) est de rang 1.
DEFINITION. Linvariant de Greenberd, (V) deV estégala/(c) ol ¢ engendre
la droite H 7 (»(Q V). Cestunélement deg, .
Dans ce qui suit, lorsquE a bonne éduction supersingure, on prengk, =

1
-1
2.3.6. PROPOSITIOI\L’E;)S}C a un £ro d’ordrer + 1 enlsi et seulement €j,(V)
est non nul et on a alors

-1
1 _ « 3 r
8r+1.LZ{);§C = _2—/1/];(1 - 2) (1 - ﬂ_;)) KP(V)AQ,E(C; )(p))

DEMONSTRATION. Cela se @duit des éfinitions et de Bquation (12) ou
(14). O
2.3.7. CONJECTURE." élementfl*h(p) de H1(Q, V) est non nul.

PROPOSITION.La fonction L’{’p} ne s’annule pas erl si et seulement si
cp*"(p) # 0.

Nous le supposerongdormais.

2.3.8. Fixons urélementwg non nul duQ-espace vectoriel FilM/ygr de dimen-
sion 1. L'application griodep-adique2, ., est I'application den?D, (V) dans
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detD, (V) définie parQ, ., (n) = wg A n. La periode complexe attaéleawg est
IelementQ,, ., deC* tel que

oo, €= wo A wi,
ollw}; est la base dia-module orient M.

2.3.9. CONJECTURESI m[_y; est la projection sunDp(V)‘P:p_1 parallelement
aux autres sous-espaces propresgle

ac 1 Gy \ L(M,0
Ag (2 (p)) = 5 ( - g—:) <1— a—:;) ((ZT%)W[—H(WQ)- 17)
La formule peut aussi &trire
Y fach, v _ L[, ap _ B\ L(M,0)
Ag,e(cp (p)) = 2 < ﬂZ) (1 az> Qoo e ) (18)
ou dans le cas ordinaire
flach 1 a Bp \ L(M,0)
or (sl = 3 (1- 52 ) (1 22 ) S0, as)

OU Qoo we = Roow, (we/wg). Les formules pecedentes ralangent les nombres
complexes ep-adiques et signifient bierisqu’une fois mis d’un 6té les nombres
p-adiques et de l'autre les nombres complexes, les deux membres sont en fait
rationnels eegaux.

2.3.10. CONJECTURHA.a fonctioan{’p} verifie
oy 1Ly (M, 0)
(L=p e 1LY, Je= 350 == (1~ ). (20)

PROPOSITIONLes formuleg17) et (20) sontéquivalentes

DEMONSTRATION. On remarque d'abord que montrer (20) egtivalenta
montrer que les valeurs des deux membreg SN ¢g sontégales car Bvaluation
sure_1 A e; estnulle pout = —2,0: ona

(1= @) u,(e-1Nei)
= Qo (L=pro He1 A (L—p o He) = 0.
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On en aduit en explicitant 'action de X ¢ et de 1— p~1p ! que (20) eskquiva-

lenta
(1-a,?) (1= B,2)L(LY,))(e-2 Aeo)e
1 Lin(M,0

D’ou, en passar#t la fonctionZ compkte erp,

l(L%{)p})(B,Z A eg)e

Pour conclure, on utilise alors la formule (16) et la remarque que si I'on pose
wp = uwe, ON @

Dpw.(e—2Neg) =wgAe_2Neg=ue_1Ae_p Aeyg = ue

carwe = 2y teg + e_1 4 2upe_2 0Ue_1 — eo. O
2.3.11. CONJECTURH.a fonctionL’{jf}C a un £ro simple erl et on a
y -2 /6 L(M7 0)
O.LY = 36,(V)(1 - %) (1 - a—i) O o, (22)

ou ¢, estle nombre-adique tel que
Dpw.(e_1hNe ) =wgAhe_1Nep= Q;‘fw@e.

PROPOSITIONLes formule¢22) et (17) sontéquivalentes.

DEMONSTRATION. On utilise la formule (12) et le calcul dénipdes suivant:
dans le cas ordinaire, on a

1

Dpw. (e_1Ne2) =uweNe_1 Ne_p = (2uy) “ue

avec toujoursug = uwe €t donc2y’, e = (2up) lu. Dans le cas supersingulier,
Qp o (e—1Ne_2) = —u. O

2.3.12. Reinterpiétation motiviqueSupposons I'existence d'@ementfah() e
H} nm (Q, M;) pour tout nombre premier. On souhaiterait qﬂ?éh(l) soitmotivique,

c’esta-dire qu'il provienne d'urélementcan(7) ¢ H;(@, M) qui aurait alors
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bonne éduction en dehors de On pourrait alors consater I’imagec};'a‘:h(l) de
c"ah(1) dansH}(Q, M,).

Soient alord etp des nombres premiers en lesquilsait bonne eduction. Si
| # p, on poseD;(M,) = M,. Paralelement I'isomorphisme

1 AP
Hgl(ijMp) < Dp(Mp)Qpp:pila
Hf((@pa Mp)

on a un isomorphisme

H? M,) 2o 1
Hi(@l ’ p) é Dl (Mp)Frobl 1:l 1
f(Ql ) Mp)

pourl # p.
La question que I'on peut alors se poser est la suivante: Peut-on comparer les

I (flach : : !
Ag,p(€"¥(p)) pourl variant? On pourrait par exemple&uler que

X5 )) = ( - %> (1 - @> e 23

Bp Qp

pour une base convenable dé)p(Ml)F“’bz?l:P_1 ne cependant que deg. Quel
est le lien avec Blement construit par Flach dans [FI92]?

2.4. ETUDE ARITHMETIQUE

2.4.1. Notonslin(T") le module des fonctiong p-adiques arithrétiques de
T, sousZ,[[GL]]-module de Hom, (A?D,(V), H " (Gs)). Dans le cas qui nous
intéresse, on peut leafinir de la margre suivante. Onatuit de I'isomorphisme
detSyn¥(T,(E)) = Z,(2) unélemener = ec detD, (V) correspondaritla base
canonique d®,(Q,(2)). SoitS un ensemble fini de places contengyies places
ouV est ramife et les placea I'infini; si F' est une extension dgcontenue dang,
soitGg r le groupe de Galois sur de la plus grande sous-extension@&’ non
ramifiee en dehors de. Soit HZ ¢(Q, T) la limite projective des*(Gs,r,, T),
72 4(Q,T) la limite projective desb,es H2(Fy,, T) €t H2,(Q,T) le noyau de
I'application naturelle

HZ 4(Q,T) — 75, (Q,T).

SoitF(HZ,(Q T)) une rie caradristique dé12, ¢(Q, T') 1 entantque,[[GL -
module. Soitz € HL (Q,T); tel que HL (Q,T)+ /Z,[[GL ]|z soit de Z,[[T]]-
torsion, de érie caradristiqueF,, en tant quez,[[G ]]-module. On pose pour
toutn € A%D, (V)

Lasin(T) (m)e = Fy *F(H2,(Q.T)) Lo(x) A,
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ce qui cfinit un élement de Hom,(A%D,(V), H*(Gw)). Le sousz,[[GL ]I
module engendrparlyin(T) est independant des choix faits et est agpelodule
des fonctionsL p-adiques arithratiques et n@ I4in(7"). La conjecture princi-

pale affirme qué. , est un @rérateur duz.,[[G L ]]-modulelarin(T). SiL , est
S

obtenua partir d'unélement spcialc,™° comme dit au paragraphe 2.3.2, la con-
jecture principale estquivalentea ce que les iglaux caraéristiques des modules
de torsionH2 (Q,T), etdeHL (Q,T), /Z,[[GL]c;™" sontégaux.

Si a etb sont deuxéléements de),, on notea ~ b sia = ub avecu € Z,.
Rappelons ([F-PR94], [PR95, 3.6]) que I'oéfthit des nombres Tam,, (T') € Q)
pour tout nombre premier et w;, une base dey (si! # p, ces nombres ne
dépendent pas de,, et on les note aussi Ta(f")).

2.4.2. PROPOSITIONSupposonsH}(Q,V) = 0. Le Z,-modulel(Iin(T)) est

non nul. Silyin(7T) est un @rérateur delyin(7T)) etw une base d&il°D,(V),
ona

(1- pilcpfl) 1(Zarith(T) )€

il (1)
Ve v @ e

~ Lp(Va 0)_1 H Tam:wg (T) i(
!

pourwy, base dey = D,(V)/Fil®D,(V) telle quewi, A w = €.

On se donne toujours une basele FiP D, (V) etw;, une base dey, tel que
wAwy =€ 0n notew™1! la base déy (1) duale dev. Remarquons tout de suite
gu’il suffit de montrer que la formule de la proposition est vraie lorqu’éndlue
Sureg A e_» car les deux membres sont nuls 8ug A e_o et sure_1 A eg.

2.4.3. LEMME.Soitz une base dlzp-moduleH/lf(Qp,T) libre de rangl. Alors,
pour toutn € A?D,(V), on a

Tamw, (1)

~ VH2(Q,.T) wA(1- p_lgo_l)n.

Ag(x) A

DEMONSTRATION. Il suffit d’abord de le @montrer poum = e_» A e car
les deux membres degjuation sont nuls pour = e_1 Aeg etn = e_1 A e_».
On remarque ensuite que Tam, (T') = Tam, ,-1(7*(1)) ([PR95, App.C]). Le
nombre Tarp,,—:(7*(1)) ! esta une unié pres le éterminant de la suite exacte

0— H/lf(@p, V) = D, (V)@ Fil°D,(V) — D, (V) = H*(Q,,V) — 0,

calcuk dans les bases (e 1,e 2,e0,w), (e 1,¢ 2,e0) €t dans la base/{H?
(Q,,T) de det?(Q,,T) C detH?(Q,,V) = Q,. Ce ceterminant se calcule
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explicitement et vauh une unig pres
Tam, ,+(T*(1)) *

~ ;‘gye($)71ﬂH2(@paT)71 < 7 ( - _> 7?[71],6(‘*’)7

0l Ay (2) = Age(z)e_1 etm_g(w) = 7|1 e(w)e_1, Cesta-dire

e s (3 2) (1)

Bp Qyp
xTamy,u,, (T)7T_q,e(w)- (24)
En remarquantque A ez A eg = T[_1) ¢(w)€, quUeAg(z) Ae2Aeg = Xg,e(g:)e
et que
-1 -1 _ ap Bp
(I-p ¢ )(e—2Neg) = |1—- =) [1—-="]e_2Aeo,

Bp Qp

on en ckduit le lemme. O

2.4.4. La @monstration suit le Bme principe que [PR95, 3.6]. Lhypatbe que
H{(Q,V) = 0implique queH*(G's r.., V*(1)/T*(1)) = 0 ([PR95, App. B]). On
a alors la suite exacte

0— HL(QT) = Z% s(QT) = X3 s(QT) = HA(QT) — 0,

on prend les suites exactes des invariants—coinvariants qui sthrisgént (aprs
I'avoir coupe en deux), on reconftaapes avoir tensorispar@Q,, une des suites
exactes de Poitou—Tate, qui est ellémme le tensoris parQ, d’'une suite exacte.
La comparaison de ces deux suites avant d’avoir terespais), implique I'égalie

de certains nombres et donne ésultat. Plus fgci€ment, on éfinit Y comme

le conoyau defil (Q,T) — Z% 4(Q,T) et on a donc les suites exactes (dans la
suite, on posera) = V*(1)/T*(1) pour simplifier les notations)

0— HL(QT) = ZL, s(@T) =Y =0
et
0—Y = XL ¢(QT) — HAL(Q,T) = 0.
On en a@duit les suites exactes
0— ZL 5(Q,, T)% - Y% - HL (Q,T)q.,
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et
0— VO - XL o(QT)% — HZ(QT)%
= Yo, = XL ¢(@QT)a.. = HE(QT)e,. — 0, (25)

(ici HL (Q,T)%= = T% est nul). On @montre comme dans [PR95, Chap. 3]
les isomorphismes et les suites exactes suivantes

QP ® H;(Q, T)Goo = H},{p}(@u V)a
(on noteA(T) (resp L(T)) le noyau (resp. I'image) d&% (Q,T)q.. — H}y{p}
(@ 1));

Z%s@ T, = [[79 =[] B*(@,W)";

les les
0— Z3, 5(QT)% = Y% — A(T) = 0,
d’ou
Q ® Z5 5(Q T)%> = Q, ® YO~
X3, 5(QT)% = H¥(Gg0, W)™,
d’ou
Q@ ® X5, 5(QT)%> = H*(Gs,V* (1)
Q ® HZ(Q T)c., = Q ® K,
ou K, est le noyau de
H} ) (QW) = HHQ,, W);
0— X2 s(Q T, — H (G50 W)™ = H (Goo, (W)9>)" =0,
d’ou
Q © X% 5(Q T)an = HY G0, V* (1)
0— L(T) = Z%, (@ T)a., = Ya., — 0
et

0— ZL s(@ Ty — [[ HY@,T)
les

= [T H (G (W) )™ = 0.
les
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Ainsi, une fois tensorise parQ,, la suite exacte (25) devient la suite exacte

0— J[ H*(@,V*(1)" = H*(Gs,0,V* (1) = H} 1,3 (Q V)/L(V)
les

_>( H H}(Qla )XH Qpa )/L
leS—{p}

— HYGs,0,V*(1)* = (@, ® K)* = 0
avecL(V) = Q, ® L(T). On rappelle d’autre part que la suite suivante est exacte

0— [[ H* (@, W)~ = H*(Gsq, W)~ — H}y{p}(Q, T)/L(T)
les

—>< I EH@,T)x HY(Q,,T) >/L
leS—{p}
— HYGg0, W)™ = K, = 0.

En utilisant le fait queH}(Q, V) et H(Q V*(1)) sont nuls, et donc que
HZ(Q,T)%, H2(Q,T)q., etK, sontfinis, et quel(T) est d'indice fini dans
Hj (»(QT) eten posant

T =4tHO(Q V/T), ™ = §HO(Q, W)

ety = tH%(Q,,W) = §H?*(Q,, T), on montre alors comme dans [PR95, p. 107]
I'eégalie

Ingo (Qu T)Goo ﬂKP

II Tam(7) A

[HE,, (@ T): L] THZ(Q T o3 ) w
On remarque ensuite que I'on a la suite exacte
0— (V/T)“C = H} (1 (QT) = H}(Q,,T)
— (H}(QW)/EKp)™ = 0.
CommeH}(Q,W) est fini, il estaussegalalll (7*(1)). D’ou
1HZ(Q T)e.,
§HZ,(Q T)%%
AT T Tam(T) [y @y T iy @ TIt0rS] o

T

[ f,{p}((@a ) ( )]
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(pourl ¢ S, Tam(T) estégala 1). D’autre part, soitt € HL (Q,T) tel que
C = HL (Q,T)/Az soit de torsion et detsie caradristiqueH,, premereay — 1.
On a alors le diagramme commutatif dont les lignes et colonnes sont exactes

etC%= est nul. D’'al,

1(F;) = #Ca. = BA(T)[L(T): Zpmo(x)] €t

1(F,) "1(F(HZ(Q,T))
T 1Lz Tam(T)

T*T

[H](Qy, T): Zymo() 4111 (T (1)). (26)
On a d’autre part
1(Lo(x)) A (1—¢)n
= (1- %) (1~ 6,%)1(Lo()) An

1
= (1- ) - ogAa- AN () An
~ Lp(V,0) H](Qp, T): Zymo(z)] Ag(a') A,
avecz' un gerérateur deH/lf(Qp,T). D’ou en utilisant le lemme 2.4.3
1(Lo(z)) A (1 =¢)n

Tam,w, (1)

p

~ Ly(V,0) Y[H](Qy, T): Zymo()]

En mettant avec (26), on obtient
1(F,) 'L(F(HZ(Q T))1(Lo(2) A (1~ @)n
1L Tam u,, (T)

— Bl (T*(1)w A (1—p~ Lo Hn.
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D’ou la proposition, en utilisant le fait que

(1= @) () () = Qpu((L = p ™)
etquesiL(n) =g An,

(1—p o (L) (n) = L((1 — ¢)n).

2.4.5. Dans ce paragraphe, on supp@serdinaire enp. On poseWW = V*(1)/
T*(1) pour simplifier les notations.

Soit H}(Fy,, W) limage deH }(F,, », V*(1)) dansH ™ (F, ,,W); le groupe de
SelmerH ;(F,,, V) est'ensemble des ¢ H*(F,,, W) tels que limage de dans
HY(F,,, V) appartienné Hf(F,,,, V) pour toute place. Soit H ;(F,, V) le
groupe de Selmer d& surF ., limite inductive desH}(Fn, W). Il s’agit du groupe
de Selmer strict de [Gr94]. SoX . (Q,T) = Homy (H}(FOO,W),QP/ZP) le

dual de Pontryagin dHl(Foo, W). SOitF (X7 (Q,T)) une €rie caradristique
de ce module. Ch0|S|ssons une bajele detD5°teIIe gue sif estunisomorphisme
de detFil} V) avecQ, (1) vérifiantf (det Fil; T') = Z,(1), limage dan,(Q, (1))
de n3 par l'application induite pay soit une base di,-module engen(éar par

1€ Dp(Qy (1))

2.4.6. PROPOSITIONLe moduleX ., (Q,T')+ est de torsion si et seulement si

Is{T) = Larit(T') (n5F) est non nul els{T') est 'ideal deZ,[[G1,]] engende par
(7 = DF(Xf,00(QT)+4)-

Remarquons quey — 1) F (X . (Q, 7)) est @ une unié pes) la &rie cefinie
par Greenberg (née f 4, dans [Gr94]).

DEMONSTRATION. Le calcul fait dans [PR95, Sect.2.4.7] est encore vakable
condition de remarquer qt&@p(FiI}) V') implique que

[T (= JmFvPee A2 08, (nS9)A
Jj>—h

= dety Z%,(Qy, Fil} T) ® (dety ZZ (Qy, Fil:T))*
= dety Z2 (Qy, Fil; T) @ (dety z,) *
Ici, dim Fil=2Dsc = 2, dim Fil ™" D¢ = 1, dim Fif® Dg¢ = 0. 0

Ainsi, Is{T") s’annule enl, ce qui est compatible avec la cmquence de

H 1 1 p,SC p,S b p,SCL __
la conjecture principale poUr{p} avecL{p} L{p}( 59 ou encorel_{ }

Ly(c spec) n3s. Cette conjecture principale affirme que

SC(T pr }%
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On peut alors montrer 'analogue de la Proposition 2.4.2 p{ir) (Greenberg
[Gr94], voir aussi la thse de M. Flach). Le calcul que nous faisons est aussi valable
dans le cas supersingulier. Nous ne faisons donc pas d’gmthordinari dans
la proposition qui suit.

On cefinit 7%, - parQ2yS, 7 = w A ni.

2.4.7. PROPOSITIONSupposonsH}(Q,V) = 0. Le Z,-modulel(Is{7)) a un
zéro simple erl si et seulement gj,(V') # 0. Sils(T') estun @rérateur dels{T')
etw une base d&il°D,(V), on a

9.Is(T)
By

Qp

= B (T7(1) e
> (1 -y 2) 1;[ Tam,wtg (T) ﬂ(V/T)GﬂWG” Qp,w,Ta

~ (V) (1 -

pourwy, base dey = D,(V)/Fil®D,(V) telle quewi, A w = €.

DEMONSTRATION. Deux types de&monstration sont possibles dans le cas
ordinaire. La prengre, qui est celle de Greenberg (et quéta geréralise par

M. Flach dans sa #se), utilise la dfinition en termes d&(, ;(T') et calcule le
cardinal deX, (7)., en terme de celui dél (7%(1)). On utilise alors la suite
exacte de Poitou—Tate modié. La secondeainonstration utilise la formule

Is(T)e = F;YF(H? (Q,T))Lo(x) AnSS

et les calculs faits @eedemment. Son arite est de s’appliquer aussi au cas
supersingulier. Faisons-la. Tous les calcuézessaires ontéajh ete faits et la
proposition se @duit simplement des formules

0.Is(T)e ~ 1(F,) '1(F(HZ,(Q,T)))0.(Lo(z) And),

-1
MQMAﬁhgwm—%%@—%>immmﬁ

de I'équation (26) et de la proposition 2.4.3. O
2.4.8. COROLLAIRE.Supposon:H}(Q,V) = 0. Alors, si¢, (V') est non nul, le

moduleX; .. (Q, T)fa'(Q(“p)/Q) est un module de torsion

DEMONSTRATION. SiZ,(V') est non nul, alors la composante fig(T") dans
AGaQ1r)/Q) est non nulle. On &duit alors de la proposition2.4.6 que
Xf00(Q T)fa'(Q("p)/Q) est de torsion. 0
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