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REMARQUES SUR LA REPRESENTATION
DE CERTAINES SERIES DE DIRICHLET

PAR

ARMEL MERCIER

Le but de la présente note est de donner une preuve différente et beaucoup
moins laborieuse que celle que l'on trouve dans [1] pour obtenir la

représentation de Y.._; f(n),l k étant des entiers positifs et f étant une
n=I(k)

fonction multiplicative. Le lemme, que nous utiliserons pour obtenir la

représentation ci-haut mentionnée, nous permettra aussi d’obtenir une identité

o

pour Y»_; f(n),l k étant des entiers positifs et f étant une fonction multi-
(n,k)=1
plicative.

LemME. Soient f, g deux fonctions multiplicatives telles que Y ,,_, f(n)g(n) et

“_, f(dn)g(n) convergent absolument, ot d est un entier positnif. Si
i A +£()g(p)+f(p>g(*)+ - - -) #0, alors

= _ fle)+f(p* Hgp)+f(p** g - | <
2 e =TT (S e } 2 soogm,

ou p° || d signifie que p®|d et p**' + d.

Démonstration. Soit d =pj'-- - p/, a;=1, p; étant des nombres premiers
distincts. Alors pour chaque entier positif n, il existe un et un seul entier i; =0,
(I=j=r), tel que

n=py---pm,(m,d)=1.

Alors
2 fldmgn)=" 3, f(p§+'-- - pr*im)g(pi - - - plm)
(o1
=[1 @)+ Ngp)+--} ¥ f(m)g(m)
el (mn,ldz)ll
B fp)+f(* Hgp)+-- ] &
- pn“d{ T+ (p)gp)+ - }Z fim)gln).
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TueorREME 1. Soit f une fonction multiplicative telle que Y,._; f(n) converge
absolument. Si [1,.u (1+f(p)x(p)+f(p>x(p*)+- ) est non nul, alors pour des
entiers positifs k et I, nous avons

1 )+ Hx@)+- "] §
Z: =5 L L T ]2 o]
n=l(k)

ou d=(k 1), k=k'd, 1=1d, x sont les caractéres de Dirichiet mod k' et ¢
désigne la fonction phi d’Euler.

Démonstration. Soit d =(k, ), alors | =dl' et k =dk’ et nous remarquons
que la condition n=1I(k) est équivalente 3 n=dn’' et n'=Il'(k), (I',k")=1.
Alors

d 1
n'd)=—-— { n'd n’}
ng ford) =5 L . Z fln'd)x(n)

n'=17

Illﬁ[\/J8

Utilisant le lemme, nous obtenons le résultat.

TrEOREME 2. Soit f une fonction multiplicative telle que Y,,_, f(n) converge
absolument. Soient k et | des entiers positifs tels que 1| k. Si T[], (1+f(p)g(p)+
f(p*g(p?)+--)#0, alors

f)+fP* HNgp)+f(p* g+ <
Z =TT | T+ (e + FpDge) + - J L,

(n k) l (n, k/1)=1

” n={1 (7)1

0 autrement.

= pelll

Démonstration. Soient n=n'l et k =k’'l, alors

Y f(n)= Z fh= ¥ Fn'Dgn),

n=1 n'=1
(n,k)=1 (n k) 1

(n) = {1 si(n,k)=1
g 0 autrement.

Utilisant le lemme, nous obtenons le résultat.
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