
CAPACITE DΈNSEMBLES DE CANTOR GENERALISES*

MAKOTO OHTSUKA

1. D'abord nous definissons les ensembles de Cantor generalises. Soient

ku k-2> - - des nombres entiers superieurs a 1 et soient pu p z, . . . des nombres

finis quelconques egalement superieurs a 1. On pose lq-l/(kqpq). Soit I un

intervalle de longueur d > 0. On enleve de / (kq — l) intervalles de meme

longueur tels qu'il reste kq intervalles de meme longueur lqd. On appelle cette

operation la ^-operation appliquee a /. On commence par appliquer Γl-oper-

ation a [0,1], on applique la 2-operation a chacun des intervalles 7iv (1 ^ v ^ fa)

qui restent, puis on applique la 3-operation a chacun des intervalles hx (1 = λ

?= fak2) qui restent, et ainsi de suite. On appellera Γensemble limite restant

un ensemble de Cantor gέnέralisέ dans Eίf et le notera F—F{kq,pq). Notre

definition dans En = {(xi, . . . , xn)}, l'espace euclidien a n dimensions (n ^2) ,

est la suivante: Soit Fj-F{k{J\ pq

j)) un ensemble de Cantor generalise defini

sur Γaxe de Xj\ nous appellerons l'ensemble produit F = Fix . . . x Fn un en-

semble de Cantor generalise dans En (n ^ 2). II sera appele symetrique si Fi =

...=Fn.

Uauteur [4] a demontre, sous la condition additionnelle pq^po>l (q =

1, 2, . . . ) , que pour qu;un ensemble de Cantor generalise F(kq, pq) soit d'α-

capacite nulle (0 ^ a < 1),1} il faut et il suffit que

(i) Σ -
q- 1

ou

Presque en meme temps af Hallstrδm [1 2J s'est aussi occupe de cette

question dans le cas a = 0, et il a trouve que (1) est suίϊisant pour que Γensem-

Received October 10, 1956.
* Ce travail avait ete annonce dans la note de bas de page 16 de [4], mais depuis ce

temps-Id certaines ameliorations ont ete faites.
^ 0-capacite signiίie la capacite logarithmique.
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ble soit de capacite logarithmique nulle et inversement que si Γensemble est de

capacite logarithmique nulle, alors ou bien (1) est vrai, ou bien on a

^ log kq

il n'a pas suppose pq^pu> 1.

Ces deux resultats sont les meilleurs parmi les resultats qui ont ete obtenus

pour les ensembles de Cantor generalises a notre sens. Divers cas particuliers

avaient deja ete connus le critere (2) avait ete obtenu par Pόlya et Szego [5]

pour pi = p2 = . . . = 2 et pour kq constant, Nevanlinna avait demontre (1) avec

ftι==fe= . . . =2 et pq^p0>l (voir [3]), et Salem et Zygmund [7] avaient

donne (1) et (2) pour kq constant et pour pq>l quelconque.

Tsuji [8] a aussi defini certains ensembles lineaires de type de Cantor mais>

comme af Hallstrόm [2] a remarque, on peut donner critere pour que les en-

sembles soient de capacite logarithmique positive en modifiant (1). D'ailleurs

il a defini des ensembles plans et des ensembles spatiaux de type de Cantor et

il a donne certains criteres pour qu'ils soient de capacite logarithmique positive

et de capacite newtonienne positive respectivement. II y a encore un memoire

[6] qui concerne la capacite logarithmique d'un ensemble plan de type de Cantor.

Dans ce memoire nous evaluerons les capacites des ensembles de Cantor

generalises symetriques dans En (n ^ 1) Γauteur n'obtient aucune condition

dans le cas non-symetrique. Le theoreme etendra a la fois les resultats de

Γauteur et de af Hallstrom.

2. THEOREME. Soit F= F(kq> pq) x . . . x F(kq, pq) un ensemble de Cantor

generalise symetrique dans En (n^l). Pour quil soit d'a-capacitέ nulle

(0 ^ a < n), il faut et il suffit que

(3) Σ / [Pl ' ' 'Λn-* = °° (0<a<n)

3=1 \Kl ' ' ' Kq)

OU

(4) ΣT
3=-l kQr

Designons par {IqJ) les intervalles qui restent lorsque la ^-operation est ap-

pliquee sur Γaxe de XJ, par λq leur longueur et par δq la longueur des intervalles

enleves lors de la ^-operation
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, l « ;

On fera souvent Γusage de Γinegalite double suivante sans le dire explicitement:

1 ^ 1 hQpq - 1

* 7 Γ : W i ; ' : Pq-ι ~ Q + q - fc ' *«A A, ** - 1 ~

^ 2

^ fa ' ' ' kqpi * mpq-χ

Soit ^ une mesure positive portee par F de masse totale unite et soit

le potentiel d'ordre a engendre par μ dans En Nous posons

Considerons les points {Pi^}, K = 1, . . . , (fa kq-i(kq-l))n = Mq, tels que

la projection de chaque point sur tout axe coincide avec un certain point place

au centre d'un intervalle qu'on enleve lors de la ^-operation. On designe par

p(P\?\ 1% x . . . x I%]

n) la distance de P{

K

Q) a 1% x . . . x I{

QZ et par p ' ( P ^ ,

Iqi x . . . x fqVj le diametre de la reunion de P[φ et / ^ x . . . x IqVn. Si

>> i( r>(q) r d ) v . w τ(n) \ ^ Λ{Q)(
< pΛPK , lq\χ X . . . X Iqvn) = <*κ \Vχ, . . .

on a

( 0 < (

et

Σ IXq^Vu ' - - » ^«)lθg~7(^T7 Γ = UQ\PK )

v*i,...,vn=i Ac vz î, . . , Vn)

Posons uQ egal a la moyenne des valeurs {Ua(P(

κ

Q))}, K = 1, . . . , Mq. Alors

kχ ' kq

Σ

kχ' kq

( 0 < α
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OU

x ^ Uq
Vn)

En premier lieu nous nous occupons du cas 0 < a < n. Si / ^ x . . . x /^J,

se place strictement dans Γinterieur de Il

q

l-it^ x . . . x IQ

n-i,vn', nous prenons 2n

points de {P(

K

Q)} qui se trouvent sur la surface du cube de cote δq + λq et entourant

J^vi x . . . x IqVn> et nous posons Ji 9 ) = 5α/2 pour ces points ces points sont a

distance j~nδg/2 de /^Ji x . . . x Iq

nJn Si / ^ x . . . x IqVn touche la surface

de Jj/ii.Vj/ x . . . x Iqn-i,vn> le nombre des points qui sont a distance y/ n δq/2 de

/gvi x . . . x /ί/vL est strictement inferieur a 2". Dans ce cas, nous prenons les

points situes a distance V n δq/2 d'un certain des cubes {Iq% x . . . x Iq

n2n} qui

sont les voisins de Ĵ Vi x . . . x /^L mais se placent dans d'autres {Iq%,^ x

. . . x Iq

nJi.nn>}. Ainsi on trouve 2W points qui entourent J $ i x . . . x /^ίL e n un

certain sens, et on pose J{

κ

φ - δQ/2 pour eux. Ensuite considerons les points de

{PκQ)} qui sont situes sur la surface du cube de cote 3(δq + λQ) et entourant

Iq^x . . . x IqVn, et posons J{

K

Q) = δQ+λQ pour eux. S'il n'y a pas (2 2)n

- (2 l)n tels points, nous comptons certains points dans {Iqlh?i x . . . x Iq

n-ι,Pn}

qui sont les voisins de Iq

ι-i,,,x> x . . . x Iqn\*n> comme plus haut et posons encore

j[q) = δq-{ λq. On continue ce procede. Alors

^ jnj-J2s)n

majorera la somme *Σl/{Λκg)(vu . . , vn)Y etendue sur tous les points dans

/i-i.vt' x . . . x Iqn-i,vnf e t t o u s l e s points dans {IQ

l)-ι,?ι x . . . x Iq

n-i,?n) qui sont

les voisins de celui-ci.

Telle consideration nous amene a revaluation suivante:

Σ M«(vu *.) 2"4r + 2 Σ Vl

2"(*β-D" Σ
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-f . . . +

Puisque (s + l ) " - s " s ( 2 " - 1)s"'1 pour s fe 1, on a

5 71 — OC

Done

(A

avec ko=po = l'> dans cette evaluation on utilise Γinegalite fe/(fc —1) ^ 2 pour

fe ^ 2.

Supposons que la serie de (3) soit convergente alors Σq est borne. Si

(^i . . . kqj-Λkqj-D^dqj ^ 1 pour j = 1, 2, . . . , les moyennes {uqj}j=1,2,... sont

visiblement bornees par une constante c < -f 00. Par suite pour chaque j un

au moins de {U%(Pι

κ

Qj))}, soit Z75(Pi^), est < c. On peut en conclure que

C{a)(F) > 0. En effet, si C{a)(F) = 0, il existerai une mesure positive μ portee

par F telle que U*(P) = + ω en chaque point de F; voir [9] pour ce fait.

Puisque P(

κ

Qj) vient arbitrairement voisin de F lorsque y-> 00, U^iPffi) -* + °°

avec /, qui est absurde. Ainsi C ( α ) (F) > 0.

Or, supposons que

(ki - - - kQ-ι(kQ - l))nδa ^ 1 pour tout q ^ φ > 1.

Alors pour ^ ^ o n a

qui tend vers 0 avec l/q d'apres notre hypothese ci-dessus, d'oύ pq -> 1 lorsque

<Z-»<*>. II existe alors un entier #i et un nombre £ tels que pQ/2{n~a)/a < ξ < 1

pour tout q ^ qu On aura

\ p ί^ i \ ^ 9(«-tf)/*. ^ i _: •_• & i = i v« PQX - - - PQ
2LΛ ^Pq I) — 6 (b . . . b \<«-<*>/* ^ - ! ί Z? . . . fc \(Λ-α)/<*
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9 { ) l j _ L _ l I _ : & n L ^ p zqQi ^

Par consequent, la mesure de Lebesgue de n dimensions de F qui est egale a

lim l/(£i ' pq)n est positive. Puisque la dimension hausdorffienne est egale a

la dimension capacitaire, C ί β ) (F) > 0 pour tout β, 0 = β < n, certainement pour a.

Ensuite nous nous servirons de Γinegalite gauche de (5). Pour {Pι

κ

Q)} places

dans Z^-i, V l ' x . . . x Iqn-i,vn' Qui contient 7̂ Vi x x IqVn nous posons

oύ chaque s> varie de 1 a ^ - 1 . Pour {P^} places dans I{ql2,vx" x . . .

x 7^2,vw" ^ 7^-i,Vl' x . . . x /i-i,v,/ mais pas dans 7£-i,Vl' x . . . x IqnX^ on

pose

rfί^U, . . . , ̂ )= ΣsKVi + V
V = i

l/2

oύ chaque sj varie de 2 a kQ-i pour les points dans le meme cube qui est de

la forme Iq% x . . . x I{<$n nous donnons la meme valeur de dlQ). Et ainsi de

suite. On aura

kn-l kn-l 1
1 -C^ L_
J 2-1 / nMqUq ^ 2.Λ ZΔ y n " ~ . α / 2

+ (*<,- Dw Σ . . Σ -p— 7 ^ + . . .
v=Γ" • " /

+ (ftβ-i)Λ*;-i *?Σ . . . Σ 7 1 — — T ^ "
S l " 2 S n = 2 (Σ52 <(<5i + Λi)2)

+ ( ^ l * * ' kQ~2pl ' ' ' P q - 2 , Y k q - l ( k g ~ l ) + . . .

Done

L_ ^ (ίi * A)β

Si C(a>(F) > 0, on peut choisir μ tel que U%(P) soit uniformement borne par

un nombre fini -η. Done la moyenne uq < η et la serie de (3) doit converger.
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Enfin nous prouverons le theoreme dans le cas logarithmique: a = 0. De

(6) il vient comme plus haut

MQuQ ^2n+1log2-{ 2n log (l/δq) +2n^Z{{s + l)n - sn) log
s l Oq-r Λq)

Distinguons le cas n ^ 2 du cas w = 1. Dans le cas n ^ 2 nous notons que la

fonction Λ;72"1 log 1/x est croissante dans On=x*= e"11^'^. Puisque 2kq(dQ 4- λQ) -> 0

avec 1/^, nous pouvons trouver #2 tel que 2kq(δq + λq) ^ e~ll{n~1] soit vrai pour

tout q^ q2. En designant par 2Ί la somme

2fe«a-l I

•2"(Aβ-l)" •*;, Σ {(s + l)n-sn}logeT, —r-^f

-f- . . . + le dernier terme,

on a

2kqz 1

+ . . . +2n(2n-l)(kg~l)n • • • kl+1'Σsn-1log-,-Γ—Γγ +

έ 2M+1 log 2 + 2M log (l/δq)+2n(2n - l ) 2 * ί ( 2 * ί Γ
1 l o g

Comme

2k

Σiogd/ g
2

= 2k -2k log 2k -2(1 -log 2) ^2h-2Jilog2h ^ -2klog(k/2),

on a dans le cas w = 1

2
22^1

λq

dans ce cas nous poserons φ = 0.

Ainsi dans tous les cas nous avons
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2"+* log 2 2" fe
(7) uq^ Λ. + , , log

l o g

kq-lpl ' ' ' Pq-l)

Observons que

j£, lOg (fa *,) < o o

et

- ^ - log (2fa V i ) + .*"- l (*g~1)"- log (2ifei *,_*) + •

,»«^tog(2fa kQ)
2 J (b b V* < '. . . b V*

l ' ' ' Kq)

et ecartons les series dans (7) qui sont visiblement convergentes. II en reste

Mq 1 O g A - l + (*l W * ϊ - l ) ) Λ

28*ife;-](*g-l)nlog(j>1- - A-2)
+ (fc VA-DΓ

Supposons que pQ-+ I lorsque q -> oc. Si on tient compte de Γinegalite

^ ^ 2, on voit facilement que

a4ί (*, -Â

pour /9 quelconque dans (0, n). Nous avons deja vu qu'alors Cm{F) > 0, d'oύ

C{0)(F) > 0. Par suite nous supposons qu'il existe p0 > 1 tel que pQj ^ /?o pour

j - 3, 4, . . . Alors les termes qui peuvent croϊtre sont

Remarquons que
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4i log (Pi-— Pi) 4Λ_

1 l^1 log Cfr Pi) 1 ̂  log {pi-- Pi)

et done que

Λ log (pi-— Pi)

2 n - l &

II en resulte que la convergence de la serie de (4) assure la convergence de

(8), d'oύ {uQj}j=z,4,... sont uniformement bornes et on peut en deduire C{0\F) > 0

comme dans le cas a > 0.

II reste a demontrer que (4) entraϊne C(0)(F) =0. Comme plus haut on a

-χ-\- λq-i)

4- . . .

l 0 g

(Aβ-D-ίAβ-i-l)"

2 '

(jfeg —l)"ftg-i k"Λh-ΐ)n

+ 2

Ύl

*?(fti - 1)"} + (ftβ - D " log (*i

La serie ( * , - 1)"M^ β 2 β

et la serie (Aβ- l)"Mί'Dog (Ai A,-i) + (V> - D"log{(Ar £9-2)/2}+ . . . ]

sont visiblement convergentes lorsque q -* <χ>. La serie qui reste dans Γinegalite

pour uq est
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lOg (pi - ' pq-l) J ^ lOg (pi ' ' ' Pq-%) 1

( fa--- kQ-ι)n + 2n (fti . • . V ί ) " ' ' • 2*

^ ljg log(.fr • • -Pi)
- 2n άi (ki - - h)n ''

Si C(0)(F) > 0, on peut choisir μ telle que Z70

μ(P) soit uniformement borne. II

s'ensuit que

contrairement a (4\

Le theoreme est ainsi completement demontre.
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