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UNE REMARQUE SUR LES MONOIDES DE
QUOTIENTS GENERALISES

PAR
PIERRE BERTHIAUME

0. Introduction. Dans [2] nous avons introduit, en nous inspirant des notions
équivalentes pour les anneaux [3], les notions de monoide maximal Q(S) et de
monoide complet B(S) des quotients d’'un monoide donné S, la premiére con-
struction n’étant valide que lorsque S est commutatif, et nous avons montré que
dans ce cas, on a toujours les inclusions (en général strictes) de monoides suivantes:
S < Q(S) < B(S).

Dans [4], McMorris a étendu la construction de Q(S) aux monoides non
nécessairement commutatifs, et notre intention dans cette note est de montrer que
Pinclusion Q(S) < B(S) demeure valide méme dans ce cas.

1. Rappel. Nous commengons par résumer bri¢vement les principales notions
que nous aurons a utiliser par la suite, et nous renvoyons le lecteur a [1], [2], et
[4] pour les détails.

S désignera toujours un monoide non nécessairement commutatif. Un idéal a
droite D de S est dit faiblement dense dans S (notre terminologie) si et seulement
si pour tout s#%s” dans S il existe un d dans D tel que sd5s'd, tandis que D est
dense dans S si et seulement si pour tout s dans S, s'D={x € S| sx € D} est
faiblement dense dans S': si S est commutatif les deux notions coincident, mais cela
est faux en général [4].

Le lemme suivant [4] sera utilisé dans la démonstration du résultat principal de
cette note:

LEMME. D est dense dans S si et seulement si pour toute suite finie ty7t,,
lo, tgy o oo s ty g d’€léments de S, ou n>2, il existe un x € S tel que tous les éléments
16X, 11X, 19X, . . ., t,_1X Sont dans D et tyx#1,x.

QO(S) est alors I’ensemble de tous les S-homomorphismes f: D—S (i.e., f (ds)=
(f (d))s pour tout d dans D et s dans S) avec D un idéal & droite dense dans .S (on
dira alors que f est une fraction sur S), modulo la relation d’équivalence f=f", ol
f':D’'—S est une fraction sur S, si et seulement si fet f* coincident sur I'intersection
de leurs domaines. Q(S) devient alors un monoide avec produit /- f* défini comme
étant la composition de f] suivi de f* ol f] est la restriction de fa f~1(D’), un idéal
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dense de S. On a alors un monomorphisme de monoides S—Q(S):s+»s/1 ol pour
tout r dans S, s/1(r)=sr.

Soit maintenant /g I’envelope injective de Sg dans la catégorie des S-ensembles &
droite [1]. Si H est le monoide Homg(Z, I) et B(S) le monoide Hom (57, ;1) avec
les endomorphismes écrits & droite de leur argument, alors on obtient un mono-
morphisme de monoides S—B(S):s+>§ ol pour tout i dans 7, (i)§=is. Ce que nous
voulons, c’est montrer que ce plongement factorise par Q(S) comme dans le cas
commutatif. Pour ce, nous aurons besoin des notions et résultats suivants qu’on
peut tous retrouver dans [2].

DEFINITION. Un idéal & droite D de S est dit S-dense si et seulement si pour
tout i7i’ dans 7 il existe un d dans D tel que id#i'd.

PROPOSITION 1. Si D est S-dense et que b5#b" dans B alors il existe un d dans D
tel que bd#b'd.

DErNITION. DL S(I) si et seulement si toute paire de S-homomorphismes de
domaines respectifs des idéaux a droite de S et de codomaine /, qui coincident sur
D, coincident sur I’intersection de leurs domaines.

PROPOSITION 2. D est S-dense si et seulement si D <S(I).

PROPOSITION 3. Soit f: D—S un S-homomorphisme ot D est S-dense. Alors il
existe un unique b dans B tel que pour tout d dans D, f(d)=bd.

2. Resultat principal. Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le
résultat annoncé au début de cet article.

THEOREME 1. Si D est dense dans S alors il est S-dense.

DEMONSTRATION. Nous allons montrer que si D est dense dans S alors D < S(I).
Soit a cet effet deux S-homomorphismes f;: D,—S et f,: D,—S, ou D, et D, sont
des idéaux a droite de S, qui coincident sur D, et supposons qu’il existe un m dans
D, N D, tel que f,(m)#f,(m). Iy étant une extension essentielle de Sg, il existe
(voir [1, Théoréme 7]) une suite finie d’éléments m; #m,, sy, S, . . . , 5, dans S tels
que m1=f,1(m1) csy et fi(m) - sy=f;,(m) s, et.. Sii(m) s,._1=f,‘_(m) +s; et
fim)-s;=...etfi(m) s,=myoui=1,2,...,netj etj; prennent les valeurs
1 ou 2. D étant dense dans S il existe aussi par le Lemme un x dans S tel que tous
les éléments m, x, mox, msyx, . . . , ms,x sont dans D avec m;x#m,x. Mais puisque
/i et f; coincident par hypotheése sur D on aura toujours f; (ms;x)=f; (ms;x) d’ou
ultimement m;x=myx ce qui est une contradiction.
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THEOREME 2. Le monomorphisme S—B(S):s1-§ factorise par le monomorphisme
S—Q(S):s>s/1, ce qu’on notera S < Q(S) < B(S).

DEMONSTRATION. Soit f:D—S une fraction sur S. Par le Théoréme 1 D est
S-dense et par la Proposition 3, il existe un unique b dans B tel que pour tout d dans
D, f(d)=bd, d’oli on obtient une correspondance fi»b. Si les fractions f et
f':D'—S coincident sur I'idéal dense D" avec f'+-»b’, alors pour tout d dans D",
bd=b'd et par la Proposition 1, b=>b": la correspondance fi+b est donc une
fonction Q(S)—B(S) évidemment injective. C’est aussi un homomorphisme de
demigroupe car soit f* - fisb": alors pour tout d dans f~1(D’), ona (f’ - f)(d)=>b"d,
mais aussi (f' - f)(d)=f'(bd)=(b'b)d car f~}(D') = D, d’ol par unicité b'b=>".
Cet homomorphisme préserve finalement I'identité par la Proposition 1.
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