Canad. J. Math. Vol. 54 (2), 2002 pp. 263-302

Intégrales orbitales pondérées
sur les algebres de Lie :
le cas p-adique

Pierre-Henri Chaudouard

Résumé. Soit G un groupe réductif connexe défini sur un corps p-adique F et g son algebre de Lie.
Les intégrales orbitales pondérées sur g(F) sont des distributions Jy(X, f)—f est une fonction test—
indexées par les sous-groupes de Lévi M de G et les éléments semi-simples réguliers X € m(F) N Greg.
Leurs analogues sur G sont les principales composantes du c6té géométrique des formules des traces
locale et globale d’Arthur.

Si M = G, on retrouve les intégrales orbitales invariantes qui, vues comme fonction de X, sont
bornées sur m(F) M greg : C’est un résultat bien connu de Harish-Chandra. Si M C G, les intégrales
orbitales pondérées explosent au voisinage des éléments singuliers. Nous construisons dans cet ar-
ticle de nouvelles intégrales orbitales pondérées ]f/l(X, f), égales a Jy(X, f) & un terme correctif
pres, qui tout en conservant les principales propriétés des précédentes (comportement par conjugai-
son, développement en germes, etc.) restent bornées quand X parcourt m(F) N greg. Nous mon-
trons également que les intégrales orbitales pondérées globales, associées a des éléments semi-simples
réguliers, se décomposent en produits de ces nouvelles intégrales locales.

Introduction

Soient p un nombre premier, F une extension finie de Q, et G un groupe réductif
connexe défini sur F. On note g 'algébre de Lie de G. Pour toute fonction f locale-
ment constante et a support compact et pour tout X € g(F), on dispose de 'intégrale
orbitale invariante

Jelx. )= 100] 2 £((Adx)X) d,

Zar) (X\G(F)

obtenue par intégration de f relativement a une mesure invariante sur la classe de
G(F)-conjugaison de X dans g(F). On connait le role joué par ces distributions dans
I'analyse harmonique du groupe G(F). Elles apparaissent également, ou plutot leurs
analogues sur le groupe G(F), dans les formules des traces locale et globale établies
par Arthur (¢f. [7] et [1]). Ces formules font intervenir d’autres distributions qui ne
sont pas invariantes : les intégrales orbitales pondérées. Leurs analogues sur g(F) sont
des distributions indexées par des composantes de Lévi M de sous-groupes parabo-
liques définis sur F et des éléments X dans I’algebre de Lie m(F) de M(F). Lorsque le
centralisateur de X dans G(F) est inclus dans M (F), ces intégrales s’écrivent

Ju(X, f) = [P0 / £((Adx=)X) vag ()
Zgr) (X)\G(F)
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ol vy (X) est un certain poids, source de leur non-invariance. Pour un élément X
quelconque, la définition est moins immeédiate.

Les intégrales orbitales pondérées ne sont pas des objets aussi naturels que les
intégrales orbitales invariantes : leur définition dépend du choix d’'une composante
de Lévi d’'un sous-groupe parabolique minimal et d’un sous-groupe compact maxi-
mal de G(F). On s’apercoit également, quand on manipule les formules des traces,
que Cc’est moins la distribution Jy(X,-) que 'espace affine Jj(X) défini ci-dessous
qui semble jouer un role :

In(X) = Iu(X, ) + Vecteeron (JL(X, ),

ott L'(M) est ’ensemble des composantes de Lévi contenant strictement M.

Par ailleurs, les intégrales orbitales pondérées partagent avec les intégrales orbi-
tales invariantes beaucoup de propriétés. En particulier, elles admettent au voisinage
de 0 un développement en germes semblable au développement en germes de Shalika
(voir [13] et [11] Section 8). Cependant, un résultat de Harish-Chandra (c¢f. [10])
affirme que

(0.1) sup | Jo(X, f)| < o0

ou le supremum est pris sur les éléments semi-simples réguliers de g(F). Ce résultat
ne subsiste pas pour les intégrales orbitales pondérées.

Forts de ces deux constatations, nous nous proposons dans cet article de con-
struire pour X € m(F) des distributions ]}\’,I(X ,) € dm(X) de sorte que

(0.2) sup | J5 (X, f)] < oo,

ott le supremum est pris sur les éléments de m(F) semi-simples G-réguliers. En par-
ticulier on trouve des coefficients r,(X) de sorte que pour toute fonction f

(0.3) M ) =X, N+ D GO, f).

LeL’ (M)

Ces coefficients ne sont pas complétement nouveaux. Supposons un instant que M
soit déployé sur F. Fixons un élément u € M(F) unipotent régulier et une fonction
exponentielle notée exp définie dans un voisinage de 0 dans g(F). Arthur, dans [6],
introduit des fonctions v — L (u,y) définies pour v dans un ouvert du centre de
M(F). Mutatis mutandis, on a la formule suivante, valable pour X dans un certain
ouvert du centre de I'algebre de Lie m(F) :

r]LW(X) = rILw(u,epr).
Soit U € g(F) tel que u = expU. Quand X tend vers 0 en restant dans cet ouvert,
]}(,I(X + U, f) admet une limite égale a J5;(U, f) (Cest une conséquence des travaux

d’Arthur, ¢f. [16] I11.2). Dans le cas général, on exigera des coefficients rk,(X) qu’ils
vérifient une propriété analytique analogue.
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Pour illustrer notre propos, nous terminons par une formule exprimant des objets
adéliques (les distributions associées aux éléments semi-simples réguliers dans la for-
mule des traces pour les algebres de Lie [8]) a 'aide des intégrales orbitales pondérées
locales contruites sur le modele précédent.

Cet article est rédigé ainsi : dans la partie 1, nous rappelons les diverses hy-
potheses, notations et définitions dont nous aurons besoin par la suite.

La partie 2 est consacrée a la construction de coefficients qui permettent de définir,
au début de la partie 3, les fonctions rt,(X). Cette partie est essentiellement algéb-
rique et utilise les résultats d’Arthur de [6].

Dans la partie 3, nous définissons de nouvelles intégrales pondérées, notées
]A(j[h(X, f), sur le modele de (0.3) et nous passons en revue leurs principales pro-
priétés (comportement par conjugaison, descente, homogénéité et développement
en germes). En particulier, dans la sous-partie 3.3, nous montrons, pour ces nou-
velles distributions, la propriété analytique dont nous venons de parler.

Le résultat principal de l'article est énoncé au début de la partie 4 et se formule
ainsi : lintégrale ]f,fb(X, f) est bornée quand X parcourt ensemble des éléments
semi-simples G-réguliers de m(F). La démonstration, qui se fait par récurrence sur la
dimension de G, occupe toute la partie 4. Les sous-parties 4.1 et 4.2 sont consacrées
a quelques réductions classiques : réduction au cas semi-simple, descente au cen-
tralisateur. Dans la sous-partie 4.3, nous déduisons de ’hypothese de récurrence
des résultats qualitatifs sur les germes qui nous permettent dans la sous-partie 4.4
d’étudier les intégrales ]chjb(X , f) pour X dans un voisinage de 0.

Dans la derniere partie, apres un résultat de convergence concernant des intégrales
archimédiennes (sous-partie 5.1), nous montrons comment les intégrales orbitales
pondérées adéliques s’expriment en fonction des intégrales pondérées locales que
nous avons construites.

Remerciements Je voudrais remercier ici J.-L. Waldspurger pour toute l'aide qu’il
m’a apportée durant la réalisation de ce travail.

1 Notations et définitions
1.1 Hypotheses
1.1.1

On suppose que F, est une extension finie de Q),. On note | - |, la valeur absolue
usuelle de F,.

1.1.2

On notera G un groupe algébrique réductif connexe défini sur F,. Tous les groupes
considérés dans la suite seront supposés définis sur F,. On posera G, = G(F,). On
note Ag le plus grand tore déployé et central de G. Par abus, on notera encore G le
groupe des points de G sur une cloture algébrique de F,.

On fixe un sous-groupe de Lévi M, d’un sous-groupe parabolique minimal de
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G. On fixe également un sommet spécial dans I'appartement associé a Ay, de I'im-
meuble de Bruhat-Tits de G,. On en déduit un sous-groupe compact maximal K, de
G,. On dira que K, est en bonne position par rapport a Mj.

1.1.3

On appelle sous-groupe de Lévi de G un groupe M qui contient M, et qui est une
composante de Lévi d’un sous-groupe parabolique de G. Pour un tel sous-groupe, on
note F(M), P(M) et L(M) I'ensemble des sous-groupes paraboliques de G contenant
M, resp. des sous-groupes paraboliques de G de Lévi M, resp. des sous-groupes de
Lévi de G contenant M. Parfois on notera (M) si I'on veut souligner la dépendance
vis-a-vis du groupe G. On posera aussi F*(M) = F(M) — {G} et LO(M) = L(M) —
{G}.

1.1.4

On définit un R-espace vectoriel de dimension finie ag = HomZ(X (G)p,, IR() , ol
X(G)F, estle groupe des caracteéres de G rationnels sur F,. On définit une application
Hg: G, — ag par (Hg(x), x) = log(|x(x)|1,) pour tous x € G, et x € X(G)p,.

Si P € F(My), on note Np son radical unipotent et Mp sa composante de Lévi
contenant My. On note P le parabolique opposé a P et contenant Mp. Lespace ay,
s’'identifie a un sous-espace de ap;,. On définit alors une application Hp: G, — ap,
par Hp(nmk) = Hy(m) pour tous m € Mp,, n € Np, et k € K,. On a noté Mp,
I’ensemble (Mp),. De fagon générale, on note cote a cote les indices chaque fois que
cela ne préte pas a confusion.

1.1.5

Soit M un sous-groupe de Lévi de G et H un sous-groupe de G normalisé par M. On
note X(H, Ay), resp. X"4(H, Ap), Pensemble des racines de Ay dans H, resp. des
racines non divisibles de Ajs dans H. Soit P un sous-groupe parabolique de G. On
note Ap 'ensemble des racines simples dans ¥"¢(P, Ay, ). Notons ayy, 'espace vec-
toriel dual de ay,. Les ensembles 74(G, Ayy,) et £"4(P, Ay,) sont canoniquement
inclus dans ay,,. Soit M € L(M,) et B € Y4(G, Ap). Tl existe P € P(M) tel que
B € Ap et Py un sous-groupe parabolique minimal contenu dans P. Dans ce cas, 3
est la restriction a ay; d’une unique racine 8y € Ap,. On définit alors la coracine 3
comme la projection de la coracine 3y sur ay. On vérifie que 3V ne dépend que de
3 et non pas des choix de P et Py. On définit alors dans ay, le sous-ensemble Ay des
coracines des éléments de Ap et af, le sous-espace de ay, engendré par AY.

1.1.6
Posons WY = Normg(M,)/M, ot Normg(M,) est le normalisateur de M, dans G.

Le groupe W agit naturellement sur ay;,. On fixe une norme euclidienne sur ay,
invariante par ’action de W, On en déduit une mesure sur tout sous-espace de ayy,.
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1.1.7

On note g I'algebre de Lie de G et plus généralement, si H est un sous-groupe de G,
on note par la lettre minuscule gothique f) son algebre de Lie. On note g, = g(F,). Le
groupe G, resp. 'algebre de Lie g, agit sur g par 'application adjointe que 'on note
Ad, resp. ad. On prendra garde a ne pas confondre ’algebre de Lie de A notée ag
avec Pespace vectoriel réel ag.

Pour tout X € g, on note Zy(X), resp. gy, le stabilisateur de X sous action d’'un
sous-groupe H de G, resp. sous I'action par adjonction de g. Lorsque, de plus, H est
un sous-groupe fermé de G, on note Hx la composante neutre de Zy (X).

On note grg 'ensemble des éléments semi-simples réguliers de g, C’est-a-dire les
éléments semi-simples X tels que Zg(X) soit un sous-tore maximal de G. On dit
qu'un sous-tore maximal T de G est G-elliptique si Ay = Ag. Si M est un sous-
groupe de Lévi de G, on note Gy g le sous-espace de ap formé des X qui vérifient
Z6(X) = Zp(X).

On note N la variété formée des éléments nilpotents de g. On distingue le sous-
ensemble Ng ., formé des éléments nilpotents réguliers i.e. des éléments nilpotents
pour lesquels la dimension du centralisateur est égale au rang de G. Sous l'action de
G, Ng se décompose en un nombre fini d’orbites et il existe une unique orbite ouverte
et dense qui est Ng g (c¢f. par exemple [9]). On note Ng, 'ensemble des éléments
nilpotents de g, : c’est une réunion finie de classes de conjugaison sous 'action de
G,. Rappelons qu’il existe des éléments réguliers dans Ng, si et seulement si G est
quasi-déployé sur F,.

1.1.8

Pour tout X € g, on dispose de la décomposition de Jordan X = X + X,, ot X; et X,
sont des éléments de g respectivement semi-simple et nilpotent, qui commutent. On
pose

D3(X) = det(ad X|g/9x.)-

1.1.9

On note C°(G,), resp. C°(g,), 'espace des fonctions sur G,, resp. g,, a valeurs
complexes, localement constantes et a support compact. Pour f € C*°(G,) ou f €
C°(gy), on note supp(f) le support de f. Par dualité, de action de G, sur g, par
adjonction, on déduit une action de G, sur C°(g,) que 'on note encore Ad.

On fixe sur K, la mesure de Haar de masse totale 1. On fixe des mesures de Haar
sur G, et pour tout P € F(M,) sur Mp, et Np, de sorte que pour tout P € F(M,) et
toute f € C°(G,)

/ fx)dx = / f(mnk) dm dn dk.
Gy Mpy X Npy XK,

Pour tout X € g,, le groupe Zg, (X) est unimodulaire. Par conséquent, 'espace
homogene Zg, (X) \ G, posséde une mesure invariante a droite unique a un facteur
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prés. On fixe une telle mesure et une mesure de Haar sur Zg, (X) de sorte que la
mesure produit soit la mesure sur le groupe G,. On fait également des choix pour les
objets analogues sur tout sous-groupe de Lévi de G. On impose alors les conditions
de compatibilité suivantes (pour G et pour tout sous-groupe de Lévi de G) :

e Pour M € L(My)ettout X € m, tel que Zg(X), = Zp(X),, les mesures respectent
la décomposition

ZGV(X) \ Gv = Mv \ G‘V X ZMV(X) \Mv;

e Pour tout g € G,, les mesures sur Zg, ( (Ad g)X) \ G, et Z;,(X) \ G, se corres-
pondent par 'isomorphisme induit par la conjugaison par g~ ! ;

e PourtoutY € g, central, la mesure sur Zg, (X) est égale a la mesure sur Zg (X+Y).

Ces choix sont loisibles et sont ceux effectués plus ou moins explicitement dans [6].
On rappelle que pour toute f € C>°(g,), 'intégrale

/ f((Adx_l)X) dx
Z6,(X)\Gy

est convergente (cf. [12]).

Soit T un tore. Si T est déployé, on munit T, de la mesure de Haar pour laquelle le
sous-groupe compact maximal de T est de mesure 1. Si T est quelconque, on munit
T, de la mesure pour laquelle T, /A7, est de mesure 1. Ces mesures sont compatibles
avec les conditions précédentes.

Pour tout P € F(M)), on fixe une mesure de Haar sur 1np, de sorte que pour
X € mp, N Greg et toute f € C°(g,) on ait

IDS(X)[1/2 /

Nbpy

f((Adn™HX) dn = |D"‘P(X)|§/2/ f(X+U)dU.
Cest loisible (cf. e.g. le changement de variable de [16] I11.3(d)).

1.2 Rappel de quelques propriétés des (G, M)-familles
1.2.1

Soit M € L(M,). On note ‘1?(4,( le C-espace vectoriel ay; ®g C et ia}; son sous-R-
espace évident. Pour P € P(M), on définit une fonction 0p sur iay, par

VA€ iy 6p(A) = vol (a5/2(A¥)) [T Ma¥).
aEAp

Si (cp)pep(m) est une (G, M)-famille (¢f. [2] p. 36), on note ¢y la valeur en 0 de la
fonction C* sur iay, (cf. le lemme 6.2 de [2])

D) = > (NN

PEP(M)
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1.2.2

Soit (¢p) pepm) une (G, M)-famille. Pour tout L € L(M), on peut définir une (G, L)-

famille (c; p)pep(r) par
VA e 1(lik CLﬁp()\) =cpr(N)

ot P’ est un élément de P(M) qui vérifie P’ C P. Sil’on fixe de plus un élément
Q € P(L), on définit une (L, M) famille (C}?)pej)L(M) par

VA €iay cR(\) = cpr(N)
ot P’ est 'unique élément de P(M) qui vérifie PP "L = Pet P’ C Q.
1.2.3

Soit (cp)pep) une (G, M)-famille. Pour tout élément Q € F(M), il existe un
nombre complexe c(’) de sorte que pour toute (G, M)-famille (dp)pepm), le produit

s’écrive
(c-dy= > cody.
QeF(M)

Si, de plus, il existe pour tout L € £(M) un nombre complexe d%; tel que, pour tout
Qe P(L), dd = dk, alors

(c-dy= Y dyc.

LeL (M)
Ce sont les corollaires 6.3 et 6.5 de [2].

1.2.4

Les deux exemples suivants de (G, M)-famille interviendront par la suite. Définissons

tout d’abord, pour tout x € G,, une (G, M)-famille (VP(x)) pep) PAT

(N, x) = e~ MHP()

pour tous A € iay; et P € P(M). Pour tout L € L(M), on définit une (L, M)-famille
(vILJ(x)) pepiy) COmme I’analogue sur le groupe L de la (G, M)-famille précédente.

Le second exemple est construit ainsi : pour tout 3 € X" (G, Ay), on fixe une
fonction rg sur C, analytique dans un voisinage de iR, telle que 73(0) = 1 et on pose

V= J[ r(xBY)

e (PAy)

pour tous A € iay, et P € P(M). On obtient alors une (G, M)-famille (rp)pep(u)
quon conviendra de qualifier de spéciale (cf. le paragraphe 7 de [3]).
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Soit L € L(M). On dispose de plusieurs (L, M)-familles : la famille (r})pepr(a
qui est 'analogue de la famille précédente sur le groupe L et, pour tout Q € P(L), la
famille (rg) pepr(v)- Ces familles ne sont pas identiques mais elles vérifient

VQe P(L) rd=rk.

La démonstration est mot pour mot celle du lemme 5.1 de [6]. En particulier, on en
déduit que pour toute (G, M)-famille (cp) pepm),

(c.r)y = Z r]@ICL.
LeL (M)
1.2.5

Dans le paragraphe 7 de [5], Arthur définit une application
d$: L(M) x L(M) — [0, +00]
telle que pour tout (L, L;) € L(M) x L(M)

o dy(M,G) = dy(G,M) =1;
° ]\G/[(leLZ) = d]?/[(L%Ll);
o d$(Ly, Ly) # Osi et seulement si a§; = ak @ aki.

Moyennant certains choix, on peut également montrer qu’il existe une application
(cf. [16] 11.4)
s: L(M) x L(M) — F(M) x F(M)

de sorte que
e pour tout (L1, L) € L(M) x L(M), s(Ly,Ly) € P(Ly) x P(L,);
e pour toute (G, M)-famille (cp)pepm)
L = Z dg[(L, L/)C]%,
L'€L(M)
ou Q’ est la seconde composante de s(L, L").

La derniere égalité provient de la proposition 7.1 de [5].

1.3 Intégrales orbitales pondérées
1.3.1

On commence par rappeler le lemme suivant.

Lemme 1.1  Soit X un élément semi-simple de §,. On peut trouver un voisinage inva-
riant Vx de 0 dans gx , qui vérifie la propriété suivante. Pour toute partie compacte €2
de g,, il existe une partie compacte . de Zg(X), \ G, telle que

Ady H(X+Vx)NQ =02
pour tout y € Zg(X), \ G, qui n’appartient pas a X..

Ce lemme se déduit facilement du lemme 2.1 de [6] a 'aide d’une application
exponentielle (voir aussi le lemme 25 de [10]).
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1.3.2

Soit M € L(Mp). On commence par définir les intégrales orbitales pondérées
J$(X, ) pour X € m, tel que Zg,(X) = Zy,(X). Ce sont des distributions définies
par

JS(X, f) = |DG(X)\;/2/ / f((Adx~")(Ad m™)X) v (x) dm dx
MG, JZy, (X)\M,

pour toute f € C>(g,). Waldspurger a montré dans [16], paragraphe III.1 que cette
intégrale converge. En fait, il déduit la convergence de cette intégrale de la conver-
gence des intégrales orbitales pondérées sur les groupes (cf. [6] p. 223) a 'aide d’une
application exponentielle. On peut la montrer directement. Tout d’abord, 'intégrale
sur m converge (cf. le paragraphe 1.1.9.9). Notons ensuite X; et X,, les parties semi-
simple et nilpotente de X ; quitte & conjuguer X par un élément de Zy, (X;), on peut
supposer que X, appartient au voisinage Vx, C gx,, du lemme précédent. On peut
montrer ensuite que les inclusions Zg, (X) C M, et Zg, (X;) C M, sont équivalentes.
Il est alors clair que l'intégrale sur x peut étre prise sur un compact.

Définir les intégrales orbitales pour un élément X € m, quelconque est un peu
plus délicat. Pour tout A dans un certain ouvert de Qyy,reg,v» ON @

Z6, (X +A) = Zy, (X + A).

Remarquons que si X est nilpotent, 'ouvert en question est ay rg,,. Les distributions
JE(X + A, -) sont donc bien définies pour tout L € L£(M) et 'on pose, pour toute
fecz(s)

Ta(X. )y =1lim > rilexp Xy, expA)JF(X +A, f)
T renv

ou la limite est prise sur A dans 'ouvert précédent, X,, est la composante nilpotente de
X et %, est une fonction introduite par Arthur dans [6] Section 5. Waldspurger déduit
existence de la limite de résultats d’Arthur a 'aide d’une application exponentielle
(cf. [16] IIL2).

2 Construction de coefficients

Rappelons que les groupes considérés, sauf mention explicite du contraire, sont sup-
posés définis sur F,. On note, sauf indication contraire, exp I'application exponen-
tielle associée a tout groupe unipotent. Fixons dans la suite un sous-groupe de Lévi
M de G. Ala fin de cette partie, pour u un élément unipotent régulier de M, et une
racine 3 € X"(G, Ap), nous calculons le coefficient p(/3, u) introduit par Arthur
dans [6] Section 3. Dans cette partie, on autorisera F, a étre le corps des réels ou des
complexes.
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2.1  Un lemme élémentaire

Lemme 2.1  Fixons un sous-groupe unipotent N normalisé par M et contenu dans le
radical unipotent d’un sous-groupe parabolique P € P(M). On note m’ Pouvert de m
formé desY qui vérifient

det(ad Y|n) #£ 0

Pour tousY € m’ et V € nil existe un unique n € N de sorte que
(2.1) (Adn ) (Y)=Y +V.

Soit U l'unique élément de n qui vérifie n = exp(U). Il existe alors un polynéme Q sur
m X 1, défini sur F, et un entier h € N de sorte que Papplication

Y, V)— U
coincide sur m’ X 1 avec lapplication

(Y,V) — det(ad Y|n) "Q(Y, V).

Remarque on aura en téte les cas particuliers suivants :
oY =A+TIloUA € ayreq et IT € Ny (dans ce cas det(ad Y [n) = det(ad Ajn)) ;
e On fixe un sous-tore maximal T de M. On choisit une extension finie F’ de
F,, qui déploye le tore T et un sous-groupe de Borel B (défini sur F’) qui contient
T. On considére Y = X + V) avec X € t N gy et V; € m N 1. Notons que
det(ad Y|n) = det(ad X|n).

Preuve On peut trouver une suite finie d’idéaux de 1t
n=1m Dnzj"‘jnk:{()}

tels que :

o Vil[nm] C s
o Vi[m,n] Cny;
e Vi, on puisse fixer un supplémentaire n/ de n;,;; dans 1; stable par ad m.

En effet, il suffit de décomposer 1 en espaces propres sous 'action de ad ays et de
prendre pour premier idéal non nul 'espace propre associé a un poids maximal de
aps dans 1. On considére ensuite action de ad aj; sur le quotient de 1t par cet idéal.
On en déduit la suite annoncée a 'aide d’une récurrence.

Soit U € ntel que n = exp(U). Léquation (2.1) devient

(Adexp(-U)) (Y) =Y +V,

1e.
[U,[U,Y]] .

exp(—adU)(Y)=Y - [U,Y] + o

=Y+ V.
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Notons pr; la projection sur n/ relativement a la décomposition n = @n/. On
pose U; = pr;(U) et V; = pr;(V). On a alors les relations

ad(Y)(Uy) = Vy,

d(Y)(Us) + 330 ([Us, [0, 71]) = Ve

De la premiere ligne, on déduit que U; est un polynéme en (Y, V;) multiplié par
Pinverse de det(ad(Y)|n/n2) , puis de la deuxieme que U, est un polynéme en
(Y, V4, V,) multiplié par une puisance négative de det(ad(Y)[n/n3) . Par récurrence,
U; est un polynéme en (X,Vy,...,V;) multiplié par une puissance négative de
det( ad(Y)|n/ ni+1) ce qui donne le résultat annoncé. [ |

2.2 Liens avec les représentations

Définissons W(ay) comme 'ensemble des éléments de ay, qui sont des poids extré-
maux de représentations de G de dimension finie, F,-rationnelles et absolument
irréductibles. Il est bien connu que W(ays) est un sous-groupe d’indice fini de X(Ax,)
et un réseau de ay;.

Pour chaque w € W(ay), on fixe les objets suivants :

e A, une représentation irréductible de G F,-rationnelle sur le F,-espace V, ;

e ¢, € V,(F,) vecteur de poids extrémal w ;

e une hauteur || - ||, sur V,(F,) invariante par K, et pour laquelle ¢, est de norme
1.

Lintérét de considérer W(ays) provient du fait suivant (c¢f. [6] (3.3)) : siw €
W(ayps) est P-dominant, i.e. si w est positif sur la chambre de ay; associée a P, alors
pour toutx € G, ,

vp(w, x) = [[Au(x™ .-

2.3 Cas déployé

Fixons un sous-tore maximal T de M. On fixe une extension F’ finie de F, qui déploye
T. Pour tout o dans 'ensemble X(G, T') des racines de T dans G, on note 1, le sous-
espace propre de g sous 'action de Ad T pour le caractere a. On considere alors N,
I'unique sous-groupe unipotent de G d’algebre de Lie n,,.

Fixons un élément o € X(G, T). D’apres le lemme précédent, appliqué au corps
F’, au sous-groupe de Lévi F’-rationnel minimal T et au sous-groupe unipotent N_,
on a une application de (t N greg) X N_, dans N_, qui a (X, V) associe 'unique
n € N_, tel que

(2.2) Adn HX)=X+V.

Notons X(T) le groupe des caracteres du tore T. On considere 'espace vectoriel réel
ar = Homy (X(T), IR{) . On a une injection naturelle de ay; dans ar. On fixe sur ar
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un produit scalaire invariant par ’action du groupe de Weyl W(G, T) de T dans G,
qui induit sur ay le produit scalaire déja choisi. On a alors une injection naturelle
de aj; dans a}. Lensemble ¥(G, T) est canoniquement inclus dans a}. A I'élément
a, on associe sa coracine a¥ € ar. Fixons w € W(ay) tel que w(a¥) > 0. Sous ces
hypotheses, on a le lemme suivant :

Lemme 2.2 Lapplication
(2.3) (X, V) = a(X)*“ A, (e,

est la restriction a (t N Greg) X N_q d’'un polyndme surt x n_, non nulen X = 0.

Preuve Fixons des éléments H, €1,Y, € nyetY_, € n_, desorte que

a(Hy) =25
[YQ,Y,Q] = H,.

Lalgebre de Lie [ engendrée par ces trois éléments est isomorphe a sl,. La restriction
de la différentielle de A, a [ est une représentation de [ que ’on note encore A,. On
a les relations

Au(Ha)wa' = w(Hy)bw ;
Aw(Ya)d)w =0;
YV en_, Aw(exp(V)) = exp(Aw(V)) .

Posons k = w(H,). ATl'aide de la théorie des représentations de sl,, on voit que k € N
et que A,, induit une représentation de [ sur A, (1)@, irréductible de dimension k+ 1.
On en déduit que

(2.4) [Au(Y_)lfs #0 et [Au(Y_o)]*"oy, =0,
relations qui sont également vraies pour tout élément non nul de n_,,.

Supposons que le triplet (X,V,n) € (1 N Grg) X N_y X N_, vérifie 'équation
(2.2). Soit U € n_,, tel que n = exp(U). Dans ce cas, 'équation (2.2) s’écrit

—[U,X]=V
ie.
bV
- aX)
Ainsi, on obtient que
Au(V) (A,(v)*
Aw(n_l)¢w = eXP(_Aw(U)) b = bu — Oj)(X) Gt Tt (_l)kk!L;T(ﬁw
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En notant que k = w(H,) = w(a"), on en déduit facilement le résultat annoncé.
|

Notons encore | - |, la valeur absolue sur F’ qui prolonge celle de F,. Fixons une
norme, toujours notée || - ||, sur V,,(F’) qui prolonge celle sur V,(F,). Soient x €
T(F’) fortement régulier et u € N_,(F’). Arthur dans I’article [6] Section 3 montre
I'existence d’un réel qu’il note p(a, 1) tel que la limite

lim Ja(x) — a1 AL (D
X—

existe et n’est pas identiquement nulle comme fonction de u ; on a noté n 'élément
de N_,(F') défini par I’équation

(2.5) n"lxn = xu.

Corollaire 2.3  On a l’égalité p(a, 1) = 1.

Preuve Arthur remarque qu’au voisinage de x = 1, A,(n"1)@,, est une série de
Laurent en (a(x) — a(x’l)) dont les coefficients sont des morphismes de N_,, dans
V.. Il nous suffit donc de montrer que

(2.6) (alx) —a(x™)) w(av)Aw(H_l)%

a une limite non nulle quand x tend vers 1 pour u dans une partie de N_,, (F') Zariski-
dense dans N_,.

Fixons une application exponentielle notée exp d’un voisinage V, de 0 dans g(F’)
sur un voisinage Vg de 1 dans G(F’)—ces voisinages sont supposés ouverts et in-
variants par l'action adjointe de G(F’)—. On note log ’homéomorphisme inverse
de exp. Supposons que x, n et u, choisis comme précédemment, —en particulier
ils vérifient 'égalité (2.5)—appartiennent a V. Il existe alors X € Vy Nt N g et
U € VyNn_, tels que x = exp(X) et u = exp(U).

Notons Q le polyndome sur t x 1_,, dont la restriction a (t N greg) X NM_, coincide
avec Papplication (2.3). On a I’équivalent suivant

(a(x) — oc(xfl)) ~x—1 2a(logx).
On en déduit que
(060 — a6 )" Autr )6~ 270X, log(exp(X) exp(U) — X)

Par conséquent I'expression (2.6) a une limite égale a Q(0, U) donc non nulle pour
U dans une partie de V; Zariski-dense dans 1_,, donc non nulle pour u dans une
partie de V¢ Zariski-dense dans N_,,. [ ]
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Lemme 2.4  Soit B et B deux sous-groupes de Borel de G définis sur F' qui contiennent
T. On note X:(B, T) Pensemble des racines de T dans B et B, le sous-groupe de Borel
opposé a By et contenant T. On note U, le radical unipotent de By et 1, son algebre de
Lie. Pour tout X € tN Qreq et tout V| € Wy, on définit ny comme lunique élément de U,
qui vérifie

(2.7) (Ad(n)™") (X) =X +V,.

Fixons un poids w € W(ay) B-dominant. Alors application 1 définie sur (tNgreg) X 113
par

(2.8) (X, V1) = [I e A m e,

a€X(B,T)NS(B;,T)

est la restriction a (t N Greg) X Wy d’un polynéme surt x w; non nulen X = 0.

Preuve En utilisant le lemme 2.1, on voit que I'application (2.8) est la restriction a
(t N Greg) x 1y d’un polyndme en (X, V) multiplié par une puissance négative de
det(ad X|u;). Il nous suffit alors de montrer qu’elle admet dans V,(F’) une limite
non nulle quand X € t(F’) N gy tend vers 0 et V| appartient a une partie de 1, (F')
Zariski-dense dans 11;. Reprenons les notations de la preuve du corollaire 2.3. On
dispose en particulier d’une application exponentielle exp: Vq; — V. Supposons
que X et X+V appartiennenta V. Notons x = exp(X) et u; = exp(—X) exp(X+V).
Si X, Vi etn, € Uy(F') vérifient 'égalité (2.7), x, u; et n; vérifient I’égalité (2.5). On
en déduit que ¥ (X, V1) est équivalente quand X tend vers 0 & une puissance de 2 pres
a

(2.9) H [(ax) —alx™)) w(av)] Au(ny Mo

a€X(B,T)NY(B;,T)

En utilisant le corollaire 2.3 et le corollaire 4.3 de [6], on voit qu’il existe un mor-
phisme g de t x 1; dans V,, tel que I'expression (2.9) soit égale a q(x, u;) et que q(x, -)
soit non identiquement nul en x = 1. La limite en (0, V) de 'application 1 est donc
q( 1,exp(Vy )) (2 une puissance de 2 pres). On conclut alors facilement. [ |

2.4 Cas général

Fixons un sous-tore maximal T de M. On reprend les notations de la partie 2.3. Pour
tout 3 € (G, Ap), on définit 'espace vectoriel gz comme le sous-espace propre de
g pour le caractere 3 sous I'action de Ad Ay;. Lespace vectoriel gz est stable sous
l'action par adjonction de T. On obtient alors une décomposition

gﬂ = @n(la

ot la somme est prise sur I'ensemble Sg formé des éléments o € ¥(G, T) qui in-
duisent le caractere 3 sur Ay En particulier, S est inclus dans une unique compo-
sante irréductible du systeme de racines associé au groupe G et au tore T Identifions
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ar et a} al’aide du produit scalaire sur ar. Pour tout & € S, la projection de o sur
ay est

2]l 725.

On sait bien que [|a||* prend au plus deux valeurs. Notons S, resp. S5, les éléments
de S de plus grande norme, resp. de norme strictement plus petite que la norme
des éléments de ;. Notons que S; peut étre vide. Si ce w’est pas le cas, on note I3 le
rapport des carrés des normes : c’est un entier qui vaut 2 ou 3. Définissons un réel
ks de sorte que pour tout o € S}, la projection de aV sur ay soit kz3Y si (3 est non
divisible et k3(3/2)" sinon. On définit une application polynomiale ® 4 sur t par

By(X) = H a(X) H alX).

a€sy a€sy

Cette application est invariante par le groupe de Weyl W (M, T). Par conséquent,
d’apres un théoreme de Chevalley (cf. e.g. [15] théoréme 4.9.2.), C’est la restriction a
t d’une application polynomiale sur m invariante par Ad M, que I’on note encore ®.
On vérifie que le polynome ® 3 ne dépend pas du choix du tore T et qu’il est défini
sur F,.

Pour tous 8 € X"(G, Ay), w € W(ay) tel que w(BY) = 0,et Y € m, on définit
alors

Ry(w,Y) = q)ﬁ(Y)kaw(ﬂv)q)m(y)kzaw(ﬂv).

On notera que ksw(3Y) et kypw(BY) sont des entiers. Ainsi Y — Rp(w,Y) est une
application polynomiale définie sur F,.

Lemme 2.5 Soient P et P, € P(M) et w € W(ay) P-dominant. Pour tout A €
A regy 11 € Np et V' € 1y, notons ny Punique élément de Ny = Np, tel que

(2.10) (AdnyHA+T) = A+ T+ V).

Lapplication définie sur aygreg X Ny X 1y par

(2.11) (A IL V) — [ 11 Ry(w, A)| A (n )y,
BETM (PAN)NSM (P, Ap)

est la restriction a Ay reg X Nyp X My d’'un morphisme sur ayy X Ny X 1y défini sur F,,

qui, en A = 0, est non identiquement nul sur Ny reg X M.

Preuve ATaide dulemme 2.1, on voit qu’il existe un polyndme Q sur m x 1; défini

sur F, et un entier h € N de sorte quesiY € m’, Vy € nj et n; € N vérifient Pégalité
(Adny")(Y) =Y +Vy,

I'application

(2.12) Vi) | II Ry(w,Y)| Au(ny o

Bexnd (PA)NT™M (Py,Ay)

https://doi.org/10.4153/CJM-2002-009-6 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-2002-009-6

278 Pierre-Henri Chaudouard

coincide sur son ensemble de définition avec la fraction rationnelle
(2.13) S(Y,Vy) = det(ad Y|ny) ~"Q(Y, Vy).

Remarquons que, pour Y = A + Il avec A € Apreq et II € Ny, on retrouve
lapplication (2.11). En effet, pour tout 5 € X(G,Ay), Ps(A +1I) = Pg(A) : Cest
une conséquence du fait que ®3 est une fonction polynomiale M-invariante. Notons
également que det( ad(A + H)|n1) = det(ad A|n;). Ainsi application (2.11) est po-
lynomiale en II et V;. Montrons donc que pour tout II et V7, la fraction rationnelle
S(A +1II, V) est un polynéme en A.

Pour cela, fixons un sous-groupe de Borel B de M. On en déduit les sous-groupes
de Borel B= BM.N et B; = BM-Nj. On aimerait relier 'application 1) du lemme 2.4
ala fraction rationnelle S. A cette fin, donnons-nous pour tous X € tNgg et V € 1y,
un élément n € U; qui vérifie

(Adn HX)=X+V.
Tout d’abord,

(2.14) H Rs(w,X) = H Oc(X)w((’v)

Bexd (PAMINE (Pr,Anr) a€X(B,T)NE(B,T)

En effet, soita € (B, T)NX(By, T). Sila restriction de a a A est nulle, w(a¥) = 0.
Sinon il existe 3 € X"(P, Ay) N X" (P}, Ap) tel que la restriction de o a Ay égale
8 ou 23. Supposons que nous soyons dans le premier cas. Si a € Sj, resp. Sy,
w(aY) = ksw(BY), resp. Izksw(BY). On a une discussion semblable dans le second
cas.

Ecrivons ensuite n = n'n; et V.= V! + V; suivant les décompositions U; =
(Ui NM)N; etu; = (13 N m) @ ny. Ainsi

(Adn M) ((Ad(n")™X) = (Adny D[ (Ad(n) ™) X — X] + (Ad ] HX.
Remarquons que (Ad(nl)’l)X — X appartient a u; N m et donc que le premier
terme du membre de droite de I'égalité précédente appartient a l'espace affine
(Ad(n")™")X — X + n. Le second terme, quant a lui, appartient a X + 1;. On
en déduit que V! = (Ad(n')~') X — X puis que
(2.15) (AdnH(X+VH)=X+V'+V,.

D’autre part,

(2.16) Au(n Ny = Ay (7 B

Cette égalité provient du fait que tout élément unipotent de M agit trivialement sur

Do
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A Taide des égalités (2.14) et (2.16), on voit que
YX, Vi + V) =SX+ V! v)).

On en déduit que I'application obtenue par restriction a (A,IL,V}) € apreg X
(mNy) x ny del'application (2.11) est donnée par

S(A+1I,Vy) = (A, T+ V).

En particulier, cette application est polynomiale en A et en A = 0 non identiquement
nulle sur (m N uy) x 11;. On en conclut que Papplication (2.11) est polynomiale car
pour tout IT € Ny, il existe un sous-groupe de Borel BM de M tel que IT € bM.
De plus, (II, V) +— S(II, V) est non identiquement nulle sur Nj; x n; donc sur
N reg X 1p. On vient d'utiliser le fait que Ny g est Zariski-dense dans Ny. [ |

Corollaire 2.6  Soit 3 € ¥."4(G, Ay) et u un élément de M unipotent régulier. Arthur
a introduit, dans [6] Section 3, le coefficient p(3, u). On a égalité p(G,u) = p(B3) oir
p(0) est défini par

p(B) = ks(IS5 + 1515 ) + kap(1S35] + Lsl Sy50)-

Preuve Arthur a montré que p(3, u) ne dépend que de la classe de conjugaison géo-
métrique de u et il n’y a qu'une seule classe de conjugaison géométrique d’éléments
unipotents réguliers (c¢f. [9] I11.1.8). Il nous suffit de calculer p(3, u) pour un seul
élément unipotent régulier de M. On procede alors comme dans la preuve du corol-
laire 2.3 en utilisant une application exponentielle et le lemme 2.5. ]

3 De nouvelles intégrales orbitales pondérées
3.1 Définitions

Fixons M € L(M,) un sous-groupe de Lévi de G. Soit Y € m, tel que Zy(Y) =
Z(Y). On définit pour tout 8 € X"4(G, Ay) et tout A € ay c le coefficient

257 MBY)
PO Y) = [[@500) 507 2] 1.

D’apres les rappels du paragraphe 1.2.4, on dispose alors de la (G, M)-famille
spéciale (rp(Y)) ) définie par

ron = I w(5y)

BeT (PAN)

PeP(M

pour tout A € iajy, ettout P € P(M). On définit la distribution ]]\G,I’h(Y, ) sur C(g,)
par

M= > mMIE, )

LEL(M)
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pour toute f € C>(g,). Clest une combinaison linéaire des distributions J¢(Y,-)

pour L € L(M). On dispose également des distributions analogues ]If,}b(Y, -) sur
C2(1,), ou G est remplacé par un groupe réductif L € L(M).

Remarque Notons wp(\,Y,x) le produit des deux (G, M)-familles rp(\,Y) et
vp(A\,x). En utilisant expression d’un produit de (G, M)-familles, on obtient
Iexpression de la distribution ]]\G,I‘b(Y, -) sous forme d’intégrale orbitale pondérée :

JSh Y, f) = |DQ(Y)|1/2/ fF(Adx™)(Y)) wn (Y, x) dx.
Zn, (Y)\Gy

Pour Q € F(M), on dispose également de la (M, M)-famille wg()\, Y,x) ouP €

PMo(M). On définit alors la distribution ]AQ,I‘b(Y, -) par

J0y, f) = |D9(Y)\$/2/ F((Adx™)(Y)) wiy (Y, x) dx.

Zn, Y\ Gy

3.2 Propriétés

Proposition 3.1  SoitY € m, tel que Zy(Y) = Zg(Y). Les distributions IA(/;I’h(Y7 4)
vérifient les propriétés suivantes.

(a) La distribution ]I\G,I’b(Y7 -) est une mesure absolument continue par rapport a la me-
sure invariante sur lorbite de Y dans g,. En particulier, son support est inclus dans
Padhérence de (Ad G,)(Y).

(b) Pour tout f € C°(g,), Papplication X € m, N Greg ]AG,,’b(X7 f) est localement
constante. Si T est un sous-tore maximal de M, la restriction de cette application a
ty M Greg est a support relativement compact dans g,.

(c) Pourtoutm € M, etk € K,

150 ((Adm)Y, (AdK) f) = TS (Y, f).
(d) Pour tout Q € F(M),
J2UY, ) = e, fo)

oit fq est la fonction appartenant a C2° (g ) définie par
VZem, fol2) :/ F((AAK)Z +V)) dvdk.
K, xnq,

(e) Pourtous f € C(g,) etx € Gy,

B (Y. (AdxD(D) = D0 'Y, fos)

QEeF (M)

ot Pon a défini la fonction fo € C°(mg,,) par

VY € mg, fou(Y) = / f((AdK™)(Y + V) v (k) dv dk.
K, xnq,
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Preuve Ces propriétés se déduisent sans difficulté des propriétés des intégrales orbi-
tales pondérées classiques (voir [16] II1.3). Précisons un peu. Pour le (b), on utilise

le fait que les fonctions X € m, N @reg — rt(X), pour L € L(M), sont localement

constantes. Ce sont en effet des polyndmes en log“(I)g(X )|’;“|<I>2ﬂ(X)\’V(2*"’] (comme

on peut le voir par un développement de Taylor sur la fonction C> dont r%,(X) est
la valeur en 0) et les polyndmes ®4 et $,5 ne sannulent pas sur M N grg. On en
déduit également que ces fonctions sont invariantes par adjonction par M, d’ou le
(¢). Les deux dernieres propriétés se montrent a ’'aide de manipulations standard sur
la (G, M)-famille (wp)pep(m) et de changements de variables. (voir les preuves des
propriétés (d) et (f) de [16] IIL.3). [ |

Descente Soit Y € m, tel que Zg(Y) = Zy(Y). Appliquons les résultats du pa-
ragraphe 1.2.5 a la (G, M)-famille (wp(Y, x)) - Nous obtenons que pour L €
L(M)

PEP(M

wi(Y,x) = D dG(LL)w (Y,x)
L'eL(M)

ot Q" = s(L,L’). On en déduit aisément que pour tout f € C>(g,)
Ly = > AL, L) g ).
L'eL(M)

ATaide dela propriété (c) de la proposition précédente, on voit qu’on a la proposition
suivante.

Proposition 3.2 Pour tout L € L(M) etY € m, tel que Zg(Y) = Zyy(Y),
= >0 g L)y (X, for),
L'€L(M)

ot Q' =s(L,L").

3.3 Existence d’une limite aux éléments nilpotents réguliers

Proposition 3.3 Il existe des coefficients complexes (d%;)rc o) avec dY = 1 tels que
pour tout U € Ny reg N1,

lim Jy"(A+U, f)= > dyJf (WU, f),
- Lel(M)

ott la limite est prise sur les éléments A € Qpf reg.y-

Preuve Fixons une application exponentielle d’un voisinage V de 0 dans g, sur un
voisinage V; de 1 dans G,. Quitte a conjuguer par un élément de M,, on peut sup-
poser que U € V. Pour A assez proche de 0, A et U + A appartiennent a V,. Soit
B € ¥"(G, Ay). Alors pour A assez proche de 0, on a

| 3(exp(A)) — B(exp(=A)) |, = [2B(A)],.
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Reprenons les notations du corollaire 2.6. Introduisons alors la (G, M)-famille
spéciale (dp)pe vy définie par

—ks(|S5]+151S5 DABY) /2
dp=T[ """
peXn (PAy)

pour A € iaj;. Alaide du corollaire 2.6 et de 'expression d’un produit de (G, M)-
familles, on peut voir que

A+ U) =rk(A) = > dirt (expU.expA),
L'elL(M)

ol le coefficient rf, (exp U, exp A) a été introduit au paragraphe 1.3.2. On conclut

facilement en utilisant le résultat général sur les limites rappelé dans ce méme para-
graphe. ]

3.4 Homogénéité

On rappelle que, dans le corollaire 2.6, on définit, pour tout 3 € X" (G, Ay), un
coefficient p((3). Pour ¢t € F, non nul, on définit alors la (G, M)-famille cp(A, t) ot
P € P(M) par

v .
o\, 1) = [T #0200 X € gy
3

ot le produit est pris sur les 3 € X"4(P, Ay). Cette (G, M)-famille est construite de
sorte que, pour tout Y € m, tel que Zg(Y) = Zy(Y),

(3.1) rp(\, tY) = cp(\, t).rp(\, Y).
Notons alors que, pour de tels Y,
(3.2) wp(\, tY) = cp(\, t).wp(\,Y).

Les égalités suivantes se déduisent facilement des expressions d’un produit de (G, M)-

familles.
(3.3) ) = D (),
LeL(M)
(3.4) VxE€G, witY,x)= > aut)wi(Y,x)
LEL(M)
(3.5) = > wl(¥,x)c,().
QeF M)
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Proposition 3.4 Soit f € C>(g,). On note f;2 la fonction Y +— f(t*Y). Alors pour
tout Y € my, N Qreg, resp. pour toutY = A+ U ol A € Qppregy et U € M, nilpotent

régulier,

(3.6) WY =[] Y VP, fa)
LeL (M)

(3.7) =l Y G, fo),
QEF (M)

oitd = dim G — rang G.

Preuve On ne traite que le casou Y = A + U. Par définition,

IS Y, f)

= |Dg(t2Y)|y2 / f((Adxil)(Ad mil)(th)) wa (£2Y, x) dm dx.
MAG, J Z, (2Y)\M,

Comme %Y et t*U différent par un élément de m, central et d’apreés nos choix de me-
sures faits en 1.1.9, la mesure sur Zy, (t?Y) coincide avec celle sur Zy, (t*U). Fixons
x € G,. Silon pose ¢(X) = f((Adx~")(t*A + X)) pour tout X € m,, l'intégrale
sur m s'écrit JM (12U, ¢) ou encore JM (U, ¢) (car t*U et U sont conjugués par un
élément de M,). Par ailleurs, on a le résultat d’homogénéité suivant (cf. le lemme 3

de [11]) M(U, ¢) = |t|3imM_rangM]AA,}I(U, ¢¢). Ainsi, on montre que

JS Y, f) = \t\fu)ﬂ(y)u/z/ fr ((Adx™H)(Y)) wy (£, x) dx.
Zum, (Y)\G,
Finalement, les égalités (3.6) et (3.7) se déduisent respectivement des égalités (3.4) et

(3.5). |

3.5 Développement en germes

Pour L € L(M), notons (N**) un ensemble de représentants des orbites de N; N [,
sous l'action adjointe de L,.

Proposition 3.5  Pour tout L € L(M) et tout U € (NIv), il existe une fonction

Ik (-, U) définie sur My, req de sorte que pour tout L € L(M) et toute fonction f €
C(1,), il existe un voisinage V ¢ de 0 dans m, tel que pour tout X € Vy N Greq

(3.8) WX H= > Y TyEWILWU, .

L'eLt M) ye(NY)

De plus, le germe en 0 de 'k, (-, U) est uniquement déterminé.
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Preuve Préoccupons-nous d’abord de Pexistence de ces fonctions. Pour X € m, N
Oreg> les distributions ]k,}b(X ,-) sont des combinaisons linéaires (a coefficients dans
'anneau des fonctions localement constantes sur m, M@y, ) des distributions J; 1%/11 (X,-)
ou M, € LL(M). ATlaide de la proposition I11.7 de [16], il est clair que ces fonctions
existent. On peut par exemple prendre

(3.9) hX,U) = > r(Xgh(X,U),

L'e LL(M)
ot les gF, (-, U) sont les fonctions que fixe Waldspurger a la fin du paragraphe I111.7
de [16].

Lunicité se démontre par récurrence sur la dimension de L. Lorsque L = M, on
trouve que I'} (-, U) a pour germe en 0 le germe de Shalika associé au groupe M et a
I'élément X. Fixons L € L(M). Choisissons pour U € (NIv) des fonctions f{: telles
que pour V € (NLv)
1siV =U,

0 sinon.

JHV, f5) = {

Lexistence de telles fonctions est bien connue. On en déduit immédiatement que
pour X dans un voisinage de 0 et V € (N)

(310)  TREV) =L - Y Y TR DLW f). g

L'€LL(M).L'#L ye(NL)
Soit L € L(M). Pour tout U € (N¥), on pose
1
dU) = E(dimLU —rang L).

On choisit également des fonctions 'k, (-, U) qui vérifient (3.9). On définit une no-
tion d’induite a G de la L,-orbite de U de la fagon suivante : 'induite notée UC est
la réunion des classes de G,-conjugaison nilpotentes de g, qui, pour tout P € P(L),
coupent U @ 1p, selon un ouvert dense. Notons que U est une réunion finie de
classes de G,-conjugaison toutes contenues dans la méme orbite géométrique. Pour

V € (N%), on pose
1siV e US,
[UC:v] = { "
0 sinon.

Dans [6] Section 10, Arthur a introduit, pour tout élément unipotent u de M,, une

(G, M)-famille notée (CP()\7 u, t)) PEPUM) ou\ €iajjett €F,.

Proposition 3.6~ Soit U € (N). Pour toutt € F, non nul, il existe un voisinage V
de 0 dans m, N @req tel que pour tout X € 'V

I$*X,U)

= |t °W 3 ol (1) Y Th V) expV, ) [VE UL
M'el(M),LeL (M) Ve(NLy)
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Preuve Fixonst € F, non nul. A l'aide de la proposition 10.2 de [6], on voit qu’il
existe un voisinage V de 0 dans m, N g, tel que pour tout L’ € L(M) et tout X € V

G
gLG,(tZX, U) = |t|§d ) Z Z gﬁ,(X,V)cLG(exp vV, )V U]
LeL(L') VE(NLv)

On a utilisé le fait que t*U et U sont dans la méme classe de G,-conjugaison. Par
ailleurs, la formule (3.9) s’écrit ici

IGEX,U) = > (£ X)gh (£X, U).
L'el(M)

Le facteur r]Lw/ (+2X) se développe a I'aide de I’égalité (3.3). On en déduit facilement le
résultat. ]

4 Le résultat principal

Cette partie a pour but de démontrer le théoréme suivant :
Théoreme 4.1  Pour tout sous-groupe de Lévi M de G et toute f € C2°(g,),

b
sup UAG,I X, )| < oo.
XEM,MNGreg

Remarques Comme fonction de X, ]A(fl’b(X, f) est invariante par Paction de M,
Comme il n’y a, a conjugaison par M, prés, quun nombre fini de sous-tores maxi-
maux de M, il suffit de prouver le méme résultat en prenant le supremum sur les
X €1, N greg ol T est un sous-tore maximal de M.

Pour M = G, on retrouve les intégrales orbitales ordinaires et le théoreme est alors
un résultat de Harish-Chandra : c’est le théoréme 13 p. 64 de [10].

Pour démontrer le théoréme 4.1, nous allons raisonner par récurrence sur la di-
mension de G. Si celle-ci vaut 1 ou 2, le groupe G est commutatif et nos intégrales or-
bitales sont les intégrales orbitales ordinaires. Le théoreme est vrai d’apres le résultat
déja cité de Harish-Chandra. Soit un entier ny > 3. Nous supposerons par hypothese
de récurrence que le théoréme 4.1 est vrai pour tout groupe réductif de dimension
strictement inférieure a 11 ; nous noterons (HR),, cette hypothese. Fixons un groupe
réductif G de dimension n.

Dans la partie 4.1, nous montrerons sous notre hypothése de récurrence que le
théoréme 4.1 est vrai pour G si G n’est pas semi-simple. On supposera donc dans les
parties suivantes que G est semi-simple. Soit T un sous-tore maximal de M. Comme
Iapplication

Xet,nN Oreg j\G/fb(Xa f)

est a support relativement compact, il suffit de prouver le résultat suivant : pour tout
Y € t,, il existe un voisinage V de Y dans t, tel que

sup |]]\G,I’b(X, | < .
XEVNGreg
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Dans la partie 4.2, on montre que de tels voisinages existent pour Y # 0 a l'aide
d’une formule de descente qui relie les intégrales orbitales de G a celles de Gy ; on
rappelle que Gy désigne la composante neutre du centralisateur de Y dans G. Comme
dim Gy < dim G, le théoréme 4.1 s’applique au groupe réductif Gy. Les autres parties
sont consacrées au cas Y = 0.

4.1 Ou l'on montre que I’'on peut supposer G semi-simple

Proposition 4.2 Soit G un groupe réductif de dimension ny. Si G west pas semi-
simple, alors le théoreme 4.1 est vrai pour le groupe G.

On note G’, resp. Z, le groupe dérivé de G, resp. le centre connexe, dont ’algebre
de Lie est notée g', resp. 3. On saitbien que G=Z-G', ZN G’ estfinietg =3® g'.

Posons G; = G} et g1 = g,. Le groupe Gy = Z, - G est un sous-groupe ouvert de
G, d’indice fini. Pour tout tore maximal T de G défini sur F,, on note Ty = T, N Gy
et Ty = T, N Gy. Notons que T; est le groupe des F,-points du sous-tore maximal
T N G’ de G'. On munit les groupes Gy, Gy, Ty et T; de mesures de Haar. On définit
pour un sous-groupe de Lévi M de G qui contient T, y € G,, X € t, N grg une

distribution fGMy(X, -) sur C2°(g,) par

I (X, f) = (DGO / f((Ad="HX)) wir (X, x) d.

Ti\Gi

Notons Y un ensemble (fini) de représentants de I’ensemble des doubles classes T, \
G,/Gp. Le lemme suivant se démontre facilement a I'aide d’'un changement de va-
riable.

Lemme 4.3  Pour tout sous-tore T maximal de M et tout X € 1, N Greq

WX, ) =" Iy (X, (ad y)f).

y€Y

Pour tout sous-groupe H de G, on note H' le sous-groupe H N G’ de G’. Notons
que si M est un sous-groupe de Lévi de G, M’ est un sous-groupe de Lévi de G’.
On obtient ainsi des bijections naturelles de £L(M), resp. P(M), resp. F(M), sur
LE (M), resp. PC (M), resp. FC' (M").

Lespace a};, s'identifie naturellement et isométriquement au sous-espace (a$;)*
de a};. Pour tout P € P(M), ensemble des racines simples Ap: de Z(P’, Apr)
s’envoie sur Ap. On en déduit des identifications semblables pour les espaces duaux
et les ensembles de coracines. De plus, ces identifications préservent les distances
euclidiennes. Ainsi pour tout A € iaj,, 0p/(A) = 0p(N).

Fixons un sous-groupe compact K’ de G; en bonne position par rapport a M
(¢f. 1.1.2). Ce choix effectué, nous pouvons introduire, pour X; € g; etx; € Gy, la
(G', M")-famille suivante

(w)pr(\, X1, 1) = rpr(X, Xy )e M (1)
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ou P’ € P(M') et X € ia};,. Nous pouvons également introduire la (G, M)-famille
W définie par
Wep(A, X1, x1) = (wi)pr (A, X3, x1)

pour A € iay, et P € P(M). Remarquons que le membre de gauche de I’égalité
ci-dessus ne dépend que de la projection de A sur i(a$))* ce qui est cohérent avec la
définition précédente.

Lintérét d’introduire les (G’, M)-familles w; est évident : les intégrales orbitales
pondérées du groupe G’ s’écrivent pour X € t; N gr’eg et f € C(q;)

JSNX, ) = DY ()2 / F((Adx™ (X)) (wi)wre (X, x) dx.

TI\G,

Lintérét d’introduire les (G, M)-familles # apparaitra au cours de la démonstration
du lemme 4.5. Le lemme suivant, de preuve évidente, relie les familles w et w;.

Lemme 4.4  Pour tout Q € F(M),
W;?/;(thﬁ = (Wl)z(\g/p(X17xl)~

Tout X € t, s’écrit Xz + X; avec Xz € 3, et X; € g;. Comme C>(g,) = C>*(3,) ®
C2°(a1), il suffit de considérer des fonctions de la forme f = fz® fi avec fz € C°(3,)
et fi € C(a1).

Lemme 4.5  Pour de telles fonctions f

WX H=HX) Y I (X1, fiay),

QeTF (M)

oit fiqy € CX(myg,) est définie par
fray(Y) = / AT + V)v(ky) dikdV.
K’ Xngr
Preuve Tout d’abord, |D3(X)|, = |D% (X;)|,. On remarque également que pour
P e PM) et €iay, rp(A,X) = rp(\, X1), si bien que

/ F((Adx)0) war (X, 217) dy
Ti\G,

— £(X) / (AT 00) ) ds
T\G;

Etudions pour P € P(M) et A € iay;,, wp(\,X;1,x1y). Notons tout de suite que
rp(\, X1) = rpr(\, X)) : cela vient du fait que £74(P, Ayy) s'identifie a 2" (P/, Ay).
Soit Q € F(M). Notons k(,(x;) un élément de K” tel que x; k’Q(xl)_1 € Q). Alors

wp(\, X1, x1y) = wp(\, X1, x1) - e MHplkp(1)y))
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Lexpression d’un produit de (G, M)-familles permet d’écrire que

w (X, xy) = Y WXy, x v (ko(x)y) .
QEF(M)

En utilisant le lemme 4.4 et la décomposition
T1 \G1 = T1 \MQQV X NQ/,V X K’
on obtient sans difficulté le résultat voulu. [ |

La preuve de la proposition 4.2 est maintenant claire. Les lemmes 4.3 et 4.5
montrent qu’il suffit de savoir borner les intégrales orbitales pondérées associées a
des groupes de dimension inférieure a dim G’(< dim G = ny) ; par conséquent on
peut leur appliquer ’hypotheése de récurrence.

4.2 Descente au centralisateur d’'un élément semi-simple non nul

On fixe dans cette partie un groupe semi-simple G, un sous-groupe de Lévi M de G
et un sous-tore maximal 7' de M. On veut prouver la proposition suivante.

Proposition 4.6 Sous 'hypotheése (HR),,, pour tout Y € t, non nul et toute fonction
f € C=(g,), il existe un voisinage V de Y dans t, tel que

sup |]1\(/;[’b(X7 )] < oc.
XEVNGreg

Remarquons tout de suite que cette proposition est une conséquence immédiate
de I’hypothese de récurrence si T n’est pas un tore M-elliptique. En effet, dans ce cas,
on peut trouver un sous-groupe de Lévi M strictement inclus dans M qui contient
T. La proposition 3.2 permet d’écrire

(4.1) M& = > di M LK, fo)

1
LeL (M)

ou Q = s(M, L). Le coefficient d§; (M, L) est nul sauf si a}f @& a}; = af . En par-
ticulier, df,ll (M, G) = 0. Dans I'expression (4.1), on peut donc restreindre la somme
aux sous-groupes L strictement inclus dans G. Pour de tels groupes, ’hypothese de
récurrence s’applique et on obtient la proposition 4.6 pour un tore non M-elliptique.

Il nous reste a prouver la proposition 4.6 dans le cas d’un tore M-elliptique. Fixons
donc un tel tore T. Remarquons que pour Y € t,, Ay, = Ap. Dans la suite, on fixe
un élément Y € t qu'on suppose non nul. On note H le groupe réductif connexe
Gy. On remarque que My est une composante de Lévi d’'un sous-groupe parabo-
lique de H. Fixons une composante de Lévi d’un sous-groupe parabolique minimal
de H, qu'on suppose incluse dans My, et un sous-groupe compact maximal Ky en
bonne position par rapport a celle-ci. Dans la suite, on aimerait exprimer I'intégrale
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orbitale ]f}'b(X, f), ot X appartient a un voisinage de Y dans t,, a 'aide d’intégrales
]Iffy’b(X , @), associées a un sous-groupe de Lévi Ly de H et a une fonction ¢ lisse a
support compact sur ly ,, auxquelles on pourra appliquer I'’hypothese de récurrence.

Rappelons que les intégrales orbitales pondérées associées au groupe H dépendent
du choix du sous-groupe compact maximal Ky de H : en effet, pour tout P €
FH(My), nous déduisons de ce choix une application Hp de H, dans ay, et une
(H, My )-famille définie par

(4.2) (vo)p(\, h) = e AHr(H)

ouP e PH(My), )\ € iay,, h € H,. D’autre part, pour X € t, N greg, NOUS pouvons
définir la (H, My )-famille suivante

(43 X = I n(3.%).

aeX(PAyy, )

ouP e PH(My), \ € iay, . Notons wy la (H, My )-famille produit des familles (4.2)
et (4.3). Les intégrales orbitales pondérées de H s’expriment alors a 'aide de wy. Par
exemple, pour toute fonction f € C2°(D,) et tout X € t, N Greg,

(4.4) gl (X) = [DV(X)['2 / F((AdB™)X) (wo)a (X, ) dh.

T,\H,

Nous allons introduire de nouvelles distributions sur C°(b,) sur le modele de I'ex-
pression intégrale (4.4). Elles serviront d’intermédiaires de calcul. Au lieu d’utiliser
un poids issu de la (H, My )-famille wy, on considere les poids provenant dela (G, M)-
famille suivante

(Wwo)p(A, X, h) = rp(A, X).(vo)p, (A, h),

ou P € P(M), A € iay, = iay, h € Hy, X € t, N Geg et Py est la composante
neutre du centralisateur de Y dans P conformément aux notations du paragraphe
1.1.7. Pour un tel X, on considere les distributions définies pour toute fonction f €
C(Dy) par

KS(X, f) = (DY) /T S G )
v \H,

Pour un sous-groupe de Lévi L € L£(M), on a des distributions analogues K%, (X, -)
sur C¥(ly,) obtenues en remplagant H par Ly et le poids (wo)m(X,h) par
(o)X, h).

Lemme 4.7 1l existe un voisinage V de Y dans 1, tel que pour toute fonction f €
C>(ay), il existe une famille (¢1)Le vy de fonctions dans C°(Y,) qui vérifie : pour
tout X € VN Greg

MG =Y KX, éy).

LEL(M)
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Preuve D’apreésle lemme 1.1, il existe un voisinage V de Y dans t, tel qu’il existe une

partie compacte C incluse dans H, \ G, qui vérifie la propriété suivante : pour tout

g € G, tel que la projection ¢ de g sur le quotient H, \ G, n’appartienne pas a C
(Adg)VNsupp f = 2.

Fixons, ce qui est loisible, une fonction x € C°(G,) qui vérifie

lsio
| thgran = { 18 e
H, 0 sinon.

Par ailleurs, si 'on pose ¢* = (adY)g,onag = h @ g¥ et [h,a"] C g'. Comme
t C b, onapourtout X € t M Greg

D%(X) = D"(X) - det(ad X|g")
Quitte a restreindre V, on peut supposer que pour tout X € V N gy,
| det(ad X|g")|, = | det(ad Y|g")|,.

Dong, sur V, les coefficients | D(X)|'/? et |D?(X)|"/? sont égaux a une constante mul-
tiplicative pres. On a pour tout X € V N Qg
(4.5)

DY) "2 X f) = / / f(Adg " (Ad ™' X)) w (X, hg) dh dg.
HA\G, J T,\H,

Vue comme fonction de g, 'intégrande est nulle pour ¢ ¢ C. Ainsi expression (4.5)
est égale a

/ / k(h'g) f(Adg " (Adh'X)) wu(X, hg) dhdh’ dg
HN\G, JH, T,\H,

(4.6) = / K(g) F(Ad g™ (Ad ™' X)) wa(X, hg) dh dg.
" T,\H,

Pour tout h € H, ettout Q € FH(My), soit ko(h) € Ky tel que hkg(h)~! € Q,. Pour
PePM)et€iaj,ona

wp(A, X, hg) = (Wo)p(A, X, h).vp(A, kp, (h)g)).

Ainsi 'expression (4.6) est la somme sur Q € F(M) de

(4.7) /m(g) f(Adg " (Adh™'X)) (W) (X, hyvy (ko ()g) dhdg.

v TV\HV
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A Taide d’'un changement de variables, nous obtenons

(4.8) / K(g) F(Adg™" Ad(mnk) ™ (X))

G, T,\Mqy +XNgy »xKu

- (W) (X, m)vly(kg) dm dn dk dg.

Notons que nous avons utilisé le fait que (WO)SI(X ,mnk) = (Wo)%‘3 (X, m). Effectuons
un dernier changement de variable : on définit une bijection de ng, , sur Ng, , en
associanta U € ng, ,, 'unique n € Ny, , qui vérifie

Adn Y Adm HX = (Adm HX + U.

Ce changement de variable a pour Jacobien |D™er (X)|'/2|DV(X)|~'/2. Par con-
séquent, pour tout X € V M Greg, ]]\G,I’b(X7 f) est égal a | det(ad Y|gY)|‘1,/2 multiplié
par la somme sur Q € F(M) de

D" ()12 / L dand =) ()2 X, m) dm,
T, \Mqy »

ol pg € C°(Myg, ) est définie pour tout Z € mg, , par
po(Z) :/ k(@ f(Adg ' Adk™ N (Z + V) v (kg) dg dkdV.
GVXKHXﬂQy_V

On obtient alors le lemme en prenant ¢, = | det(ad Y|gy)|y2 ZQET(L) bq- [ |

Le lemme suivant relie les distributions K (X, -) aux intégrales orbitales pon-
dérées sur le groupe H.

Lemme 4.8  Pour tout L € LH(My), il existe des fonctions by définies sur t, N Oreg
bornées au voisinage de Y qui vérifient Uassertion suivante.

Pour toute f € C>(D,) et tout L € LY (My), il existe des fonctions f; € C>(L,)
telles que

VX EtNaeg KGX. )= > b (X, fi)
LeLH(My)

Preuve Introduisons deux nouvelles (G, M)-familles. Soit X € t, N gyeg. La premicre
notée sp(A, Y, X) est définie par

A
Sp()\,Y,X) = H ra(EvX)7
a€¥ (PAy)—X" (Py,Ay)

ouP € P(M) et A € ia};. Soit h € H,. La seconde, notée wp(\, Y, X, h), est donnée
par

wL Y Xm =[] ra(é,X)}.(vo)pY(/\,h),

2
aexnd (Py Ay)
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ou P € P(M), X € iaj;. La (G,M)-famille (#)p(A, X, h) est le produit des deux
(G, M)-familles précédentes. Ainsi

(X, h) = Y sy (Y, X).wi (Y, X, h).
LEL(M)

Comme X € t, C m,, on a la formule de descente

(4.9) wi(Y, X, h) = > d5(LL)wg (Y, X, h),
L'eL(M)

ou Q' =s(L,L).
Lemme 4.9 Pour Q € F(M),

(Wo)% (X, h) siam, = amg, 5

0 sinon.

wl (Y, X, h) = {

Remarquons que pour P € P(M) et A € iay = iay,, wp(\,Y,X,h) =
(wo)p, (A, X, h). On en déduit facilement que pour P € PMe(M), wg()\, Y, X, h) =
(WO)}?YY (A, X, h). Le lemme 4.9 se démontre alors exactement comme les lemmes 8.2
et 8.3 de l'article [6] d’Arthur.

Par conséquent, dans I’égalité (4.9), on peut restreindre la somme aux sous-
groupes de Lévi L € L(M) qui vérifient a; = ag,. Or lapplication qui a de tels
sous-groupes de Lévi L associe Ly est une bijection de £L(M) sur LH(My). Légalité
(4.9) devient

(4.10) wi¥, X, = > dGL L) (wo)F (X, ),
Ly € LH(My)

ou Q' = s(L,L"). Ainsi,

K, = > | 3 @ik 0] 0 .

LjeLH(My) LeL(M)

Par ailleurs, avec les notations de la proposition 3.1 (d),

O, f) = T (X, fop)-

Pour prouver le lemme 4.8, il nous suffit de voir que les fonctions sk, (Y, X) sont
bornées pour X dans un voisinage de Y. La fonction s}, (Y, X) provient d'une (L, M)-
famille : C’est la valeur en 0 d’une certaine fonction C*°. Le développement de Taylor
en 0 de cette fonction montre que s, (Y, X) est un polyndme en

log(|25(X)@25(X)],)

ot1 3 appartient a £ (L, Ay,) — X" (Ly, Ap). Pour de tels 3, D3(Y)P,5(Y) # 0. Les
fonctions sk, (Y, X) sont donc localement constantes au voisinage de Y. ]

https://doi.org/10.4153/CJM-2002-009-6 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-2002-009-6

Intégrales orbitales pondérées 293

Fin de la preuve de la proposition 4.6 Soit f € C>(g,). Rappelons que 'on
veut prouver qu'il existe un voisinage V de Y dans t, de sorte que Ji(X, f) soit
bornée pour X € V N grg. Le lemme 4.7 montre qu’il suffit de résoudre le méme
probléme pour KX/ (X, ¢) ou L € L(M) et ¢ € C(D,). Or ce dernier se rameéne,
si 'on applique le lemme 4.8 au groupe réductif G = L, a borner au voisinage de
Y les intégrales orbitales pondérées associées au groupe H et a ses sous-groupes de
Lévi (qui contiennent My ). Pour cela, il suffit d’appliquer 'hypothese de récurrence
(HR),, a ces groupes.

4.3 Résultats sur les germes

Dans cette partie, on fixe un sous-tore 7' maximal de M.

Remarque préliminaire On rappelle quon se place sous Uhypothese (HR),,. Re-
marquons que cette hypothése implique en particulier que les germes 'k, (-, U) pour
L € LM),L # G,etU € N sont des germes de fonctions bornées au voisi-
nage de 0. Clest également vrai si 'on remplace M par un autre sous-groupe de
Lévi inclus dans L. 1l suffit pour cela de se rappeler que les germes peuvent étre
définis par récurrence a 'aide d’intégrales orbitales pondérées auxquelles 'hypothese
de récurrence s’applique (c¢f. la relation de récurrence (3.10) dans la preuve de la
proposition 3.5).

De fagon un peu plus subtile, sous la méme hypothése, les germes I'Y(-, U) pour
L € L(M), L # M, sont des germes de fonctions bornées sur t, N grey. A I'aide de
la relation (3.10), on voit que cette affirmation est vraie si I'on sait borner I'intégrale
orbitale

(4.11) JPhX, f),

ou f € CX(ga,) est fixée et X € t, N grey. Or pour de tels X, cette intégrale s’exprime
(¢f. la formule de descente de la proposition 3.2) a I'aide d’intégrales orbitales as-
sociées aux sous-groupes de Lévi stricts de G. Lhypothese (HR),, s’applique alors
pour ces intégrales qui sont donc bornées. Par conséquent, I'intégrale (4.11) est aussi
bornée, ce que 'on voulait.

Notons X(t,) I'ensemble des fonctions ¢: t, N g, — € pour lesquelles il existe
d € 7,N € Netpourtouti € {1,...,N} une fonction ¢;: t, N greg — € qui est
bornée au voisinage de 0 telle que pour tous X € t, N g et tout t € F

N
(4.12) o(2X) = |t (600 + > 6:(X)(log el,)')

i=1

Lentier d est unique : on appelle Pexposant de ¢.

Lemme 4.10  Pour tout U € (N°), il existe un unique élément de X(t,) qui a méme
germe en 0 que I'$;(-, U). Son exposant est d°(U) = %(dim Gy — rang G).
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Preuve Fixons U € (N%). Ce lemme est 'analogue du lemme I11.9 de [16]. La
proposition 3.6 affirme que pour tout t € F), il existe un voisinage V; de 0 inclus
dans t, N gy tel que pour tout X € 'V,

I'$ (12X, U)

G ’
= [¢24°©) > af () ) Thu (X, V)ef(expV, ) [VE : UJ.
M'eL(M),LeL (M) Ve(NL)

Le coefficient cf\\}/ (t%), resp. ¢ (exp V, %), est un polyndome en log |t|,, qui est nul en
t = lsaufsi M = M’, resp. L = G. Pour les couples (M', L) # (M, G), la fonction
I‘ILW est bornée au voisinage de 0. Ainsi, il existe un entier N et pour tout entier i
compris entre 1 et n des fonctions 1);: g » — € bornées au voisinage de 0 de sorte
que pour tout t € F)*, il existe un voisinage V; de 0 inclus dans t, N g tel que pour
tout X € V,

N
(413)  THEXU) = O (TG U) + 3 (X loglel,)')

i=1

Soit w une uniformisante de F,. Il existe un entier k, tel que pour tout k > ko, tout
X € V et tout entier n compris entre 0 et N + 1
(4.14)

N
P& PX, U) = |20 (DX, 0) + Y (@ X) (- log |,)1)
i=1
On en déduit donc que pour tout k > kg et tout n compris entre 1 et N + 1 que

(4.15)

N
‘wnﬁd(v(U) (FE,I(WZI(X, U) + Z 1/)i(w2kX)(n . IOg |w|v)z)

i=1

N .
= ") (Fﬁ(wz"‘“)x, U)+ Y (@ VX)((n— 1) - log|l,) )

i=1

Dégalité (4.15) peut se voir comme une égalité entre polynomes de degré N en
N+1 points distincts. Par conséquent, cette égalité est vraie pour tout #n. On en déduit
que Pégalité (4.14) est vraie pour tout k > k et pour tout n. Posons V = w0V _. 1l
existe alors, pour tout X € V, un polynéme Px de degré N tel que

e Vu€F, |u|, = limplique P,x = Px pour tout X € V;
o VneN,VX € V, LS (w*X,U) = |w| ©rpy(n).

Définissons alors des fonctions ¢; sur t, N gy, de la fagon suivante:siX € V — w*V

etk € 7, ¢i(w?X) est égale a ||k multiplié par le coefficient de (nlog(|w|,)) :
dans le polynéme Px(n+k). Il est facile de voir que les fonctions ¢ = ¢y et ¢; vérifient
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Iégalité (4.12) pour tout ¢ non nul et tout X € t, N Grg. De Iégalité (4.14) qui est
vraie pour tous les entiers n et k et tout X € V, on en déduit que

N
Px(n+k) = \w\ﬁd"<U)k(rf4(w2kx, U)+ 3 (@™ X)(n - log |w|v)i) :
i=1

On voit alors que les fonctions ¢; et ¢; coincident sur V de méme que les fonctions
¢ et T (-, U). En particulier, pour 1 < i < n, les fonctions ¢; sont bornées sur V et
¢ € X(t,) ce qui termine la démonstration. [ |

Corollaire 4.11  Pour tout sous-groupe de Lévi L € LO(M) et tout U € (N*) régulier,
il existe un voisinage V de 0 dans t, N @req tel que pour tout X € Vet toutt € F),
], < 1,

(4.16) Iy (X, U) = TL(X,U).

Preuve D’aprés le lemme précédent, il existe des fonctions ¢;: t, N greg — C, un
voisinage V de 0 dans t, N gy, tel que pour tout X € Vettoutt € FY, [t|, < 1,

N
(4.17) T(£X,U) = TH(X,U) = > ¢:i(X)(log [¢],)".

i=1

Mais d’apres la remarque préliminaire, le membre de gauche de I'égalité (4.17) est
borné pour tout ¢ tel que |¢|, < 1. On en déduit immédiatement que le membre de
droite de (4.17) est nul. [ |

Corollaire 4.12  Pour tout sous-groupe de Lévi L € L(M) et tout U € (N¥) non
régulier, il existe un voisinage V de 0 dans t, N Greq, une constante C > 0 telle que pour
tout X € Vettoute, 0 <e <1,

T4 (X, U)] < C-||x|b~.

Preuve Traitons le cas L = G, les autres cas sont un peu plus simples. Posons d =
d®(U). Notons que d > 1. D’apres le lemme précédent, il existe un entier N et un
voisinage V de 0 dans t, M gyeq, tel que pour tout t € FX, |t], < 1

N
(4.18) PEeX,U) = i (TG0 U) + D 61X loglel,)')

i=1

ot les fonctions ¢; sont bornées sur V. La fonction I'{;(-, U) est bornée sur V — t*V
C’est une conséquence de la proposition 4.6. Fixons un instant t. Posons

N
R(X) = ¢;(X)(log|t],)"

i=1
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On montre par récurrence que pour tout # € Net tout X € V — 2V
n . .
L5 (E"X,U) = [(MTH(X,U) + > [eREX).
j=1
On en déduit facilement que

sup [T$(X,U)| < sup  |TS(X,U)| + (1 — |2~  sup |R(X)| < oo.
Xev Xev—2v Xev

Ainsi la fonction T'{;(-, U) est bornée sur V. Fixons C; un majorant commun aux
fonctions ¢; et a la fonction T'{;(-, U). On déduit alors de Iégalité (4.18) que pour
XeVet|t, <1

N
P EX,U)] < Cr- o2 (D Hoglel, )
i=0
Il est alors clair qu'on peut trouver des constantes C et €, qui vérifient les conditions
de I'énoncé et telles que pour X € Vet |t|, < 1
ITHEX,U)| < C- [,

Soit & une uniformisante. Si X € V, il existe un unique entier n tel que w=2"X € V—
w?*V ; il existe alors une constante C, (indépendante de X) tel que ||, < Co||X]|,-
Ainsi

T (X, U)| = [T (= (@ X),U) | <C- @, <C-(Cl X)) m

4.4 Fin de la démonstration

Dans cette partie, on fixe t € F)* tel que |t|, < 1 et une fonction f € C>(g,).

Lemme 4.13 1l existe un voisinage V de 0 dans t, N @req et une constante C > 0 tels
que pour toute, 0 < € < 1, et tout X € V

N EX, ) = I (X, Nl < C- X

Preuve Soit X € t, N greg. On pose d = dim G — rang G. On utilise tout d’abord
I’égalité (3.7) de la proposition 3.4 ce qui donne

MEX =1l D o)X, fo).

QeF (M)

https://doi.org/10.4153/CJM-2002-009-6 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-2002-009-6

Intégrales orbitales pondérées 297

Posons pour tout Q € FO(M), fQ = |t|4(f;2)q. On obtient alors

419) J5" X, )= X ) = Pt =+ Y )X, £,

QEF(M)

Il nous faut estimer le membre de gauche de cette égalité pour des éléments X dans un
voisinage de 0. Lidée est de considérer le développement en germes du membre de
droite. Celui-ci se présente sous la forme d’une somme, indexée par les sous-groupes
de LéviL € L(M) et par les classes de conjugaisons nilpotentes U € (N*+), de germes

(X, U)

multipliés par

(4.20) WU e = )+ D o)W, 9.
QeF(L)

1l convient de distinguer parmi les classes de conjugaison nilpotentes de (N*) celles
associées aux éléments nilpotents non réguliers. Dans ce cas, les germes correspon-
dants vérifient la majoration cherchée : C’est le corollaire 4.12. Considérons ensuite
les classes de (N%+) associées a des éléments nilpotents réguliers. S’il n’y en a pas, la
discussion se termine. S’il existe un élément U nilpotent régulier de [,, le coefficient
du germe T'§,(X, U) dans le développement considéré est égal a expression (4.20).
Ce coefficient est relié par la proposition 3.3 a la limite, quand A € ar r¢ , tend vers
0, de

(4.21) AUt — i+ Y A+ U, 9.
QeIFO(L)

D’apres les relations d’homogénéité (proposition 3.4), Cest aussi la limite de
J(FA+U), f) = A+ UL ).
En remarquant que
A+ U), f) = JPPA+ U, f),

on conclut que la limite considérée est nulle. Ce résultat est vrai pour tout L € L(M)
et dong, par la proposition 3.3, I'expression (4.20) est également nulle. La différence
]A(,;I‘b(th ) — ]chl’b(X , ) est ainsi une combinaison linéaire de germes associés a des
éléments non réguliers qui vérifient tous la majoration cherchée, d’oti le résultat. W

Proposition 4.14  Soit 'V le voisinage du lemme précédent qu’on suppose borné. On a

sup |]AG4"I’(X, )] < oco.
Xev
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Preuve En appliquant le lemme précédenta X, ..., "~ VX, on voit quil existe C >
Oet0 < e < 1telsquepourtousn € N*etX € V

n—1
i @K, ) = i X HL< € el I
k=0

Posons C; = C - Y py [t079 supy oy | X]|'~¢ < co. Remarquons que I'adhérence
de V — 2V est un compact qui ne contient pas 0. La proposition 4.6 implique que
Cy = supyey_py | i (X, )] < 0. Soit Y € V. Alors, il existe n € Net X € V—12V
tels que Y = ¢"X. Ainsi

YN = X, ] < Cr+ X I < G+ Co u

5 Lien avec les intégrales orbitales pondérées globales
5.1 Intégrales orbitales pondérées archimédiennes

Dans ce paragraphe, le corps F, est R ou C. Par ailleurs, nous reprenons les définitions
des parties 1 a 3. On considére G un groupe connexe réductif défini sur F,. On fixe un
facteur de Lévi M, d’un sous-groupe parabolique minimal de G et un sous-groupe
compact maximal K, en bonne position par rapport a M (ici il faut comprendre que
les algebres de Lie de Ay, et de K, sont orthogonales pour la forme de Killing). Soit
M € L(Mp) et X € m, N grg. Notons T le centralisateur de X dans G et f une
fonction dans la classe de Schwartz 8(g,). On dispose alors de I'intégrale orbitale
pondérée

) = 1D0OR [ f((ad ) w2 s
T,\G,

le poids wys (X, x) est défini comme dans la partie 3. Le seul but de ce paragraphe est
de montrer que I'intégrale ci-dessus converge absolument. Justifions-le rapidement.
Soit N le radical unipotent d’un élément de P(M). En utilisant la décomposition
G, = M,N,K, et un changement de variables, on est ramené a prouver la convergence
absolue de

/// f((Adk*l)((Adm*I)X+U))WM(X,n)dmdUdk,
K, Jn, JT,\M,

ou n € N, est donné par ’équation
(Adn~")(Adm )X = (Adm™ )X +U.

Fixons une hauteur ||-|| sur G, (cf. [7], Section 4) telle que pour toutx € G,, ||x|| > 1.
D’apres [16], preuve du lemme II1.5, il existe une constante ¢; et un entier g de sorte
que pour tout x € G, et tout L € L(M)

lvr(x)] < 1 (1 +log||x]])?.
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Le lemme 2.1 nous affirme que I'élément n € N, est une fraction rationnelle de
numérateur, un polyndme en (Ad m~')X et U, et de dénominateur une puissance
de det(ad(Ad m~HX |n) = det(ad X|1n). On en déduit facilement qu’il existe une
constante ¢, (qui dépend de X) telle que pour tous m et U

1+log|n|| < e(1+ [[(Adm™ X)) (1 +[|U[]);

on note encore || - || une norme sur g,. En utilisant ces majorations et 'expression
d’un produit de (G, M)-famille, on trouve une constante c; telle que pour tous # et
U

lwar(X, m)| < & (1+ [[(Ad m=HX|)) (1 + U1

On conclut aisément en se rappelant que pour tout entier r assez grand (cf. le théo-
reme 1.3.9 de [14])

/ (14 [(AdmH)X]) ™ dm < oc.
TV\MV

5.2 Décomposition locale des intégrales orbitales pondérées globales

Dans cette partie, on fixe un corps de nombres F. Les groupes considérés dans la
suite sont, sauf indication contraire, supposés définis sur F. Les notations utilisées
sans plus de précision sont celles de la partie 1 mais relativement au corps F. On
fixe un ensemble fini de places S qui contient 'ensemble V., de toutes les places
archimédiennes. Si v est une place de F, on note F, le complété de F a cette place. On
définit Ag = Hve sFyet AS le produit restreint des F, sur les places v hors de S. On
posera A% = AV, anneau des adéles de F est noté A.

Soit G un groupe réductif connexe. On fixe une composante de Lévi My d’un sous-
groupe parabolique minimal de G. On note § ( g(A\)) la classe de Schwartz de g(A)
i.e. I'espace engendré par les fonctions foo ® f*° ol foo = @),y fi» chaque f, €
S ( g(FV)) pour v € Vo, et f est la fonction caractéristique d’'un compact ouvert de
a(A>). Soit f € 8(a(A)), M € L(Mp) et X € m(F) N Greg. Le centralisateur de X
dans G est un sous-tore maximal de M noté T. A la fin de I’article [8], on s’intéresse
a 'intégrale orbitale pondérée

(5.1) / f((Ad x_l)X) v (x) dx;
T(A\G(A)

le poids vy(x) est défini a Paide de la (G, M)-famille vp(x) = e A& P ¢ P(M),
A € iaf;. On a noté Hp l'application usuelle de G(A) dans ays. Elle dépend du choix
d’un sous-groupe compact maximal K = [] K, de G(A). On impose, pour toute
place v, que le sous-groupe K, de G(F,) soit en bonne position par rapport a un
sous-groupe de Lévi contenu dans M, défini sur F, et minimal.

On suppose que f = fs @ f° ou fs = @,cq fi» chaque f, € S(a(F,)), resp.
C> (g(FV)) ,pour v € Vo, resp. v € S—V, et f5 estla fonction caractéristique d’'un
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compact ouvert va T, de g(A%). Le but de cette partie est d’obtenir un développe-
ment de 'intégrale ci-dessus a aide des intégrales orbitales pondérées de f,, v € S,
que nous avons définies dans la partie 3.

Fixons une base B de ays formé de poids extrémaux de représentations de G de
dimension finie, F-rationnelles et absolument irréductibles. Pour tout sous-groupe
de Borel B contenant T, on note (B, T) les racines de T dans B et pour tout w € B,
on définit un élément ¥, (X) appartenant a la cloture algébrique de F par

U, (X) = [ ).
a€X(B,T)

C’est méme un élément de F : cela vient du fait que w est un poids F-rationnel.
Quitte a élargir S et a le rendre dépendant de X, on peut supposer les faits suivants
pour toutv ¢ S:

(1) DX, =13

(2) Pour tous w € B et tout sous-groupe de Borel contenant T, |Ug,(X)|, = 1;
(3) Vke K, (Adk D)X €1,;

(4) Vx, € G(F,), (Ad(x,)"1)X € 1, implique x, € T(F,)K,.

Les trois premieres conditions sont claires. La derniere est une conséquence d’un
résultat de compacité qui peut s’énoncer ainsi : 'ensemble des éléments x € T(A) \
G(A) tels que (Ad x~!)X appartienne & un compact donné de g(A) est inclus dans un
compact. Il se démontre a l'aide de la théorie de la réduction (¢f. la démonstration
d’un lemme analogue, le lemme 6.1 de [4]).

Dans ce cas, avec des choix judicieux de mesure, I'intégrale (5.1) s’écrit

(5.2) / fs((Ad x_l)X) vy (x) dx.
T(As)\G(As)

Dans la suite et contrairement a la partie 1, 'indice v ne désigne pas le groupe
des points F,-rationnels. Ainsi, on note M, le groupe M lorsqu’on veut le regarder
comme un groupe défini sur F,. On a alors une inclusion de R-espaces vectoriels
ay C ap, qui peut étre stricte. On va suivre désormais le formalisme d’Arthur (cf.
le paragraphe 9 de [5]). Posons M = HVGSMV et ay = @VGS ap,. Par injection
diagonale, on a linclusion ay; C ap. 1l faut alors voir M comme un sous-groupe
de Lévi de M défini sur As. On note L(M), resp. P(M), I'ensemble des produits
Hves L,, resp. Hves P,, ol L, est un sous-groupe de Lévi défini sur F, contenant M,,
resp. P, est un sous-groupe parabolique défini sur F, et de facteur de Lévi M,

Soit P € P(M). Notons rp, et wp, les coefficients notés rp et wp au paragraphe 3.1:
ils sont définis relativement au corps F, et au sous-groupe K,. Choisissons un sous-
groupe de Borel B contenant T et contenu dans P. On peut alors voir que pour tout
weB

?‘RV(ZW,X) = |\IJB,w(X)|v~

ATaide de la propriété (2) et de la formule du produit, il vient

[[rw.x)=1,

veS
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et le résultat est encore vrai si 'on remplace 2w par A € iaj,.
Notons x, les composantes de x € G(A) et Hp, Papplication usuelle de G(F,) dans
Pespace vectoriel réel ay,. Pour tout A € iaf,,

e AMHp(R) — H er()\7X)e—>\(an(xv)) — H WP,v(/\7X7 x,).
veES veS

Ainsi le poids vp(x) est relié a la (G, M)-famille (Hves wp, v (A, X, xv)) , (A)ves €
iay et Hve s Py € P(M). On obtient alors 'égalité suivante, conséquence du corol-
laire 7.2 de [5],

() =Y dS ((Loves) [ waro (X x0);

veS

la somme est & prendre sur les HVES L, € L(M). Le coefficient df,f( (LV)VES) est un
réel positif, non nul si et seulement si la projection orthogonale

(5.3) @aﬁ/}v — a$

veS

est un isomorphisme (dans (5.3) on a identifié a$; a son plongement diagonal dans
ant). Pour toutv € §, aIL\}V et a$; sont des sous-espaces de ay, : on dispose de la
projection orthogonale p, de ay, sur a$;. Dans le cas ot1 (5.3) est un isomorphisme, le
coefficient d; ( (Ly)ve 5) est défini comme le volume dans a§; du parallélotope formé
par les images par p, de bases orthogonales de aﬁ}v ; moyennant un certain choix, on
peut également définir une application qui, a L,, associe un sous-groupe parabolique
Qp, de G défini sur F, et de facteur de Lévi L,. On en déduit le développement

/T S f((AdxHX) vy(x) dx = > di (Loves) [T 5" (X, (Ao, )

veS

les indices de sommation parcourent le méme ensemble que précédemment. On a
utilisé également le fait que [ [ ¢ [D?(X)|, = 1. Les résultats des parties précédentes
et 'égalité ci-dessus montrent en particulier que I'intégrale (5.1) converge absolu-
ment.

Soit v ¢ S et Qr, un sous-groupe parabolique de G défini sur F, et de facteur de
Lévi L, D M,. Remarquons qua cause des conditions (3) et (4) sur S, l'intégrale
]]\/}V"h(X7 (fv)QLV) est nulle si L, # M, et vaut 1 sinon. On a tacitement choisi des
mesures pour cela mais ces choix sont compatibles avec ceux qui permettent ’écriture
(5.2).

On peut alors remplacer S par 'ensemble V' de toutes les places. Le coefficient
as; ( (LV)VGV) est défini comme précédemment si 'application naturelle

L, G
@ am, = 9m

vev
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est un isomorphisme—dans ce cas, M, = L, en dehors d’un ensemble fini de places—
et est nul sinon. Ainsi pour tous les éléments X de m(F) N Greg,

Adx™! dx =S d (L, L.b : .
/T(A\)\G(A)f(( x71X) vaa(x) dx Z (L ))H]Mv (X, (Ma,)

vev

On somme sur les produits [, L, de sous-groupes de Lévi L, O M,. Lorsque
d$,((L,)) # 0, dans le produit des intégrales locales, presque tous les facteurs valent
1 ; en dehors d’un ensemble fini de places, qui ne dépend que de X, le facteur d’indice
vvaut 0 sauf si M, = L,. La somme et les produits qui interviennent sont donc finis.
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