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Résumé. Soient G =expg un groupe de Lie résoluble exponentiel et H =expl) un sous-
groupe connexe de G. Soient y un caractére unitaire de Het t = Indgx. Soit D.(G/H) 'algebre
des opérateurs différentiels G-invariants sur G/H. Une question posée par Duflo et Corwin-
Greenleaf consiste a voir si la finitude des multiplicités de t est équivalente a la commuta-
tivité de D.(G/H ). Nous répondons positivement a cette question quand H est normal dans
G. Lorsque H n’est pas normal, nous préparons le terrain pour d’espaces homogéenes nilpo-
tents et nous répondons a la question dans différents cas. Nous étudions finalement I’algébre
DG ne G des opérateurs différentiels qui laissent ’espace des vecteurs C* de n invariant
et qui commuttent avec I’action de H sur cet espace.
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1. Introduction

Soit G =expg un groupe de Lie réel, connexe, simplement connexe et résoluble
exponentiel. Soit g I’algebre de Lie de G. Alors I’application exponentielle:

exp:q— G

est un difféomorphisme de g sur G. Soit g* ’espace vectoriel dual de g. G agit sur g*
par la représentation coadjointe. Etant donnés un sous-groupe analytique H = exp [
et un caractére unitaire y sur H, on construit la représentation monomiale (induite)
T= Indgx. Précisons notre fagcon de construire la représentation monomiale.

Soient dg une mesure de Haar a gauche sur G et Ag la fonction module de G de
sorte que l’on a:

/ Flgx™")dg = Ag(x) / Fig)dg (x€G)
G G

https://doi.org/10.1023/B:COMP.0000005080.07125.18 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1023/B:COMP.0000005080.07125.18

30 ALI BAKLOUTI AND HIDENORI FUJIWARA

pour toute fonction F appartenant a ’espace K(G) des fonctions continues sur G a
support compact. Il est bien connu que:

Ag(x) = |detAdx|™'  (x € G).
On note Ay le caractére de H a valeurs dans R, défini par:

Ap(h)
Ag(h)’

AH.G(h) =

On a, pour X dans b,
Apglexp X)) = exp(Tradyp X).

Soit K(G, H) l'espace des fonctions numériques F continues sur G, a support
compact modulo H et qui vérifient:

Fgh) = Auc(F(g) (g€ G heH).

G agit sur cet espace par translation a gauche. On sait ([5]) que, & un scalaire multi-
plicatif prés, il existe une et une seule forme linéaire positive G-invariante sur
K(G, H). On la note vg g et on I’écrit sous la forme d’une intégrale:

vou(F) = yi LG

Si Ay = Ag sur H, vg i est une mesure G-invariante sur l’espace homogéne G/H.
On note K(f, 1, G) I'espace des fonctions numériques F continues sur G qui
vérifient:

Fgh) = Aje(hy(hy " Fg) (g€ G, heH)

et dont le support est compact modulo H. Si F appartient a K(f, b, G), la fonction
g+ |F(g)|* appartient a K(G, H) et 'on pose:

1A = fG @ o).

La représentation induite t = Indgx de G se réalise par translation a gauche dans
I’espace de Hilbert H, complété de K(f, ), G) muni de la norme définie ci-dessus.

I existe f € g* telle que y s’écrive z (exp X) = ")(X € 0). Dans cette situation y
se notera éventuellement y,. C’est le sous-espace affine I'; = f'+ H*, b désignant
Pannihilateur de § dans g* qui joue un réle fondamental pour étudier 7. Soit [t
une mesure positive finie sur g* équivalente a la mesure de Lebesgue sur I';. Nous
prenons I'image u de i par I’application de Kirillov-Bernat ®: g* — G, le dual uni-
taire de G. G se réalise comme I’espace des orbites coadjointes g*/G au moyen de la
bijection induite ©:q*/G — G (cf. [5, 22]). Pour n € G on note Q(n) = Qg(n) =
O~ !(n) I'orbite associ¢e. La désintégration centrale canonique de 7 s’écrit [14]

®
r:/; m(m)r du(rm)
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avec la fonction de multiplicités m(m) donnée par le nombre des H-orbites contenues
dans I'; N Q(n).
Pour / € g*, on note B, la forme bilinéaire antisymétrique sur g donnée par

Bi(X,Y) =X, Y]).
Il est bien connu que les deux conditions suivantes sont équivalentes (cf. [23]):

1. 7 est a multiplicités finies
2. b+ g(/) est génériquement lagrangien dans g relativement a la forme B;.

Pour une représentation unitaire p de G, H, dénote I’'espace de Hilbert de p, H;’""
I’espace des vecteurs C*° de p muni de sa topologie usuelle [26] et H;"O I’antidual de
H;"o. Pour a € H;too et b € HF™, on note (a, b) 'image de b par a. Alors I'espace
H;o" est un sous-espace invariant par ’action de p. De méme, G agit sur Htj“’ de
la fagon suivante:

(p(g)a, b) = (a, p(g™)b), aeH, ¥ beH ™ geG.
Si ¢ est un caractére complexe d’un sous-groupe K de G, on pose
(H, )" = {a e H,*: p(k)a = c(k)a, Vk € K}.

En revenant a notre représentation monomiale 7 et en désignant par e I’¢élément
neutre de G, nous considérons la mesure de Dirac:

5 HI® 5 s 0.

Il s’ensuit que J, appartient a (H_ avec ¢ = XA}J/!ZG. Alors, suivant la désintégra-
tion de 7, J; elle-méme se désintégre. En supposant, par exemple, que mi(m){oo
u-presque partout, on a

o/ min)
o= [ (k) dutm

k=1

OO)H,(,'

avec certains af e (H;*)"¢ ([25]). Cette désintégration s’appelle la formule de
Plancherel pour 7. Formons pour ¢ € C°(G) un élément ¢* de H ™ par la formule

oH(g) = /H o (WA; Py dh, (¢ € G)

avec une mesure de Haar a gauche dh sur H. La formule de Plancherel pour 7 se
récrit alors, pour toute ¢ € CX(G),

m(m)
P(2) = /G (Zm«og)a’; aﬁi>> dp(r) 6]

k=1

ou @, s’obtient par ¢,(x) = ¢(gx), x € G.
Considérons maintenant une représentation unitaire et irréductible n associée a

une orbite coadjointe Q(n) C g* d’une forme linéaire f. Soit H un sous-groupe ana-
lytique de G d’algebre de Lie ) et considérons la restriction 7 de = a H. Soit p,, une
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mesure finie sur Q(7) qui est équivalente a la mesure G-invariante. L’application de
Kirillov 6: 5" — H induit un isomorphisme de la structure borélienne de I’espace
des orbites §*/H vers H. On considére la mesure n=n% = Ogop)*(u,), qui est
I'image de u, via application 0y o p: @* — Hou p: g* — b” est la projection cano-
nique. Pour o € H, soit ny(c) le nombre de H-orbites contenues dans I'(w, o) =
Q;(m) N p~ 1 (Qu(o)). Alors d’aprés H. Fujiwara (cf. [12])

®
an:/f, nz(o)o dn(o).

Soit maintenant N un groupe de Lie nilpotent, connexe et simplement connexe. On
considére une représentation unipotente de N sur un espace vectoriel réel V' de
dimension finie. Soit v € V un vecteur invariant par ’action de N, i.e. n- v = v pour
tout n € N. Posons pour x € V arbitairement fixé, L, = {x + tv, t € R}, la ligne droite
passant par x et ayant la direction de v. Alors, il y a deux possibilités: ou bien
L,NN-x=1L,, ou bien L,NN-x = {x}. Conformément a ces deux possibilités,
nous dirons que I'orbite N - x est ou bien saturée ou bien non-saturée dans la direc-
tion de Ru. Nous utiliserons dans toute la suite ce fait appliqué a la représentation
coadjointe, ou le vecteur invariant v sera une forme linéaire qui s’annule sur un idéal
g, de codimension 1 de g. Dans cette situation, nous dirons que I'orbite en question
est ou bien saturée ou bien non-saturée par rapport a g.

2. Description Des Résultats

Cet article est consacré a ’étude des opérateurs différentiels qui sont associés a des
représentations unitaires d’un groupe de Lie résoluble exponentiel G. Ces représen-
tations sont précisément des induites a partir d’un sous-groupe analytique d’un car-
actére unitaire on bien des restrictions aux sous-groupes analytiques d’une
représentation unitaire et irréductible de G. C’est alors la méthode des orbites qui
se révele tres utile pour notre étude.

Soit T = Indf,xf la représentation monomiale définie comme ci-dessus. On définit
une certaine algébre des opérateurs différentiels G-invariants associée a cette repré-
sentation. On considére I’algébre Diff(G) des opérateurs différentiels qui sont C*
et qui laisse C®(G,1)=C®(G)NK(f, b, G) stable. Notre algébre D.(G/H) est
I’ensemble des restrictions D | C*°(G, t) de D € Diff(G) commutant avec les transla-
tions a gauche de G sur C*°(G, 7).

Décrivons I'algebre D.(G/H) en termes de 'algébre enveloppante U(g) de g¢
(cf. [7, 10, 28]). Pour g € G ou A4 € U(g), on note R, ou R(A) (resp. Ly ou L(A)z)
l’action a droite (resp. a gauche). Soient U(g, t) I’ensemble des A4 € U(g) tels que
R(A) laisse C*(G, 1) stable, a, le sous-espace vectoriel de U(g) engendré par
Y+if(Y)— %Tr adg Y, Y parcourant 0, et U(g)a, I'idéal gauche engendré par a..
Alors il se trouve que

Ug, ) = {4 € U(g):[4, h] c U(g)a:}

et que I'application 4 —>R(A)|C*°(G, t) nous donne un homomorphisme de (g, 7)
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sur D.(G/H) avec le noyau U(g)a,. En somme,

D(G/H) = U8, D)/U(®)a. = U@)/U@a)",

ou le dernier représente I’algebre des éléments H-invariants de U(g)/U(g)a..
De plus, si le couple (g, ) est réductif dans le sens qu’il existe un supplémentaire 1
de §) dans g tel que [§, ] C 01, on voit que

Ug. v =U"@) + U@
avec U (g) = {4 e U(g):[4, Y] =0,VY € §}. D’ou
D(G/H) ~U"(g)/u"(g) nU(g)a..

On se demande: quand est-ce que D.(G/H ) est commutative ([7, 11])? Dans leur
travail fondamental [7], L. Corwin et F. Greenleaf ont démontré que D.(G/H) est
commutative si G est nilpotent et si m(n) < co u-presque partout (cf. [3, 18, 19]).
Dans bien des cas connus ou m(n) < oo u-presque partout (cf. [1, 3, 4, 8, 15]), 'alge-
bre D.(G/H) est isomorphe a I'algébre C[I";]" des fonctions polynomiales H-invar-
iantes sur I';. Ce qui nous améne a la conjecture suivante:

CONIJECTURE 2.1 (cf. [7, 8]). Sous les hypothéses que G est nilpotent et que les multi-
plicités de t© sont finies presque partout, l'algebre D.(G/H) est isomorphe a l'algebre

des fonctions polynomiales H-invariantes sur 'espace affine f+ Ht.

En effet, lorsqu’on a la formule de Plancherel (1) pour 7, un calcul direct [16] nous

donne
m(m) B
(R = [ (Zm(%)ai, n(A)ain) du(m), (g€ G) B
k=1

pour tout 4 € U(g). A cette étape on espére bien que les vecteurs généralisés a* de
Penney sont des vecteurs propres pour tous les opérateurs m(A4) avec A € U(q, 1),
ce qui a été démontré dans [16] dans le cas nilpotent, et que la valeur propre nous
fournit I’élément de C[I',]7 associé a la classe de 4 dans D.(G/H).

Une autre question a propos de ’étude de la réciproque en quelques sortes de la
derniére question et qui se résume en:

QUESTION 2.2 (cf. [3, 7, 11, 18, 19]). Supposons que G est nilpotent. Est-ce que la
commutativité de cette algebre des opérateurs différentiels G-invariants implique la
finitude des multiplicités de t presque partout?

Nous allons démontrer dans ce travail de nouveaux résultats concernant la conjec-
ture (2.1) et la question (2.2). La majorité des résultats dans cette section concernent
bien la deuxiéme question qui a eté formulée par M. Duflo dans un cadre plus
général, reposée par Corwin-Greenleaf dans le cadre des groupes de Lie nilpotents.

https://doi.org/10.1023/B:COMP.0000005080.07125.18 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1023/B:COMP.0000005080.07125.18

34 ALI BAKLOUTI AND HIDENORI FUJIWARA

Il est a noter que cette derniére question posséde une réponse négative dans le cas des
groupes de Lie résolubles exponentiels (voir [7]).

Notons que dans le méme cadre de groupes, nous avons étudié récemment la situa-
tion ou le groupe G est complétement résoluble (résoluble exponentiel avec des
racines réelles) et ou le sous-groupe induisant est une composante de Levi. Nous
avons étudié I’espace des vecteurs généralisés semi-invariants et prouvé la conjecture
(2.1) dans ce cas. (voir [2])

Nous commengons par étudier dans le paragraphe 3 le cas ou le groupe G est
résoluble exponentiel et le sous-groupe induisant est normal. Cette situation a été
étudiée dans le cas des groupes nilpotents par Baklouti et Ludwig dans [3]. Notre
étude consiste a étendre ces résultats aux groupes résolubles exponentiels. Nous
démontrons la conjecture (2.1) et nous répondons positivement a la question (2.2)
dans cette situation et qu’elles sont équivalentes au fait que les multiplicités de 7 sont
finies presque partout. Nous étudions ensuite quelques exemples.

Dans le paragraphe 4, nous regardons de prés la question (2.2). Supposons alors
que g est nilpotente et que fj est une sous-algébre de @ qui n’est pas nécessairement
un idéal de g. Soit

I)Zf() Cfl [@GEOEE Cfp,1 Cfng, dim(f,./f,.,l): 1, (3)
une suite de Malcev relative a ). Soit ' =f,_;.

Il est bien clair que la résolution de cette question est fortement liée a la résolution
de l’assertion suivante:

ASSERTION 2.3. Supposons que § est nilpotente et que § est une sous-algebre de g.
Si les H-orbites dans T'; sont génériquement non-saturées par rapport a ', alors il
existe W e U(g, t) s’écrivant comme

W=Xx,U+V “4)
avec U, V € U(Q') vérifiant U¢U(g)a,.

Nous démontrons I’assertion (2.3) en ajoutant une hypothése supplémentaire
(Théoréme (4.4) plus tard). Ensuite nous déterminons quelques hypothéses suffi-
santes pour résoudre la question (2.2). En particulier, nous donnons une réponse
positive a cette question lorsque dimf) <2 ou que dim§ = dim b(f) — 1 ou b(f)
est une polarisation en f.

Nous croyons que le principe suivant doit étre vrai. Ce principe dit:

Supposons que G est nilpotent et que §) est une sous-algebre de §. Si Yy est suffisamment
petite, T s’appréte a étre a multiplicités infinies et l'algebre D.(G/H) devient assez
grande pour qu’elle soit non-commutative. Inversement, si ) est suffisamment grande,
lalgebre D.(G/H) a tendance a la commutativite. Ceci étant, mais n’empéche qu’il
existe des cas ou D.(G/H) est commutative tandis que dimY) = 1 et que G n’est pas
abélien, ou encore D.(G/H) est non-commutative tandis que dim ) = dim b(f) — 1, ou
b(f) est une polarisation en f.
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Soit K; =exp(f)) et 7; = Indg"}(f pour j=1,...,p. Soit D, (K;/H) I'algebre des
opérateurs différentiels définie pour les données f;, f) et /. De la suite de Malcev (3),
nous avons la série des inclusions suivantes:

C-1=Dy(Ko/H) C D, (Ki/H) C--- C Dy (K,/H) = D(G/H).

Ce qu’on attend a établir, c’est la propriété suivante:

ASSERTION 2.4. Supposons que § est nilpotente et que ) est une sous-algebre de g.
Soit

h=fctic---ct_ i ct,=q, dim{/f_)=1

la suite de Malcev relative a §) donnée dans (3). Au passage de f;_y a f;, 'algébre
D, (K;-1/H) ne s'agrandirait pas si les H-orbites génériques dans

I ={l e £:Y) = f(¥), ¥ € b)

sont saturées par rapport a Yi_i. Par contre, si elles sont non-saturées, l'algébre en
question s’agrandirait d'un générateur (dans un certain sens), W e U(g, ) NU(Y),
ayant la forme

W=XU+V (5)
avec U, V e U(t;_)) vérifiant U € U(g)a..

C’est le résultat fondamental di a Corwin-Greenleaf dans le cas ou t serait a
multiplicités finies. Nous confirmons alors cette assertion lorsque ) est une sous-
algébre de g telle que dimf < 2. Quelques exemples sont regardés le long de ce
paragraphe.

Soit 7 une représentation unitaire et irréductible d’un groupe de Lie résoluble
exponentiel G =expg associée a une orbite coadjointe Q(n) C g* d’une forme
linéaire f. Soit H un sous-groupe analytique de G d’algébre de Lie ). Nous allons
définir maintenant une certaine algebre d’opérateurs différentiels associée a la
représentation 7. Pour deux sous-espaces M et A de l'algébre enveloppante
U(g), on note

c(M,N) ={4 eU(g):[4, M] C N}
le centralisateur de M modulo N. Alors il est bien évident que ker(dr) est un idéal

bilatére de (8, ker(dn)) =L{n(g)[’. Soit D,(G) Palgébre image par ’homomor-
phisme dz du quotient c(f), ker(dn))/ ker(dn). Ainsi,

Dr(G)" = Un(q)" /ker(dr) = U(g)/ker(dm)",

ou la derniére algebre est 1’algébre des éléments H-invariants de U(g)/ker(dn).

L’objet du paragraphe 5 est I’étude de cette algébre. Nous voulons comprendre la
structure de I'algébre D,(G)", éventuellement la relation avec le spectre et les multi-
plicités de n;5. En particulier, nous voulons répondre a la question suivante: Quand
est-ce que D,(G)? est commutative? C’est I'objet du paragraphe 5.
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Quand G est nilpotent, nous donnons une description simple de cette algebre en
termes de 1’algébre enveloppante. Ensuite, nous étudions la situation ou le sous-groupe
H est normal. Notre résultat principal dans cette section est le théoréme suivant:

THEOREME 2.5. Supposons que G est nilpotent et H un sous-groupe normal de G.
Alors, la finitude des multiplicités de my presque partout implique la commutativité de
DL(G)!.

3. Sur lalgebre D.(G/H)

Le premier résultat concerne la situation ou H est un sous-groupe normal de G:

THEOREME 3.1. Supposons que G est un groupe de Lie résoluble exponentiel et H
est un sous-groupe normal de G, alors avec les mémes notations, les trois assertions
suivantes sont équivalentes:

(1) m(n) = 1, u-presque partout.
(1) L’algebre D.(G/H) est abélienne.
(iii) D.(G/H) ~ C[[.]".

Ce théoréme a été démontré dans [3] pour les groupes de Lie nilpotents. La générali-
sation de ce résultat aux cas des groupes résolubles exponentiels est I'objet de ce
paragraphe. Il est bien connu [20, 27] que notre représentation monomiale
T= Indgx est a multiplicités uniformément égales ou bien a un ou bien a 'infini. Soit
a un idéal non central minimal de g contenu dans {). En calculant I’action de a et en
utilisant la semi-invariance imposée, on a étudié¢ [17] (voir surtout la page 162)
I'espace (H; 2)H7 et ses éléments. Nous allons employer les mémes arguments pour
étudier I'algébre D.(G/H).

Supposons maintenant que m(n) < oo, ce qui veut dire que m(n) = 1 p-presque
partout comme H est un sous-groupe normal de G. De ce qu’on a vu dans la section
précédente, l'intersection I'; N Q(7) est une seule H-orbite pour p-presque toute
n € G. On en déduit que

b=10/={Xegf(X b) =0

est une polarisation commune pour / € I'; générique, et qui vérifie la condition de
Pukanszky (cf. [17], page 162]). Il doit étre noté que f) C b. Réalisons n € G généri-
que associée a un ¢lément / de g* comme 7 = lndgxl avec B = exp(b).

Le lemme suivant est prouvé dans [3] dans le cas des groupes nilpotents, la preuve
est faite par un raisonnement de récurrence. Nous allons démontrer maintenant le
meéme résultat en suivant le méme chemin que dans le cas nilpotent. Nous donnons
aux lecteurs quelques idées utiles sur la preuve.

LEMME 3.2. On suppose que G est un groupe de Lie résoluble exponentiel et que H
est un sous-groupe normal de G. Alors, U(g, ©) = UD) + U(g)as,.
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Preuve. 11 est clair que b c U(g,7) et donc U(D) I'est aussi, ainsi U(g, 1) D
Uu() + U(g)a,. Pour démontrer I’autre inclusion, nous employons une récurrence sur
la dimension de g. Soit 3 le centre de g. Si dim(HhN3) <2, nous avons
p=0HNznkerf+# {0}, ce qui nous permet de descendre au quotient § = g/p.

Supposons que dim(hNz) <1, et de la méme raison que Sigy 70 s
dim(h N 3) = 1. S’il existe un idéal minimal a de g inclus dans ) qui n’est pas central,
alors dim a est un ou deux et I’on peut supposer que f|. # 0 comme plus haut. Nous
notons g, le centralisateur de a dans g. Nous écrivons g = g, ® RX avec un certain
¢lément X dont le choix sera précisé dans la suite. Nous écrivons W € U(g, 7) sous la
forme

m

W= Z X<V,
k=0

avec certains V. € U(g).

(1) Soit dima = 1. Choisissons X et Y de telle fag on qu’on ait a = RY, f(Y) =1
et [X, Y] = Y. Calculons [W, Y] qui appartient a U(g)a,. Tout d’abord par un simple
calcul, nous pouvons constater que pour tout entier m,

[Xm, Y] — me—l Y+ Q
ou Q € U(g) de degré plus petit ou égale a m — 2 en X. Alors il vient que
(W, Y] =mX" 'V,,)Y + 4= —im X""'V,, + A (modulo U(g)a,)

avec un certain 4 € U(q) de degré plus petit ou égale a m — 2 par rapport a X. Il en
résulte que V,, € U(g)a, et inductivement que W € U(g,) modulo U(g)a,.

(i) Soit dima =2. Choisissons X et Y, Y, de telle fagon qu’'on ait
a=RY ®&RY; et

[X, Y1]=Yi —aYs, [X, Y2]= Y, 4+ )

avec un certain o réel non nul. Calculons [W, Y] et [W, Y>] qui appartiennent a
U(g)a,. Suivant le méme chemin que dans (i), nous pouvons constater que

[W, Y1l = mX" "'V, (Y1 — aY2) + 4

(W, Y2l = mX" 'V, (Vs + 0 Y1) + 4>
avec certains Ay, A, € U(g) de degré plus petit ou égale a m — 2 par rapport a X.
Quitte a supposer que fj; # 0, on en conclut que V,, € U(g)a, et successivement
que W € U(g,) modulo U(g)a,.

Pour terminer avec ces deux premiers cas, nous notons que f) C b C g,, donc en
appliquant ’hypothése de récurrence, nous avons que

W e U() + U(gy)a. + U(g)a, C UD) +U(g)a..

S’il n’existe aucun idéal minimal contenu dans ) qui soit non central, alors
dim(f N 3) = 1 sous notre hypothése. Soit hH N3 =RZ avec f(Z) = 1. En prenant
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dans b un idéal non central minimal a de g, on se trouve dans I"une des situations
suivantes. Nous noterons ¢, le centralisateur de a dans g.

Supposons d’abord que dima = 2. Soit dim g/g, = 2. Il existe des ¢léments Y et
X1, X, de telle fagon qu'on ait a =RY®RZ, f(Y)=0¢et [X,Y]=Z, [X5, Y] =
Y. Nous prenons W e U(g, t). W s’écrit comme

m
W= Z Xk,
k=0

ou Vi =3 X} Uy j avec Uy € U(g,). Calculons I’élément [, Y] qui appartient a
U(g)a,. Nous remarquons d’abord que [V}, Y] € U(g)a,. En effet,

Wi, Y] = m X5 Upp Y+ AY

avec un certain A4 € U(g) de degré plus petit ou égale a my —2 en X,. Nous avons
donc modulo U(g)a.,

W, Yl=mX"'V,Z+B=—-im X'V, + B

avec un certain B € U(g) de degré plus petit ou égale a m—2 en X;. D’ou
Vin € U(g)a,, et en continuant de suite, on conclut que W est représenté par un ¢lé-
ment de U(g,) avec ; = RX> ® g, = a/ qui est une sous-algébre de g. Nous appli-
quons donc I’hypothése de récurrence sur ¢, comme plus haut pour obtenir le
résultat. Si dimg/gy = 1, X, n’apparaitrait pas et le procédé ci-dessus deviendrait
quasiment direct.

Supposons enfin que dim a = 3. Il existe des éléments Xy, X1, X3, Y7, Y> tels que
a=RY1®RY,®RZ, f(Y1))=f(Y2)=0et[X;, Y] =0;;Z, (1<ij<2),

[Xo, Yi]=Y —aYs, [Xo, Y2]=Y>,+aY; (0#aecR).

Etant donné W € U(q, t), nous allons faire le méme calcul. Nous écrivons

m

w=> X{V,
k=0

ou Vi =" XjUy; avee Uy € U(G,), ou d, est la sous-algebre de codimension
deux dans g donnée par §, = RXy @ g, = a’. Tout d’abord nous suivons exactement
le méme chemin pour voir que [Uy;, Y11, [Uk,, Y>] appartiennent a U(g)a.. Puis

Wi, Yal = my X3 Up o, Z + Ay = —imy X7% Uy, + Ao (modulo U(g)ay),

ou A, dénote un élément de U(g) de degré plus petit ou égale a my; — 2 par rapport a
X;. Cela entraine que nous pouvons supposer que Vi € U(G,) car

W, Yal =) X{[Vi, Y] € U@)a.
k=0

Ceci étant, calculons [W, Y] qui appartient a U(g)a,:
W, Y11= mX7?""V,,Z + 4; = —im X'V, + A; (modulo U(g)a,),
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ici A; dénote un ¢élément de U(qg) de degré plus petit ou égale a m —2 en X). Il en
résulte finalement que V,, € U(g)a, et 'on se raméne au cas ou m = 0.

Compte tenu de ce qui précéde, il nous suffit d’appliquer la récurrence sur g,
comme plus haut pour obtenir le résultat cherché. O

Rappellons un résultat de [17]. Si m(n) < oo u-presque partout, on construit pour
l eI’y générique la représentation irréductible = = O(/) = Indg;{, au moyen de
B =exp(b), b =10 Alors ([17], page 162), (H;>)"% = (6, ou d, désigne la mesure
de dirac pour =. Par ailleurs (H;O")H'x = {0} pour p € G vérifiant T'; N Q(p) = 0.

Définissons ’application x:q — U(g) par x(X)=X+ %Tr adgpX, X eg.
Puisque x([X7, X3]) = k(X1)x(X3) — k(X2)k(X1) pour tous X, X; € g,k s’étend en
un homomorphisme de U(q) dans 2/(g), noté encore «.

LEMME 3.3. On suppose que G est un groupe de Lie résoluble exponentiel et que H
est un sous-groupe normal de G. Alors

(1) Pour tout X € b, nous avons n(X ), = k(X )(il )d,.
(i) Pour tout W € U(D), nous avons n(W)d, = " (=k(W))(il )55

Preuve. Soit X € b. Pour ¢ € H:°, nous avons
(1(X )0z, ) =(0z, m(—X)9)
X)) = S plexp(tX )y
— (i o—HI(X)+4Tr ad, /bx) o(e)
dr =0

=(il(X) +1Tr adysX)g(e)
=(k(X)(i)dr, @),

d’ou découle (i). L’assertion (ii) s’ensuit de (i) puisque [X|, X3](i/) = 0 quelques
soient X, X, dans b. O

Le Lemme (3.3) nous fournit ’homomorphisme d’algébres:
D(G/H) ~UWL)/UD)a, 3 W] Pul) = B~ (x(W))il) € C[T]",

ou [W] dénote I'image canonique de W. En plus, d’apres la formule (2), cet
homomorphisme s’avére injectif. D’autre part, I, NQ(nr)=H 1= B-1=[+ 0",
ce qui entraine que C[I';] = S(0)/S(b)a; et donc que I’homomorphisme défini
ci-desus est surjectif. Par conséquent nous sommes arrivés a la conclusion
suivante:

Si © est a multiplicités finies, alors l'algébre D.(G/H) est isomorphe a C[I';]". En
particulier, D.(G/H) est commutative.
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Nous allons rappeler maintenant un résultat bien connu, et qui sera utilisé plus tard
a maintes reprises. Supposons que g est résoluble exponenentielle. Soient g, un idéal
de g tel que dimg/gy =1 et Gy = exp gp. Soit p: * —> gg la projection canonique.
Par rapport a g, les orbites coadjointes de G, donc aussi les représentations unitaires
et irréductibles de G, se classent en deux catégories. On note G(f) le stabilisateur de
fe€ ag* dans G, dont I'algebre de Lie s’écrit g(f). Dans la suite, on dit que "orbite Q
de f est une orbite saturée par rapport a g, (respectivement non saturée par rapport
a qg) si a(f) C g, (respectivement si g(f) ¢ g,). Cette notion de saturation est équi-
valente a celle définie dans le premier paragraphe lorsque le groupe G est nilpotent.

THEOREME 3.4 (cf. [20, 27]). Supposons que G est résoluble exponentiel et Gy un
sous-groupe normal de codimension un dans G. Soient Q une orbite coadjointe de G, f € Q et
7(Q) la représentation unitaire et irréductible de G, associée a Q. On a I'alternative suivante:

(1) SiQ est une orbite saturée par rapport d &, alors p(Q) est réunion de Gy-orbites w,
a un paramétre t € R, w; = exp(tX) - wy avec X & q, et Q = p~'(p(Q)). D’ autre
part, n(Q)‘GO ~ fl? m(w,)dt tandis que Indgon(wl) est irréductible.

(i1) SiQ est une orbite non saturée par rapport a Q, alors p(Q) est une Gy-orbite, notée
w, et p~Y(w) est réunion de G-orbites Q; a un paramétre t € R. D’autre part,
71(!2,)‘(;0 est irréductible et Indgon(w) ~ fl? n(Q,) dt.

Pour terminer la preuve, nous allons prouver le lemme suivant:

LEMME 3.5. On suppose que G est un groupe de Lie résoluble exponentiel et que H
est un sous-groupe normal de G. Si t est a multiplicités infinies, alors ['algebre
D.(G/H) n’est pas commutative.

Preuve. Soit 3 = (a;)i_, une bonne suite de sous-algébres de g, c’est a dire une
suite de sous-algebres telle que:

=aqcaC---Ca,_Ca,=g,

pour tout j, 1 <j < n, dim a;/a;_; = 1 et telle que, si a; n’est pas un idéal de g, a;_; et
a4 sont toutes les deux des idéaux de g et a;;/a;_; est un g-module irréductible.
Dans ce cas a;_; est toujours un idéal de a; pour 1 <j < n. Fixons é = (aj);’zo une
bonne suite de sous-algébres de g, comme ) est un idéal de g, on peut choisir 3 de
fag on que ) = a, pour certain r € {1, ...,n}. Dans ce cas, nous avons que fp = §
etfi=a, pourj=0,....,pavec p+r=n.

Nous rappelons maintenant le résultat suivant: Soit

" ={je(l,...,p};les K;.-orbites génériques dans Lo,
sont saturées par rapport a fi_;},

et

Ii' = {j € I"; les H-orbites génériques dans I, sont saturées
par rapport a f;_;}.
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Nous avons alors la caractérisation suivante concernant les multiplicités de 7.

PROPOSITION 3.5.1. Supposons que G est nilpotent et H est un sous-groupe de G
(ou que G est résoluble exponentiel et que H est un sous-groupe normal de G). Alors, les
conditions suivantes sont équivalentes:

i) Les multiplicités de © = Ind%y, sont finies.
HXf
i) I =17,

La proposition a été démontrée dans [3] dans le cas ou G est nilpotent et H est
un sous-groupe de G. La preuve pourra étre simplement adaptée au cas ou G est
résoluble exponentiel et que H est un sous-groupe normal de G.

Revenons maintenant a la preuve du lemme. Il suffit d’étudier le cas ou il existe
dans g un idéal g, de codimension un contenant §) et tel que la représentation induite
Ty = Indg,U 1, Go = exp(gy), soit a multiplicités finies. Pour / € I'; arbitraire, on voit
que I:NG-1=G'(fj) -1, ou G(fy) dénote le stabilisateur de fjy € h* dans G
(cf. [20, 27]). Tenons compte du fait que G(f|y) est un sous-groupe connexe de G,
i.e G(fjp) = exp(g(fjp)) ayant l'algebre de Lie g(fj5). Alors p-presque toutes les
orbites G -/ sont saturées dans la direction de qg (cf. [20]). D’aprés la proposition
3.5.1, les H-orbites génériques dans I'; doivent étre non-saturées par rapport a g,
il existe alors X € g\g, appartenant a g(f|s). D’autre part, comme 7 est 4 multipli-
cités finies, go(fjs) = b + go(/,4,) €st une polarisation de g, en /5, et donc une polari-
sation de g en /. Nous en déduisons que ) est inclus strictement dans gy(f;5) comme
ao(fjp) st isotrope et maximale. Il existe donc Y € go(/q,) vérifiant [X, Y] & [ N ker f.
Evidement X, Y appartiennent a U(g, ) et la condition [X, Y] & [ N kerf signifie
qu’ils ne commutent pas entre eux. O

COROLLAIRE 3.6. On suppose que G est un groupe de Lie résoluble exponentiel et
que H est un sous-groupe normal de G. Alors l'algebre D.(G/H ) est commutative si et
seulement si T est a multiplicités finies.

Cependant, nous aurons besoin dans la suite de la proposition suivante:

PROPOSITION 3.7. On suppose que G est un groupe de Lie résoluble exponentiel.
Soit V), une polarisation réelle au point f € §* vérifiant la condition de Pukanszky. Alors
lalgebre D.(G/H) est triviale.

Preuve. Procédons comme d’habitude par récurrence sur la dimension de ¢
pour montrer que U(g, ) = C1 +U(g)a,. Pourvu que f s’annule sur un idéal non
trivial a de g, nous pouvons descendre au quotient g/a auquel s’applique
I’hypothése de récurrence. Supposons que f ne s’annule sur aucun idéal non trivial
de g. Comme dans la démonstration du Lemme 3.2, prenons un idéal non central
minimal a de g. Si a C §), la réduction faite dans la démonstration du Lemme 3.2
nous permet de nous ramener a la sous-algébre a/ a laquelle s’applique I’hypothése
de récurrence.
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Si a ¢ b, nous avons d’aprés b) et ¢) de la page 124 du [5] que dim §/(h Na/)=
dim a/(H N a) et nous en déduisons que

Ug, ©) = U, 7y NU@)) + Ug)a..
En effet, il nous suffit d’examiner le cas ou dim a = 3 et dim(a N §) = 2. Donc la par-
tie 3 de a qui est centrale dans g est unidimensionnelle et il existe des éléments
X, Xy, Y, Yy, Ztelsque 3=RZ, a=RY  @RY»,® 3, H=RX;+(Hna/),hna=
RY: @3, f(Z) = 1,/(Y) = f(X) =0 et [X;, Y] =8,,Z,(1 <i,j<2), en plus g =
RX, ® RX> @ a/. Etant donné W € U(g, 1), écrivons

m

w=> XV
k=0

modulo U(g)a, avec certains Vj € U(a’). Compte tenu du fait que [V, W] € U(g)a,,
nous voyons que V,, appartient au centralisateur de a. S’il en est ainsi, nous avons
que

@d(Y2))"(W) = mli" V), € U(Q)a,

ce qui nous donne I’assertion cherchée.

Pour tout / € Iy, introduisons §);, = () N a’) 4+ a, qui est une autre polarisation au
point / € g* vérifiant la condition de Pukanszky. Soient H; = exp(f),) et 1, = indfb 1
Cela étant, il est évident que

U@, NU@a’) cu@, o) = Cl+u@)a,

car a C [j;. D’ou il nous suffit de montrer que U(af)aT/ NU(g, t) C U(g)a,. Soient
ao = {X € g:[X, a] C 3} et { le centralisateur de a dans g. Donc si g # g, g, est un
idéal de codimension 1 et f est celui de codimension plus petite ou égale a 3. Lorsque
b ¢ g, chaque élément de U(a/ ')arf NU(g, t) admet un représentant modulo U(g)a,
dans U(f)ay NU(g, 7), ou, en utilisant une base {Uj}f=1 de (§ nf) + a, nous avons
posé

o . 1
CWU; +if (Uy) — ETradf/(bmf)(U/))-

P
Ay =

j=1
Lorsque §) C g, en écrivant chaque élément W e U(a/ )a., NU(g, 7) sous une forme
m
w=3 X;Vi.
k=0

avec certains Vy € U(f)a, et un certain X, € a’/\f, nous voyons que V,, € U(fa,N
U(g, t) modulo U(g)a,.
Tout compte fait, il nous suffit de vérifier I'inclusion

Uba, NU(g, 7) € C1 +U(g)a,.
Mais cette dernicre s’ensuit du fait que U(f)ar NU(Q, 7) C (Ver (C1 + U@Ha,). O
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Soient §) une polarisation réelle au point /' € g* vérifiant la condition de Pukanszky
et 1= Indf,}gf la représentation unitaire et irréductible de G associée a l’orbite
coadjointe Q(t) = G - f. Soient W un élément central de U(g) et W W* I'antiau-
tomorphisme principal de U(g). Il existe un scalaire A(W) tel que

We = (W)

modulo U(g)a.. En plus ce scalaire A(W) ne dépend ni du choix de la polarisation ni
de fe Q(r) elleeméme, il ne dépend que de l'orbite Q(r), et nous avons que
de(W)p = AW )¢ pour tout ¢ € H™.

EXEMPLE 3.8. Soit g = vect(4, X, Y, Z)g ou les uniques crochets non-nuls sont
[A, X]=-X,[4,Y]=Y,[X,Y]=Z.

On constate aussitot que W = AZ — XY est un élément central dans U/(g). Soient
f=aZ*+ A*, (0 #0) et T € G associée a I'orbite G - /. Prenons deux polarisations
en f, b =vect(4,Y,Z)g et b, =vect(4, X, Z)g qui vérifient la condition de
Pukanszky. Pour la premiére,

W° = (A+ 1)(Z + i) — XY — i A+ if + 1) + ioif — 1) = ioifp — 4
mod U(g)a,. Pour la deuxiéme

W =A(Z+io) — YX — i A+ if — 1)+ io(if — 1) = in(ip — 3

mod U(g)a,. D’autre part, il est facile de voir que dt(W ) = io(iff — %)(p pour tout
¢ € HI™.
Soit = a¥Y* + fX*(a® 4 B> # 0). Ici § = vect(X, Y, Z )R est une polarisation réelle
en f vérifiant la condition de Pukanszky et
W° =AZ — Y(X+if) + ip(Y + ix) + off = off

modulo U(g)a,. Par ailleurs dt(W )¢ = afp pour tout ¢ € HI*.

4. Etude de la Question 2.2

Ce paragraphe ne concerne que des groupes de Lie nilpotents. Soient donc G = exp g
un groupe de Lie nilpotent d’algébre de Lie g, H = exp [) un sous groupe analytique
de G, ayant I'algebre de Lie 0), /' € g* telle que f([, §]) = {0} et y,le caractére unitaire
de H défini par y.(exp Y) = eV~ y e 1. Soit

S {0}l=gCqyC--Ce1CY=g
un drapeau d’idéaux de g tel que dimg, =k (0<k<n).Soit 7 ={ij <ip <--- <
iz} Pensemble d’indices i(1 < i< n) tels que HNg; #HhNg,_;, et posons
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En posant fo =0 et f, =0 +g; pour 1 <r<p, on obtient une suite des sous-
algébres de q:

h=fHctic---C fp_1 C f[] =g, dim(/f_1) =1
D’autre part, en considérant §, = hNg;, (1 <s<d), nous procurons un drapeau
d’idéaux de b:

{0} Zf)o Chl CE)2 (@RI Cf)d—l Chd:b, dimf)s:s,sz(),...,d.
En extrayant un vecteur non-nul Y; € H,\b,_; pour 1 < s < d, on forme une base de
Malcev {Yy,..., Yy} de §). De la méme maniére, en extrayant un vecteur non-nul
X, € f,\f,_1 pour 1 <r < p, on forme une base de Malcev {X1, ..., X,} de g relative
a . Pour la simplicité des notations, on écrit )’ a la place de §,_; et construit
T = Indf,,xf, ou H =expl), ainsi que 7 = Indf,;{/-. De méme, écrivons ¢ au lieu de
f,_1 et posons G’ =expq’.

Nous considérons comme avant 1’algebre D.(G/H) des opérateurs différentiels
G-invariants associée a 7, et 'exprimons comme d’habitude en termes de I’algébre
enveloppante U(q) de gc.

Cela étant, remarquons d’abord que chaque ¢lément de
D.(G/H) =2 U(g, 1)/U(g)a, admet un unique ¢élément représentatif W e U(q, t) qui
s’écrit comme une combinaison linéaire des momomes

xM — X;”/’X;i”f c XX M = (my, mp_y, .o my,my) € NP
ou N =1{0,1,2,...}). A savoir,

W=>"cuX"(cy €0). (6)
M
Cela posé, le lemme suivant est immédiat:
LEMMEA4.1. La condition Yy, W] € U(g)a,, (1 <s < d)entraine[Y;, W] e U(g)ay.

Vis a vis a I’écriture (6), il est immédiat que nous pouvons écrire tout élément
W e U(g, 1) comme

m
W= ;X;]fak,ak ceU), 0<k<m.

Nous allons démontrer que lorsque nous disons qu’il existe W e U(g, 1) tel que
W¢U(g'), nous pouvons supposer que m = 1.

LEMME 4.2. Soit
m
W= ZX]'fak, m=2, a.clg), 0<k<m
k=0

Si Wel(g,t) et a, UQ)a,, alors il existe un éléement W' de la forme
W' = X,U+V appartenant a U(g, 7) tel que U, V e U(g') et U ¢ U(g)a..
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Preuve. Soit Y € ), on peut montrer par récurrence que pour tout entier r > 1
on a:

X, Y1=>_ X '[X,, Y1x, 7.

J=1
D’ou, pour Y € 0,

m

7 Y= X e Y1+ 3 X X Y4 X7 1. Y

+ (termes de degre < m —2 par rapport a X,)
= X"[am, Y1+ X)Xy, Y]ay +[an-1. YD+
+ (termes de degré < m — 2) € U(g)a,.

I en résulte que a, € U(g, 1) et que mX,a, + a,—1 € U(g, 7). O

Nous allons essayer le premier pas vers I'assertion (2.4). Soit 7’ =Indg,xf et
supposons que

Ug. ) ¢ U@Q) + U@, ()

ce qui entaine que les H'-orbites génériques dans I'y = f+ (') sont non-saturées
par rapport a g si I'assertion (2.4) était établie pour les donnés g, §" et . Si on
voudrait engager un raisonnement de récurrence, alors cette premiére supposition
correspond bien a I’hypothése de cette récurrence. Supposons encore que
U, ") ¢ U(g, 7). L’assertion (2.4) établie pour les donnés g, § et £, cette deuxiéme
supposition signifirait que I’élément Y, de [) trouve dans g’ son partenaire relative a
la structure symplectique induite par la forme bilinéaire B, B(X,Y) =
(X, YD(X, Y € g) pour [ € I'; générique. Cela entraine par suite que les H-orbites
génériques dans I'; sont de méme non-saturées par rapport a q'.

Dans cette situation, nous nous proposons de montrer que U(g, 1) ¢ U )+
U(g)a,, en construisant de force un nouveau élément voulu.

D’apres la premiére hypothese, il existe W’ e U(g, ©') ’écrivant W' = X, U’ + V'
avec U’, V' € U(q') vérifiant U’ ¢ U(g)a..

Si U’ € U(g)a,, on écrit uniquement modulo U(g)a,

U' =33 e Xy (Ya+ V=11 (Y)Y = U'(Ya+ V=11 (Ya),

q=1 i,
=Y D e XY+ V=11 (V).
t=0 AZ

D’ou

W' = W' (Yg+ V=1 (Ya) + Y cf; Xy (modulo U(g)ar),

My
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avece

W= XU+ 33y XM (Y + V=T (Y

=1 1,
Pour 1 < s <d—1, nous avons que:
[Ys, W'l e U(®ar. (®)

Nous allons prouver que (8) entraine que [Yy, W’] € U(g)a,, c’est a dire que
W" € U(g, ©'). En effet, notons

To=Y g X,
0 L My
My
Pour 1 < s <d—1, nous avons que

(W', Y| = W'Yy, Y]+ W', Y)Y+~ —=1f(Ya) + [To, Y,].

Cela implique aussitot que [Ty, Y] € U(g)a, et donc Ty € U(g, v'). Nous affirmons
maintenant que [W”, Y] € U(g)a,. Pour cela, posons U; = Y, +if(¥;), 1 <s < d.
Nous allons nous servir de l'implication suivante: Soit W e U(g) telle que
WU, € U(g)ay, alors W est lui méme dans U(g)a,. En effet, écrivons W comme
une somme de mondncs de base X“UZUg avec Uoﬂ = Uﬁfl‘ Ulﬁl,

W= CopX*ULUJ.
ok,
Remarquons que [Uég ,Udl € Zﬁ/ C Uég, C U(g)a, pour tout multi-indice . Ainsi, en
utilisant le fait que WU, € U(g)a,, on aura

Z Copp X UNH! Uf € U(g)ay
ok, p

et donc que C, o = 0. Ainsi

W= 3" CopX"UsUJ € U(@ar,
ok, f#0

ce qui termine la preuve de 'implication.

En répétant ces manipulations si besoin est, on peut supposer dés le début que
U" ¢ U(g)a.. Ou plus encore nous pouvons prendre W’ de telle fagon que U’, V'
s’écrivent dans une combinaison linéaire de X = X' ... x}".

Appliquons a plusieurs reprises ad Y; a W’ jusqu’a ce qu'on ait (ad Yy,)
(W') € U(g)a, pour la premiére fois. D’ailleurs, en remplagant W’ par (ad Yy)"
(W) avec le plus grand exposant m’ vérifiant:

m

(ad Yo" (W') ¢ U(g') (modulo U(g)a.)

qui, bien évidemment, appartient a (g, ') et il s’écrit sous une forme (4), nous
pouvons supposer que ad Y W') € U(g") modulo U(g)a,.
Sim=1, W € U(g, 1) et il ne nous reste plus rien a faire.
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Supposons donc que m > 2. Pour j € N* arbitraire, on voit aussitot que
(ad Yo)'(W') € U(g, 7)) NU(G)
modulo U(g)a,, d’ou en particulier U’ € U(g, ") NU(g") = U(g’, 7). Et nous avons
remarqué d’aprés le lemme (4.1) qu'on peut choisir W’ de sorte que
(ad Yy (W) e U(g)a, si et seulement si (adY,) (W') e U(g)a.. Afin d’alléger les
notations, nous posons
¢ = (ad Yo)"'(W)(1 <j < m)

en convenant que e; = W’
Supposons encore que m = 3. Alors on peut supposer que m = 2¢g + 1 est impair,
sinon on remplacerait W' par W’ (e, + ce,) (0 # ¢ € C).

LEMME 4.3. Soit

W = (e16m + emer) — (e28m—1 + em1€2) + - - + (= 1) (ey-1€413 + €gr3eq—1)+

+ (_l)qil(eqeq+2 + eq+2eq) + (_l)qeé-H .

Alors [Ygq, W] = e1emi1 + emr1e1 € U(Q)Q, et par conséquent que W, qui s’écrit dans
une forme (4), appartient a U(g, 7).
Preuve. Nous écrivons

W= (=1 (ejem1-; + emr1-je) + (= 1)el, .

q
=

Ensuite,

q
[Ya, W=D (=1 eprempi + empijein) + (=1) " (ejemiaj + emsaje)+
J=1

+ (_l)q(eq+leq+2 + €q+2€q+1)

= e1lm+1 T em+1€1-

Maintenant, nous savons que ¢,,,+1 = [ Y4, e;y] € U(g)a, et donc d’apres le procédé décrit
au début de ce paragraphe, [ Yy, e,,] € U(g)ay. Ainsi, e,11e; € U(Q)ay CU(Q)a,. [

Dans le cas éventuel ou I’on doit remplacer e; = W’ par ¢ = W(e,,_1 + cey,), on
voit modulo U(g)a,, en posant ¢; = (ad Yo @) (1 <j<m+1), que

S~ ~ ~ — 2
€= €2(€m,1 + Cem) +eiem,...,em= em(emfl + Cem) + (I’Vl - l)emflem» Cmt1 =Me,,.

D’ou notre nouveau élément de U(g, 7) s’obtient par:

W= m{el(emfl + Cem)ei + 6;27161(6}')171 + Cem)} - elem{em(emfl + Cem)+

+ (m - 1)@mflem} - {em(emfl + Cem) + (m - 1)6m71€,17}€1€,,1 + 17
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avec un certain ¥ € U(g'). Comme on a modulo U(g') que:

W= m(elem—le,zn + ei,elem—l) - (I’Vl - 1)(elemem—l + em—lemel)em_
— (e1€5em—1 + emem_1€16m) + c(m — 1)(ere2, + ee1)em,
on peut visiblement choisir 0 # ¢ € C de sorte qu’on ait w ZU).
Malheureusement, ce procédé ne marche pas lorsque m = 2. Vu que U(g', ") ¢
U(g, t), on peut élever m en multipliant W’ par un élément ¢ € U(g', t”) n’apparte-
nant pas a U(g, ). En effet, prenons un tel ¢ vérifiant é; = [Yy, ¢] € U(g)a, mais
e, =Yy, [Yy, e]] € U(g)a,. Le changement de e¢; a ¢; = e;¢é nous donne
ey =Yg el =exe+eier, 63 =Yy [Ya, &1]] = 2e20
modulo U(g)a;.
Si nous formons W = (€3 + é3¢;) — é%, les deux premiers termes sont de degré 1

par rapport a X, mais le dernier est de degré 2. Cela va donc nous fournir un élément
cherché. [

En résumant ce qu’on vient de voir, on obtient le théoréme suivant. Soient
H = exp(h,) et 7, = Indgv;{f pour 0 < s < d. En particulier, 7, = 1" et 19 est la
représentation réguliére de G'.

THEOREME 4.4. Soit toujours §) une sous-algebre de § supposée nilpotente. Si avec
les mémes notations (7) est vérifié et que U(Q', t4—1) ¢ U(Q', t4), alors

Ug, ) ¢ Ug) +U(g)a..
Dans la suite, nous allons utiliser le résultat suivant:

THEOREME 4.5 ([18, 19]). Soient § une algébre de Lie nilpotente et § une sous-
algebre de g. Soit q, un idéal de codimension 1 dans g contenant Yy telle que py =
Indz"xf, Go = exp(gy) soit a multiplicités finies. Supposons que U(g,t) ¢ U(g,) +
Ug)a,, et soit W appartenant a U(g, t) de la forme W= X, U+ V avec U, V € U(g,)
verifiant U ¢ U(g)a,. Alors, si © est a multiplicités infinies, il existe T € U(Qy, py) tel
que [T, W] & U(g)a, et donc l'algebre D.(G/H) est non-commutative.

Comme résultat immédiat du théoréme (4.4), nous avons le résultat suivant:

PROPOSITION 4.6. Supposons que § est une algebre de Lie nilpotente et §) une sous-
algébre de g. Si UQ) =U(G, t10) UG, 1) UG, 12) & --- ¢ UG, tg), alors il
existe un élément W appartenant a U(g,t) de la forme W =X,U+V avec
U,V e U) vérifiant U & U(g)a,. Si de plus T est a multiplicités infinies et que t4 est d
multiplicites finies, alors I'algebre D.(G/H ) est non-commutative.

Preuve. Pour la premicre partie, nous utilisons une récurrence sur la dimension de
f). Certainement notre hypothése est vérifiée pour fy,_;, ainsi (7) est vérifié et le
théoréme (4.4) nous fournit le résultat cherché.
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Pour la seconde partie, nous utilisons le théoréeme (4.5). O
Nous arrivons maintenant a prouver le théoréme suivant:

THEOREME 4.7. Supposons que § est une algébre de Lie nilpotente et §) une sous-
algebre de . Si dim Yy < 2, alors 'algebre D.(G/H) est commutative si et seulement si
T est a multiplicités finies.

Preuve. Rappelons tout d’abord le fait suivant: Soit (g, §) un couple réductif, il
existe donc un supplémentaire 1 de f) dans g tel que [f), m] C m. Soit g, un idéal de
codimension un contenant f) et Gy =exp(g,). Supposons que génériquement,
les H-orbites dans n* sont non-saturées par rapport a g,. Alors, il est bien connu
(cf. [7], page 702) que la symétrisation ¢ est un isomorphisme entre S(n)”
et U1 (g)/U(g) NU(g)a,. Si P est un polyndme H-invariant qui n’appartient pas
a S(mnaqy)?, alors ¢(P) est un élément non-nul de U(g,t) vérifiant o(P) ¢
U(go) + U(g)a..

Le cas ou dim §) = 1 est un exemple ou la paire (g, §) est réductive, ce cas a été étu-
dié¢ par Fujiwara, Lion et Mehdi dans [18]. Nous allons scruter donc le cas ou
dim §) = 2. Nous allons supposer de plus que 7 est & multiplicités infinies et que t,
est a multiplicités finies. Il est déja connu que dans la plupart des cas, il existe
W eU(g, 1) de la forme W= X, U+ V avec U, V e U(g') vérifiant U & U(g)a,, ce
qui entraine que lalgébre D.(G/H) est non-commutative d’aprés le théoréme
(4.5). Nous allons vérifier ce résultat pour tous les cas.

Comme la paire (g, f);) est réductive, on constate d’apres le rappel fait au début de
cette preuve que U(g,7") ¢ U(Q) +U(g)ay. Si UG, t1) ¢ UG, 12), alors Clest le
théoréme (4.4) qui nous donne immédiatement la réponse. Supposons donc que

U, 7)) CUg, )
et remarquons que cette condition entraine la finitude des multiplicités de 7. En
effet, rappelons la définition

Li={ et [ (Y)=f(Y), Yeb}
et introduisons

= (et 1Y) =f(Y), Y€y},
Siau passagede f;,_; a f;, (1 <j<p—1)presque toutes les H;—orbites dans F]' sont
non-saturées par rapport a f;_;, on trouve W;elU(q,t)NU{) tel que
Wi & U(ti—1) +UE)a,,. D’apres ce que nous avons vu dans les détails du théoreme
(4.4), nous pouvons modifier ce W; de sorte que nous ayons W; & U(f,_;) + U(f)a..
S’il en est ainsi, I’hypothese U(q’, T1) C U(g', 12) assure que W; € U(q, 1) et finalement
presque toutes les K;j—orbites, K; = exp(f;), rencontrant I'; sont non-saturées par rap-

port a f,_;. En continuant ces observations, nous arrivons a la conclusion que 7 est a
multiplicités finies comme 1, I’est. Cela signifie que

b=0, C by +6()
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pour presque toutes les /e I',_;. Comme presque partout dans I'; =TI, les
H-orbites sont non-saturées par rapport a f,_;, il vient que

h="0,ch +a0) ©)

presque partout dans I'; relativement a la mesure de Lebesgue dans I';.

Conformément au théoréme (4.5), nous allons prouver que nous pouvons produire
un élément X € U(g, 1) qui n’est pas dans U(g") + U(g)a..

Soit T € gtel que [T, Y1] = 0. Alors [T, Y3] € ; Nkerfd’apres (9). Doncsi T ¢ ¢/,
un tel T € g existe pourvu que [X},, Y1] € [¢, Y1], il ne nous reste rien a faire. Soit jj le
plus petit indice vérifiant [X;,, Y1] # 0. Sijo = p, alors [g', Y] = 0 et notre hypothése
sur les multiplicités entraine que [X,, Y1] = 0, ce qui achéve le but. Soit jo <p —1,

([Xj,. Y2])

Y —m Y1 eql) (10)

Jo>

pour presque toutes les / € I';. D’ou

(X, YIDILX,, Ya]) = U[X,, YIDULX;,, Y2])

pour presque toutes les / € I';. Ici [Xj,, Y1] et [X,, Y1] sont linéairement indépendants,
et en modifiant Y>, on peut supposer que /([X,, Y>]) est constante lorsque [X,, Y] et
[X}, Y1] sont linéairement dépendants modulo §);. De méme lorsque [X),, Y>] est coli-
néaire a [Xj,, Y>] aprés une addition éventuelle a X, d’un multiple de Xj,. Tout
compte fait, nous sommes amenés a la condition [X;, Y»] € b Nkerf et
[X,. Y2l € hynkerf. S’il en est ainsi, la formule (10) nous améne au fait que
Y, € g(/) pour presque toutes les / € T';. Cela implique que [X, Y>] € §; N ker f pour
tout X € g. En particulier, [[g, g], Y2] = {0}. Si Y, est central dans g, rien a faire
encore. Sinon, f(Y;) =0, et I’élément X, nous convient si [X,, ¥»] = 0. En effet, il
existe X € g tel que Y| =[X, Y] et

[X[J7 Yl] = [Xp7 [X’ Y2]] = [[va X]a Y2] + [X’ [Xp’ Y2]] = 0.
Enfin, si [X,, Y»] = Y}, alors on a
[Xp, Y11, Y1l = [[Xp, V1], [Xp, Yol = [[[X)p, Yi], Xl Yol + [X, [[X), Y11, Y]l =0

compte tenu de [[g, g], Y>] = {0}. Alors nous pouvons aisément constater que I’élé-
ment X,[X;, Yi] — [X,, Yi]X}, nous convient, d’ou donc le résultat. ]

Bien qu’il reste essentiellement la, nous énongons ce résultat sous la forme
suivante.

PROPOSITION 4.8. Soient g une algebre de Lie nilpotente et Y) une sous-algebre de g.
Supposons que T est a multiplicités infinies. Soit K = exp(f) un sous-groupe analytique
de G contenant H tel que 7 = Indgxf soit a multiplicités infinies et que T= Indfl)(f soit
a multiplicités finies pour tous les sous-groupes analytiques K de K contenant H
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et vérifiant dim K/K = 1. S’il existe dans § un idéal a de f tel que dim §/a < 2, alors
lalgebre D.(G/H) est non-commutative.

Preuve. 11 est évident que nous pouvons supposer que G = K. Si §j est elle-méme
un idéal de g, le résultat est connu d’aprés Baklouti et Ludwig (voir [3]). Si dim
h/a =1, on peut supposer que a = [j,_; par usage des notations précédentes. Les
H-orbites génériques dans I'; étant non-saturées, X, peut étre choisi de sorte qu’on
ait [X,, hy1] C by Nkerf. Dans le cas ou  C b, | + (/) pour / € I'; génériques,
cela exige que /([X,, h]) = {0} presque partout dans I'; et puis que [X,, ] C h Nkerf.
En bref, X, nous convient.

Lorsque §) ¢ b,_; + a(!) pour [ € T'; génériques, on se trouve d’apres les détails du
preuve du théoréme 4.7 dans le cas ou

U(g/, Td—l) ¢ u(g/7 Td)

pour un certain idéal g’ de codimension 1 dans g par abus des notations précédentes.
Ces détails sont faits quand dim f) = 2, mais rien ne nous empéche de les appliquer
dans notre cas. Nous somme finalement en mesure d’appliquer le théoréme 4.4 pour
arriver au résultat voulu.

De méme, a = ,_, si dim f/a = 2. Posons

n={Xegql[X,alcankerf}.

Alors 11 est une sous-algébre de g contenant §). Les sous-algebres ), | <i<d—
étant prises comme des idéaux de g. Soit iy le premier indice pour lequel [g, §; ]
ker f. Si n # g, alors I'indice i, existe. Posons alors

2
Z
f={Xeg|[X,0,] Ckerf}.

Alors il est clair que f est un ideal de codimension 1 dans g et que hcnc f. 1l va de
soi de poser K = exp(f). Nous affirmons maintenant que 7 = Indgxf doit étre a
multiplicités infinies. En effet, supposons le contraire et remarquons que les
H-orbites génériques dans I'; sont saturées par rapport a f. Ceci va impliquer d’aprés
la proposition 3.5.1 que 7 lui-méme est a multiplicités finies, ce qui est contradictoire a
I’hypothése.

Tout compte fait, nous sommes dans la situation ou 1 = g et que b = a N ker fest
un idéal de g. Si b # {0}, nous pouvons descendre au quotient g/b tout en adaptant
un raisonnement de récurrence. Si b = {0} et dim a = 1 i.e. d = 3. Comme [g, a] = 0,
il se trouve que f); est contenue dans le centre de g et / ne s’annule pas sur ;.
Rappelons qu’il existe dans U(g)\U(g") un élément Hj-invariant et remarquons
que § est abélienne. S’il en est ainsi, il nous suffit d’appliquer le résultat d’existence
alh=RY,;®RY,_ | pour trouver 1’élément cherché. O

Remarque 4.9. L’algébre g est toujours considérée nilpotente. La deuxi¢me
condition U(q',14-1) ¢ U(G', 14) du théoréme (4.4) est testée le plus simplement
possible comme suit. Posons

D={Xeg|[X bs] C by Nkerf}.

https://doi.org/10.1023/B:COMP.0000005080.07125.18 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1023/B:COMP.0000005080.07125.18

52 ALI BAKLOUTI AND HIDENORI FUJIWARA

Pour que la condition en question soit requise, il suffit que [Yy, D] ¢ §,_; Nkerf.
En particulier, si f s’annulle sur 0, il suffit que le normalisateur dans g’ de § est
strictement contenu dans celui de §’ = §,_,. O

EXEMPLE 4.10. Si presque toutes les H-orbites dans I'; sont saturées par rapport a
q’, le procédé décrit plus haut ne doit pas marcher. L’exemple le plus simple, c’est
comme suit. Soit n = vect(X, Y, Z )i l'algebre de Heisenberg, i.e. [X, Y] = Z. Soient
f=2Z* et ) = vect(Y, Z)g. Cela implique que §) est une polarisation de g en f, que
T= Indgxf est irréductible et donc que I’algebre D.(G/H) est triviale. Considérons le
drapeau d’idéaux S de q:

S: {0} CcRZCRY®RZ Cg.

Doul)j =RZ, Y| =Zeth, =g =RYDRZ et Y, =Y avec nos notations. Il est
immeédiat que X € U(g, v') qui n’appartient pas a U(g’). Cependant nous avons des
faits (adY)*(X) = 0,U(q, 1)) = U(8) = U5, 12) et § & b, + (/) pour n’importe
quelle [ € T;.

Passons a [autre extréme et étudions la situation ou dim f):%(dimg+

dimg(f)) — L.

EXEMPLE 4.11. Soit g une algébre nilpotente. Supposons que le centre 3 de g est de
dimension 1, soit 3 =RZ. Soient feg* telle que f(Z)=1,Yeqg tels que
a = vect(Z, Y)g est un idéal de g, g, le centralisateur dans g de a et b une polari-
sation qui n’est pas contenue dans g,. Posons ) = b N g, et b = RX + [). Alors il est
clair que 7 = Indg;{f est a multiplicités infinies et que 1’algebre D.(G/H) est non-
commutative. En effet, X, Y e U(g,7) et [X, Y] = Z € U(g)a..

PROPOSITION 4.12. Soient § une algebre nilpotente et ) une sous-algebre de  telles
que dim b = %(dim a4+ dim g(f)) — 1. Alors l'algebre D.(G/H) est commutative si et
seulement si les multiplicités de t sont finies.

Preuve. La condition dim f) = %(dim g+ dim g(f)) — 1 signifie que dimf =
dim b — 1 ou b est une polarisation en f. Si le centre 3 de g n’est pas contenu dans 0,
alors dimf/(hNg)=1 et b =0+ 3 est une polarisation commune pour /€ I';
génériques. Si 3 C b et si dim 3 = 2, on peut passer au quotient g/(3 N ker /) auquel
s’applique I’hypothese de récurrence.

Supposons donc que 3 C § et dimz = 1. Si fj; =0, on descend au quotient /3.
Nous sommes donc dans la situation habituelle ou nous disposons de X, Y, Z, gp.
Soit Gy = exp(gay).

Nous allons démontrer par récurrence que la commutativité de D.(G/H ) implique
la finitude des multiplicités de 7.

Supposons en premier lieu que §) C g, que 79 = Indg0 %y est a multiplicites finies et
que l'algebre D.(G/H) est abélienne. Nous pouvons choisir une base de Malcev
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B={X....,X,}, X, =X de g relative a § telle que By = {Xi,..., X,_1} soit une
base de Malcev de g, relative a [). Nous pouvons supposer encore que
(Y+a(f))Nh =40, carsi Y+ S € ) pour un certain S € g(f), les H-orbites généri-
ques de I'; sont saturées par rapport a g, et donc les multiplicités de t sont finies.
Nous pouvons alors prendre X; = Y. Montrons que D.(G/H) ~ C[Y]. En effet,
remarquons tout d’abord que D.(G/H) >~ D.,(Go/H) car s’il existe un ¢élément
W =X,U+ V dans U(g, 1) avec certains U, V' dans U(g,) et U &U(gy)a,, alors
I’algébre en question serait non-commutative. Ensuite, posons § = § @ RY et sup-
posons sans perte de généralités que f(Y) =0. Comme §)’ est une polarisation en
f, Palgébre D.(Go/H') est triviale d’apreés la proposition (3.7) ot nous avons supposé
que H =exp(h) et v = IndIGf,xf.

Soit W un élément de U(qy, To), alors [W, §] C U(gy)a,,. Comme [W, Y] = 0, nous
avons que

Wel(g. 1) =C-1+U(gp)ar

encore d’apreés la proposition 3.7. Utilisons encore les mondomes

Xykut = X,‘:‘fl‘ D GED LF Uf"---Ulﬁ‘

avec U; = Y; +if (Y)). Ainsi W peut se mettre de la forme
W=7+ Y CupXgY U’
o, (k. p)#(0,0)

pour un certain A€ C et certains coefficients complexes Cy . Ainsi modulo
U(Qo)az,, W pourra s’écrire

W=+ CpoXgY.
o,k

Nous affirmons maintenant que C, x ¢ est nul pour tout a # (0, ..., 0). En effet, si le
contraire est vrai, on pose

W =W—iI=>"CyroX;Y" € U(g. 10).
o,k
Soit ko = inf{k, Cyx0 # 0,2 # (0, ..., 0)}, alors
W’ — Z C(O,AAA’O)’](’()YJ( = Yko Cz,k’()Xg chka = Yko w’.
k o

>

b

0

En remarquant que pour s=1,...,d, [Y,, W] = Y®[Y,, W], nous arrivons a la
conclusion que

W' = Z Co 0 XE Y € Ugy, 10) € UG, T)

ok >k

et donc

W' = Z Coko,0 X
o
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modulo U(gy)ar. Finalement, les coefficients C,x, o doivent étre nuls, ce qui est
impossible.

Nous en déduisons alors que D.(G/H) ~ C[Y]. Rappelons maintenant que la
conjecture (2.1) est vérifiée dans I'algébre g, (voir [15]), ainsi

DA(G/H) = C[, ] =~ C[Py],

ou Py est la fonction polynomiale donnée par: Py(¢p) = ¢(Y).

Soient {X7,.. X la base duale a B={X,...,X,} et ¢=f+(d;....,
bp1s Op) =+ o X{+ -+, X)_ | + ¢,X; € .. Comme on peut supposer que
S est nulle sur vect(Xy, ..., X)), on peut écrire que

(/) = ¢0 + ¢pX[: = ((f)(]? d)p)

Si les multiplicités qui apparaissent dans la désintégration de 7 sont infinies, les
H-orbites génériques de I'; sont non-saturées par rapport a g,. Ainsi, il existe un
polynéme H-invariant non-nul sur les ¢léments génériques de I'; qu’on peut écrire
sous la forme

P(p) = P(¢g. d,) = Po(pp)9, + Qo(¢y)

pour certaines fonctions polynomiales Py et Qp dans la variable ¢, qu’on regarde
dans I';,. Comme la restriction de P sur I';, doit étre toujours H-invariante et compte
tenu de ce qui préceéde, on peut écrire que

Py=3 C.P}. Qo= CyPy
P B

ou C, et Cy sont des coefficients complexes. Il s’ensuit que le polyndome P(¢) = ¢,
est H-invariant et donc [X, h] C § Nkerf, et ceci est alors absurde.

Supposons enfin que ) ¢ g,. Dans ce cas Y € 0), on pose §)' = (HNgy) @ RY et
H' =exp ). On sait que les induites Indf,xf et = lndg, %y sont équivalentes. L’opér-
ateur Ty m qui entrelace ces deux induites est défini pour tout ¢ € C°(G/H, f) =
K(f,),G)NC®(G) et g € G par

Ty ui(g) = /

H/HN

Egh)y, (h)dh = f E(gexp(1Y))dr.
H R

Cet opérateur est une isométrie, d’apreés un choix propice des mesures sur G/H et
G/H'. Les algébres D.(G/H) et D,(G/H’) sont par conséquent isomorphes, en effet
I’application

Tj i Do(G/H') — D(G/H)
définie pour tout D € D (G/H') par:
ThuD= Ty 'oDoTyy

est un isomorphisme d’algeébre, donc D, (G/H’) est abélienne et 7’ est a multiplicités
finies d’apres I’hypothese de récurrence. Ainsi t est encore a multiplicités finies. []
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Nous allons regarder maintenant ’assertion (2.4) et la prouver dans le cas parti-
culier ou dim § < 2. Il est bien clair que la preuve de cette assertion nous permet
de donner une réponse positive a la question 2.2.

THEOREME 4.13. Supposons que § est nilpotente. Alors 'assertion (2.4) est vraie
lorsque Y est une sous-algebre telle que dim §) < 2.

Preuve. Gardons les notations introduites au début de cette section et commen-
¢ons tout d’abord par le cas ou dim f) = 1. Soit jy le premier indice pour lequel
[b, Xj,] # {0}. Si un tel jo n’existe pas, ) est central dans g et rien a faire de plus.
Alors, pour j < jo, [b, X;] = {0} et X; € U(g, 7). Si notre algebre s’agrandit au passage
de f;,_;1 a f, il existerait d’aprés ce qu’'on a vu précédemment un élément
W e U(g, 1) NU(E;,) de la forme (5) avec j = jo. Comme U, V € U(g, 1), on constate
que Xj, € U(g, T) car U(g, 7) ne possede aucun diviseur de zéro non-trivial. Mais cette
derniére appartenance entraine que [§), X; ] = {0} ce qui est absurde. Pour j > jp, les
H-orbites génériques dans I'; sont non-saturées par rapport a f;_; et, puisque le
couple (g,0) est réductif, on peut facilement construire un élément
W e U(g, ©) NU(E) ayant la forme (5) a 'aide de la symétrisation.

Regardons maintenant le cas ou dim § =2 et proposons-nous de montrer la
propriété dans ce cas-ci. Si [); est central dans g, nous sommes essentiellement
ramené au cas ou dim §) = 1 et le résultat s’ensuit. Tout comme avant, soit j, le pre-
mier indice pour lequel [§;, Xj ] # {0}. S’il existe ¢ < jp tel que [B, X,] ¢ §; Nkerfet
que X; € U(g, T) pour j < ¢, il est évident que notre algébre ne s’agrandit pas au
passage de f,_; a f,. Dans ce cas la, notons bien que les H-orbites génériques dans
I', sont saturées par rapport a f,_;.

Soit g < j < jo. Remarquons d’abord que les H-orbites génériques dans I'; sont
non-saturées par rapport a f;_;. Puisque [f);, X,] = {0} et que [h, X,] ¢ h; Nkerf, le
critere du théoréme (4.4) nous assure qu’il existe un élément W e U(g, 1) NU(Y)
ayant la forme (5).

Comme [0, f;, ,] = {0}, les H-orbites génériques dans I';, sont saturées par rapport
a fj, , et il est clair que notre algebre ne s’agrandit pas a I’étape de f;, d’apres I'argu-
ment fait pour le cas ou dim §) = 1 et appliqué a b;.

Soit maintenant j > j;. Les H-orbites génériques dans I'; sont non-saturées par
rapport a f;_; et conformément a ce fait, le critére du théoreme (4.4) s’applique pour
produire un nouvel élément W e U(g, 1) NU(¥;) ayant la forme (5).

Avant de continuer nos observations, résumons briévement ce qui se passe a
I’étape j = jo:

(1) [by, ] # {0} mais [by, £;,—1] = {0}
(2) Les Hi-orbites génériques dans I';, sont saturées par rapport a f;_;.
3) DT/O (K/(>/H) = DT/(]—I(Kj()_l/H)'

Supposons maintenant que [, f;,_;] C f; Nkerf et soit r > j, le premier indice
pour lequel les H-orbites génériques dans I', sont saturées par rapport a f._;. S’il
n’existe pas de tel indice, on se retrouve a chaque étape f;(j > jo) dans la situation
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dé¢ja étudiée plus haut. Allons constater que notre algébre ne s’agrandit pas a 1’étape
f.. Soit jo <j < r. La situation au niveau f; étant celle que nous avons examiné plus
haut, on a [X}, Y;] = 0 ou [Xj,, Y»] € h; Nkerf, et en tout cas [X;, Y>] € h; Nkerf. Si
[Xj,. Yo] € by Nkerf, nous voyons aussitét le résultat cherché car [X,, Y>] ¢
by Nkerf. Ensuite si Y7 = [Xj,, Y>] et f(Y1) # 0, alors [X;, Y>] =0 pour jo <j<r
et [X,, Y1] € fj,_1. Soit X; = [Xj,, Y1]. Ecrivons

Jo—1

(X, Yi] =) Xy
k=1

et

r—1

(X, Yal =) BiXe +7Y
k=1

avec certains oy, ff;, y € R. Comme
[[X,. Y1], Vo] = [[X,, Y2], V1],

on a que f; =0. Supposons que [X,, Y1] # 0, sinon le résultat cherche s’obtient
aussitot.

Supposons pour le moment qu’il existe W € U(g, 7) ayant la forme W= X, U+ V
avec U, V e U(f,_) vérifiant U & U(g)a,. Il se réduit aux cas ou V' = X, Vetou U,V
s’expriment par les éléments X;(1 <i<r—1,i#jy). De [W, Y1] € U(g)a,, il vient
que

Jo—1 5
( Z OCka> U+ X\' Ve u(g)a‘c

k=1

De [W, Y;] € U(g)a,, on a que

r—1
(Zﬁkxk +yY1)U— V=1 (MY e U@)a..
k=1

D’ou

Jo—1 r—

1
V—lf(Y1)<ZOCka)+Xs< ﬁka-i-"/Yl) € U(g)a..
k=1 pa

Cette appartenance est possible seulement si 22;11 b Xx =0, d’ou I'on déduit
facilement le résultat voulu en remplagant X, par X, — yXj,.

Supposons désormais que [X,, Yi] et [Xj,, Y>] sont linéairement indépendants
modulo 0, soient [X;,Y]=X, et [Xj, Y2]=X,+cY; (c € R,s# ). Ecrivons

encore une fois

r—1 r—1

(X, Vil =) ouXi, [Xo, Yol = D BXi +7Y1 (o, By, 7 € R).
pay =1
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Comme [[X,, Y1], Y2] = [[X,, Y2], Y1], nous avons que
%, (X; +cY1) +0Y1 = B, X,

avec un certain 0 € R, d’ou o, = f; = 0. Compte tenu de ce fait, si notre algebre
s’agrandit a Iétape de f,, on y trouverai un élément W € U(g, t) ayant la forme
W=X,U+X;V avec U, VelU(f,_1) qui s’expriment par les ¢léments X;, (1 <
i<r—1,i#jp) et vérifiant U ¢ U(g)a,. De [W, Y] € U(g)a., il vient que

r—1
(Z ocka> U+ X,V elU(g)a,.
k=1

De [W, Y3] € U(g)a,, nous avons que

r—1
(ZﬁkX/c +VY1>U+ (Xt + CY])V € u(g)ar
k=1

Maintenant, il faut noter que

(X5, Xi +cYi]=[1Xy, Y1].[Xp, Yol =[X5,. [Y1. [Xj,. Yo]ll+ Y1, [1X;

0

2], X;,11=0.

Toutes ces observations nous donnent

r—1

r—1
X, + CY1)<ZO(ka> — Xs(Zﬁka + VYI) e U(Q)a;.
=1 =1

Lorsque f(Y7) # 0, cette condition est remplie seulement si

r—1
¢ ) X =X, =0.
k=1

A savoir, [eX, — yXj,, Y1] = 0. A cause de la saturation des H-orbites par rapport a
f,_1, on en tire le résultat attendu sauf dans le cas ou ¢ =y = 0. Supposons donc
que f(Y;) =0, ou ¢ =7y =0 sinon. Alors la condition décrite ci-dessus est remplie

seulement si

r—1
X,( > ocka> = XS<
k=1

a savoir que

r—

1
ﬁka>,

k=1

(X

Jo»

Y] — e)X,, V1] = [X;,, Y1]([X,, Y2] —yX7).

La commutativité entre des €léments apparus dans cette égalité nous permet de la
regarder dans I’algebre symétrique S(q)/S(g)a.. Evaluons deux membres au point
[ € T, générique et nous avons

([Xjy» Y2DUIX, Y1]) = KXy, YiDKLX:, Ya)).
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Cela étant, en posant Y = [([Xj,, Y1])Y> — I([X},, Y2]) Y1, on constate aisément que

(X, YD = (X, Y]) = 0.

Mais cela contredit notre hypothése que I'orbite H - [ est saturée par rapport a f,_;.

Soit enfin r < j < p. Ayant une fois passé 1’étape f,, on voit que les H-orbites
geénériques dans I'; sont non saturées par rapport a f;_;. Rappelons qu’on vient de
vérifier la non- ex1stence d’un élément W € U(g, 1) ayant la forme W = X, U + V avec
U, Vel vérifiant U ¢ U(g)a,. D’autre part, il existe W € U(f,) de cette méme
forme qui est Hj—invariant. Tout cela nous permet d’appliquer le critére du
théoréme (4.4) au niveau {; pour affirmer que notre algébre s’agrandit a ce passage. [J

En résumé, gardons les notations et posons K; =exp(f)) et g; = Indf};(f pour
0 <j < p. En particulier, Ko = H, K, = G et g9 =y, 0, = 7. La suite d’inclusions
des sous-groupes H C K; C --- C K,_| C K, = G entraine celle des algebres

Dy (K1 /H) C Do,(K2/H) C -+- C Dy, (Ky—1/H) C Ds,(K,/H) = D(G/H).

PROPOSITION 4.14. Supposons que ¢ est une algebre de Lie nilpotente et que | est
une sous-algebre telle que dim ) = 2. Pour 1 < j < p, Do (Kj/H) = D,,_,(K;_1/H ) si et
seulement si les H-orbites génériques dans T'; sont non-saturées par rapport a f;_;.

COROLLAIRE 4.15. Supposons que § est une algebre de Lie nilpotente et que ) est
une sous-algébre telle que dim t) = 3. Supposons que © = a,, est a multiplicités infinies
tandis que o,y est a multiplicités finies. Si I'ensemble {l € T';:t) ¢ b, + q(/)} n’est pas
négligeable pour la mesure de Lebesgue sur I, alors Dy, (K, 1/H) # D.(G/H) et
lalgebre D.(G/H) n’est pas commutative.

Preuve. Soit [ eI, générique, et reprenons la notation ¢ au lieu de f, ;.
L’hypothése sur les multiplicités implique qu’il existe X € g\g’ vérifiant
[([X, B]) = {0}. S’il en est ainsi, §) C b, + g'(/jy) entraine §) C §, + g(/). Donc sous nos
hypothéses, I'ensemble des / € I',_; ou O, + g'(/y) n est pas un sous-espace lagran-
gien n’est pas négligeable. Cela signifie que 1, = Ind, n, Xy est @ multiplicites infinies.
Soit g(1 < g < p — 1), le premier indice tel que Ind];, % soit a multiplicités infinies.

Nous en déduisons que, pour presque toutes les / € I'y, 'orbite K, -/ (resp. H - /)
est saturée (resp. non-saturée) par rapport a f,_;. Comme ¢,_; est a multiplicités
finies, le résultat da a Corwin-Greenleaf dit que l'algebre D, (G'/H) ne change
pas au passage de K,_; a K,,. Pourtant la proposition (4.14) nous avertit que I’algeébre
D.,(G'/H) s’agrandit a ce passage. D’ou le théoréme (4.4) nous apporte le résultat
cherché. [

Remarque 4.16. Concernant la deuxiéme condition U(q',74-1) ¢ U(g', t4) du

théoréme (4.4), elle tombe en défaut lorsque 7, est a multiplicités finies. Car dans ce
cas U(Q', t4—1)/U(G"a,, , est commutative et ) C U(Q', T4-1).
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Supposons que 1, est a multiplicités finies et que
Ug, 7) ¢ U@G) +U@a..
Soit
W' =X,U + V' €Ug)

avec U', V' eU(g) vérifiant U’ gU(g)ay. Si W' satisfait aux conditions
[64-1, W] Cc U(g)ay, alors on a nécessairement que W’ € U(q, 7). En effet, puisque

Ug. v) ¢ U@G) +U@ax,
il existe W= X,U+ V e U(g, t) avec U, V € U(g') vérifiant U ¢ U(g)a.. D’ou quitte
a supposer que U, U’ e U(q',14-1) CU(G, t4), la commutativité de U(Q', T4 1)/
U(g"a,, , nous assure que

V=WU-WU =V'U- VU (mod U(g)a,)
appartient a U(q', 74-1) C U(Q', 14). Ainsi,

W'U= WU’ + V(mod U(g)a,)

appartient a U(g, t) et par conséquent [Y, WU € U(g)a, pour tout Y € f. Comme
U(g, 1)/U(g)a, n’a pas de diviseurs de zéro non-trivial, il s’ensuit que W’ € U(g, 7).
En effet, il vient que

[Y, W' ]=[Y, X,JU + X,[Y,U']+[Y, V'] e U(q) + U(g)a..
Ensuite, pour Y € §)' =0,_,,

Y. [Y, W'=Y, Y], W]+[Y,[Y, W] e U@)a.
Tout compte fait,

[Y, W' € U, ta-1) + U@)a: C UG, a) +U@)a: C UG, T)

comme 741 est & multiplicités finies (voir le début de la remarque).

Cela posé, supposons que t (resp. T4, T4—1) est a multiplicités infinies (resp. finies).
Siontrouveun W’ = X, U' + V' e U(g, v') avec U’, V' € U(g') vérifiant U' & U(g)ay
et tel que [Y,, W'] € U(g)a,, alors la conjecture de Duflo-Corwin-Greenleaf ne s’éta-
blirait pas.

5. Sur Palgébre D,(G)?

Soit 7 une représentation unitaire et irréductible d’un groupe de Lie résoluble
exponentiel G = exp g associée a une G-orbite coadjointe Q(n) C g* d’une forme
linéaire f. Soit ker(dn) I'idéal primitif bilatére de I’algebre enveloppante U(g). Soit
encore H un sous-groupe analytique de G d’algébre de Lie §). Tout comme dans le
paragraphe 2, on définit D,(G)” T'algébre étant ’algébre image par I’homomor-
phisme drn du quotient U,(g)"/ ker(dn). Ici,

Un()" = {4 € U(q):[A4, h] C ker(dn)}.
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Nous allons donner une description explicite de I'algébre D,(G)” quand G est un
groupe de Lie nilpotent. Soit

0}=gCaC--CGpu1 CFu=24g
une suite de Jordan-Holder de g, c.a.d une suite décroissante d’idéaux de g telle que
dim(g;) =/, j=0,...,m. Soit f € g*, on définit e(f) = {1 <j < m|g; # g, +a(f)}.
Soit X; € g\g_1,j=1,....,m. Alors {X1, ..., X,,} est une base de Jordan-Hé&lder
de g et on a que

Jjee(f) & X; &g +alf)

Posons Q. ={leg*e(l)=¢}. Si feg* avec e(f)#¥ ie g(f)#q et si e=
e(f)=1{j1 <--- <Jjag}, alors {Xj,, ..., Xj,} est une base de g (mod g(f)). Il existe
des fonctions R¢: Q, x R > R,j=1,...,m telles que:

a) Pour fe Q, fixée, (x1,...,xs)— Ri(f, x: R? — R est une fonction polynomiale
en x = (xy,...,xq) et les coefﬁ01ents sont des fonctions G-invariantes sur
Qi€ {1,...,m};

b) Ri(f,x) = x, pour j=jk € e,f € Qy;

) Sl I <i<m,jx <J < jir alors Ri(f, x) ne dépend que de xy, ..., xx;

d) Pour tout f € Q,, 'orbite coadjomte G - fest donnée par:

Do R(f0llx e Rd},
i=1

ou {/1,..., 1} est une base de g* telle que /i(X;) = 9;;1 < i, j < m. (voir [24])
Sor[ re(f) I'image dans U(g) par la symétrisation de lelement R“(f X, ...,
Xi,) dans l’algebre symétrique S(g) de gc, c’est a dire on remplace la varlable
X dans R{(f,x) par —iX;,. Notons en particulier que r{ (/)= —iXj,. Soit G, le
sous-espace de S(qk) engendre par les éléments de la forme X X -~~X;‘,",
(a1, ..., 0q) € IN? et soit F, I'image dans U(g) de G, par la symetrlsatlon D’autre
part, soit E, le sous-espace de U(g) engendré par les éléments de la forme
XP - X[y, ... 00 € INY. Sie=0, on pose G, =F, = E,=C-1.
Pedersen a prouvé que l'idéal prlmmf ker(dn), ou 7 € G telle que f € Qg(n), est

engendré par les éléments u;(f) = 1r"(f) J € eetque
U(g) = ker(dn) @ E, = ker(dn) @ F,,

(voir [24, Theorem 2.1.1 et Theorem 2.2.1]). De méme, ’action de dx sur E, et F, est
fidéle (voir [24, Lemma 2.2.12 et Lemma 2.2.13]). Ainsi, nous obtenons le lemme
suivant:

LEMME 5.1. Soit G =exp(q) un groupe de Lie nilpotent connexe et simplement
connexe. Soit H = exp() un sous-groupe analytique de G et m une représentation
unitaire et irréductible de G. Posons e = e(f) avec f € Q(rn). Alors

Dy > B ~ F,
ou E¥ = E,NUL(a)" et F = F, NU(g)".
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Comme il a été mentionné dans le deuxiéme paragraphe, nous voudrons com-
prendre la structure de 'algébre D,(G)" en terme d’orbites coadjointes pour le spec-
tre et les multiplicités de my. Plus précisement, nous allons discuter en ce lieu la
question suivante:

Quand est-ce que 'algébre D(G) est commutative?

Nous allons répondre a cette question lorsque H est un sous-groupe normal de G.
En fait, nous croyons que I’assertion suivante doit étre vraie:

CONIJECTURE 5.2. Soit G = exp(q) un groupe de Lie nilpotent connexe et simple-
ment connexe. Soit H = exp(§)) un sous-groupe analytique de G et © une représentation
unitaire et irréductible de G. Alors, I'algébre D(G)" est commutative si et seulement
si les multiplicités qui apparaissent dans la désintégration de m gy sont finies n-presque
partout.

En passant, remarquons le phénoméne suivant:

LEMME 5.3. Soit G = exp (g) un groupe de Lie résoluble exponentiel d’algébre de Lie
a. Soit H = exp(§)) un sous-groupe analytique de G et © une représentation unitaire et
irréductible de G. Si my est irréductible, alors I'algébre Dn(G)H est triviale.

Preuve. Soit dn(A) € D,(G)", alors utilisant le fait que A € Ux(g, §), on peut
déduire que dn(A4) commute avec dn(X) pour tout X € fj. Par le lemme de Schur, on
obtient dn(A4) € C - 1 et finalement U,(g, §)) = C - 1 4+ kerdn, d’ou le résultat. O

PREUVE DU THEOREME 5.4 (2.5). Nous allons utiliser une récurrence sur la
dimension de g. Notons a(f) le plus grand idéal de g contenu dans g(f), manifeste-
ment,

a(f) = 4d@UN = [ a(@).

geG PpeQ(n)

Soit encore a = a(f) N § qui est un idéal de g. Si a = § alors ) C a(f) et tout point
dans Qg(m) N p~(Qp(0)) est une H-orbite. Cela veut dire que les multiplicités de m
sont infinies, ce qui est impossible compte tenu de notre hypothése. Ainsi, nous pou-
vons supposer que a # §.

Soit {Z,...,Z,} une base de Jordan-Holder de g passant a travers a et by de
telle manicre que a =span(Ziyi,...,Z,) et h=span(Z, . (p <k). Soit ¥ =
Zr € haet

g ={Teq f(T. Y]) =0}

En fait, g¢¥ # g. Sinon, nous avons f([g, Y]) =0 et alors Y e g(f) et finalement
RY @ a est un idéal contenu dans q, ce qui est impossible. Il s’ensuit que g¥ est
un idéal de codimension 1 dans g.

AAAAA
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LEMME 5.5. Avec les mémes notations, nous avons

Un(a)" c Ug).

Preuve. Nous choisissons X € g\g? tel que f([X, Y]) = 1. Soit W e L{n(g)h de la
forme W =1 X*V avec certains Vi € U(g"). Calculons [W, Y] qui appartient
a ker(dm). Tout d’abord, par un simple calcul, on voit que [X”, Y] = mX""!
[X, Y]+ Q ou Q € U(g) de degré inférieur ou égal a m — 2 en X. Il s’ensuit qu’il existe
A € U(g) de degré inférieur ou égal a m — 2 en X tel que

(W, Y] =mX" 'V,[X, Y]+ A.

Puisque [X, Y] € a(f) et f([X, Y]) = 1, nous pouvons conclure que V,, € ker(dn) et
inductivement que W e U(g') modulo ker(dr). Ici bien évidemment nous avons
utilisé le fait que [(g"), Y] C ker(dn) qui n’est pas difficile a vérifier. O

Notons que nous avons 7 =~ Ind%,n;, ou GY =exp(g") et 7, € GY associée a
Ji =fq» par la théorie de Kirillov.
Choisissons un supplémentaire t de g dans g tel que 7GY = G ou T = exp(t).

Maintenant nous allons étudier les deux cas possibles qui peuvent avoir lieu.

Cas 1: Hcg”.

Ecrivons

D
TE|H = (TE|GY)|H ~ / TE”Hdt.
R

Ici 7, est la représentation associée a Ad*(exp(tX))fjqr dans le groupe G. Par le fait
que les multiplicités de g sont finies, on peut déduire que les multiplicités de 7
sont finies pour presque tout ¢ € R. Montrons que

U(@)" =) Us(a")"

teR

Tout d’abord, rappelons que pour tout 4 € U(g?) nous avons que:

dn(4) = fR ? dr.(A4)dt.

Pour A4 € Uy(g)", nous avons

1<)
0 = dn((A. §]) = /R dm([A, B dt.

11 ’ensuit que dr,([4, §]) = 0 pour presque tout ¢ € R.
L’hypothése de récurrence nous permet de dire que Dm(G)H est commutative et
pour 4, B € Ux(g)",

D
[dn(A), dn(B)] = /R dr,([4, B])dt = 0
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ainsi, nous avons le résultat.

Cas 2: h¢g”.

Soit §; =H N g’ et H =exp(h,). Il est clair que 6, est un idéal de g¥. Notons dans
ce cas que nous pouvons prendre le supplémentaire t = RX dans §). En utilisant le
théoréme du sous-groupe de Mackey, nous avons 7y =~ Indgl (m1)1,) ou 7 est la
représentation associée a f; = f|,v. La représentation m g, est en général pas irréduc-
tible et si les multiplicités qui apparaissent dans la décomposition en irréductibles de
m i sont finies, alors il sera encore le cas pour cette représentation. Il s’ensuit que
pour presque tout # € R la représentation 7,y a encore des multiplicités finies.
Maintenant par le méme argument que dans le premier cas, on peut facilement
montrer:

U(9)" ) Uz (@)

teR
L’hypothése de récurrence appliquée au triplet (g, §;, 7,) nous permet de dire que

I’algeébre D,T,(GY)H‘ est commutative. Par le méme chemin que dans le premier
cas, nous avons le résultat. O

COROLLAIRE 5.6. Supposons que G est nilpotent et H un sous-groupe normal de G.
Supposons encore que Ty se décompose avec des multiplicités finies presque pour tout
n € G. Alors le centralisateur de O dans U(g) déja noté (b, 0) avec les notations du
paragraphe 2 est une algebre abélienne.

Dans un prochain travail, nous allons étudier la conjecture 5.2 et aussi le probléme
de la commutativité des centralisateurs des sous-algébres dans I’algébre enveloppante
objet du corollaire 5.6.

EXEMPLES 5.7.

EXEMPLE 1. Soit G un groupe de Lie résoluble exponentiel et H un sous-groupe
analytique de G. Soit © € G. Si H = {e}, alors D(G) = D,(G)" ~ U(g)/ ker(dn) qui
est en général une algebre non-commutative.

EXEMPLE 2. Soit n = vect(X, Y, Z)g l'algebre de Heisenberg, i.e [X, Y]=Z.
Soient A un réel non-nul, f; = AZ* et n; la représentation de G associée a f;. Soit
encore [) = vect(Z )g. Alors

7'[|].[l’00'}{;L

ol z, est le caractére de H définie par ,(exp(1Z)) = e'*. Ainsi U(g)" = U(g) et
D,(G)" ~ C[X, Y] qui est une algébre non-commutative.

https://doi.org/10.1023/B:COMP.0000005080.07125.18 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1023/B:COMP.0000005080.07125.18

64 ALI BAKLOUTI AND HIDENORI FUJIWARA

EXEMPLE 3. Si on reprend le méme exemple avec f) = vect(Z, X)g. Alors il est
facile de voir que

®
n|H:/ 2. dt, (11)
R

ou y,, est le caractére de H défini par z,;(exp(zZ)exp(xX)) = e“e™.
Considérons le drapeau d’idéaux S de g:

S {0} CRZCRXBRZ C g.

Cela implique que [ est la polarisation de Vergne de g en f; par rapport a S et que
Indf,xﬂ est irréductible. Ici, Z/ln(g)b = U(H). Ainsi D(G) ~ C[X] qui est une algébre
commutative.

Soit ‘H, I'espace de la représentation m;. Donc H}™ est I'espace de Schwartz
S(exp(RY)). Pour & € H*, nous avons que dn(X)E(exp(1Y)) = ilté(exp(1Y)), et
donc

DA(G)" ~ C[M(1)] (12)
ou M(t) est 'opérateur de multiplication par la variable .

Si on réalise la représentation 7; a ’aide de la polarisation b = RY @ RZ, alors
nous obtenons que

H g
DA(G)H ~ @[ dl}. (13)

Ici d/dt est 'opérateur de dérivation par rapport a la variable . Evidemment, nous
pouvons passer de la forme de D.(G) comme dans (12) a la forme de D, (G)"
comme dans (13) par une transformée de Fourier partielle qui est en réalit¢é un
opérateur d’entrelacement de la désintégration (11).

EXEMPLE 4. Si on reprend le méme exemple avec §) = vect(X)g qui n’est pas un
idéal de g. Il est clair que my est a multiplicités finies. En plus, DA(G) ~ C[X] qui
est une algébre commutative.
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