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SUR LES INTÉGRALES ORBITALES TORDUES 
POUR LES GROUPES LINÉAIRES: 

UN LEMME FONDAMENTAL 

J-L. WALDSPURGER 

RÉSUMÉ. On donne des formules de récurrence qui déterminent des fonctions ana­
logues aux germes de Shalika, pour les groupes linéaires sous une hypothèse de ram­
ification modérée. Ces formules se généralisent au cas où les intégrales orbitales sont 
tordues par un caractère non ramifié. On en déduit un lemme fondamental comparant 
des intégrales orbitales tordues et non tordues pour des fonctions biinvariantes par le 
compact maximal. 

Introduction. Soient F un corps local non archimédien de caractéristique nulle, F 
une extension finie de F, non ramifiée, £ un caractère de F*, m un entier > 1. Posons 
r — [E:F] et supposons que e est non ramifié d'ordre r. Posons n = mr, G = GL(rc, F), 
H = GL(ra, E). On identifie H à un sous-groupe de G par un plongement convenable (cf. 
III) . 

Soient 7 G H un élément semi-simple G-régulier, c'est-à-dire régulier dans G, et T 
son commutant dans G. On choisit des mesures sur G et F, donc sur T\ G (cf. I 2). Pour 
/ G C™(G), c'est-à-dire pour une fonction/: G —• C localement constante à support 
compact, on pose 

7 ^ ' 7 ) = IT\G E ' d^S)f(g-^g)dg. 

En appliquant cette définition au cas E = F, r = 1, e = 1, on définit pour/ G C°°(H) 
l'intégrale orbitale Il

H(f, 7 )., notée simplement IH(f, 7). 
A la suite de Langlands et Shelstad, on définit un facteur de transfert A^(7) (cf. II 4). 
Notons K le sous-groupe compact maximal usuel de G et 9{£ l'algèbre des fonc­

tions/: G - > C à support compact et biinvariantes par K. On définit de même l'algèbre 
i^f. On définit alors un homomorphisme b: J{£ —* 9{^ de la façon suivante. Intro­
duisons les algèbres de polynômes symétriques Cn — C [X\,...,XniX\x,...,X~{]s" et 
Cm — C [Y\,..., Ym, F f l , . . . , Y~] ]S m . Notons b: Cn —• Cm l'homomorphisme déduit du 
changement de variables Xjr+k »—• e2lxlkl rY-^, pour 0 <j < m,l <k <r (cf. II 3). Alors 
b se déduit de b grâce à l'isomorphisme de Satake qui identifie ${£ à Cn et "H^ à Cm. 

Le résultat principal de l'article est le théorème suivant. 

THÉORÈME. Soient/ G i^f, 7 Gif. Supposons 7 semi-simple G-régulier. Sup­
posons que Valgèbre F(7) est un produit d'extensions modérément ramifiées de F. Alors 
on a l'égalité A%ey)I£

G(f,l) = ///(ft/,7). 
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Evidemment, l'hypothèse de ramification modérée est une restriction qui devrait être 
superflue. Notons qu'elle est toujours vérifiée si la caractéristique résiduelle est > m. 
Pour les éventuelles applications globales (à un corps de nombres) elle est donc vérifiée 
presque partout. 

Le théorème a été démontré par Kazhdan quand m = 1 ([Kl], utilement complété 
par [He]; le cas n = 2 avait auparavant été traité par Labesse et Langlands [LL]), et 
conjecturé par lui dans le cas général. 

Le groupe //n'est pas un sous-groupeendoscopique de G. Néanmoins en modifiant 
légèrement la situation, on montre que le théorème est un cas particulier du lemme fon­
damental (non démontré en général) bien connu des spécialistes de la formule des traces, 
cf. II 5. 

Notre méthode consiste à établir des formules de récurrence pour les intégrales 
lG(f,l) quand/ G C™(G) est biinvariante par un sous-groupe d'Iwahori. Il faut pour 
cela développer lG(f,l) en germes (qui ressemblent aux germes de Shalika sans pour­
tant être ceux-ci). Ce sont ces germes que l'on détermine par récurrence. Quand e — 1, 
que 7 est elliptique et que F(7)/F est non ramifiée, cela avait été fait dans un article 
précédent ([W]). On généralise ces résultats au cas e d'ordre r, FÇy)/ F modérément 
ramifiée. En principe, nos résultats permettent donc de calculer par récurrence les ger­
mes (et aussi les germes de Shalika) pour de tels 7 (cf. VII 7). Mais la formule obtenue 
est bien moins élégante (c'est un euphémisme) que dans le cas non ramifié. L'auteur est 
convaincu qu'il existe une bonne combinatoire, moins naïve que celle utilisée ici, qui 
devrait permettre de calculer les germes. Une fois les formules de récurrence établies 
pour IG(f,7), et du même coup pour ///(£/,7), il ne reste plus qu'à les comparer. 

Cet article, comme le précédent, doit beaucoup à la démonstration par Clozel d'une 
conjecture de Howe. Il doit tout autant à un récent article de Haies ([Ha]) qui traite du 
même sujet. Nous avons emprunté à Haies la définition II 4 et la démonstration des 
lemmes V 7 et V 8. Plus profondément, c'est en lisant son article que l'on s'est convaincu 
qu'il n'était pas désespéré de tenter de calculer des traces tordues (par le facteur e), cf. 

§v. 

1. Notations, rappels. 
I 1. Soit F un corps local non archimédien de caractéristique nulle. On note/?, resp. 

q, la caractéristique, resp. le nombre d'éléments de son corps résiduel; o l'anneau des 
entiers de F. On fixe une uniformisante w. La valuation v, resp. la valeur absole | . |, 
sont normalisées par les égalités v(w) = 1, \vo\ = q~l. 

I 2. Soit n un entier > 1. Posons G = GL(n,F). On note K = GL(«, o) le sous-
groupe compact maximal habituel de G. On munit G de la mesure de Haar pour laquelle 
mes(A^ = 1. On note / le sous-groupe d'Iwahori formé des g = (gij)\<ij<n € K tels que 
v(gij) > 1 pour tous (i,j) tels que q < j < i < n. Notons B le sous-groupe de Borel 
formé des matrices triangulaires supérieures et D le tore des matrices diagonales. On 
appelle sous-groupe parabolique standard un sous-groupe parabolique P de G contenant 
B. Un tel sous-groupe possède un unique sous-groupe de Lévi L standard, c'est-à-dire 
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contenant D. Ces sous-groupes paraboliques, ou de Lévi, standards, sont naturellement 
paramétrés par l'ensemble !P(n) des partitions non ordonnées de n, i.e., par les suites 
finies A. = (Ai,. . . , Xt) d'entiers À; > 1 telles que Yfi=\ A/ = n. On note P(k ) et L(K ) 
les sous-groupes correspondant à A.. 

13. Soient P un sous-groupe parabolique standard, L son sous-groupe de Lévi standard 
et U son radical unipotent. Pour/ G C™(G) on définit f G C™(L) par 

fp(l) = <^(£)1 /2 J f(k~l£uk)dudk 

pour tout l G L\èp désigne le module usuel et du est une mesure de Haar sur U telle 
quemes(£/D K) = 1. 

I 4. On note W le groupe de Weyl de G. On l'identifie si besoin est au groupe S„ 
des permutations de l'ensemble { 1, . . . , n} ou encore au sous-groupe de G formé des 
matrices de permutation. 

I 5. On note 9{K, resp. !Hl, l'algèbre des fonctions sur G, à valeurs complexes, à 
support compact et biinvariantes par K, resp. /; 9i^ la sous-algèbre des éléments de "H1 

à support dans K. Il existe un isomorphisms dit de Satake: 

^ ^ C [ x 1 , . . . , x „ , x r 1 , . . . , x n - 1 ] s " 

l'exposant S„ signifie que l'on prend les invariants par l'action naturelle du groupe Sn . 
16. Soit g G G. Nous dirons que g est compact si toutes ses valeurs propres ont même 

valuation, dans une extension finie de F les contenant toutes. Il revient au même de dire 
que g est conjugué d'un élément d'un sous-groupe de G dont l'image dans PGL(rc, F) 
est compacte. On note lc la fonction caractéristique du sous-ensemble des éléments 
compacts de G. Si TV G Z, on note 1^ la fonction caractéristique du sous-ensemble 
{g G G; v o det(g) = TV}. Ces notations, on l'espère, ne créent pas de confusion. 

I 7. Pour /G { 0 , . . . , n — 1}, on note Lt le réseau suivant de F": 

Li= (7© • • • ® 0 0 0 7 0 0 • • • 0 Î U 0 

n—i i 

Plus généralement pour / G Z, écrivons i = j + kn, avec y G {0, ...,n — 1 } , / C G Z.On 
pose £Ï = wkLj. De même soit a = ( a i , . . . , at) G (P(n). Pour / G { 0 , . . . , t — 1}, on 
pose 

Lf — Lai, où a[ — at+\-i + ••• + <*,. 

Plus généralement, pour / G Z, écrivons / = j + kt, avec j G { 0 , . . . , f — 1},&G Z.On 
pose i f =^*i : ;* . 

18. Les objets précédents, qui étaient relatifs à un corps F et un groupe G = GL(«, F), 
peuvent bien sûr être définis si l'on change de corps F ou d'entier n. Le objets relatifs à 
G peuvent également être généralisés à des produits de groupes linéaires. Si besoin est, 
pour éviter les confusions, on les indicera par la lettre Fou G (par exemple | . \F,KG etc.. 

https://doi.org/10.4153/CJM-1991-049-5 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CJM-1991-049-5


SUR LES INTEGRALES ORBITALES TORDUES 855 

I 9. On a déjà introduit l'ensemble !P(n) des partitions non ordonnées de n. 
Notons (P°(n) le sous-ensemble des partitions ordonnées, i.e., des suites X = (Ai,. . . , A,) 
d'entiers telles que 

Ai > À2 > • • • > A, > 1, £ A . / = "• 
7=1 

On notera parfois plus précisément t(\) l'entier t ci-dessus, cette notation valant aussi 
si X n'est pas ordonnée. Pour X comme ci-dessus, on pose 

s(X)=év 
7=1 

et l'on définit la suite (A*,..., A,*) de demi-entiers par 

V=(É A*-S>)/2. 

Soient e un entier > 1 et X = (Ai, . . . , , Xt) G ^(n). On définit les deux partitions 
suivantes de en: 

^X = (eX\,... ,e\t), 

Xe = (Ai,... , A?, Ai, . . . , A r,..., Ai,...,Ar), 

la suite Ai, . . . , Xt étant répétée e fois. 
Soient X = (Ai,... , A,), |X = (/xi,... ,/iw) deux éléments de ^(n). OnnoteM(X,|UL) 

l'ensemble des tableaux (tf//)i <KU </<« d'entiers a^ > 0 tels que pour tout / G { 1, . . . , /} , 
ELi cLy = Xt; pour tout j G { 1, . . . , u}, Y!i=\ <*ij — My- On note Ml(X ,fJL) le sous-
ensemble des tableaux pour lesquels a^ G { 0,1} pour tous ij. 

I 10. On note R la PSH-algèbre universelle de Zelevinsky ([Z]). En tant qu'algèbre 
c'est l'algèbre des polynômes en des variables *,-, / G N, / > 1, i.e. 

R= Z [ J C I , J C 2 , . . . ] . 

Pour N > 1 et X = (Ai,... , Ar) G &(N), posons x\ = x\] • • -x\t. Posons xo = 1 et 
formellement #(0) = ^P°(0) = { 0} . Alors {xk ; X G T°(N), N G N } est une base de /? 
comme Z -module. Plus précisément notons RN le Z -module de base { xk ; X G ^P°(N)}. 
Alors 

* = 0 **, 
MEN 

et cette décomposition fait de R un anneau gradué. On a aussi dans R des termes y, et 
zu /G N. On définit de même yk et zx P°ur X G 2VV)- Alors {yk ; X G 2>°(A0} est 
encore une base de /?#. Par contre {z\ ; X G (P°(N)} est seulement une base sur Q de 
RN®Z Q • Les X, et j / sont liés par la formule suivante. Notons 

oo oo 

X(T) = Y,XiTi, Y(T) = YlyiTi 

1=0 J=0 
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les séries génératrices en une variable T. Alors on a l'égalité 

X(T)Y(-T) = 1. 

D'autre part, R est muni d'un produit scalaire ( , ) à valeurs dans Z, défini positif. Soit 

/ £ N , / > 1. On définit un endomorphisme d'algèbres 7/ G End(/?(g)z Q ) par la 

formule r/(z,) = zji pour tout / G N. On vérifie que r/(R) C R. 
111. Soit A un anneau commutatif et TV un entier > 1. Considérons l'algèbre, notée 

A[[X\,..., X/v]]ioc, formée des éléments P du corps A((X\,..., XN)) pour lesquels il existe 
M G N tel que (Xi • • -XN)Mp G A[[XU... ,XN]]. Tout élément P de cette algèbre a des 
coefficients, que nous noterons Q ( P ) , pour d G Z^, définis par 

P = £ Q C P ) ^ , 

où bien sûr si </ = (du..., dN\ Xd = Xf' • • -X^. Soient M un entier > N, X = 
(Ai,...,AN) G 2>(M) (avec f(X) = AT), |JL = (AM,. .. ,/z,) G 2>(A0- On définit le 
sous-ensemble r£ z de Z^: c'est l'ensemble des J = ( J j , . . . ,d^) tels que pour tout 
A € { 1 , . . . , # - 1 } , 

( f * ) ( ë A,-)-(i:A,)(f:*) 
f = 0, s'il existe j tel que /i = /ii + • • • + /zy, 
\ > 0, sinon. 

(On reconnaît dans ces formes linéaires les duales des racines simples relatives à des 
sous-groupes paraboliques de GL(M)). Pour P G A[[Xi,... ,XN]]\oc, on définit r ^ ap­
partenant à la même algèbre par 

Si X = (1)^ ou si |UL = (N), on l'omet de la notation. Enfin pour |JL = ( / i j , . . . , fit) G 
2>(A0, on définit s^ (X) G Z [X, X"1 ]* ainsi: pour y G { 1, . . . , t}, / G { 1, . . . , /z/}, posons 
ik = /X! + • • • + /x7_i + / et s* = x1 '"^^0/2; alors 

2. La situation. 
II 1. On fixe F comme en I 1. Sauf mention du contraire, les termes p, | . | etc. sont 

désormais relatifs à F. On fixe une extension finie E de F, non ramifiée, un caractère 
£ de F* et un entier m > 1. Notons r = [F : F]. On suppose que £ est non ramifié 
d'ordre r. Alors e(w) est une racine primitive r-ième de l'unité dans C *. Posons n — mr, 
G — GL(rc, F), H = GL(m, F). Sauf mention du contraire, les termes AT, W etc. sont 
désormais relatifs à G. On identifie FT1 à Fn de la façon suivante: on identifie d'abord F 
à W par un isomorphisme F-linéaire de sorte que OE s'identifie à or

F; alors F™ s'identifie 
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à Fr 0 • • • © F\ m fois, que l'on identifie de la façon naturelle à F1. Alors H s'identifie 
à un sous-groupe de G. 

II 2. Soient 7 G G un élément semi-simple régulier et D une distribution sur G telle 
que pour toute/ G C™(G), tout g e G, 

D[Ad(g)(f)] = eodet(grlD(f). 

Nous dirons qu'une telle distribution est ^-variante. Supposons! G Supp(D). On montre 
alors que 7 est conjugué à un élément de H. Cela justifie de se limiter au cas où 7 G H 
dans la définition suivante. 

Soient 7 G H un élément semi-simple G-régulier, c'est-à-dire régulier dans G, et T 
son commutant dans H. C'est aussi son commutant dans G. On a choisi une mesure sur 
G. Comme T est un produit de groupes linéaires sur des extensions de E, on a aussi une 
mesure sur T, d'où une mesure sur T\ G. Pour/ G C™(G), on pose 

7 ^ ' 7 ) =
 JT\G£ ° d^)f(g-^8)dg. JT\G 

En appliquant ces définitions au cas E = F, r — 1, e — 1, on définit pour/ G C?(H) 
l'intégrale orbitale Il

H(f,l), notée simplement /#(/,7). 
II 3. On définit un homomorphisme. 

ê:C[x 1 , . . . ,x n ,xr 1 , . . . ,x ; 1 ] s "- ,C[y 1 , . . . ,y m ,yr 1 , . . . ,y - 1 ] s '« 
11 r 

de la façon suivante: on introduit des racines Yi ' , on définit un homomorphisme 

C[x1 , . . . ,xn ,xr l , . . . ,x-1]-^c[F1
1 / ,",. . . ,yy r ,F~1 / ,",. . . ,y~1 / r] 

• \l r 

par Xir+j H-+ e(royy/+i pour 0 < / < m, 1 < j < r\ on vérifie que cet homomorphisme 
se restreint aux invariants par <5n en un homomorphisme b dont l'image est bien dans 
l'algèbre voulue. 

On définit un homomorphisme b: Oi^ —* 9ïfi de sorte que pour toute/ G 9{Q , on ait 
bf = bf, cf. I 5. 

II4. Rappelons la définition du facteur de transfert A^(cf. [Ha] § 5). Soient 7,5 G H, 
notons c\,..., cm, resp. d\,...,dm\es valeurs propres de 7, resp. 8, dans une extension 
convenable de E. On pose 

Pour 7 G //, on pose 

A£J(7) = f i K<T7,T7) |detG(7)| 
,T€Gal(£/F) 

' i - - ^ i ( m — / i ) / 2 

F 

(on vérifie que le produit dont on prend la valeur absolue est un élément de F). Si r 
est impair, on pose À^'2(7) = 1. Si r est pair, soit a+ l'unique élément d'ordre 2 de 
Gal(£/F). On pose 

A ^ 2 ( 7 ) = ( _ 1 ) v £ (K7 ,a + 7) ) > 
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Dans les deux cas, on pose A^(7) = A 2 ' 1 ( 7 ) A ^ ' 2 ( 7 ) . 
II 5. Du point de vue de l'endoscopie, la situation ci-dessus s'interprète de la façon 

suivante. Introduisons les groupes 

G* = {(g,x) G G x E*',àti{g)NElF{x) = 1} , 

H* = {(h,x) G / / x E*\NE/F(det(h)x) = 1 } . 

On a des homomorphismes évidents G* —* G, G* —• H. Une fonction/ G C^(G), resp. 

C?(H), se relève en une fonction/* G C~(G*), resp. Cf{W). On montre que //* est 

un groupe endoscopique de G*. P o u r / G C£°(G), les intégrales A^(.)I£
G(f,.) ne sont 

autres que les ^-intégrales de /* relatives à ce sous-groupe endoscopique. Pour / G ^/Jf, 

le résultat que l'on a en vue n'est autre que le lemme fondamental pour /* et le groupe 

endoscopique//*. 

3. Définition des germes. 
III 1. Soit 7T une représentation admissible irréductible de G dans un espace V. Sup­

posons 7T = (s o det)7r. Il existe alors un opérateur A\ G Autc V tel que 

(1) A% o TT(S) - £ o d e t t e r V f c ) oA£ 

pour tout g G G. Il est déterminé à un scalaire près. Nous fixons pour toute représentation 

7T comme ci-dessus un opérateur A\. 

LEMME. Soient f G C^(G). Supposons que pour toute représentation admissible 

irréductible tempérée ir de G telle que TT = (s o det)7r, on ait 

trace A\ o n(f) = 0. 

Alors pour tout'y G / / semi-simple G-régulier, on a IG(f,l) = 0. 

DÉMONSTRATION. On peut adapter la démonstration de [BDKV] à notre situation, 

cf. [He] § 5.5. On peut aussi se ramener au groupe G* de II 5. On a la suite exacte 

1 -> E] -+ G* -+ G' - • 1 

où;? 1 = {JC G E*;NE/F(x) = 1} , G7 = {g G G; v o det(g) G r Z } . Remarquons 

que G agit naturellement sur G* par conjugaison. Alors l'ensemble des représentations 

7r de l'énoncé est en bijection avec l'ensemble des représentations 7r* de G*, admissibles 

irréductibles tempérées, triviales sur Ex et telles que 7r* ^È (TT*)8 pour tout g G G — G'. 

Précisément soit 7r* une telle représentation et V* son espace. On peut considérer 7r* 

comme une représentation de G', on pose alors 7r = Ind^/(7r*). L'espace V de ir se 

décompose alors en 

où r est un système de représentants de G'\ G et V* est l'espace des éléments de V à sup­

port dans G'g. Cette décomposition est stable par G* et G* agit sur V* par la représentation 
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(TT*)8. On peut réaliser A% comme étant l'operateur qui agit sur V*g par e odet(g). D'autre 
part définissons une fonction/' sur G' par 

/te,)=Eeodetfey(g-V^ 

et remontons-la en une fonction/" sur G*. On vérifie les égalités 

(2) Ic(f,V = JrWf"(g-lTg)dg 

pour 7 G H semi-simple G-régulier, où 7* est un élément de G* qui se projette sur 7 et 
7* est son commutant dans G* ; 

trace A^ o ir(f) = trace TT*(J"). 

Soit 7TJ* une représentation admissible irréductible de G*. Si TT* n'est pas triviale sur El 

ou s'il existe g G G — G' tel que (TT*)8 = TT*, on montre que trace ir*(f") = 0. Mais alors 
/ " vérifie les hypothèses de [K2] th.O. Ses intégrales orbitales sont donc nulles. L'égalité 
(2) implique la conclusion du lemme. • 

III2. Soient TT une représentation admisible irréductible de G dans un espace V et X G 
(P(n). On définit le module de Jacquet V(k ) relatif au radical unipotent du sous-groupe 
parabolique P(K ) et la représentation 7r(X ) de L(X ) dans V(X ), qui est la représentation 
naturelle tordue par (^Sx))-1^2- Supposons que TT = (e odet)7r. L'opérateur A| passe au 
quotient et définit un opérateur A\ (X ) G Autc (V(X )) qui vérifie une relation analogue 
à III 1 (1). D'autre part, on définit une fonction xx s u r iXK )'• notons X = (Ai,.. . , Af); 
pour£ = (tu...9lt) GL(X)^GL(Ai,F) x •••xGL(AhF), 

XX(£) = ( *' s i (v ° d e t ( £ l ) ' * * ' ' v ° d e t ( £ r ) ) G F x ' z 

10 sinon, 

cf. 111. 

LEMME. Soient TT une représentation admissible irréductible de G telle que TT = 
(e o det)7r, etf G C°°(G). On a Végalité 

trace A^ OTT(\J) = £ ( - l ) ^ ^ 1 trace A^(X) o ^(X)(x,x/F(rX))• 
X<EîP(m) 

DÉMONSTRATION. On reprend les notations de la démonstration précédente. On a 

trace Â . OTT(\J) - trace TT*((1 </)'') = trace TT*(1^ / /), 

où l'on définit de façon évidente la fonction 1* sur G*. Ce terme se calcule grâce à [Cl] 
cor. à la prop. 2.1. En étendant à G* les définitions précédentes, on obtient 

(1) trace T T * ( 1 ^ " ) = £ ( - 1 ) ' ^ ' trace T T ^ X X ^ T ' 1 * ) . 

https://doi.org/10.4153/CJM-1991-049-5 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CJM-1991-049-5


860 J-L. WALDSPURGER 

Soit (X G ^P(n). S'il n'existe pas de A. G (P(m) tel que |X = r\, il y a dans le centre de 
L(|X) un élément z tel que z & G'. Pour un tel élément 

(TT*(^))Z *? T T » , Ad(z)(f )P(,X) = rçtf'W avec ry ^ 1. 

Donc trace 7T*((X)(xjJL(/'//)/5(tI')) = 0. Supposons au contraire |Jt = rX . On peut choisir 
l'ensemble T de III1 dans L(JJI). Avec une définition évidente, on a alors 

^•/yOD = (fpWfm 

On a aussi 

V(|JL) = ©(vpdi), 

et L(|Ji) agit dans (Vp(|x) par (TT*(|X))^. On démontre alors l'égalité 

trace 7r*(|i)(^(f / ,) f^>) = trace A* ( j i X x , ^ ) . 

De (1) résulte alors l'égalité du lemme. • 
III 3. Notons Stm la représentation de Steinberg de GL(ra, F) et St^ la représentation 

de G: 
IndG/ x (Stm <g>(e o det) Stm (g) • • • ® (e o det)' -1 Stm). 

Plus généralement pour A. = (Ai,. . . , A,) G ̂ (m), on note St^ la représentation 

I n d ^ ) ( S t A . ^ - - ^ S t £
A f ) . 

On a l'isomorphisme St^ = (e o det) St^, ce qui permet d'introduire un opérateur noté 
A£

x vérifiant III 1 (1) pour TT = St^. Nous allons le normaliser. Notons V^ l'espace de 
St^ et Vn celui de Stn (remarque sur la notation: pour \ = (m), on notera simplement 
St^, etc. au lieu de St(m), etc.). L'algèbre fH^ agit dans les espaces d'invariants (V^ )7 et 
Vl

n. Ce dernier est de dimension 1 et cela définit un caractère de H^ que nous noternons 
St„,iy. On montre que Stn,vv intervient avec multiplicité un dans la représentation de 9t^ 
sur (V^)7. Cela nous définit une droite D C (V^)7. Elle est stable par tout opérateur 
vérifiant III 1 (1) car un tel opérateur commute à l'action de (HJN. On normalise A^ en 
lui imposant d'agir par (— l)n~m sur D. 

III 4. Pour a G Z, on note Hca l'ensemble des 7 G H, semi-simples et G-réguliers, 
compacts et tels que vE o det//(7) = a. 

PROPOSITION. Soit a G Z, posons e — m/ pgcd(m,tf). Pour tout A G (P°(m/ e), il 
existe une unique fonction 

s£
x:Hc,a-^C 

de sorte que pour toute f G fH1, tout! G Hca, on ait V égalité 

' G ( M ) = E si(7)traceA*xoSt<x(la r l , /) . 
\eT°(m/e) 
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REMARQUE. On peut aussi bien considérer s£
k comme une fonction sur (J Hca, union 

sur les a tels que pgcd(ra, a) soit fixé; cela justifie de ne pas indiquer le a dans la notation. 
La démonstration est analogue à celle de [W] prop. 2.4, en utilisant bien sûr les 

lemmes III1 et III 2. Voir aussi [Ha] § 1. • 
III 5. Nous allons expliciter le lemme III2. dans le cas où TT = Sfm. 

LEMME. Pour toute f G C™(G), on a Végalité 

traceA^ o Sfm(lJ) = £ (-I)**)"1 tracef® A$, o | . | V St$W r X /* r X ) ) . 
ke(P(m) V=i J 

DÉMONSTRATION. Posons ix = S£, V = V£
m, soit X G 2tyw). Posons |JL = rX 

et introduisons la représentation TT(\LYS et l'espace V(|x)M, semi-simplifiés de 7r(|x) et 
V(|UL). Grâce à [BZ], on calcule aisément 

voir = © va 

aeMy(m)r4L) 

7T(»Jir^©7rf l, 

où pour a = («y) G Af((m)r,|Â), 7ra est la représentation de L(|X): 

S l n C ^ i à ^ ' - ' o d e O l . r î S ^ ) 
y'=l \=1 

et Va son espace; ici a* est la suite associée à la partition (ai,) de m, cf. 19. Remar­
quons que 7ra est irréductible et que 7r(|i)w est sans multiplicité. De A\ (|m) se déduit un 
automorphisme A* (ji)M de VQx)w. Pour toute/ G C^(L(|UL)), on a l'égalité 

traceA* (|i) o TTQJL)^) = traceA* Qi)M o 7 r ( n r ( A 

La relation III 1 (1) montre que pour a = (atj) G M((m)r,fJt), on 2L Al{\k)ss{Va) = Vb, 
oùb — (bij) est tel que by = ai-\j, i — 1 étant vu modulo r. Seuls contribuent à la trace 
les a tels que a = b, i.e., l'unique tableau a = (ciy) pour lequel atj — \ pour tous i,j. 
Considérons ce a. On a 

'(H) 

Il reste à identifier l'action de A* (|i)M sur 7r". Remarquons qu'en fait Va est facteur 
direct dans V. On le voit en calculant les caractères centraux des représentations ixb et en 
constatant que 7ra est la seule de ces représentations dont le caractère central soit 
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où l'on a identifié le centre de L(fJi) à (F*)t(^\ Rappelons que VG = V(|UL)/jL, où L = 
L(|JL), et que l'action de tt[ sur V(fJL)/L s'obtient en identifiant !H[ à une sous-algèbre 
de (H^} et en restreignant à cette sous-algèbre la représentation de 9-Q dans V G. De plus 
on a l'égalité i^g = ^ ^ G . On a défini en III 3 une droite D C VÏG. Elle est stable 
par ^i^G. Comme VIG est irréductible (sous i ^ ) , on a donc VG — 9i[D, ou encore 
V((JL)/L = ^47D. La projection Da de D sur le facteur direct Va,lL est donc non nulle. 
On voit que ^i^L agit sur Da par son caractère de Steinberg. Donc U1 n'est autre que 
®!=i ty o u ^/ C (Vy)1 est la droite définie en III 3. Par définition A^ (|UL) et donc aussi 
A£(|i)M, agit sur U1 par ( - l ) n _ m ; on obtient l'égalité 

Cela achève la démonstration. • 

4. Les fonctions utilisées. 
IV 1. Soit a = ( a i , . . . , at) E ^P(w). On note 7a le sous-groupe parahorique de G, en 

fait de K, associé à a . C'est l'image réciproque dans K, par l'application de réduction, 
du sous-groupe parabolique standard de GL(AI, F )̂ dont le sous-groupe de Lévi standard 
est GL(ai, Yq) x • • • x GL(a,, F^). Notons/^ la fonction caractéristique de 7a divisée par 
mes(/a). Plus généralement introduisons l'élément 

T 0 1 0 ] 

H M 
[w OJ 

de G. On sait qu'il engendre Nc(I)/ /, où NG(I) est le normalisateur de / dans G. Soient 
d, e E Z. Supposons e > 1, e divise n et soit a E Û?(n/ e). On n o t e / ^ la fonction 
caractéristique de C"7/*/^ divisée par mes(/a0- Remarquons que C,nle normalise 1^ et 
que 

U Cd/eI«< 
del 

est un sous-groupe de G d'image compacte dans PGL(rc, F)- Le support def£e est donc 
formé d'éléments compacts. 

IV 2. Soit a E ^P(n). Par analogie avec ce qui précède, on définit la sous-algèbre 
parahorique Lie / a de M(n, o) associée à ot. On note/ a la fonction caractéristique de 
GPl (Lie / a ) , divisée par mes(/a). Elle n'est pas à support compact mais pour tout a E Z, 
lafa l'est. Introduisant une variable X, on note/^ la fonction G —• C [X, X - 1 ]définie par 

f*{g) = r°deiig)fa(g) 

pour tout g E G. 
IV 3. Soient/ , / E C£°(G). On note/ ~Kf s i / - / ' est annulée par toute distribution 

invariante par conjugaison sous K. 
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LEMME. Soient d,e G Z. Supposons e > 1, e divise n} pgcd(d, e) — 1. Soient 
a G fP(/i/ e\ X G (P(n). Posons P = P(X ), L = L(X ). 

(7) Soit[L G *P(n/ e), supposons X = e|X. A/ors 

a=(fly)€M(a4Ji)i/'=l 

(7/) Supposons qu 'il n 'existe pas de |X G ̂ P(n/ e) te//e gw X = e|UL A/ors (/J^)7* = 
0. 

((a.;) est la partition évidente de fy',/^ est une fonction sur GL(À/, F))-

DÉMONSTRATION. Posons p = Gte. Notons Wf le sous-ensemble des éléments w G 
W de longueur minimale dans leur classe WovW^y Soit U le radical unipotent de P. 
On a la décomposition en union disjointe 

K= U (^HLO^Lw/p. 

Comme/^ est biinvariante par /p, on calcule, pour t G L: 

E mes[(ATn £/) tfLw/p]^(01 / 2 / /^(w^k^h'1 £uhkw)dudhdk. 

Dans chaque terme, l'intégrale sur ATPi £/ est absorbée par l'intégrale sur U. Pour w G W7, 
£ G L, posons 

/w(*) = 6^(t)l/2Juf^
e(w-lluw)du. 

On obtient 

(1) ( f«Y = E mes[(*n U)KLwI&] [ Ad(k)fwdk. 
wEW JKL 

Il y a une bijection entre M(p,X) et W': Au tableau b = (by), on associe deux 
décompositions de { 1,. . . , n} en intervalles, et l'élément w qui permute ces intervalles, 
sans changer l'ordre à l'intérieur de ceux-ci, conformément au croquis suivant: 

bu b\2
 b\,t(\) 2̂1 £f(P),i ^0),f(A) 

I 1 H- — -H 1 h- — —I 1— — -H 1 

I , , _ _ _ , 1 , _ _ __, , _ _ __, 1 

*11 *21 */0),l &12 * U À ) ^(P)4X) 

Fixons un tableau b = (&y) G M(P, X ), soit w G W son élément associé. Nous allons 
calculer la fonctioin/w. On a défini les réseaux Lf, pour / G Z (cf. I 7). Notons (ek)\<k<n 
la base standard de F1. Pour y G { 1, . . . , t(\ )}, posons X- — \\ + • • • + À7 et notons V, le 
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sous-espace de F1 de base (ek), A'_i + 1 < k < X-. L'ensemble C ^ / p , resp. le groupe 
L, resp. le groupe P n'est autre que 

{g£G;Viel,gLf = I%dl(a)}, 

resp. • U e G ; V / e { l , . . . , f ( X ) } , gVj = Vj}, 

resp. { g e G ; V / e { l , . . . , / ( X ) } , gVjC®Vk}. 
k=\ 

o 

Notons/?,: V —> V} la projection de noyau 0 ^ ; V*. Pour / G Z, posons Xf = vt̂ q . 
Nous allons démontrer que pour £ € L, u € U, les conditions (i) et (ii) suivantes sont 
équivalentes: 

m f(0 w-^Mwef^/p; 
U ; 1 («) VieZ,l£? = L»dtioty uL? = 2 -

Supposons (i) vérifiée. Alors pour tout / G Z, w_1£«wiL^ = ^ ^ ( a ) , i.e. £wil^ = 
L™+dt(OL). Pour i G Z ,7 G { 1, . . . , t(\ )} , posons L% = Lf D V,. Des définitions résulte 
l'égalité 

t(\) 

Comme £ « G P, on obtient pour tous ij l'inclusion 

j 

d'où 

PjiuL]J C LZdt(a)J-

Mais pour tout v G V/, o n a ^ u ( v ) = l(v). D'oùlL% C £ ^ a y , puis £ i ^ C £ ^ ( a ) . 
Mais d'après (i), 

U 7 : € A T ' = I det l | = q-»"' = [ i f : xf+(f t (a)]-' = [£?: ^+dt{a)r
x. 

L'inclusion précédente est donc une égalité: IL™ = L™+dt(OLy On en déduit 
immédiatement l'égalité uL™ = L™. D'où (ii). La réciproque est immédiate. 

Fixons y G { 1,... ,f(A)}. On a V} = FXJ et la suite (bj) = (^/)i</<r(p) est une 
partition de Xj (généralisée en ce sens qu'on accepte des termes nuls, mais cela importe 
peu). Par analogie avec les réseaux Lf, on peut définir les réseaux Lt

 J de V/. Il est 
facile de vérifier l'égalité 

Mj ~ M ' 

Soit t — (£\,..., £t(X)) € L. La condition (ii) relative à t est équivalente à: pour tout 
je {l,.. . ,f(À)},£/vérifie 

(3) V/GZ, tjq = £t ï+dt(ct)j 
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Pour j fixé, une condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe ij vérifiant (3) 
est que [1$ : L?+iJ] = [Lldt{CL)J : L?+l+dt(OL)J] pour tout i, i.e. d'après ce qui précède, 
btj = bi-dt(a)j pour tout /, l'indice / étant considéré mod t($). Comme r(($) = et(a) et 
pgcd(d,e) = 1, la condition est équivalente à btj = bi+n&y pour tout /. Une condition 
nécessaire et suffisante pour que l'ensemble des couples (i, u) vérifiant (2) (ii) soit non 
vide est donc 

(4) V/e{i, . . . ,f(X)}, v / e z , bij — bi+t(oL)j-

Si cette condition est vérifiée, on a pour tout y 

i=\ 

et e divise Ày. Si donc il existe j tel que e ne divise pas A,-, (4) n'est pas vérifiée et 
fw = 0. Cela étant vrai pour tout w G Wf, l'égalité (1) implique l'assertion (ii) du 
lemme. Soit maintenant |X G (P(n/ e), supposons X = e\x,. Les éléments b G M(P,X) 
vérifiant (4) sont en bijection avec M(a,|Ji): à b on associe le tableau a formé des t(ot) 
premières lignes de b. Soit donc a G M(a,|X), b G M(($,Â.) l'élément associé. Re­
marquons que pour tout j , (&;) = (<z./)*. Des descriptions ci-dessus résulte que pour 
i = (£i,..., it(\)) G L, u G U, la condition (2) (ii) est équivalente à 

f V/ G { 1, . . . , t(\ )} , ij e C Xjd/eha.jy (où il s'agit d'objets relatifs à GL(Ay, F)), 
[ w~luw G /p. 

Si i vérifie cette condition, on a èp(i ) = 1. On calcule alors, pour £ G L 

t(K) 

(5) /w(*) = mes(t/n Ad(w)(/p)) m e s ^ ) " 1 n m e s ^ ) ^ ^ / ) . 

On calcule: 

mes[(^n U)KLwIp]mes((un Ad(w)(/p)) mes^p)"1 H mes(I(aj)e) = 1. 

Comme 
/ Ad(k)fwdk~KLfw, 

le (i) de l'énoncé résulte des égalités (1) et (5). • 
IV 4. 

LEMME. Soient a, X G fP(rc). Posons P — P(X ), L = L(Â. ). Orc a /a relation 

fl=(fl,j)6M(aA)y=1 
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ou pour] e {l,...,t(k)}, onaposéXj = q(n Ay)//2X 

DÉMONSTRATION. Notons Lie(P), Lie(£/) les algèbres de Lie de P et de son radical 
unipotent, vues comme sous-algèbres de M(n, F). On a U = { 1 + w; M G Lie(£/)}. Pour 
t G L, on a donc 

(fjd) = r°de«%G(o1/2 / ,. „Mk- lUi +u)k)dudk, 

= Xvoà*{t)tâ(l)xl2J{£) [ f lkr\l + u)k) dudk, 

oùJ(i) est le jacobien de l'application u H-• £_1w. Pour £ = (£1, . . . , ^X))» on calcule 

6°{l)l'2J(l)= II K;l(A;-n)/2-

D'après nos définitions, on a donc 

7 = 1 

Il reste à calculer le terme intégral. C'est une simple adaptation de la démonstration du 
lemme précédent. • 

5. Quelques calculs de traces. V 1. Dans tout le paragraphe 5, nous supposerons 
que la mesure de Haar sur G vérifie mes(7) = 1, contrairement à ce que l'on a supposé 
jusqu'ici. Cela ne modifie pas les résultats car les distributions qui interviennent sont pro­
portionnelles à la mesure, tandis que les fonctions/^*,/* lui sont par définition inverse­
ment proportionnelles. Nous poserons pour simplifier la notation 9i = 9~[l, 9{w — 9i^. 

V 2. Nous avons besoin d'un certain nombre de rappels concernant l'algèbre 9{. Elle 
est engendrée par des éléments (Ji)\<i<n-\, (X)i<;<« e t leurs inverses (X^l)\<i<n. Les 7/ 
engendrent la sous-algèbre 9{w. Pour tout /, on a la relation 

(Ti + l)(Tl-q) = 0. 

Notons Si la symétrie élémentaire attachée à la permutation (/, / + 1). Soit w G W, choi­
sissons une décomposition réduite w = s;, • • • stk et posons Tw = 7^ • • • Tik. Alors Tw est 
bien défini et n'est autre que la fonction caractéristique de l'ensemble Iwl. L'ensemble 
{ Tw; w G W} est une base de 9{w. Le caractère de Steinberg Stn,w de 9{w est donné par 
Tw »—• (—l)/(w), où l(w) est la longueur de w. Ce caractère intervient avec multiplicité un 
dans la représentation régulière gauche de !HW sur elle-même. La droite qui se transforme 
par ce caractère est celle portée l'élément 

(i) o = Y,(-irKw)Tw. 
wew 

Les Xt engendrent une algèbre de polynômes commutative. Notons 
C — C [Xi,. . . , Xn, X^1,..., X"1 ] cette algèbre et Q son corps de fractions. Posons ÏHQ — 
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Jt ®c ô- C'est encore une algèbre car Q = C <£)<? g7, où C est le centre de !H et Ç? son 
corps des fractions. Pour / G { 1, . . . , n — 1}, on définit un élément de 9JQ: 

n = TtiXi-Xi+MXi - qXi+i)~
l - (1 - q)Xi+l(Xt - qXMyl. 

Plus généralement pour w G W, choisissons une décomposition w — s/, • • • S(k et posons 
TW — T/, • • • T(k. Lusztig ([L]§ 5) montre que rw est bien défini et que l'application w »—> TW 

est un homomorphisme de groupes. On a l'égalité 

pour tous w G W, i G { 1, . . . , n}. De plus, on a l'égalité de Q-espaces (à droite): 

fy = © rwQ. 
w<EW 

Plus précisément, posons 

A - n (Xi-Xj), 
l<i<j<n 

notons C(A) l'anneau des fractions cj Ak, pour c G C, & G N, et i^A) = 9ï®c QA>- On 
a QA) C <2, ^A) C 5 ^ . Pour w G W, posons 

inv(vv) = {(ij); 1 < / < j < n, wj < wi}, 

dw= Et (Xi-qXj). 
(ij)ein\(w) 

Alors 

(2) i^A) = 0 rwdwC(A). 
wew 

V 3. Pour/* G { 1 , . . . , m}, posons 7/! = {(h- l)r + 1,... , / ir}. Posons L = L((r)m). 

LEMME. Orc a / 'égalité 

( \ m 

Jfr)m = mesC/^m)"1 £ rw I I I I (Xt - qXj){Xi - XjT1. 
ywewL

 J h=\ ijeJh 

DÉMONSTRATION. Supposons d'abord m = 1. Par définition, on a 

^ - ( m e s / O - 1 E ^ w . 
wew 

Montrons que pour tout / G { 1,...,« — 1}, on a l'égalité 

(1) (7-+1)/? = (?+!}/?. 
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On écrit 
fi = (me&KT1(T, + l) £ Tw, 

weW;l(siw)>l(w) 

et il suffit de vérifier que 

ce qui est immédiat. 
On vérifie la relation 

(2) Tt + 1 = (1 +TV)(X; - qXM)(Xi - XMy\ 

Ecrivons 

wew 

avec des coefficients xw E Q. En utilisant (2), on calcule 

(Xi + 1 ) / / = Yl (Tw+TSiW)(Xw-U — qXn-m+i^iXn-Xi — X w - i ( / + 1 ) ) ~ Xw 

OÙ 

-Sv = [(^w-1!~~ ^ w - ' o + i ) ) ^ + (yXw-\i — xw-\ (i+i))xSiW](xw-\i — ^vw-'o+i)) • 
D'après (1), on a l'égalitéx/

w = (q + l)xw. On en déduit xSiW = JC .̂ Les JCw sont donc tous 
égaux. Notons JC leur valeur commune. On obtient 
(3) fi = ( D rw)x 

Notons wo l'élément de W de longueur maximale. Exprimons les rw en fonction des Tw. 
On voit que TWQ n'intervient que dans l'expression de rWo et que son coefficient est 

II (Xi-XfrXi-qXjT1. 
l<i<j<r 

Exprimons maintenant/? en fonction des Tw grâce à la formule (3). En comparant le 
coefficient de TWo obtenu avec celui de la formule initiale, on obtient l'égalité 

x=(mcsK)~l n (Xi-qXjXXi-Xj)-1. 
l<i<j<r 

Le cas général m > 1 se déduit par induction du cas m = 1 ci-dessus. • 
V 4. Soit x = (Xi> • • • » Xn) un caractère non ramifié du tore diagonal D de G. Posons 

7T = Ind^(x), soit V son espace. C'est l'espace des fonctions/: G —• C, invariantes à 
droite par un sous-groupe ouvert, et telles que 

f{dug)=x(d)^{d)l'2f{g) 
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pour tous d G D, g G G, u dans le radical unipotent U de B. On peut identifier V1 à 
9{w par l'application </?: !HW —• V7 définie ainsi: à/iG ^ , on associe l'unique fonction 
< (̂/i) G V telle que pour tout k G AT, 

¥>(/!)(*) = / i ( r ! ) . 

Pour /i, /*' G 9~CW, on vérifie la formule 

*(*)(*>(*')) = ¥>(A*'). 

Notons ^/"[xl l'idéal à gauche de H engendré par {Xt — Xi(w); 1 < i < n}. 
L'espace 9{/ H\x\ est un ^-module à gauche. On a le diagramme commutatif suivant 

les flèches obliques sont des isomorphismes de .7/^-modules, la flèche horizontale est un 
isomorphisme de i^-modules. 

Notons C(x) le localisé de C au point (X\,... ,Xn) = (xi(^X • • > Xnfa7)) e t ^ x ) = 

^ ® c Q x ) - Notons fP(x) l'idéal maximal de C(x) et ^ X ) îx ] = ^"®c^(x)- H e s t c^1* 
que l'on a l'isomorphisme de ^-modules 

Supposons que \ vérifie 

(1) Xifa) ¥" tfX/O^) P o u r t o u s Uj tels que 1 < i < j < n. 

Alors, pour tout w £W,rw G ^(X>. Supposons de plus que \ est régulier, i.e. 

(2) Xi(w) if1 Xj(w) P o u r t o u s iJ t e l s Que 1 < ' < j < n-

D'après V 2 (2), l'image de {rw;w G W} dans ^ x > / Hoo\x\ forme une base (sur C) de 
ce dernier espace. 

Les éléments rw définissent des opérateurs d'entrelacement de la façon suivante. Sup­
posons pour simplifier que x vérifie (1). Soit w G W. On définit de façon naturelle le 
caractère w et l'opérateur 

A H—• hrw. 

C'est un homomorphisme de ^-modules. Dans H^j H^Yx^ intervient le caractère 
de Steinberg de ttyj, avec multiplicité un: il intervient sur la droite portée par l'image 
naturelle dans H,X)I ^kx)\x\ de l'élément 0 (cf. V 2(1)). Montrons que, qvec un léger 
abus de notations, on a l'égalité 

(3) AWO = (-i) / (w)0. 
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On doit montrer que pour tout w G W, 0 rw = (— 1 )/(w)0. Il suffit de traiter le cas où w est 
une symétrie élémentaire s,. On écrit alors 

e =ei(\-q-lTii 

où 
0i = £ (~qrl(w)Tw. 

weWj(w)<l(wSi) 

Il suffit alors de verifier que 

(l-q-lTiyri = -(l-q-lTi), 

ce qui est immédiat. 
V 5. Appliquons les constructions ci-dessus au caractère 

( m - l ) / 2 I _ | ( l - m ) / 2 | ^ | ( i n - l ) / 2 ^ ^ £ | ^ I ( l - m ) / 2 ^ ^ ̂  £ r - l I ^ | ( l - m ) / 2 \ 

Pour / G { 1, . . . , n), écrivons i = hm + k, avec h G { 0 , . . . , r — 1}, k G { 1, . . . , m}, 
alors 

x,<^) = £( r o)Y- ( m + 1 , / 2-
Le caractère x vérifie (1) et (2) de V 4. Introduisons les intervalles Ah = {(h — l)m + 
1, . . . , /ira} pour /i G { 1, . . . , r} et l'élément v G W qui conserve chaque intervalle et 
inverse l'ordre dans chacun d'eux. La représentation St^ est une sous-représentation de 
Ind^ x- Son espace VE

m est l'image de l'opérateur d'entrelacement relatif à v, pourvu que 
celui-ci soit normalisé de façon à être défini et non nul. C'est bien le cas de l'opérateur A v. 
On vérifie que pour w G W, dwrv G H,x)\x\ si et seulement s'il existe h G { 1.,..., r} tel 
que w ne soit pas croissant sur A/,. Notons W1 l'ensemble des w €W qui sont croissants 
sur Afc, pour tout h G { 1, . . . , r } . De V 2 (2) résulte que l'image de {rwv; w G W7} dans 
Hx)l kxix\ est une base de (V£J. 

Définissons un automorphisme h H-> h£ de 9{ par h£(g) = s o det(g)~xh(g) pour tout 
g G G. On a les relations 

(X|)e = eCtu)"1^ pour tout / G { 1, . . . , n}, 

(Ti)£ = J; pour tout / G { 1, . . . , n — 1}. 

Notons a G W la permutation 

1,.. . ,m,m + 1,.. . ,n 
n — m+ 1,. . . ,n, 1,. . . ,n — m 

Alors h\-^h£ se prolonge en un isomorphisme de ̂ X ) sur ^(flX). On vérifie grâce à V 4 
(3) que 1 'application /i i—» Aa(/ze) définit un automorphisme de ̂ x > / ̂ X ) [x ] qui a même 
restriction à (V^)7 que A^. 
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V6. 

PROPOSITION. Soitf G 9-(. Supposons f biinvariante par /(r)«. Alors on a Végalité 

traceA^oStSl(0 = trace S£(f). 

DÉMONSTRATION. D'après V 2 (2), il existe une matrice (xWiy)Wtyew, à coefficients 
dans QA), telle que pour tout wÇW, 

Je^wa — / j 1~yXWfy. 

yew 

De V 5 résulte que trace A£
m o St̂ (/*) est l'image dans C (x )/ fP(x) = C de l'élément 

Soit w G W. Je dis que s'il existe i < j appartenant à un même intervalle Â  dont les 
images wi, wj appartiennent à un même intervalle Jh (cf. V 3), alors jf^mTwa G M(x)M-
Comme w est croissant sur A*, l'hypothèse ci-dessus pour (ij) implique la même hy­
pothèse pour (/, i + l ) . On suppose donc./ = / + 1. Grâce à V 3, on a une égalité 

m 

J?rrTm,a=fU II (.Xj-qXfXXj-X,)-1 

h=\s,t€Jh,s<t 

où / ' est un certain élément de 9{^X) et où l'on a posé pour simplifier s/ = (wva)~l(s), 
f — (wva)~l(t). Le couple (s9t) — (wi,w(i + 1)) intervient dans le produit ci-dessus. 
Pour ce couple, o n a / = s/ — 1, avec s' et s' — 1 dans un même intervalle A*/. Alors 
Xs'ivo) — qxfim) — 0, donc le produit intervenant dans l'expression ci-dessus appartient 
à fP(X). D'où l'assertion. 

Comme/ = fffr)m par hypothèse, il résulte de ce qui précède que l'on peut se limiter 
dans (1) aux w G W tels que si i,j appartiennent à un même intervalle A*, avec / ^ j , 
alors wi et wj n'appartiennent pas à un même intervalle Jh. Posons, comme en V 3, 
L = L({r)m^ notons u G W la permutation 

u((h — \)m + &) = (m — k)r + K \ <h <r, \ <k <m. 

On vérifie que l'ensemble des éléments wv, pour w EWf vérifiant l'hypothèse ci-dessus, 
est égal à Wiu. Donc (1) est égal à 

wewL 

Posons/ = J2yewTyXy,jfryn = ( 1LZ€WLTZ JX, avec des coefficients Xy, x G QA), cf. V 
3. Soit w G WL. On a les égalités 

Je^wua = jEj(r)mT\vua = ( 2~t Ty\Xy)e J l 2-~i ^ J^^wua 

yew ' yzewL ' 
= Z) ryzwua(wuaylx(zwua)~l(xy)£, 

y<EW,zeWL 
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où l'on définit de façon naturelle l'action de W sur QA). Le coefficient xwu,wu est la 
somme des coefficients intervenant ci-dessus, pour les y, z tels que yzwua = ww, i.e., 
y = wua~lu~lw~lz~~l. Remarquons que wua~lu~lw~l G WL. L'égalité implique y G WL 
et on peut prendre y G WL comme indice de sommation. Notons que a~lx = x mod (P(X). 
Alors 

et traceA^ o Sfm(f) est égale à l'image dans C(X)/ fP(X) de 

X] (WM)_1X(WM)"V(%)£-

Remarquons que le a a disparu de cette formule. On peut répéter le raisonnement pour 
calculer trace Sfm(f£). On obtient exactement la même formule. De plus S t ^ ) = Sfm(f£ ), 
puisque Sfm = (e o det) St^. D'où la proposition. • 

V7. 

LEMME. Soient d, e G Z et D une distribution sur G. Suppposons e > 1, e divise 
n et D e-variante (cf. II 2). Soit ot = ( a i , . . . , at) G (P(n/ e). Supposons qu'il existe 
i G { 1, . . . , t} tel que a, ne soit pas divisible par r. Alors D(f^e) = 0. 

DÉMONSTRATION (D'APRÈS[HA], LEMME 3.5). Fixons i G {/,..., t} tel que ai + 
• • • + a, ne soit pas divisible par r. Notons a cette somme et p la partition p = 
(a / + i , . . . , a,, a i , . . . , a*). On vérifie que 

D'oùfde = Ad(Ça)f£e> et D(f£e) = e(w)-aD(f£e\ où £(w)~a ^ 1. Pour démontrer le 
lemme, il suffit de montrer que l'on a aussi D(fa,e) — D{f^e). Pour cela, introduisons le 
groupe /' = /(n/ ey et son premier sous-groupe de congruence I[ : c'est l'image réciproque 
dans K, par l'application de réduction, du radical unipotent du sous-groupe parabolique 
standard de GL(n,Fq) associé à la partition (n/e)e. Pour toute classe A G I'/1\ (vue 
comme sous-ensemble de / ) , notons f£'e la fonction caractéristique de Çnd/eA. On a 
l'égalité 

^ m e s C V r 1 £ fd/ 

o 1 

Posons L — h{(nj e)e\ Si k G KL et A G I'/1[, il existe une classe notée k.A e f j I\ 
telle que 

kCnd/eAk~l =Cd'ek-A. 

Cela définit une action de KL sur I' /1\. Notons T l'ensemble d'orbites associé. Si A, 
B G If/1\ sont dans la même orbite, il existe k G KL tel que/fe = Ad(k)f£,e, d'où 
D(f^e) = D(fd'e). Si nous fixons un système de représentants { A(7); 7 G T} C I'/1\ de 
T, on obtient 

D(fZ*) = mesC/aO"1 E K W i ) n 7 | D ^ ( ^ ) . 
7Gr 
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Remarquons que I'/1\ s'identifie naturellement à GL(n/ejq)
e. Identifions donc un 

élément A G f /1[ à un duplet (Au...,Ae) G GL(n/ e, ¥q)
e. On montre (cf. [Ca] 3.7) 

que l'application 
V>:77/i->GL(7i/é?,Ff) 

A\-^AxAd+i --A(e-i)d+\ 

identifie ^-orbites et classes de conjugaison dans GL(n/ e,Fq). Soit 7 une ^-orbite, 
notons 7 sa classe de conjugaison associée. Alors 

|(V// ,i)n7| = J2\ij-l(c)n(iote/if
l)\. 

ceî 

Soitc G 7. Une condition nécessaire et suffisante pour que^ _ 1 (c)n( / a^/ / i ) ^ 0estque 
c G P(OL , F^), où l'on désigne ainsi le sous-groupe parabolique standard de GL(n/ e, ¥q) 
associé à a . Si cette condition est vérifiée, on a évidemment 

\tl>-\c)n(i*e/fl)\ = \p(*jq)\
e-1. 

On obtient finalement l'égalité 

EHfif) = mesC/a^r1 E 1^ n P(<*>¥i)\ iPioLj^-'D^). 

On a une formule analogue en remplaçant a par P . On vérifie facilement les égalités 

mes(/aO = mes(/pO, \P(aJq)\ = |P(P,F,)| . 

Pour toute classe de conjugaison 7 dans GL(n/ e, Fq), on vérifie l'égalité 

(i) \inp(ajq)\ - | 7 n F ( p , F , ) | . 

On en déduit l'égalité cherchée D(f£e) = D(j$e). m 
V8. 

LEMME. Soient D une distribution sur G et a = (a i , . . . , a,) G (P(n). Supposons 
que D est e-variante et qu'il existe i G { 1, . . . , t} tel que at ne soit pas divisible par r. 
Alors D(f£) = 0. 

La démonstration est similaire à la précédente. La relation (1) doit être remplacée par 
la suivante, que l'on démontre aisément: notonsp(ot,F^) etp(P,F9) les sous-algèbres 
évidentes de M(n/ e,¥q); soit 7 une orbite dans M(n/e,Fq) pour l'action adjointe de 
GL(n/ e,¥q); alors 

\inP(otjq)\ = \înP$jq)\. m 
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V9. 

LEMME. Soient d,e G Z. Supposons e > 1, e divise n. Soit at G ^(nj e). On a 
l'égalité 

trace S t n (#0 0, sia.±(l)nle, 

DÉMONSTRATION. En notant Vn l'espace de la représentation St„, on sait que pour 
P G (P(n), on a les égalités 

(V„)7P = { O } s i 0 ^ ( i r , dim(Vn)7=l. 

De la première résulte que Stn(f) — 0 pour toute fonction/ G Q°(G) biinvariante par 
/p, si P / (l)n. En particulier Stn(f^

e) — 0 si ot ^ (l)n/e . Supposons maintenant 
ot = (l)w/*. Comme £ normalise /, il conserve (Vn)1 donc y agit par un scalaire, disons 
z. Il résulte des définitions que 

trace Stn(f£
e) = ?d/e. 

Pour calculer z, considérons le cas e — n, d — 1, pour lequel /(1'" est la fonction car­
actéristique de £/. Dans le groupe de Grothendieck, on a l'égalité 

St„= 0 (-l)"-' (X)7rx, 

OÙTTX =Ind^X )(«^X ))
1 /2 .D'où 

trace St„(/^) = £ (-l)w- f (X)traceTTx^'p. 
À€îP(/i) 

Mais le support de/^'" est formé d'éléments elliptiques: ils sont compacts et la valuation 
de leurs déterminants est 1. D'où 

trace TTX(/;1
1';) = 0 si \ f (ri). 

z = trace S t ^ f ) = (-l)*"1 , 

D'autre part 7T(„) = 1 et trace 7r(«)(/(1')
n) — 1- D'où 

(D 

et le lemme. • 
VIO. 

LEMME. So/f a G P̂(rc). On a les égalités 

t r aceS t ( f X ) - ! °' « « ^ ( l ) " . 
t r a c e S O 7 " ) - \(1 - X)~\ siot = (l)\ 

REMARQUE, f^ n'est pas à support compact; les égalités doivent être comprises 
comme égalités des AMèmes coefficients des deux membres pour tout N. 
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DÉMONSTRATION. Le cas a / (l)n se traite comme en V 9. Supposons a = 
( lf . Posons 7T = Indf(<5B

G)1/2, soit V 1' espace de cette représentation. Introduisons 
Tisomorphisme (/?: ^ —-> V1 (cf. V 4). D'après V 2, le caractère de Steinberg de ïHw 
intervient dans V1 avec multiplicité un. Il intervient sur la droite portée par le vecteur 
vo = <p(0) (cf- V 2(1)). D'autre part l'espace Vn de la représentation St„ est un sous-
module de V. On sait que Vl

n est de dimension un et que fHw agit sur Vl
n par le caractère 

de Steinberg. On en déduit l'égalité V!
n — C vo- En considérant la définition de la fonction 

fa, on voit qu'il existe z* G C [[X]] tel que 

7T(4)V0 = Z*V0, 

et on a l'égalité 
traceStn(£) = / . 

Calculons z*. Comme vo(l) = 1, on a les égalités 

(1) /= ( 7 r ( />o) (D= E z ï . 

où l'on a posé 
4 = (-9r«w>[7r(^)(^(rw))](l). 

Fixons w EW. Grâce à la décomposition d'Iwasawa, on a 

4 = / £(duk)8J}(d)Tw(.k-1)dkdudd 

où Z) et £/ désignent le tore diagonal, resp. le groupe des matrices unipotentes trian­
gulaires supérieures, et où les mesures sont normalisées par 

mes(DH K,dd) = mes(t/H K,du)=l, mes(#,dk) = [K : / ] . 

Comme rw est la fonction caractéristique de 7w7 = Iw(UC\ K), comme fa est invariante 
par I et que l'on calcule aisément 

mes(/w/) = ql(w\ 

on obtient l'égalité 
t = q'(w) JDxu£(duw-l)6£(d)dudd. 

Comme dans la démonstration de IV 4, on en déduit 

£=q,(w)Lu«uA({d+u)w~i)è»{d)mdudd-
Pour d = (d\,..., dn) G D, on calcule 

^G(j)/(j) = n i^r~ / . 
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Notons \Q resp. \wo, les fonctions caractéristiques des sous-ensembles o, resp. wo, de 
F; notons (d\,..., dn), resp. (w(/)i<,-</<n, les coordonnées évidentes d'un élément d E D, 
resp. M G Lie(£/). Un simple calcul matriciel montre que l'on a l'égalité 

^((/+^i)=^(ni«)(nw*))( n i«)( n w«</)), 
W- y v i e / - y \/j)Gj/+ y v(/j)eJ7- y 

où l'on a posé 

v(d) = Y,v{di) 
1=1 

y+ = {/; l < / < n, i < wi}, JT = {(/j); l < i < j < n, i < wj}, 

^" = { i; 1 < « < n, wi < / } , J7~ = {(/ J ) ; 1 < i < j < n, wj < i}. 

Le calcul de z^ se ramène ainsi à un calcul d'intégrales en une variable. On obtient 

4 = /w)+û(w¥w n(l - ql-lX)~\ 

oùa(w) = —\J~\ +£/e/0'— 1), b(w) = \J~\. On calcule 

\r\ = E 0 - W / - D , 

d'où a(w) — Y,jeJ- WJ- Posons 

Hw) = {7; 1 <J < n<> J < w~lJ} = wJ~-

On obtient l'égalité 

(2) t = ql(w)( n jx) (no - rlx))~l. 
Introduisons le polynôme en n variables 

i\xl,...,xn)= £ ( - i / ( w ) n Xj. 
wew y'6r(w) 

De (1) et (2) résulte l'égalité 

(3) z* = P(4X,42X,...,tf"X)n(l -*j-lrx. 
i=i 

Montrons que l'on a 

P ( X 1 , . . . , X I I ) = n ( l - X , - ) . 

Remarquons que pour tout w,onan £ T(w). Donc P est indépendant de Xn et est de degré 
au plus n — 1. Soient / G { 1, . . . , n — 1} et s la symétrie qui échange / et n. Pour tout w, on 
vérifie que T(w) et T(sw) diffèrent au plus par l'élément /. Donc Ujenw) Xj et Yljensw) Xj 
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sont égaux pour Xt = 1. Comme (-l)l(sw) = (-l)/(vv)+1, les termes correspondant à 
w et sw se compensent, donc P s'annule en Xt = 1. Enfin le terme constant de P est 
évidemment 1. Ces propriétés impliquent l'assertion. 

Mais alors la formule (3) devient 

/ = ( 1 - X ) " 1 , 

ce qui achève la démonstration. 
V i l . 

LEMME. Soient d,e G Z. Supposons e > 1, e divise m, pgcd(d,e) = 1. Soient ot, 
A. G &(m/ e). On a l'égalité 

t r a c e d o S & d ^ W ^ ) = ( - D " " ^ ^ ^ } -

Cf. I 10 pour les notations. 

DÉMONSTRATION. Montrons d'abord que pour P G &(n/ e), on a les égalités 

(1) t r a c e A ^ o S t ^ ) = 'P 
0, s ip ^ r(l)m/é?, 
(_ l )^ -mJ /^ s i p = ^lyn/e 

Le membre de gauche est nul si p n'est pas de la forme rxx pour une partition a G 
(P(m/ e) (lemme V 7). Supposons P = rxx. Alors 

traceA£
m o S£(/*f) = trace StS,(/*f), 

(proposition V 6); 

= trace(Stm <g>(g: o det) Stm (8) • • • (g) (£r_1 o det) Stm)(/^Y, 

oùP = P((m)r); 

E I I trace((^'-1 o det) Stm)( /^) , 
a=(aij)eM ( rot ,(m/ e)r) J~ 

(lemme IV 3). Soit a G M(roL,(m/ e)r\ Utilisons le lemme V 9. Le terme correspon­
dant à a dans l'expression ci-dessus est nul s'il existe i, j tels que a^ > 1, i.e., si 
a g M1 [rct, (m/ e)'), cf. 19. Si « G M1 ( m , (m/ é>)r), il vaut 

/_jxmj(m-lV/e£/ro\r(r-l)m(i/2e 

Cette expression se simplifie en remarquant que e (w y<r-1V2 = (—l)r_1,etque(—1)^ = 
(-1)^ pour toutN eN.On obtient (_iy**-»*'/*. On calcule immédiatement 

\M\roL,(m/ eY)\ 

D'où(l). 

f l , ûoi = (\)ml\ 
0, sinon. 
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Revenons aux notations de l'énoncé. On a l'égalité Ind/e^-cfnsL = /^f> d'où, en posant 
X = (Ai,...,A,),P = P(reX), 

traceA^x o S t ^ l ^ l ^ ) - trace(A^ o SfeXl ® • • • ® A<A, o S ^ ) ( ( ^ ) p ) 

£ I I trace A ^ . o S t ^ ^ ) 
a=(ay)€M(ra,rX)7= 1 

(lemme IV 3). Appliquons (1): pour a G M(/xx,rX), le terme correspondant dans 
l'expression ci-dessus est nul si a n'est pas de la forme rb (avec une notation évidente) 
pour un b G M1(OL,\); si a est de cette forme, le terme vaut (_i)™^-"^/e. D'après [Z], 
3.17 (c), on a l'égalité 

\M\a,k)\ =(xa9yk). 

D ' où 1 ' égalité de 1 ' énoncé. • 
V 12. Soit N un entier. On définit un élément P G R[[T\,..., T^]] par 

P=UX(Tj) 
7=1 

(cf. I 10). Soit X G (P(N). On peut donc définir TXp (cf. I 11). On définit d'autre part 
s\ (q) € C *\ On définit alors l'élément de R[[T]]: 

(Tkp)(Tsk(q)). 

Pour M G N, on note x^(X, q) le coefficient de TM dans cette série. 

LEMME. Soient d,e G N. Supposons d,e > 1 et e divise m. Soient ot G îP(m) et 
X G ̂ P(m/ e). Alors on al 'égalité 

traceAJx o S t ^ d ^ l ^ ) = {-IT-^^l^^^x^x^dK^)). 

DÉMONSTRATION. On va d'abord calculer trace A ^ o S t ^ l ^ ) . Utilisons les lemmes 
III 5 et IV 4. On obtient l'égalité 

(1) t ra reA^oS£( l c /* ) = £ ( - l ) * ^ " 1 £ /(A, a), 
X<EîP(m) aeM(m,rk) 

où l'on a posé, pour X = (Ai,. . . , Af), 

/(A,a) = trace((g)A^ o S t y ( x r X é ^ f ' ) ' 
; '=i 7=1 

avec 
x(j,k) = q(n~rXj)/2~x?x. 

Fixons X = (Ai,.. . , Ar) G (P(m) eta G M(ra,rX). Pour y' G { 1,. . . , f} , posons 

(2) trace A£
Aj o Sf^f') = £ c(/, </)Xd. 

deH 
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De la définition de \r\ résulte l'égalité 

(3) /(X,fl)= £ (tlc(j,dj))x*d) 

derkM V=i J 

OÙ rx,N = rx ,z nN' , cf. i n , et X(J) = EJ=1 4. 
Calculons (2). Le membre de gauche est nul s'il existe i tel que <2y ne soit pas divisible 

par r (lemme V 8). Supposons aij divisible par r pour tout /. Alors 

t r a c e d o S t ^ f ) = trace Si%(%fy) 

(proposition V 6), 

= t r a c e ( é ( ^ - 1 o d e t ) S t A y ) ( ^ f y ) , 

où P = P((À;)
r) (il s'agit d'un sous-groupe de GL(rA;, F)); 

b=(bu)eM{iaj)t(Xj)r) l l 

où Y(j9k) = qir-X)Xil2X{j,\\ cf. lemme IV 4. De V 10 résulte que les seuls b dont la 
contribution est non nulle sont les éléments de M1 ((«;), (A/)r). Pour ceux-là, la contri­
bution est 

il{l-e{w)l^Y(j,\))~l = {l-Y{j9Xyy\ 

On calcule 

Ml((aj)9(Xj)r) = 
1, si(flî/) = (r)^, 
0, sinon. 

En explicitant Y(j, A ), on obtient 

trace AS, o S t ^ f >) = {( 1 " X ^ ~ ^ ~ ^ , si «,,) = (r)\ 
7 10 sinon. 

En utilisant (3), on voit que /(A, a) — 0 si a n'est pas de la forme rb pour un b E 
M1 ( a , A ). Supposons a — rb pour un tel £. Alors 

/ (X , f l )= £ ^ V * ( ^ ( n - m ) r / 2 ) Z ( J ) > 

où 

A;* = (m-A7-)/2-A/ = X:Aik. 
J f c = l 

En reportant cette expression dans (1) et en tenant compte de l'égalité 
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on obtient 
t r a c e d o S £ ( l c / * ) = (xa,y(Xr

q
("-"»r/2,qr)), 

ou l'on a posé 

y(XuX2)= £ £ xfd)X^xr(-lfk^lyk. 

Fixons D G N, D > 1, calculons le coefficient ^ (^2) de Xf dans y(X\,X2). Ak = 
(Ai,.. . , Xt) G &(m) et d — {d\,...,dt)^Y\H, tel que Yid) = D, on peut associer 

•l'entierf = t(k) > 1; 

(5) • un entier s > 1; 

• trois suites d'entiers 

l<j\<"'<js<t 

0 = DS< D5_! < • • • < Dx < D 

Mi,...,Ms>l 

ainsi définis: 71, . . . Js sont les indices j pour lesquels dj > 0; pour / G { 1,. . . ,s} , 
D( = J7/+1 + • • • + du Mi — Xjt + • • • + Xji+l-\ (où formellement y 5+i = t + 1). 

Remarquons que les conditions d G I \ N, 2,(d) = D > 0 impliquent di > 0, d'où 

(6) 71 = 1, Y.Mi^m. 
1=1 

Considérons la condition *f G TX,N • EUe e s t définie par des inégalités dépendant d'un 
indice h G { 1,...,f — 1} (cf. I 11). On vérifie que celles d'indices 72 — 1,. . . J 5 — 1 
impliquent les autres. Et celles-là se traduisent par les inégalités 

(7) pour tout / G { 1, . . . , s - 1}, D(Mi+{ + • • • + M5) > D/w. 

Notons enfin l'égalité 

£djX;* = ±DiMi. 
7=1 i"=l 

Notons (A) une donnée de s, t et de trois suites d'entier (/';), (D|), (M/) vérifiant les 
conditions (5), (6) et (7); (B) une donnée de s et de deux suites (A), W ) vérfiant les 
mêmes conditions (où on oublie t et la suite (/';)). On note y*£\X2), resp. v^(X2>, la sous-
somme de y(X\9X2) portant sur les couples (A., d) dont (A), resp. (B), sont les données 
associées. Calculons d'abord y(£\X2). Le terme d est uniquement déterminé par (A). A 
(\, J) dont (A) est la donnée associée, associons les s partitions 

l*<0 = (A/( A^,_i). 

On a |A(0 G îP(M,) et ffji/0) = y',+i - h- ° n v°it que l'application 

(X ,d )^ ( j t ( 1 ) , . . . , | u i w ) 
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est une bijection entre les couples dont la donnée associée est (A) et les s-uplets de par­
titions vérifiant les conditions ci-dessus. Pour / E { 1,. . . , s}, posons 

fi=JM-ji,Zi = X°>M' £ ( - 1 ) V 
|XG^P(A/l);r(|JL)=y; 

On obtient l'égalité 

1=1 

Introduisons des variables U\,...,US. Avec les notations de I 11, on voit que Zi n'est 
autre que la valeur en Ui — XDi2 de 

cMi((l-Y(Uijf)u?\ 

le 1 venant du fait que les coefficients des éléments de !P(Mi) sont > 1. 
Calculons maintenant y^(X2). C'est la somme des y^iXi) pour les données (A) dont 

la restriction est (B) quand on oublie t et la suite (j\). Cela revient à sommer les termes 
précédents sur les s-uplets (j\,... J's) d'entier j• > 1. Pour / E { 1, . . . , s}, notons donc 
z!t la valeur en Ui = X®1 de 

(8) cMl(f:{l-Y{Udf)uYl-

On a l'égalité 

La série qui intervient dans (8) est égale à Y(Ui)"1 — 1, ou encore X(—Uï) — 1. Comme 
M,- > 1, on peut négliger la constante —1. On peut aussi remplacer X(—Ui) par X(£/;) à 
condition de multiplier l'expression obtenue par (— \)Mi. 

Modifions nos notations en introduisant des variables T\,..., TD et en remplaçant Ui 
par Tic, où k = Di + 1. Introduisons l'élément 

*=1 

de/?[[ri,...,jTz)]], et posons e = (e\,...9eD), avec, pourD E { 1, . . . ,D}, 

_ f M/, si £ = D; + 1 pour un / E { 1, . . . , s}, 
{0, sinon . 

On voit alors que y^\X2) est égal à la valeur au point (T\,...,TD) = (1, X2,..., ^f-1 ) 
de 

( - l ) w - 1 Q,(P)r . 

La condition (7) se traduit par: e E TJ^ et (6) par £f=i e^ — m. 

https://doi.org/10.4153/CJM-1991-049-5 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CJM-1991-049-5


882 J-L. WALDSPURGER 

Pour obtenir VD(^2), il reste à sommer les y^\x2) sur toutes les données (E). Mais 
celles-ci sont en bijection avec les e vérifiant les conditions ci-dessus. Alors VD(X2) est 
la valeur au point (Tu ...,TD) = (1,Z2 , . . . ,Xf_1) de 

( _ l ) - i £ Q ( j P ) r , 

e€E 

OÙ 

E={eeND;eer{°\ Eek = m}. 

Remplaçons X2 par qr. Comme 

( i , ^ . . . , ^ D - 1 > ) = ^ - 1 > / V ) ( / X 

de l'expression ci-dessus et des définitions résulte l'égalité 
yD{qr) = {-\r-lq^D-X)l2xm({D\qr), 

puis 
00 

y ( X V n _ m ) r / V ) = c + ( - i r ~ V n / 2 E XrDqnrD'2xm((£>),/), 
D=l 

où c est une constante que l'on n'a pas déterminée. 
Le coefficient de XrD dans trace A£

m o St£
m(l cf^) est égal à 

t r a c e A ^ o S t ^ l ^ ) . 

Pour D > 1, on obtient grâce à (4): 

(9) traceA^, o S £ ( l r D l c / m ) = ( - i r - V r i > ~ 1 ) / 2 ( w » ( ( D ) , ? r ) > . 

Passons maintenant au cas général. On revient aux notations de l'énoncé. Posons P = 
P(re\ ), A. = (Ai,. . . , \t). On a les égalités 

t r a c e d oStlx(lnd/elcfm) 

= trace((g)A^ o S&y) [(<g> l r V l c ) ^ 
7=1 ' L 7=1 

^ / 2 , - ^ 5 ( X ) / 2 E étraceA^oS^(lrVlc/ ), 
a=(aij)eM(ra.,reX)j= 1 

cf. Lemme IV 4. D'après V 8. seuls contribuent les a = (atj) pour lesquels a^ est divisible 
par r pour tous ij. Autrement dit, les a de la forme rb, pour b G Af(ot, eÂ. ). Grâce à (9), 
on obtient 

trace A ^ o S t ^ d ^ / , 1 ^ ) 

= (_ ir-y^/2^/2 ^ n(x(,;),^((V),^))-
b=(bij)eM(cL,ek)j=l 
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Rappelons la formule suivante, que l'on peut déduire de [Z] § 3: soient \x — {p,\,..., p,s) G 
^P(ra) et r i , . . . , rs des éléments de R^,..., R^ ; on a l'égalité 

( * a , n O > = E (x(bj),rj). 
j=\ b=(bij)eM(oL4L) 

En appliquant cette formule et la suivante, qui résulte des définitions: 

t 

Il xe\j (( V ) , <f) = xm(d\, qr), 

on obtient l'égalité cherchée: 

traceA*x o S t ^ l ^ l ^ ) = ( - i r - ^ / 2 ^ / 2 ( x a , x m ( ^ , ^ ) > . 

6. Calculs d'intégrales orbitales. 
VI 1. Soit F4 une extension finie de F de degré divisant n. Notons e l'indice de ram­

ification de F41 F , / le degré résiduel, n' — nj ef. Posons G' — GL(«7, F4). Pour / G Z, 
on a défini le réseau £4 de Fn (cf. I 7), que nous noterons ici £4$. On définit de même 
des réseaux £4^ de F*n'. Soit -0 : F"1' —> F1 un isomorphisme F-linéaire. Nous dirons que 
0 est compatible aux chaînes de réseaux si, pour tout 1 G Z, on a ^{£4a) = £*f,G- H 
existe de tels isomorphismes. Fixons-en un, ce qui définit du même coup un plongement 
i^\ G' —• G. Soient d\ e' £ T, supposons e' > l, ef divise n'\ soit a G îP(n7/V); on 
vérifie que l'on a l'égalité 

VI2. Soit 6 e F4*. Nous dirons qu'il est F*/ F-cuspidal si pgcd(vp(<$ ), e) = 1 et si la 
réduction de 

wF 0 

dans le corps résiduel de Op engendre celui-ci sur le corps résiduel de OF, cf. [Ca] 3.2. 
VI3. Notons Il

0 le premier sous-groupe de congruence de /# , i.e. le sous-groupe des 
éléments de coefficients diagonaux = 1 mod vopOp. Identifions Ff* au centre de G'. 

LEMME. Soient ip'.F4*1 —> F" un isomorphisme compatible aux chaînes de réseaux, 
ë G F4*, 77 G lx

0, a G ^(nj e), g £ G. Supposons que 8 est F' / F-cuspidal et que 
pgcd(e,p) — 1. Posons 7 = 8l', d = vp(6). Supposons enfin que 

Alors il existe a 7 G ̂ P(n') telle que a = / a 7 et Ton a g G i^(Gf)Iae,G-

C'est la «-ième version d'un lemme de Kazhdan ([Kl] Lemme 3.3, [He] 5.6, [W] 5.3). 

DÉMONSTRATION. Pour simplifier, on identifie Ffn à F" et G7 à un sous-groupe de G 

et on supprime toute mention de xj; ou i$. Posons (5 = a e , p = (/?i,..., /3r). On définit 

la chaîne de réseaux (£fG)iez, cf. I 7. Nous allons montrer 

(1) pour tout / G Z, g£fG est stable par op. 
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Puisque 77 G IX
G,, on a 

l im7'^ - 1. 
S—KX) 

Il existe donc s assez grand tel que 

(2) l'»sgLlc = gL% 

pour tout / G { 0 , . . . , t — 1}, donc pour tout / G Z. Comme e est premier à /?, comme 5 
est F1 J F-cuspidal et comme l'élévation à la puissance p est un automorphisme du corps 
résiduel de Oy, les éléments 

Oh = &F àF , 

pour h G { 0 , . . . , ef— 1}, forment une base de Op, sur oF. D'après l'hypothèse du lemme, 
on a 

lgL% = gL?+td/eG 

pour tout / G Z, d'où pour tout h G { 0 , . . . , ef — 1} : 

7 #A,G = 8Li+tdpsh/e,G-

Comme 7p5/l = ëpShlfpSh, on obtient grâce à (2): 

àP 8^i,G = 8Li+tdpsh/e,G> 

puis 

(3) èhgLfG = gL*h)iG, où i(h) = i + ̂ / / /z / * - rtdf/^/i/ ^]. 

A fortiori, ëhgL}G C g£fG. Donc g£fG est stable par ëh pour tout /z, donc par 0p, ce qui 
démontre (1). 

Choisissons h G { 0 , . . . , ef — 1} tel que psdh = 1 mod e. Alors ëh G wpOp. De (3), 
on déduit 

(4) C^A?G = 8LL/e.G 

pour tout i G Z. Les conditions (1) et (4) impliquent qu'il existe une partition a ' = 
( a [ , . . . , af'/ ) G fP(fl') et un élément gf G G' tels que 

(5) gl*fi = j£?a 

pour tout / G Z. Posons g = ^ , q' — qp. Pour / G { 1, . . . , tj e}, on a 

De plus dinif^F^/) = / . On en déduit at = / a / et a = / a ' . Comme t/> est compatible 
aux chaînes de réseaux, on voit que 

M,G — -Hc-

https://doi.org/10.4153/CJM-1991-049-5 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CJM-1991-049-5


SUR LES INTEGRALES ORBITALES TORDUES 885 

pour tout I ' E Z . D'après (5), g'~xg appartient au stabilisateur de la chaîne de réseaux 
(LfG)iEz , qui n'est autre que /«^,G- Donc g G CI^Q. • 

VI 4. Conservons la situation de VI 1. Posons r1 — rj pgcd(r,/), supposons que r1 

divise ri et posons ni = ri j r1. Notons EF* l'extension composée de E et F*. Fixons un 
diagramme commutatif 

(EF*)"* ^ ET 

f*n 1> pi 

de sorte que 
(i) i>EF'/E (resp. i>EF'lF' e t c ) s0^unisomorphismeE— (resp. F*— etc.) linéaire; 

(ii) ipE/ F soit l'isomorphisme fixé en II 1; 
(iii) I^EF/F

 s°it construit de façon analogue à V^/F» °f- H 1-
On montre aisément qu'il existe h G G tel que: 

(i) vF(det/i) G rZ, 
(ii) h^F,jF soit compatible aux chaînes de réseaux. (1) 
Notons pour simplifier /^ / / r etc. au lieu de i$EF,jF etc. cf. VI 1. Posons Ff = 

GL(m\EFf). Notons enfin £r le caractère e o A^F//F de /***. Il est non ramifié d'ordre 
r9. 

LEMME. SOUS les hypothèses ci-dessus, soient S G F**, 7 ' G 7 /̂, a G !P(n/ e). 
Supposons que 6 est Fi/ F-cuspidal et que pgcd(e,/?) = 1. Posons 7 = Si', d = vF>(ô). 
Supposons de plus que 7 G iEF>/ F>(H') et que iF>j F(7 ) soit semi-simple régulier. Alors on 
a les égalités: 

v ' ' \ 0, sinon. 

Remarquons que les hypothèses impliquent que ces intégrales orbitales sont bien 
définies. 

DÉMONSTRATION. Fixons h vérifiant (1), posons t/; = h^F,jF. Notons TF/F, resp. 
T^p le commutant dans G de iF'/F(l), resp. i\/,(7). On a 

Jai/i^ip/fiV) = L .eodet(g)f£e(g-UP/F0)g)dg. 
JJF,/F\(J 

Mais ifi/Fey) — h~xi^(l)h, d'où par un changement de variables évident et grâce à (1) 

Ihitf-ip/FV)) = L,eodet(g)^(g-li^l)g)dg. 

Utilisons le lemme VI 3 et la définition def£e. Si a n'est pas de la forme/a', pour un 
a ' G ¥{ri\ on obtient Ie

G(f£e, ÎF'/FO)) = 0. Si a = / a ' , avec a ' G <P(ri), on obtient 
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où r est un système de représentants des classes d'équivalence de G' pour 
l'équivalence: g\ ~ g2 si et seulement si i^(g\) G TVtyOftVa'.G- Notons V le com­
mutant de 7 dans G'. L'hypothèse de régularité de ip/fil) implique que 7^ = i^(Tf). 
Alors r est simplement un système de représentants de T'\ G1 j !&&. Pour g G T, on 
calcule: 

m e s ( r ^ \ r ^ ( g ) V G ) = mes(/a.,G)[#r : (gIcLf
tag~1)^ T'] 

= mesC/a/^)-1 mes(/a,,G)mes(7y\rVa',G/), 

ft{H(g-X1gJ) = mesC/a^c)-1 m e s C / a ^ ^ C g - ^ g ) , 

e o detG(/v,(g)) = e' o detente). 

On recompose alors l'intégrale: 

W^ltf)) = jTXG,e'°àet{g)fJ{g-
llg)dg. 

Il reste à remarquer que 6 est central dans G' et que pour tout g G G', on a 

On obtient alors la formule cherchée. • 

7. Formules de récurrence pour les germes. VII1. Rappelons que l'on a identifié 
H à un sous-groupe de G. Soit 7 G H un élément elliptique G-régulier. On suppose dans 
tout le paragraphe VII que l'extension F(7) /F (ou F(7)/F, cela revient au même) est 
modérément ramifiée. On peut alors trouver des éléments 8, 7 ' G F(7)* de sorte que 

(i) 7 = $ 7 ' ; 

(ii) 7 ; = 1 mod E7F(7)0F(7)'» 

(iii) notons F' = F(£); alors £ est f*/ F-cuspidal. 
(Cf. [Ho]). Notons e l'indice de ramification de F*/ F , / son degré résiduel, ri = nj ef, 
/ = rj pgcd(r,/),/ ' = / / pgcd(r,/), ni = ri j r1 (comme F(7) contient F, / divise 
«')• Posons d — vF>(ô). Remarquons que bien que 6 et 7 ' ne soient pas uniquement 
déterminés, l'extension F* et les entiers que l'on vient de définir le sont. 

Fixons un diagramme commutatif : 

F(7) 
^FCD/EF* 

(EFi)m' 

/ 
^EF*/E 

\ ^F(l)/E 

ET 

>EF'/F< l 

fn' ^F'/F fn 

On suppose vérifées les conditions suivantes: 
(i) V>F(7)/£> resP- ^F(I)/EF'

 e tc> e s t u n isomorphisme F-, resp. EF1 - etc., linéaire; 
(ii) V>£/F est l'isomorphisme fixé en II 1; 
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(iii) i>EF'lF' e s t construit de façon analogue à xpE/F(cf. II 1); 
(iv) ipFiD/EF e s t compatible aux chaînes de réseaux (cf. VI 1); 

enfin, en notant iF(1)/E' F(7)* —* H, etc., les plongements déduits de V>F(7)/£
 e tc-

(v) îW)/£(7) = 7; 
(rappelons qu'au départ 7 était déjà un élément de H). Il est facile de construire un tel 
diagramme. Les conditions (iii) et (iv) impliquent que le composé X^EF/F ° ^FH)/EF

 e s t 

compatible aux chaînes de réseaux. 
On pose G' = GL(n\Ff), H' = G U W , ^ ) . Comme en II 1, on identifie H' à un 

sous-groupe de G' grâce au plongement IEF/F'- On identifie F(7)* à un sous-groupe de 
H par i>(7)/£, de H' par iF(1)/EF>. 

VII2. Posons a = V£odet//(7) = mdj e. On a l'égalité e — m/ pgcd(m, a). La propo­
sition III 4 définit un germe s^ (7) pour tout A. G ^(m/ e). Mais l'extension Zsf/ F \ 
les entiers n', / , m' et le caractère e' = £ o N/ry/r vérifient les mêmes conditions que 
l'extension EjF, les entiers n, r, m et le caractère e. Comme vEF ° det//(7/) = 0, la 
proposition III4 définit un germe ^ , (7 / ) pour tout A' G &°(m'). 

PROPOSITION. SOWS les hypothèses de VIII, on a l'égalité 

{_X)mui-mdle £ £&))*= Tf\ E ^ C r 7 ) ^ ' ] -
A<EîP0(m/e) LX/e3>0(m/) 

Cf. I 10 pour la notation Tf. 

DÉMONSTRATION. Soit a G (P°(m/ e). Appliquons la formule de la proposition III 
4 à la fonction/^. Grâce au lemme V 11, on obtient 

/& ( /^7 )=<w(7 ) ) , 

où y(7) est le membre de gauche de l'égalité de l'énoncé. 
Soit a ' G ̂ (m'). Appliquons la même proposition III4, mais pour le groupe G', à la 

fonction/^,. On obtient 

^(tf«',7,)=(W(7,)>, 

où y7(7') est le terme entre crochets du membre de droite de l'égalité de l'énoncé. Le 
lemme VI 4 implique alors que pour a G fP°(m/ e), 

U ( 7 ) \ = (<*«s/(7')>, s i a = / ' a ' , avec a ' G £>>/), 
\ 0, sinon. 

Cette propriété implique l'égalité j(7) = 7//(y(7/)) (la démonstration est analogue à 
celle du lemme 5.5 de [W]). • 

VII 3. 

LEMME. SOUS les hypothèses de VII7, on a Végalité 

(_1 ) ( ,-iwAg; ( 7/ ) = A g ( 7 ) 
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DÉMONSTRATION. On va démontrer: 
(i) A^1(7 ,) = A^1(7); 

(ii) ( -1)^- 1 ^A^' 2 (7 / ) = A£'2(7). 
Soit F\ une extension de F(7) galoisienne sur F, nx = [Fi:F(7)L | . |i la valeur 

absolue sur Fx. On peut reformuler la définition de A^1(7) de la façon suivante: 

A ^ ( 7 ) = I I \{ol-Tl)/l\\l2nn\ 
«T,TeGal(F,/F);^^Ti£ 

ou encore 

(1) A ^ ( 7 ) = I l | ( ^ 7 - 7 ) / 7 | 1
1 / 2 n ? . 

cT,r6Gal(F,/F);(T|£^l 

Soit a G Gal(Fi/F). Si 08 ^ 8, on vérifie que |a7 — 7|i = \CT8 — 8\x = \8\x. 
Comme on a aussi 1711 = | 8 11, le facteur correspondant à a dans le produit ci-dessus 
vaut 1. Si aS = 8, on a |a7 — 7|i = |6111cr̂ y7 — 7'|i. On a encore |7|i = \8\x. Ici 
|7'|i = 1, le facteur correspondant à a vaut \{al' — 7 / ) /7 / | i . La condition G8 — 8 
est équivalente à cr G Gal(Fi/ F'). Pour un tel a, la condition o-|£ ^ 1 est équivalente à 
a\Es ï 1 A l o r s 

A ^ ( 7 ) = n | ( ^ 7 , - 7 , ) / 7 , | 1
1 / 2 n ? . 

aeGd\{FxlF')-a\ +\ 
• \EFi 

En appliquant l'analogue de (1) pour calculer A^/1 (7')> on voit que le membre de droite 

de l'égalité ci-dessus n'est autre que A^/
1(7/)- D'où (i). 

Si r est impair, on a aussi / impair et les deux membres de l'égalité (ii) sont égaux à 
1. Supposons r pair. Introduisons F\ comme ci-dessus, notons ex l'indice de ramification 
de F\ I F, vi la valuation sur F\. On a les égalités: 

v£(r(7,a+7)) = £ vx{al -ri)/exn\ 
a,r eGal(Fi / F);o\E= l,T|£=cr+ 

(2) = m Y, vx(l-al)/exnx. 
<r<EGal(F,/F);<7|£=<7+ 

Soit cr G Gal(Fi/F). Si <7<S ^ , o n a comme précédemment vi(7 — cri) = vx{8 — 
a8) = vx(8). Si/T<S = 8, onavi(7 -al) = vi (6 ) + vi (7' - crlf). D'où l'égalité 

(3) v£(r(7,(T+7)) = m 2 v i ( 6 ) / ^ 1 + m X ; v 1 ( 7 , - a 7 , ) / ^ i n i , 

où S = {a GGal(Fi/F);a|£ = o-+,a6 = 8}. On a vi(S)/ex = d/e,d9oh 

(4) ra2vi(<5 ) / ex = ra2d/ <? = de(ra/ e)2 = de(ra/ e) mod 2, 

i.e. m2vx(8)/ex = dm mod 2. 
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On a S = {a G Gal(Fi/F*); % = ^+}- Si r1 est impair, Gal(F/Ffï F') n'a pas 
d'élément d'ordre 2, donc a+ ne fixe pas EH Ff. A fortiori S = 0. Donc 

A^2(7) - (-1)V£(K7^7)) = ( - 1 ) ^ , 

d'après (3) et (4). De plus A^,'2(7') = 1. D'où (ii). Supposons maintenant r* pair. Il y 
a dans GtiiEF*/F*) un élément cr| d'ordre 2. On vérifie que S = {a G Gal^i/F*); 
cr|£/̂  = 0"+}. Mais alors, en appliquant l'analogue de (2), 

v£F(r(7 , ,^7 /)) = ni £ vi(7' - n')e/emi. 
a es 

On a ra'e — m/f. Comme r1 est pair et pgcd(/,/') = 1,/ ' est impair, d'où 

(5) v£F /(r(7 , ,<7 /)) = m £ V l(7 ; - al')/exnx. 
a es 

De (3), (4) et (5) résulte la congruence 

VJT(K7, o-+7)) = md + vEF/(r(7/, <r(7')) mod 2. 

Comme 

Ag'2(7) - (-l)Vf(K7 'a+7)),A^2(7 /) = ( - l ) ^ 7 ' ^ ) , 

on obtient (ii), ce qui achève la démonstration. • 
VII 4. Nous allons modifier les notations de VII 1. Soit toujours 7 G H un élément 

elliptique G-régulier. On suppose encore que l'extension F(7) /F est modérément ram­
ifiée. On suppose maintenant 7 = 1 mod VOF^OF^) et n > 1. On peut alors trouver des 
éléments r\ G F*, S,7' G F(7)* de sorte que 

(i) 7 =77(1+S7 /); 
(ii) 77 = 1 mod G7F0F, 7 ' = modzuF^)0F(1); 

(iii) notons F' = F(S ); alors Fy ^ F et ^ est P j F-cuspidal. 
Notons e l'indice de ramification de Ff/F, posons d — Vf(S), 7" = Si''. Ici encore 
l'extension F1 et l'entier d sont uniquement déterminés. 

VII 5. Pour X G tP°(m), resp. A. " G fP°(ra/ e), la proposition III 4 définit des germes 
se

x{l\sl„(l"). 

PROPOSITION. SOUS les hypothèses de VU 4, on al 'égalité 

£ ^)yk^^d,2£~n,e £ (-i)m-f(X")4,(7,,)xm(jx,/,^). 
k<E<P°(m) k"e<P°(m/e) 

DÉMONSTRATION. Soit a G (P(m). On applique la proposition III 4 à la fonction 
f^. Grâce au lemme V 11, on obtient l'égalité 

d) 'G(/^)H^m>, 
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où y(7) est le membre de gauche de l'égalité de l'énoncé. Appliquons maintenant la 
proposition III 4 à la fonction Ind/ef^ e t à l'élément l". Grâce au lemme V 12, on 
obtient 

(2) Ib(hd/efra^")=(xa,y"Cl")), 

où y (77/) est le membre de droite de l'égalité de l'énoncé. Mais pour g G G, on a la suite 
d'égalités 

= / « ( * - ' ( ! + 7 * ) « ) 

D'où l'égalité 

(3) ihiC^-U^nd/ef^'y 

Comme les x a , pour a G (P°(m), forment une base de Rm, les égalités (1), (2), (3) 
démontrent l'égalité y(7 ) = / ' (7") . • 

VII 6. 

LEMME. SOUS les hypothèses de VII4, on al 'égalité 

DÉMONSTRATION. Il est clair que r{al ,rl) = r(or7/,,r7//) pour tous a,r G 
Ga\(E/F). D'autre part | detG7|F = 1, | deiclff\F = | detG^|^ = q~nd/e. Le lemme 
résulte alors immédiatement des définitions II4. • 

VII 7. Les propositions VII 2 et VII 5 permettent (en principe... ) le calcul par 
récurrence sur n des germes s^(7) pour 7 elliptique G-régulier, tel que F(7)/ F soit 
modérément ramifiée. Si n = 1 (auquel cas E = F, E = 1), on a ̂  = 1. Supposons 
n > 1 et que l'on connait les germes pour toutes les données F*, £ /, n' etc. comme en II1 
pour lesquelles n7 < n. Soit 7 G //elliptique G-régulier tel que F(7)/ F soit modérément 
ramifiée. Utilisons les notations de VII 1. Disons que 7 est du type I si F1 ̂  F. Dans 
ce cas, la proposition VII 2 calcule les germes s£

k (7 ) en fonction de germes connus par 
l'hypothèse de récurrence. Supposons maintenant 7 = 1 mod ÎUF(7)0!F(7)- Dans ce cas 
la proposition VII 5 calcule les germes s^(7) en fonction de germes se^„{l") où 7" est 
du type I. Ces germes sont connus d'après ce que l'on vient de dire. Reste le cas où 7 
n'est pas du type I, ni = 1 mod ro/r(7)%). Dans ce cas, la proposition VII 2 calcule les 
germes 5^(7) en fonction de germes s^,(7')» où 7 ' = 1 mod VOF(I')OF(T). Ces derniers 
sont connus d'après ce que l'on vient de dire. 

https://doi.org/10.4153/CJM-1991-049-5 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CJM-1991-049-5


SUR LES INTÉGRALES ORBITALES TORDUES 891 

8. Le lemme fondamental. 
VIII1. Nous noterons maintenant s£

x G les germes notés précédemment s^. En appli­
quant les définitions au cas E = F, on définit des germes s^ w ou plus simplement S\JJ. 
Pour 7 G H elliptique régulier, tel que E(l)/E soit modérément ramifiée, les germes 
X̂ ,//(7 ) s e déterminent eux aussi par récurrence. 

PROPOSITION. Soient a G Z, 7 G H. Supposons 7 elliptique G-régulier, vE o 
det//(7) = a et F(7)/E modérément ramifiée. Posons e — mj pgcd(m,«). Alors pour 
toutK G tP°(m/ e\ on a Végalité 

DÉMONSTRATION. D'après VII 7, un raisonnement par récurrence nous ramène à 
démontrer la proposition pour n = 1, ce qui n'est pas fatigant, et à démontrer les deux 
assertions suivantes: 

(i) dans la situation de VII 1, supposons que pour tout A' G !P°(mf), on ait l'égalité 

^ ( 7 ) 4 \ G , ( 7 / ) - s x ^ ( 7 / ) . 

Alors pour tout X G &°(m/ e), on a l'égalité de l'énoncé au point 7 ; 
(ii) dans la situation de VII4, supposons que pour tout A" G fP°(m/ e), on ait l'égalité 

A2(7"H",c(^") = *À",//(7"); 

alors pour tout A. G ̂ (m), on a l'égalité de l'énoncé au point 7 ; 
Démontrons (i). Notons Ai, resp. A2, le membre de gauche, resp. de droite, de l'égalité 

de l'énoncé de la proposition VII 2. Appliquons cette même proposition au cas E — F. 
On obtient l'égalité B\ = B2, où 

Bl = {-Yfd-mdle E sxMVyk, B2=Tf\ £ W 7 ' ) 3 v l . 
\e<P°(m/e) LX'e^P°(m') J 

L'hypothèse de (i) implique l'égalité 

A%(Y)A2 = £2, 

d'où 

A g ( 7 ' M i = * i , 

et, d'après l'indépendance linéaire des yx : 

pour tout A. G ^P°(ra/ e). En utilisant le lemme VII 3, on obtient l'égalité cherchée. 
La démonstration de (ii) est analogue. • 
VIII 2. Soit/ G ̂ f . On définit/ (cf. I 5), puis bf G C[YU..., Fm, Ff ! , . . . , F"1]6"1, 

cf. II 3. Pour A G 2>(/n), on définit r x (bf) G C [F, , . . . , Fm, Ff1,..., Y~l ] (cf. I 11). On 
construit un élément de C[F, F - 1] en évaluant T^(bf) au point Fsx(<7r)- P° u r # G Z, 
on note cJr*(£/)(Fsx(g r)) le coefficient de Ya dans le développement de l'élément 
obtenu. 
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LEMME. Soient/ G $Q et a G Z. Posons e — mj pgcd(<2,m). Pour tout \ G 
(P(m/ e)y on a Végalité 

traceA£
ek oSt*x(lflrl</) = ( - l ) m _ r ( X ) Q[n X (W(y^x(^ ) ) ] . 

DÉMONSTRATION. Supposons d'abord A. = (m/ e). Introduisons une variable Y et 
la fonction/^ définie par fY(g) = rode^f(g). On a l'égalité 

(1) traceA^ o Sfm(larlJ) = car(traceA£
m o S£(l</y)). 

Nous allons utiliser le lemme III 5. Fixons (JL = (/xi,..., fit) G fP(ra). On doit calculer: 

^ = t r a c e ( ® ^ o | . |"/ S ^ W W ™ * ) -

Introduisons des variables Y\,..., Yu la fonction/^^^7 sur L(̂ UL) définie par 

et le polynôme 

P(Y) = trace((g)A^ o S t * . ) ^ ^ ) . 

Introduisons également le polynôme F^P (cf. I 11). De la définition de x ^ résulte 
l'égalité 

BlL = (T]LP){Yq-^,..^Yq-^). 

Calculons P. D'après V 6, on a 

P(F) = trace((g)St^W / , (^ ) 'F). 
7= 1 

Introduisons la partition v G P(n) suivante 

V = ( / i i , . . . , / i i , . . . , / i , , . . . , / / f ) . 

Introduisons des variables X\,...,Xn, la fonction fP{y)^ analogue defp^),Y, et le 
polynôme 

Q(X) = tmœ(®Stu)(f
Piv)>x). 

v / = i y 

Posons X(F) = [Yue{vo)Yu..., e(w)r-x Yu Y2,..., e ^ r 1 F,). On a l'égalité P(F) = 

2(X(F)). Comme fP{v)^ est biinvariante par KL(V) et que (g)^ St̂ , n'a pas de vecteur 
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invariant par ce groupe sauf si tous les i// sont égaux à 1, on a Q — 0 si cette dernière 
condition n'est pas vérifiée. Supposons-la vérfiée. Alors v — (1)\ |X = (l)m. On a 

g(X) =/ (* , , . . . , X„), 

d'où 
Q(x(Yj) = tf(rl9...,rm). 

Remarquons que pour (A, = (l)m, T^ = rCm) (cf. I 11) et 

fo-^...,^'*) = *<«)(?). 
On obtient alors 

B = ir(m)(bf)(Yrs(m)(q
r)), s i | l = ( i r , 

^ 10, sinon. 
De (1) et du lemme III 5, on déduit l'égalité 

(2) traceA^ o S£(l f l rlcO = {-\)m-xca[^m\bf){Ys{m)(q
r))\ 

Passons au cas général. Posons X = (Ai,.. . , A,), P = P(re\ ). Pour y G { 1, . . . , t}, 
posons Gj = GL(re\j, F). On peut décomposer fp sous la forme: 

zezj=\ 

où Z est un ensemble fini et, pour tous y, z,fzj G Hj- Alors 

traceA^ o St*x(lflrl</) = £ I I traceA^x o S t ^ ( l ^ V m l ^ ) . 
zEZj=\ 

D'après (2), on obtient 

(3) traceA*x o St^ x ( l û r l / ) = ( - l ^ ' E A ^Vm[r (^ )(^ l/)(Ks(eA,)te r))]. 

On montre aisément le résultat suivant: pour y G { 1, . . . , t}, soit P} E C [[Fi,. . . , Te\j 1 

(cf. I 11), et sy = (^ ,1 , . . . ,^^) G C*eXj\ introduisons les éléments [Pi •••/>
f] G 

C [[F!,.. . , ym]]loc et [5! • • • s,] G C *m définis par 

[p 1 . - .p f ] ( r 1 , . . . ,ym ) = p 1 (F 1 , . . . , y , A l )p 2 (y , A l + i , . . . ) . . . ^ ( . . . , ^ ) , 

Alors on a l'égalité 

Q ( r * [P, • .-Pt](Y[Sl • • '*])) = I l CaeX^^PjiYSj)). 

Appliquons cette formule à la relation (3). On vérifie que 

Z<EZ 

[^A,)(^) ' -S(e\t)(q
r)] = Se\(qr)-

On obtient alors l'égalité de l'énoncé. • 
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VIII 3. 

COROLLAIRE. Soient/ G ${Q et a G Z. Posons e — mj pgcd(a,m). Pour tout 
A E !P(m/ e\ on a l'égalité 

traceA£
eX oSt*x(larl</) - trace St e X(Uc(*/)) . 

Cf. II 3 pour la définition de bf. 

DÉMONSTRATION. Le premier membre est calculé par le lemme précédent. Le sec­
ond aussi, en l'appliquant au cas E — F. m 

VIII4. 

PROPOSITION. Soientf G ${£, 7 G H. Supposons7 elliptique G-régulier et F(7 ) / F 
modérément ramifiée. Alors on al 'égalité 

Ag(7)^(f,7) = / / / ( ^ 7 ) . 

DÉMONSTRATION. On calcule les deux membres par la formule de la proposition III 
4. On compare les formules obtenues à l'aide de la proposition VIII 1 et du corollaire 
VIII3. • 

VIII 5. 

THÉORÈME. Soient f G 5(Q, 7 G H. Supposons 7 semi-simple G-régulier. Sup­
posons que Valgèbre F(7) est un produit d'extensions modérément ramifiées de F. Alors 
on al 'égalité 

Ag(7)/^(A7) = ///(£/, 7). 

DÉMONSTRATION. Les deux membres de l'égalité sont invariants par conjugaison 
sous H. On peut supposer qu'il existe une partition X G ^P(ra) telle que 7 G L//(A.) 
et que 7 soit elliptique dans L//(X ). Posons L = Lc(r\ ), P = PG(/A. ) , M = L//(X ), 
Q = P//(X ). D'après II1, M C L et ces deux groupes vérifient des conditions analogues 
à H et G. Notons dx,..., dn les valeurs propres de 7, vu comme élément de G, dans une 
extension convenable de F. Posons 

A G ( 7 ) = 11(4-4) 
1/2 

|det(7)ir")/2. 
G P 

F 

On définit de façon analogue A//(7) etc. On a les formules: 

A„(7 )///(£/, 7) = A M ( 7 ) / M ( ( ^ ) , 7 ) 

A G ( 7 ) / ^ 7 ) = A L ( 7 ) / [ ( / P , 7 ) . 
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On a aussi (bf)Q — b(fp). D'après la proposition VIII 4 (généralisée à un produit de 
groupes linéaires), on a 

A?(l)Ii(fP,l) = IM{b(fP)^). 

Le théorème résulte alors de l'égalité 

(1) AG(7)AM(7)Af (7) = A„(7)AL(7)Ag(7) 

que nous allons démontrer. Notons c\,..., cm les valeurs propres de 7, vu comme élément 
de H. Pour tout a G Gal(£/ F), fixons un relèvement â de a à la clôture algébrique de 
F. On a l'égalité 

[c'f, / G { 1 n}} = {âct\ / G { l , . . . , m } , a GGal(£/F)}. 

D'où 

{(4c;.);/jG{l,...,«}^Vj} = 
|<7CJ,TC/); i,y G { 1,... , m}, cr,r G Gdl(E/ F), a ^ r } 

U (âc/.âc/); Ï,J G { l , . . . , / n } , / ^ y , ^ GGal(£/F)}; 

De cette décomposition se déduit l'égalité 

(2) AG(7) = A%\l)AH(l). 

De même, on a 
AL(7)-Af1(7)AM(7). 

Posons A. = (Ai,.. . , Xt) et 7 = (7i, . . . ,7/) avec 7/ G GL(Ay,£) pour tout/ Soient 
ij G { 1, . . . , t}, notons (Q,*)I<JKA„ resp. (c,^ )i</<A; les valeurs propres de 7/, resp. 7,. 
Posons 

A, Xj 

K7,-,77-)= I l I I fa*-<**)• 

Cette définition coïncide avec celle de II 4 si A/ = A,. Supposons r pair. On voit alors 
que 

r(7,a+7) = I l K%-,<7+7;) - ( i l K%,a+7/)) (llK7/,a+7y)). 

On a v^(r(7/, 0+7/)) = ^(KT/, o+7;)), donc la valuation du deuxième produit est paire. 
Alors 

(4) A£2(7) = ( - l ) v * ( ^ 7 ) ) = n c - l ) ^ ^ ^ ) = Af 2(7). 

Cette égalité est triviale si r est impair. De (2), (3) et (4) se déduit (1), ce qui achève la 
démonstration. • 
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