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SUR LES INTEGRALES ORBITALES TORDUES
POUR LES GROUPES LINEAIRES:
UN LEMME FONDAMENTAL

J-L. WALDSPURGER

RESUME.  On donne des formules de récurrence qui déterminent des fonctions ana-
logues aux germes de Shalika, pour les groupes linéaires sous une hypothese de ram-
ification modérée. Ces formules se généralisent au cas ou les intégrales orbitales sont
tordues par un caractere non ramifié. On en déduit un lemme fondamental comparant
des intégrales orbitales tordues et non tordues pour des fonctions biinvariantes par le
compact maximal.

Introduction. Soient F un corps local non archimédien de caractéristique nulle, E
une extension finie de F, non ramifiée, € un caractére de F*, m un entier > 1. Posons
r = [E: F] et supposons que ¢ est non ramifié d’ordre r. Posons n = mr, G = GL(n, F),
H = GL(m, E). On identifie H a un sous-groupe de G par un plongement convenable (cf.
.

Soient Y € H un élément semi-simple G-régulier, c’est-a-dire régulier dans G, et T
son commutant dans G. On choisit des mesures sur G et T, donc sur T\ G (cf. I 2). Pour
f € C2(G), c’est-a-dire pour une fonction f: G — C localement constante a support
compact, on pose

G = [, e detle)f(s™ Ve dg.

En appliquant cette définition au cas E = F, r = 1, ¢ = 1, on définit pour f € CX(H)
Iintégrale orbitale I},(f, 7 ), notée simplement Iy (f,7).

A la suite de Langlands et Shelstad, on définit un facteur de transfert AZ(7v) (cf. 11 4).

Notons K le sous-groupe compact maximal usuel de G et HX 1’algebre des fonc-
tions f: G — C a support compact et biinvariantes par K. On définit de méme 1’algebre
HX. On définit alors un homomorphisme b: HX — K de la fagon suivante. Intro-
duisons les algebres de polyndmes symétriques C, = C[X1,..., X, X;',..., X; 1] et
Cn=ClY,..., Y, Yl_', R Y,;]]G'". Notons b: C, — C,, ’'homomorphisme déduit du
changement de variables X .x — ez’”"‘/’YjL/Ir, pour0 <j < m, [ <k <r(cf.113). Alors
b se déduit de b grace  I’isomorphisme de Satake qui identifie HX a C, et HX a C,.

Le résultat principal de I’article est le théoréme suivant.

THEOREME. Soient f € HX, v € H. Supposons v semi-simple G-régulier. Sup-
posons que I’algebre F(7) est un produit d’extensions modérément ramifiées de F. Alors
on a 'égalité NE(IS(F,Y) = In(bf, 7).
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Evidemment, I’hypothese de ramification modérée est une restriction qui devrait étre
superflue. Notons qu’elle est toujours vérifiée si la caractéristique résiduelle est > m.
Pour les éventuelles applications globales (a un corps de nombres) elle est donc vérifiée
presque partout.

Le théoréme a été démontré par Kazhdan quand m = 1 ([K1], utilement complété
par [He]; le cas n = 2 avait auparavant été traité par Labesse et Langlands [LL]), et
conjecturé par lui dans le cas général.

Le groupe H n’est pas un sous-groupe endoscopique de G. Néanmoins en modifiant
légerement la situation, on montre que le théoreéme est un cas particulier du lemme fon-
damental (non démontré en général) bien connu des spécialistes de la formule des traces,
cf. 11 5.

Notre méthode consiste a établir des formules de récurrence pour les intégrales
I5(f,Y) quand f € CP°(G) est biinvariante par un sous-groupe d’Iwahori. Il faut pour
cela développer IZ(f,7Y) en germes (qui ressemblent aux germes de Shalika sans pour-
tant étre ceux-ci). Ce sont ces germes que I’on détermine par récurrence. Quand e = 1,
que 7Y est elliptique et que F(Y)/ F est non ramifiée, cela avait été fait dans un article
précédent ([W]). On généralise ces résultats au cas ¢ d’ordre r, F(Y)/ F modérément
ramifiée. En principe, nos résultats permettent donc de calculer par récurrence les ger-
mes (et aussi les germes de Shalika) pour de tels ¥ (cf. VII 7). Mais la formule obtenue
est bien moins élégante (c’est un euphémisme) que dans le cas non ramifié. L auteur est
convaincu qu’il existe une bonne combinatoire, moins naive que celle utilisée ici, qui
devrait permettre de calculer les germes. Une fois les formules de récurrence établies
pour Ig(f,7Y), et du méme coup pour I;;(bf,7), il ne reste plus qu’a les comparer.

Cet article, comme le précédent, doit beaucoup a la démonstration par Clozel d’une
conjecture de Howe. 11 doit tout autant a un récent article de Hales ([Ha]) qui traite du
méme sujet. Nous avons emprunté a Hales la définition II 4 et la démonstration des
lemmes V 7 et V 8. Plus profondément, ¢’est en lisant son article que I’on s’est convaincu
qu’il n’était pas désespéré de tenter de calculer des traces tordues (par le facteur ¢), cf.
gV.

1. Notations, rappels.

I 1. Soit F un corps local non archimédien de caractéristique nulle. On note p, resp.
q, la caractéristique, resp. le nombre d’éléments de son corps résiduel; o I’anneau des
entiers de F. On fixe une uniformisante w. La valuation v, resp. la valeur absole | .
sont normalisées par les égalités W(w) = 1, |w| = ¢~

1 2. Soit n un entier > 1. Posons G = GL(n, F). On note K = GL(n, 0) le sous-
groupe compact maximal habituel de G. On munit G de la mesure de Haar pour laquelle
mes(K) = 1. On note / le sous-groupe d’Iwahori formé des g = (g;)1<ij<n € K tels que
v(gij) = 1 pour tous (i, ) tels que g < j < i < n. Notons B le sous-groupe de Borel
formé des matrices triangulaires supérieures et D le tore des matrices diagonales. On
appelle sous-groupe parabolique standard un sous-groupe parabolique P de G contenant
B. Un tel sous-groupe posséde un unique sous-groupe de Lévi L standard, c’est-a-dire

B
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contenant D. Ces sous-groupes paraboliques, ou de Lévi, standards, sont naturellement
paramétrés par I’ensemble P(n) des partitions non ordonnées de n, i.e., par les suites
finiess A = (\y,...,\) d’entiers \; > 1 telles que 3_; \; = n. On note P(A) et L(N)
les sous-groupes correspondant a N .

13. Soient P un sous-groupe parabolique standard, L son sous-groupe de Lévi standard
et U son radical unipotent. Pour f € C®°(G) on définit f¥ € C>°(L) par

Py = 6§(€)'/2/K>(Uf(k"£uk)dudk

pour tout £ € L; 55 désigne le module usuel et du est une mesure de Haar sur U telle
que mes(UN K) = 1.

1 4. On note W le groupe de Weyl de G. On I’identifie si besoin est au groupe &,
des permutations de I’ensemble {1,...,n} ou encore au sous-groupe de G formé des
matrices de permutation.

I 5. On note HX, resp. H', I’algebre des fonctions sur G, a valeurs complexes, a
support compact et biinvariantes par K, resp. I; ;) la sous-algebre des éléments de H'
a support dans K. Il existe un isomorphisme, dit de Satake:

HE S CiXy,.. . XX X 18
f—=F

I’exposant &,, signifie que I’on prend les invariants par I’action naturelie du groupe &,,.
16. Soit g € G. Nous dirons que g est compact si toutes ses valeurs propres ont méme

valuation, dans une extension finie de F' les contenant toutes. Il revient au méme de dire

que g est conjugué d’un €lément d’un sous-groupe de G dont I’image dans PGL(n, F)

est compacte. On note 1. la fonction caractéristique du sous-ensemble des éléments

compacts de G. Si N € Z, on note 1y la fonction caractéristique du sous-ensemble

{g € G;vodet(g) = N}. Ces notations, on I’espere, ne créent pas de confusion.
17.Pouri € {0,...,n— 1}, on note £; le réseau suivant de F":

Li=0B-- - DoPwod---Dwo

n—i i

Plus généralement pour i € Z, écrivons i = j + kn, avecj € {0,...,n—1}, k€ Z.0n
pose L; = w*L;. De méme soit = (ay,..., ) € P(n). Pouri € {0,...,t— 1}, 0n
pose

N /
LY = L{,’g, ol = A1+ -+ Q.

Plus généralement, pour i € Z, écrivons i = j+kt,avecj € {0,....,t — 1}, k€ Z.0On
pose LY = w* L.

I 8. Les objets précédents, qui étaient relatifs a un corps F et un groupe G = GL(n, F),
peuvent bien siir étre définis si I’on change de corps F ou d’entier n. Le objets relatifs a
G peuvent également étre généralisés a des produits de groupes linéaires. Si besoin est,
pour éviter les confusions, on les indicera par la lettre F ou G (par exemple | . |, K etc..
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I 9. On a déja introduit ’ensemble ‘P(n) des partitions non ordonnées de n.
Notons P°(n) le sous-ensemble des partitions ordonnées, i.e., des suitesA = (Ay,...,\,)
d’entiers telles que

AMZ2X =221, ST =n

On notera parfois plus précisément #(A ) I’entier ¢ ci-dessus, cette notation valant aussi
si N n’est pas ordonnée. Pour N comme ci-dessus, on pose

S\) = jjxj?
j=1

et I’on définit la suite (A[, ..., A\;") de demi-entiers par

t j—1
N=(X n-Xx)/2
k=j+1 k=1
Soient e un entier > 1 et A = (\j,...,,A;) € P(n). On définit les deux partitions

suivantes de en:
eN = (e),...,e\),

A= A A A AL A,

la suite Ap, ..., A, étant répétée e fois.

Soient A = (Ay,...,A) b = (i1, ..., i) deux éléments de P(n). On note M(N 1)
I’ensemble des tableaux (a;;)1 <i</,1<j<u d’entiers a; 2> O tels que pour touti € {1,...,1},
Y a; = A pourtoutj € {1,...,u}, ¥i_ja; = ;. On note M'(A,p) le sous-
ensemble des tableaux pour lesquels a;; € {0, 1} pour tous i, .

I 10. On note R la PSH-algebre universelle de Zelevinsky ([Z]). En tant qu’algebre
c’est I’algebre des polyndmes en des variables x;, i € N, i > 1, i.e.

R=7[x,x,...].

Pour N > letA = (A[,...,\) € P(N), posons xx = Xy, - --xy,. Posons xp = 1 et
formellement P(0) = P°(0) = {0}. Alors {xx; A € P°(N), N € N} est une base de R
comme Z -module. Plus précisément notons Ry le Z-module de base {xy ;A € P°(N)}.

Alors
R = & Rw,
NeN

et cette décomposition fait de R un anneau gradué. On a aussi dans R des termes y; et
%, I € N. On définit de méme y) et zp pour A € P(N). Alors {y\; N € P°(N)} est
encore une base de Ry. Par contre {7y ;A € P°(N)} est seulement une base sur Q de
Ry ®z Q. Les x; et y; sont liés par la formule suivante. Notons

X =Y 5T, Y(T)=Y yT
i=0 i=0
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les séries génératrices en une variable 7. Alors on a I’égalité

X(DHY(-T) = 1.

D’autre part, R est muni d’un produit scalaire ( , ) a valeurs dans Z, défini positif. Soit
f € N,f > 1. On définit un endomorphisme d’algébres 77 € End (R ®z Q) par la
formule 7¢(z;) = z5 pour tout i € N. On vérifie que 77(R) C R.

I 11. Soit A un anneau commutatif et N un entier > 1. Considérons I’algebre, notée
Al[X1, ..., XN]loc, formée des éléments P du corps A((X1, ..., Xy)) pour lesquels il existe
M € N tel que (X;---Xy)M" € A[[X),...,Xy]]. Tout élément P de cette algebre a des
coefficients, que nous noterons c4(P), pourd € Z ", définis par

P= 3 caP)X?,
dezN
ol bien sdrsid = (d,,...,dy), X¢ = Xf‘ ---X;f,"’. Soient M un entier > N, A =
A, dy) € PM) (avec tA) = N, = (f1,..., 1) € P(N). On définit le
sous-ensemble I";,Z de ZN: c’est ’ensemble des d = (d,...,dy) tels que pour tout
he{l,...,N—1},

h N h N
() (3 2)-(x)( 2 4)
{: 0, slilexistejtelqueh = pi+---+py;,
> 0, sinon.

(On reconnait dans ces formes linéaires les duales des racines simples relatives a des
sous-groupes paraboliques de GL(M)). Pour P € A[[X], ..., Xn]]ioc, On définit T‘;” ap-
partenant a la méme algebre par

= 3 c(PX
dery

AZ

SiN = (I)" ousi . = (), on I’omet de la notation. Enfin pour . = (uy,..., ) €
P(N), on définit s (X) € Z[X, X'V ainsi: pourj € {1,...,t},i € { 1,...,p;}, posons
k= g+ +pi +iets, = X—W+/2; alors

su(X) = (51, .., 5N).

2. La situation.

II 1. On fixe F comme en I 1. Sauf mention du contraire, les termes p, | . | etc. sont
désormais relatifs & F. On fixe une extension finie E de F, non ramifiée, un caractére
e de F* et un entier m > 1. Notons r = [E : F]. On suppose que ¢ est non ramifié
d’ordre r. Alors €(w) est une racine primitive r-ieme de I’unité dans C*. Posons n = mr,
G = GL(n,F), H = GL(m, E). Sauf mention du contraire, les termes K, W etc. sont
désormais relatifs a G. On identifie E™ & F"* de la fagon suivante: on identifie d’abord E
a F” par un isomorphisme F-linéaire de sorte que o s’identifie a of; alors E™ s’identifie
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aF @ ---@ F", mfois, que I’on identifie de 1a fagon naturelle a2 F". Alors H s’identifie
a un sous-groupe de G.

IT 2. Soient ¥ € G un élément semi-simple régulier et D une distribution sur G telle
que pour toute f € C°(G), tout g € G,

D[Ad(g)(f)] = ¢ o det(g)”' D(f).

Nous dirons qu’une telle distribution est e -variante. SupposonsY € Supp(D). On montre
alors que 7Y est conjugué a un élément de H. Cela justifie de se limiter au cas o0y € H
dans la définition suivante.

Soient Y € H un élément semi-simple G-régulier, c’est-a-dire régulier dans G, et T
son commutant dans H. C’est aussi son commutant dans G. On a choisi une mesure sur
G. Comme T est un produit de groupes linéaires sur des extensions de E, on a aussi une
mesure sur T, d’ol une mesure sur T\ G. Pour f € C°(G), on pose

Ig(f.Y) = /T\G e odet(g)f(g v g)ds.

En appliquant ces définitions au cas E = F, r = 1, ¢ = 1, on définit pour f € C°(H)
I'intégrale orbitale [ },(f ,7), notée simplement Iy (f, 7).
II 3. On définit un homomorphisme.

b:ClXy, ... X X7 XS s LYy, Y Y, Y S
de la facon suivante: on introduit des racines Yll / ’, on définit un homomorphisme
ClXp.... X X' X Y=ol oy vt

par X, — 5(w)"Yi1+/lr pour 0 <i < m, 1 <j < r; on vérifie que cet homomorphisme
se restreint aux invariants par &, en un homomorphisme b dont I’image est bien dans
I’algebre voulue.

On définit un homomorphisme b: HX — HX de sorte que pour toute f € HX, on ait
bf = bf, cf. 15.

11 4. Rappelons la définition du facteur de transfert A (cf. [Ha] § 5). SoientY,é € H,
notons ci, ..., Cnm, resp. dy, . .. ,dy, les valeurs propres de Y, resp. 6, dans une extension
convenable de E. On pose

0.6 = 1] @ = ).
ij=

Pour ¥ € H, on pose

AH,] _ 1/2 d (m—n)/2
¢ ()= H/)r(‘”’”)F [ det (V)|

0.7 €Gal(E] F

o#r

(on vérifie que le produit dont on prend la valeur absolue est un élément de F). Si r
est impair, on pose A’G”(W) = 1. Si r est pair, soit o, "'unique élément d’ordre 2 de
Gal(E/ F). On pose

Ag,2(7) — (_l)vb'('(%tfﬂ)).
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Dans les deux cas, on pose AZ(Y) = AP ()AL ().
II 5. Du point de vue de 1I’endoscopie, la situation ci-dessus s’interprete de la fagon
suivante. Introduisons les groupes

G" = {(gx) € G x E*;det(g)Ng/ p(x) = 1},
H* = {(h,x) € H X E*; N det(h)x) = 1}.

On a des homomorphismes évidents G* — G, G* — H. Une fonctionf € C°(G), resp.
C%°(H), se reléve en une fonction f* € C(G*), resp. C2°(H*). On montre que H* est
un groupe endoscopique de G*. Pour f € C%(G), les intégrales AZ(.)I5(f,.) ne sont
autres que les K-intégrales de f* relatives a ce sous-groupe endoscopique. Pour f € HX,
le résultat que I’on a en vue n’est autre que le lemme fondamental pour f* et le groupe
endoscopique H*.

3. Définition des germes.
III 1. Soit 7 une représentation admissible irréductible de G dans un espace V. Sup-
posons m = (¢ o det)w. Il existe alors un opérateur A; € Autc V tel que

(1) A om(g) = € odet(g)'m(g) 0 A5

pourtout g € G. Il est déterminé a un scalaire pres. Nous fixons pour toute représentation
m comme ci-dessus un opérateur A’ .

LEMME. Soient f € C°(G). Supposons que pour toute représentation admissible
irréductible tempérée m de G telle que m = (¢ o det)w, on ait

trace A; o n(f) = 0.

Alors pour touty € H semi-simple G-régulier, on a Ig(f,7) = 0.

DEMONSTRATION.  On peut adapter la démonstration de [BDKV] a notre situation,
cf. [He] §5.5. On peut aussi se ramener au groupe G* de II 5. On a la suite exacte

|—»E' -G —G —1

ou E' = {x € E5;Ng/p(x) = 1}, G = {g € Givodet(g) € rZ}. Remarquons
que G agit naturellement sur G* par conjugaison. Alors I’ensemble des représentations
m de I’énoncé est en bijection avec 1’ensemble des représentations 7* de G*, admissibles
irréductibles tempérées, triviales sur E' et telles que m* % (7*)¢ pour tout g € G — G'.
Précisément soit 7* une telle représentation et V* son espace. On peut considérer 7*
comme une représentation de G, on pose alors 1 = Indg,(w*). L'espace V de 7 se
décompose alors en :
Vv gﬂe}r Vi

ou I" est un systeme de représentants de G'\ G et V; est I’espace des éléments de V a sup-
portdans G'g. Cette décomposition est stable par G* et G* agit sur V% par lareprésentation
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(m*)%. On peut réaliser A7 comme étant I’ operateur qui agit sur V; par ¢ odet(g). D autre
part définissons une fonction f sur G’ par

(g = 3 e odet(e)f (g7 'g's),

ger

et remontons-la en une fonction f” sur G*. On vérifie les égalités
€ _ M —1 %
2 I(f.7) = fP\Gj (g7 g)dg

pourY € H semi-simple G-régulier, ou1 Y* est un élément de G* qui se projette sur ¥ et
T* est son commutant dans G*;

trace AS o w(f) = trace *(f").

Soit 7 une représentation admissible irréductible de G*. Si 7 n’est pas triviale sur E!
ou s’ilexiste g € G— G’ tel que (])® = 7}, on montre que trace 7 (f”) = 0. Mais alors
S vérifie les hypotheses de [K2] th.0. Ses intégrales orbitales sont donc nulles. L égalité
(2) implique la conclusion du lemme. u

II12. Soient 7 une représentation admisible irréductible de G dans un espace VetN €
P(n). On définit le module de Jacquet V(A ) relatif au radical unipotent du sous-groupe
parabolique P(N ) et la représentation (A ) de L(A ) dans V(A ), qui est la représentation
naturelle tordue par (& PG(M)‘I/ 2, Supposons que T = (& odet)w. L’ opérateur AS passe au
quotient et définit un opérateur A% (N ) € Autg (V(A )) qui vérifie une relation analogue
a Il 1 (1). D’autre part, on définit une fonction X\ sur L(A ): notons A = (A,..., A);
pour £ = (£y,...,4) € LAN) 2 GL(\,F) X --- X GL(\, F),

Xx(€)={1’ s?(v0det(£1),...,v0det(Z,))El",“z
0 sinon,

cf. 111.

LEMME. Soient m une représentation admissible irréductible de G telle que m =
(e odet)ym, et f € CX(G). On a l’égalité

race A7 om(lef) = 3 (D)™ trace AT o mMIGKASM).
AEP(m)

DEMONSTRATION.  On reprend les notations de la démonstration précédente. On a
trace AS o w(1.f) = trace 7r*((l,f)") = trace (11",

ot I’on définit de fagon évidente la fonction 1 sur G*. Ce terme se calcule grace a [Cl]
cor. a la prop. 2.1. En étendant a G* les définitions précédentes, on obtient

e)) trace T*(I5") = 3 (—1)®" trace * () (X (F") ™).
rePn)
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Soitp € P(n). S’il n’existe pas de A € P(m) tel que b = r\, il y a dans le centre de
L() un élément 7 tel que z € G'. Pour un tel élément

(" @)" 2 7 (), AdR(™ = n(f")™), avecn # 1.

Donc trace w*(}.l,)()zu (f”)P(l‘)) = 0. Supposons au contraire . = rA . On peut choisir
I’ensemble I" de III 1 dans L(). Avec une définition évidente, on a alors

(f//)P(p,) — (fP('l.))II'
On a aussi
V) = V)W),

ger

et L(u) agit dans (V;)(p.) par (w*(p))g. On démontre alors I’égalité

trace w*(u)()zu(f”)”(ll)) = trace A% (1) (Xpuf ™).

De (1) résulte alors I’égalité du lemme. =
III 3. Notons St,, la représentation de Steinberg de GL(m, F) et St;, la représentation
de G:

Ind® (St,,, ®(e odet) St, @ - - ® (¢ o det)’! St,,,).
P(mr)

Plus généralement pour A = (A,..., ;) € P(m), on note Sty la représentation
Indg ,,(St5, @+ ® St5).

On a I’isomorphisme Sty = (¢ o det) St) , ce qui permet d’introduire un opérateur noté
A\ vérifiant III 1 (1) pour 7 = St . Nous allons le normaliser. Notons V) I’espace de
Sty et V, celui de St, (remarque sur la notation: pour A = (m), on notera simplement
St;,, etc. au lieu de St7,,, etc.). L'algebre Hy; agit dans les espaces d’invariants (V5 )’ et
V!. Ce dernier est de dimension 1 et cela définit un caractére de #}, que nous noternons
St,,w. On montre que St, w intervient avec multiplicité un dans la représentation de ﬂv{/
sur (Vi ). Cela nous définit une droite D C (Vi ). Elle est stable par tout opérateur
vérifiant I1I 1. (1) car un tel opérateur commute 2 I’action de #,,. On normalise A3 en
lui imposant d’agir par (—1)"~" sur D.

III 4. Pour a € Z, on note H., ’ensemble des Y € H, semi-simples et G-réguliers,
compacts et tels que vg o dety(Y) = a.

PROPOSITION.  Soita € Z, posons e = m/ pgced(m, a). Pour tout N € P°(m/ e), il
existe une unique fonction
s\:Heag—C

de sorte que pour toute f € H', touty € H,,, on ait I’égalité

(6.7 = > sxn(Mtrace A, o St (14,1.0).
AePm/e)
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REMARQUE. On peut aussi bien considérer s, comme une fonction sur U H, ;, union
sur les a tels que pged(m, a) soit fixé; cela justifie de ne pas indiquer le a dans la notation.
La démonstration est analogue a celle de [W] prop. 2.4, en utilisant bien s@r les
lemmes IIT 1 et III 2. Voir aussi [Ha] § 1. ]

III 5. Nous allons expliciter le lemme III 2. dans le cas ob m = St;,.

LEMME. Pour toute f € C°(G), on a l’égalité

HN) .
trace A, o St, (1)) = > (—1)-! trace(@Af\j ol. I/\j Sti)()%mf"(’”).
AeP(m) j=1 !

DEMONSTRATION. Posons 7 = St;, V = V5, soit A € P(m). Posons . = rA

et introduisons la représentation 7 (L )* et I’espace V()*, semi-simplifiés de 7 () et
V(). Gréce a [BZ], on calcule aisément

vw = @ W
aEM((m)’,p.)

W(u)ss o @ﬂ,a’

ol poura = (a;) €M ((m)’,p.), ¢ est la représentation de L():

) ro .

® Indpa ) (@' 0 den)] . | Sts, )
j=1 R

et V¢ son espace; ici a;} est la suite associée a la partition (a;) de m, cf. 1 9. Remar-

quons que ¢ est irréductible et que 7 (W )* est sans multiplicité. De A () se déduit un

automorphisme AZ (0 )* de V()**. Pour toute /' € C° (L(u)), on a I’égalité

trace A5 () o T()(f') = trace A% ()" o ()" (f).

La relation III 1 (1) montre que pour a = (a;j) € M((m)’,p,), onaA;(w)* (V%) = Vb,
ol b = (by) est tel que b;; = a;—y, i — 1 étant vu modulo r. Seuls contribuent a la trace
les a tels que a = b, i.e., I’'unique tableau a = (a;) pour lequel a; = A; pour tous i, .

Considérons ce a. On a
()

=Q|. Y St
j=1
11 reste 2 identifier ’action de A% ()™ sur 7¢. Remarquons qu’en fait V* est facteur

direct dans V. On le voit en calculant les caractéres centraux des représentations m° et en
constatant que 7¢ est la seule de ces représentations dont le caractere central soit

() r—1)/2 \»
@15 zag)— [THY (Z)|z|"7,
=1
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ol I’on a identifié le centre de L() 2 (F*)'®™. Rappelons que V'¢ = v(u)'t, o L =
L), et que I’action de H,' sur V()" s’obtient en identifiant ;' 2 une sous-algebre
de #! et en restreignant a cette sous-algebre la représentation de /! dans V'C. De plus
on a I’égalité H! = H/'H, ;. On a défini en III 3 une droite D C V’e. Elle est stable
par #,), ;. Comme V'e est irréductible (sous #Z), on a donc V¢ = #/D, ou encore
V@)t = H!D. La projection D* de D sur le facteur direct V*': est donc non nulle.
On voit que J{V’,’L agit sur D“ par son caractere de Steinberg. Donc D? n’est autre que
®¥ Dj ob D; C (V5 ) est la droite définie en III 3. Par définition A (ju) et donc aussi
AZ ()%, agit sur D? par (—1)"""™; on obtient I’égalité

€ BAY t(“) £
A Qe = @ 4,

Cela acheve la démonstration. n

4. Les fonctions utilisées.

IV 1. Soitex = («y,...,a;) € P(n). On note Iy le sous-groupe parahorique de G, en
fait de K, associé a ae. C’est I’image réciproque dans K, par I’application de réduction,
du sous-groupe parabolique standard de GL(n, ) dont le sous-groupe de Lévi standard
est GL(ay,F,) x - - - x GL(,, ). Notonsfg la fonction caractéristique de I divisée par
mes(/y ). Plus généralement introduisons I’élément

0 1 0
¢ = |
w 0

de G. On sait qu’il engendre Ng([/) / I, ot Ng(I) est le normalisateur de 7 dans G. Soient
d,e € 7. Supposons e > 1, e divise n et soit @ € T(n/ e). On note f(‘j'e la fonction
caractéristique de ¢ "/ ¢Io. divisée par mes(lq-). Remarquons que ¢/ ¢ normalise Io- et
que

U ¢ nd/ Jope

dez
est un sous-groupe de G d’image compacte dans PGL(n, F). Le support de £ est donc
formé d’éléments compacts.

IV 2. Soit @ € ‘P(n). Par analogie avec ce qui précede, on définit la sous-algebre
parahorique Lie Iy de M(n, 0) associée a ar. On note fo la fonction caractéristique de
GN (Lie Iy ), divisée par mes(/y ). Elle n’est pas a support compact mais pourtouta € 7,
1, j; I’est. Introduisant une variable X, on note ]:f la fonction G — C[X, X~ 'définie par

fa(®) = XL (g)

pour tout g € G.
IV 3. Soientf,f' € C(G). On note f ~ f’ sif —f’ est annulée par toute distribution
invariante par conjugaison sous K.
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LEMME. Soient d,e € Z. Supposons e > 1, e divise n, pgcd(d,e) = 1. Soient
« € P(n/e), N € P(n). Posons P=P(N), L = L(\).
(i) Soitp € fP(n/ e), supposons N = en. Alors
d.e\P P
(&)~ 2 Qfa)

a=(aj))EM(a p) j=1

(ii) Supposons qu’il n’existe pas de . € P(n/ e) telle que N = er. Alors (f)F =
0.

((a ;) est la partition évidente de p;; f(‘flf) est une fonction sur GL(};, F)).

DEMONSTRATION.  Posons 3 = a¢. Notons W’ le sous-ensemble des éléments w €
W de longueur minimale dans leur classe W wWg,. Soit U le radical unipotent de P.
On a la décomposition en union disjointe

K= U &N UK.
wew

Comme fg“’ est biinvariante par /g, on calcule, pour £ € L:

FeI () =
mes[(K N U)K wlg165(£)"/? 4wk~ h=" ¢ uhkw) du dh dk.
W B 1% Ko xKNUxU* ®
we L

Dans chaque terme, I’intégrale sur KN U est absorbée par I’intégrale sur U. Pourw € W/,
£ € L, posons

Ful€) = 650)12 [ fare(w™ Cuw) du

On obtient

(1) af = T mesl(KN UKywig) [ Ad)f, dk.
wew Ky
Il'y a une bijection entre M(B,A) et W': Au tableau b = (by), on associe deux
décompositions de { 1,...,n} en intervalles, et I'élément w qui permute ces intervalles,
sans changer I’ordre a I’intérieur de ceux-ci, conformément au croquis suivant:

by by by b big).1 bigyin)
by by big)1 b2 b bigyn)

Fixons un tableau b = (b;) € M(B,N ), soitw € W’ son élément associé. Nous allons
calculer la fonctioinf,,. On a défini les réseaux L,B ,pouri € Z (cf.17). Notons (ex)1<k<n
labase standard de F". Pourj € {1,...,#(A )}, posons A/ = \; +---+; et notons V; le
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sous-espace de F" de base (ey), )\]L +1 <k < )\j' . Lensemble ¢ "/ “Ig , resp. le groupe
L, resp. le groupe P n’est autre que

{geGVie Z,gL,B = Ll'sdt((!)}’

1+

resp. {geGVie{l,....tN)}, gV,=V},

J
resp. {geGVie{l,....t(N)}, gV,C PVi}.
=1

Notons p;: V — V; la projection de noyau @yx; Vi. Pour i € Z, posons L} = wL,B .
Nous allons démontrer que pour £ € L, u € U, les conditions (i) et (ii) suivantes sont

équivalentes:
2) & wltuwe C"d/eIB;
(i) Vi€ Z,LLY = L)y ull = L.
Supposons (i) vérifiée. Alors pour tout i € Z, w"(qu? = Lgd[(a), ie full =
LY ey Pouri € Z,j € {1,...,6(N)}, posons LY = L¥ N V;. Des définitions résulte
I’égalité
tA)
L= 16:91 L.

Comme £ u € P, on obtient pour tous i, j I’inclusion

J
k=1

d’olu
pit uLi;‘V - L;Lit(a)xi‘

Mais pour tout v € Vj,onap;jfu(v) = £(v). D’ou £ L,-;-V c Ly

i+at(0),° puis £ LY C LY
Mais d’apres (i),

T+dto) "

[Liw: eLiw]'l = [detl| = qind/e = [pr: Lg»dt(a)]_l = [LI'W: an't(a)]il'
L'inclusion précédente est donc une égalité: €L = L7, On en déduit

immédiatement I’égalité u L} = L*. D’ou (ii). La réciproque est immédiate.

Fixonsj € {1,...,#(N)}.On a V; & F% et la suite (b;) = (bij)1<i<up) €st une
partition de ); (généralisée en ce sens qu’on accepte des termes nuls, mais cela importe
peu). Par analogie avec les réseaux L?, on peut définir les réseaux L:bj) de V;. 1l est
facile de vérifier I’égalité

Ly =1,

Soit £ = (£y,...,4)) € L. La condition (ii) relative a £ est équivalente a: pour tout
JE{L....t(N)}, ¢ vérifie

3) Vi€Z, GLY= LYy,
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Pour j fixé, une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe ¢; vérifiant (3)
estque [Ly7 + LY ] = [L ey * Liivdne,] POUT tout i, i.e. d’apres ce qui précede,
bij = bi_aya),; pour tout i, 'indice i étant considéré mod # ). Comme 1B ) = er(ax) et
pged(d, e) = 1, la condition est équivalente & b; = bj.sq),; pour tout i. Une condition
nécessaire et suffisante pour que ’ensemble des couples (£, u) vérifiant (2) (ii) soit non

vide est donc
) Vie{l,...,t\)}, Vi€Z, bj=bia,y

Si cette condition est vérifiée, on a pour tout j

Ho)

;bU:AI/e

et e divise );. Si donc il existe j tel que e ne divise pas };, (4) n’est pas vérifiée et
fw = 0. Cela étant vrai pour tout w € W/, I’égalité (1) implique I’assertion (ii) du
lemme. Soit maintenant . € P(n/ e), supposons A = ¢pr. Les éléments b € M(B,A)
vérifiant (4) sont en bijection avec M(at,L): a b on associe le tableau a formé des #(x)
premiéres lignes de b. Soit donc a € M(at,pr), b € M(B,N) I'élément associé. Re-
marquons que pour tout j, (b;) = (a;)°. Des descriptions ci-dessus résulte que pour
£ =(4y,..., L)) € L,u € U, lacondition (2) (ii) est équivalente a

Vie{l,....t(\)}, ¢ € ’\fd/el(aj)e (ou il s’agit d’objets relatifs a GL(\;, F)),
wluw € Ig.
Si ¢ vérifie cette condition, on a é ,(,; (£) = 1. On calcule alors, pour £ € L
. tA) »
5) fu(£) = mes(U N Ad(w)(Ig)) mes(lg) ™" T] mes(lapelfi(£)-
j=1

On calcule:

10.9)
mes[(KN U)K wig] mes((U M Ad(w)(Ig )) mes(lg )‘1 mes(lge) = 1.
j=1

Comme
[ AdKfy dk ~, fo
1.9
le (1) de I’énoncé résulte des égalités (1) et (5). .
IV 4.

LEMME. Soientot, A € P(n). Posons P = P(N), L = L(N). On a la relation
[70.9)

Y~ Y Rf @y,

a=(az)EM(a,N) j=1
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oipourj € {1,...,t(A)}, ona posé X; = g/ 2X.

DEMONSTRATION.  Notons Lie(P), Lie(U) les algebres de Lie de P et de son radical
unipotent, vues comme sous-algebres de M(n, F). Ona U = {1 + u;u € Lie(U)}. Pour
{ € L, onadonc

() = x5 gyt |

KxLie(U)

- XVOMZ)‘SE(E)I/ZJ(Z)ﬁ(xu(u)

fo (K71 €1 +w)k) du dk,
S (K712 + wk) du dk,

ol J(£) est le jacobien de I’application u +— £ ~'u. Pour £ = ({y,..., £,x)), on calcule

tA)
OB OES | SRS

Jj=1

D’apres nos définitions, on a donc

vodet(€) s Gy pr1/2 N odet(t)
X 65 (0) L)y =11 X; .
j=1
Il reste a calculer le terme intégral. C’est une simple adaptation de la démonstration du
lemme précédent. [

5. Quelques calculs de traces. V 1. Dans tout le paragraphe 5, nous supposerons
que la mesure de Haar sur G vérifie mes(/) = 1, contrairement a ce que I’on a supposé
jusqu’ici. Cela ne modifie pas les résultats car les distributions qui interviennent sont pro-
portionnelles a la mesure, tandis que les fonctions fg*e, f&‘ lui sont par définition inverse-
ment proportionnelles. Nous poserons pour simplifier 1a notation H = H', Hy = H],.

V 2. Nous avons besoin d’un certain nombre de rappels concernant 1’algébre # . Elle
est engendrée par des éléments (7)1 <i<n—1, (Xi)1<i<n €t leurs inverses (X:I)lg,‘gn. Les T;
engendrent la sous-algebre Hy . Pour tout i, on a la relation

(T; + 1)(Ty — q) = 0.

Notons s; la symétrie élémentaire attachée a la permutation (i, i + 1). Soit w € W, choi-
sissons une décomposition réduite w = s;, - - - 5, et posons T, = T;, - - - T;,. Alors Ty, est
bien défini et n’est autre que la fonction caractéristique de I’ensemble Iwl. L’ensemble
{T,;w € W} est une base de Hy. Le caractere de Steinberg St,w de Hy est donné par
T, — (—1)"™, ot I(w) est la longueur de w. Ce caractére intervient avec multiplicité un
dans la représentation réguliere gauche de Hy sur elle-méme. La droite qui se transforme
par ce caractere est celle portée 1’élément

(1) 0= (—g)"™T,.

wew

Les X; engendrent une algebre de polyndmes commutative. Notons
C=CI[Xy,....Xs, X7, ..., X; '] cette algebre et O son corps de fractions. Posons Hy =
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H ®c Q. C’est encore une algebre car Q = C®¢ ', ot C' est le centre de H et ¢’ son
corps des fractions. Pour i € {1,...,n— 1}, on définit un élément de H:

7i = TiXi — X)X — qXie)) ™" — (1 — @ Xir1 (Xi — gXir1) ™"

Plus généralement pour w € W, choisissons une décomposition w = s;, - - - 5;, et posons
Tw = Ti, + + - Ti,. Lusztig ([L]§ 5) montre que 7,, est bien défini et que 1’application w +— 7,
est un homomorphisme de groupes. On a I’égalité

WX = XwiTw»

pourtousw € W, i € {1,...,n}. De plus, on a I’égalité de Q-espaces (a droite):

Ho = P 7,Q.

wew

Plus précisément, posons

A= I Xi-Xp,

1<i<j<n

notons Ca) I’anneau des fractions ¢/ A*, pour ¢ € C, k € N, et Hpy = H ®c C(a). On
a Ca) C Q, Hpay C Hy. Pour w € W, posons

inviw) = {(i,j); 1<i<j<n, wj<wi},

(iy)€inv(w)

Alors

(2) Hay = P rwdwCe).

wew
V3.Pourh € {1,...,m},posonsJ, = {(h— l)r+1,...,hr}.Posons L = L((r)’").

LEMME. Onal’égalité

So = mestm ™ (£ m) TT TT & — aX)0% — X) ™",
weWw,, h=1 ijeJ
i<j

DEMONSTRATION.  Supposons d’abord m = 1. Par définition, on a

f2=mesK)" 3 T,.

wew

Montrons que pour touti € {1,...,n — 1}, on a I’égalité

(1) (Ti+ 1)f° = (g + D).
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On écrit
f=mesk)y (T;+1) > T,

weW;1(s;w)> l(w)
et il suffit de vérifier que
(Ti+17 = (g+ )T+ 1),

ce qui est immédiat.
On vérifie la relation

2 Ti+1=(1+7)Xi — qXu)Xi — X)) ™"

Ecrivons

=3 nxw,

wew
avec des coefficients x,, € Q. En utilisant (2), on calcule

T+ DY = 3 T +To) Xomti — X161 Ko1i — X 1is1) ™ X

wew

= Z wa/w,

wew

ol

x,w = [(Xy-1; — X1 is1y)Xw + (@K1 — X1 i) Xsiw I (X1 — Xw"(i+l))_l'
D’aprés (1), on a ’égalité x,, = (g + 1)x,. On en déduit x,,, = x,. Les x,, sont donc tous
égaux. Notons x leur valeur commune. On obtient

3) =X )

wew

Notons wg I’élément de W de longueur maximale. Exprimons les 7, en fonction des T,,.
On voit que T,,, n’intervient que dans I’expression de 7, et que son coefficient est

T & —X)X: —qx)".

1<i<j<r

Exprimons maintenant f2 en fonction des T, grace a la formule (3). En comparant le
coefficient de T, obtenu avec celui de la formule initiale, on obtient I’égalité

x=(mesK)"' [ Xi—qX)X:i—X) ™"

1<i<j<r

Le cas général m > 1 se déduit par induction du cas m = 1 ci-dessus. L]

V 4. Soit x = (x1,.--,Xn) un caractere non ramifié du tore diagonal D de G. Posons
7 = Ind§(x), soit V son espace. C’est I’espace des fonctions f: G — C, invariantes a
droite par un sous-groupe ouvert, et telles que

fldug) = x ()85 ()" *(g)
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pour tous d € D, g € G, u dans le radical unipotent U de B. On peut identifier V! a
Hy par I’application ¢: Hy — V/ définie ainsi: 3 h € Hyy, on associe 1’unique fonction
p(h) € V telle que pour tout k € K,

@(h)(k) = h(k™).

Pour h, W' € Hy, on vérifie la formule

n(h)((H)) = @(hH).

Notons # [x] I'idéal a gauche de H engendré par {X; — xi(w); 1 < i < n}.
L'espace H | #H[x] est un # -module 2 gauche. On a le diagramme commutatif suivant
Hw
~ N\~
H | Hix] — V!

les fleches obliques sont des isomorphismes de Hy-modules, la flecche horizontale est un
isomorphisme de # -modules.

Notons C(x) le localisé de C au point (X1, ...,X,) = (Xl(w), ety x,,(w)) et Hyy =
H ®c C(y). Notons P, I'idéal maximal de C(y) et Hyy[x] = H ®c By)- 11 est clair
que I’on a I’isomorphisme de #-modules

-7{/ H[X] = Hx)/ ﬂ(’x)[X]-
Supposons que x vérifie
D xi(w) # qxj(w) pour tous i,jtelsque 1 <i < j<n.
Alors, pour tout w € W, 7, € . Supposons de plus que x est régulier, i.e.
2) xi(w) # xj(w) pour tous i,j telsque 1 <i < j <n.

D’apres V 2 (2), I'image de {7,,; w € W} dans H,)/ H,,[x] forme une base (sur C) de
ce dernier espace.

Les éléments 7,, définissent des opérateurs d’entrelacement de la fagon suivante. Sup-
posons pour simplifier que x vérifie (1). Soit w € W. On définit de fagon naturelle le
caractere w et 1’opérateur

Ay: }(wx)/ wa)[WX] - —7'4)()/ Hx)[x]

hv ht,,.

C’est un homomorphisme de H -modules. Dans H;,,/ H)[x] intervient le caractere
de Steinberg de Hy, avec multiplicité un: il intervient sur la droite portée par I'image
naturelle dans Hx) / HX)[X] de I’élément 0 (cf. V 2(1)). Montrons que, qvec un léger
abus de notations, on a I’égalité

3) A0 = (—1)™g.
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On doit montrer que pour toutw € W, 87, = (— 1)!"@ 11 suffit de traiter le cas ot w est
une symétrie élémentaire s;. On écrit alors

9 =01—q'Ty),

b= > (=9 "T.
weW;l(w)<1(ws;)

11 suffit alors de vérifier que
(1—¢"'Tym=~(1—q ',

ce qui est immédiat.
V 5. Appliquons les constructions ci-dessus au caractere

Pl (R A I A V=t O [ O B O I e B

Pouri € {1,...,n}, écrivons i = hm +k, avec h € {0,...,r —1},k € {1,...,m},
alors
xi(@) = e(@)'q ="V,

Le caractere x vérifie (1) et (2) de V 4. Introduisons les intervalles A, = {(h — 1)m +
1,...,hm} pour h € {1,...,r} et ’élément v € W qui conserve chaque intervalle et
inverse I’ordre dans chacun d’eux. La représentation St;, est une sous-représentation de
Ind§ x. Son espace V%, est I'image de 1’opérateur d’entrelacement relatif a v, pourvu que
celui-ci soit normalisé de fagon a étre défini et non nul. C’est bien le cas de I’opérateur A, .
On vérifie que pour w € W, d,, 7, € H,)[x] si et seulement s’il existe h € {1,...,r} tel
que w ne soit pas croissant sur A,. Notons W' I’ensemble des w € W qui sont croissants
sur Ay, pour touth € {1,...,r}. De V 2 (2) résulte que I'image de { 7,,,; w € W'} dans
Hi/ Hiolx] est une base de (V2.

Définissons un automorphisme /4 +— h. de # par h.(g) = € o det(g)~'h(g) pour tout
g € G.On ales relations

(X)) = e(w)”'X; pour touti € {1,...,n},
(T})e = T;pourtouti € {1,...,n—1}.

Notons a € W la permutation
I,....mm+1,...,n
n—m+1,....,n,1,....,n—m
Alors h— h, se prolonge en un isomorphisme de Hy sur H{,,). On vérifie grace a V 4

(3) que I’application h — A,(h.) définit un automorphisme de Hy,/ H,,[x ] qui a méme
restriction a (V£)! que A¢,.
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V6.
PROPOSITION.  Soit f € H. Supposons f biinvariante par I ;. Alors on a I’égalité

trace A;, o St; (f) = trace St (f).

DEMONSTRATION. D’apres V 2 (2), il existe une matrice (x,,y)wyew, a coefficients
dans C(a), telle que pour tout w € W,

feTwa = D, TyXuy.

yYEW

De V 5 résulte que trace AS, o St;, (f) est I'image dans C,,/ Py = C de I’élément

ey 2 Xuvwr-

wew

Soit w € W'. Je dis que s’il existe i < j appartenant 2 un méme intervalle A; dont les
images wi, wj appartiennent a3 un méme intervalle J, (cf. V 3), alors fg)mrwm € Hyplx1-
Comme w est croissant sur Ay, I’hypothese ci-dessus pour (i,j) implique la méme hy-
pothese pour (7, i+ 1). On suppose donc j = i+ 1. Grace a V 3, on a une égalité

m
f(e)mvaa = f, H H Xy — gXp)(Xy — Xt’)_l
h=1stedy,s<t
ol f est un certain élément de Hy) et ol I’on a posé pour simplifier s’ = (wva)~'(s),
Y = (wva)~!(¢). Le couple (s,1) = (wi, w(i + 1)) intervient dans le produit ci-dessus.
Pour ce couple,ona? = s’ — 1, avec s’ et & — 1 dans un méme intervalle Ay. Alors
Xy (@) —qxr(w) = 0, donc le produit intervenant dans I’expression ci-dessus appartient
a Py). D’oti ’assertion.

Comme f = ﬁ‘g - par hypothese, il résulte de ce qui précéde que I’on peut se limiter
dans (1) aux w € W' tels que si i, j appartiennent 2 un méme intervalle A, avec i # j,
alors wi et wj n’appartiennent pas a un méme intervalle J,. Posons, comme en V 3,
L= L((r)”’), notons u € W la permutation

u((h—Dm+k)=(m—kr+h, 1<h<r, 1<k<m.
On vérifie que I’ensemble des éléments wv, pour w € W’ vérifiant I’ hypothese ci-dessus,

est égal a Wyu. Donc (1) est égal a
2) Z Xwu,wu -

wew,
Posons f = Tyew TyXy, foym = (ZzewL Tz>x, avec des coefficients x,, x € Ca), cf. V
3. Soit w € W;. On a les égalités
fsTwua = fJg)mTwua = (Z Ty(xy)e) ( Z Tz)xTwua
yEW ZEWL

—1 —1
> Tyowa(wua)” ' x(zwua)”' (xy)e,
yeEW zeW,
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ol I’on définit de facon naturelle I’action de W sur Ciu). Le coefficient x,, ., est la
somme des coefficients intervenant ci-dessus, pour les y, z tels que yzwua = wu, ie.,

= wua"'u"'w'z7!. Remarquons que wua~'u"'w~! € W,. L égalité impliquey € W,
et on peut prendre y € W, comme indice de sommation. Notons que a~'x = x mod %, ).
Alors

X = 3 (W)~ x(wu) "' y(xy). mod Py,
yeEW,

et trace A°, o St (f) est égale a 'image dans C(y,/ Py de

2wy~ xwie) " y()e.
wyeW,L
Remarquons que le a a disparu de cette formule. On peut répéter le raisonnement pour
calculer trace St;, (f: ). On obtient exactement la méme formule. De plus St; (f) = St; (f:),
puisque St;, = (e o det) St;,. D’ou la proposition. ]
V7.

LEMME. Soientd, e € Z et D une distribution sur G. Suppposons e > 1, e divise
n et D e-variante (cf. Il 2). Soit ¢ = (ay,...,0) € T(n/ e). Supposons qu’il existe
i € {1,...,1} tel que a; ne soit pas divisible par r. Alors D(f&) = 0.

DEMONSTRATION (D’APRES[HA], LEMME 3.5). Fixonsi € {i,...,t} tel que o) +
.-+ + a; ne soit pas divisible par r. Notons a cette somme et B la partition § =
(Aigly -5 0y, . .., 0;). On Vérifie que

IBe = Calat’c_a.

D’ou fg'e = Ad(C9)f2<, et D(féj"’) = e(w)™*D(f%*), ol £(w)™® # 1. Pour démontrer le
lemme, il suffit de montrer que 1’on a aussi D(féi’e) = D(fg"’). Pour cela, introduisons le
groupe I’ = I, /ey €t son premier sous-groupe de congruence I}: ¢’est I'image réciproque
dans K, par I’application de réduction, du radical unipotent du sous-groupe parabolique
standard de GL(n,F,) associé a la partition (n/ e)°. Pour toute classe A € I'/ I} (vue
comme sous-ensemble de I'), notons ff‘e la fonction caractéristique de ("d/ ‘A. On a
I’égalité

£ = mesla)™ 30 S

A€l o
P

Posons L = L((n/e)*). Sik € K. et A € I'/ I, il existe une classe notée k.A € I/ I}
telle que
kG Ak = ¢ ek A

Cela définit une action de K, sur I’/ I}. Notons I" I’ensemble d’orbites associé. Si A,
B € I'/ I} sont dans la méme orbite, il existe k € K, tel que fi* = Ad(k)fy*, d’ou
D(f{) = D(f#). Si nous fixons un systéme de représentants { A(Y);Y € T} C I'/ I de
I', on obtient

D(fE) = mesUa) ™" 3 [Uae/ ID) N Y DS

yer
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Remarquons que I’/ I} s’identifie naturellement 2 GL(n/ e,F,)°. Identifions donc un
élément A € I'/ I} a un e-uplet (A;,...,A,) € GL(n/ e,F,)°. On montre (cf. [Ca] 3.7)
que I’application
¢:I'/ I} - GL(n/ e,F,)
A AjAgar - Ae-1yd+

identifie K -orbites et classes de conjugaison dans GL(n/ e,F,). Soit ¥ une K -orbite,
notons Y sa classe de conjugaison associée. Alors

|ae/ TN Y] = 2 (97N Uae/ D

cev

Soitc € 7. Une condition nécessaire et suffisante pour que ¢ ~!(c)N (Ioe / I}) # Dest que
¢ € P(at,F,), ot ’on désigne ainsi le sous-groupe parabolique standard de GL(n/ ¢, F )
associé a at. Si cette condition est vérifiée, on a évidemment

[ )N Uae/ ID)] = |Pla,Fp)| .
On obtient finalement 1I’égalité

D(fE) = mes(lae) ™ 3 |70 Plo,F)| [Pl FI* ' DIES).
yel

On a une formule analogue en remplagant a par . On vérifie facilement les égalités
mes(lo-) = mes(fg.), |P(a,Fp)| = |PB.F,)l.

Pour toute classe de conjugaison ¥ dans GL(n/ e, F,), on vérifie I’egalité

(H |7 N P,Fp| = |70 PPR,F,.

On en déduit I’égalité cherchée D(fg’e) = D(fg ). n
V 8.

LEMME. Soient D une distribution sur G et @ = (ay,...,a,) € P(n). Supposons
que D est e-variante et qu’il existe i € {1,...,t} tel que a; ne soit pas divisible par r.
Alors D(fX) = 0.

La démonstration est similaire a la précédente. La relation (1) doit étre remplacée par
la suivante, que 1’on démontre aisément: notons p(ex,F,) et p(,F,) les sous-algebres
évidentes de M(n/ e,F,); soit 7 une orbite dans M(n/ e,F,) pour I’action adjointe de
GL(n/ e,F,); alors

Wﬂp((!,":q)l = |70P(B’Fq)‘~ u
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Vo.

LEMME. Soient d,e € Z. Supposons e > 1, e divise n. Soit & € P(n / e). On a
I’égalité
0 siow # (1)e,

d.ey __ s
trace Stn(fa )_' {(_l)n(n—l)d/e’ sia = (l)n/e.

DEMONSTRATION.  En notant V,, I’espace de la représentation St,, on sait que pour
B € P(n), on ales égalités

(V)8 = {0} sip # (1), dim(V,) = 1.

De la premiere résulte que St,(f) = O pour toute fonction f € C°(G) biinvariante par
Ig,siP # (1)". En particulier St,(fg*) = 0si & # (1)*/¢. Supposons maintenant
o = (1)”/ ¢. Comme ¢ normalise I, il conserve (V,) donc y agit par un scalaire, disons
z. Il résulte des définitions que

trace St,(f4¢) = 2l

Pour calculer z, considérons le cas e = n,d = 1, pour lequel f(ll)" est la fonction car-
actéristique de ¢ . Dans le groupe de Grothendieck, on a I’égalité

St,= @ (1) My,

ANeP(n)
G 2 o
oum = Indp()\)(épc(k))l/ .D’otr
trace St,,(f(ll‘)" = ) (—1)"™) trace m\ (f(ll)" )-
A€P(n)

Mais le support de f(ll’)" est formé d’éléments elliptiques: ils sont compacts et la valuation
de leurs déterminants est 1. D’ou

trace m) (f(ll)") =0si N # (n).
D’autre part ;) = 1 et trace 7r(,,)(f(11’)") =1.D’ou
Z = trace St,,(f(ll’)") ==

et le lemme. ]
V 10.
LEMME. Soitat € P(n). On a les égalités

0, siae # (1),

trace Stn(,f‘f) = a1-=X7" sia= ()"

X N . o . R .
REMARQI.JE. fo n.est pas a su]?pon compact; les égalités doivent étre comprises
comme égalités des N-iemes coefficients des deux membres pour tout N.
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DEMONSTRATION. Le cas @@ # (1)" se traite comme en V 9. Supposons & =
(1. Posons 7 = Ind$(5S)!/?, soit V I’espace de cette représentation. Introduisons
I’isomorphisme ¢: Hy — V! (cf. V 4). D’aprés V 2, le caractere de Steinberg de Hy
intervient dans V! avec multiplicité un. Il intervient sur la droite portée par le vecteur
vo = (@) (cf. V 2(1)). D’autre part 1’espace V, de la représentation St, est un sous-
module de V. On sait que V! est de dimension un et que Hyy agit sur V! par le caractere
de Steinberg. On en déduit I’égalité V! = Cvy. En considérant la définition de la fonction
ﬁf , on voit qu’il existe ¥ € C [[X]] tel que

n(fvo = 2o,

et on a I’égalité

trace St,,(j;f) =7

Calculons zX. Comme vy(1) = 1, on a les égalités

1) &= (o))=Y 2,

wew

ou I’on a posé

2 = (=[x (L) (o (T) |

Fixons w € W. Grace a la décomposition d’Iwasawa, on a
— X G »
Zf} N /DxeKf“ (duk)‘sB (d)Tw(k )dk du dd

ou D et U désignent le tore diagonal, resp. le groupe des matrices unipotentes trian-
gulaires supérieures, et ol les mesures sont normalisées par

mes(DN K,dd) = mes(UN K,du) =1, mes(K,dk) = [K: I].

. . X . .
Comme T,, est la fonction caractéristique de Iwl = Iw(U N K), comme fa est invariante
par I et que I’on calcule aisément

mes(Iwl) = ¢'™,

on obtient I’égalité _
=g [ falduw g (d)dudd,

Comme dans la démonstration de IV 4, on en déduit

X =q™ £+ ww )88 (d)I(d) du dd.

DxLie(U)
Pourd = (di,...,d,) € D, on calcule

85 (d)J(d) = [T |di| "™
i=1
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Notons 1gresp. 1 0, les fonctions caractéristiques des sous-ensembles o, resp. w o, de
F; notons (di, . .. ,dy), resp. (4;)1<i<j<n, les coordonnées évidentes d’un élément d € D,
resp. u € Lie(U). Un simple calcul matriciel montre que I’on a I’égalité
fl(@+ww™) = xO( ] 16@) (I 1ootéd)( T 1owp)( TT leolup),
i€J* i€J- (ijed* (ipes-
o1 ’on a posé
wd) =) wdy)
i=1
J={i1<i<n i<wi}, JF={G); 1 <i<j<n, i<wj},
J ={i1<i<nwi<i}, I ={G));1<i<j<n, w<i}.
Le calcul de zX se raméne ainsi & un calcul d’intégrales en une variable. On obtient
2 = glmratm xbon f[(l _ g
W £
i=1

ot a(w) = —|J7| + Tie;-(i — 1), b(w) = |J~|. On calcule

1771 =>G—wi—1,

JjeJ~
d’ot a(w) = Yjes- wj. Posons
Tw)={j;1<j<n, j<wl}=wi.
On obtient I’égalité
@ =g 1 #x)(fla-¢0)
jET(w) i=1

Introduisons le polyndme en n variables

PXy,....X) = 3 D™ [ X,.

wew Jj€rw)

De (1) et (2) résulte I’égalité
3) X =P@X,¢’X,....q"X) [[(1 —Xg"H~\.
i=1

Montrons que ’on a
n—1
P(Xi,.... X)) = [1(1 - X)).
j=1

Remarquons que pour tout w, on an & I'(w). Donc P est indépendant de X, et est de degré
auplusn—1.Soienti € {1,...,n—1} etslasymétrie qui échange i et n. Pour tout w, on
vérifie que I'(w) et I'(sw) différent au plus par I’élément i. Donc [Tjerw) Xj et Ilierew X;
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sont égaux pour X; = 1. Comme (—1)®) = (—1)™*! les termes correspondant a
w et sw se compensent, donc P s’annule en X; = 1. Enfin le terme constant de P est
évidemment 1. Ces propriétés impliquent I’ assertion.

Mais alors la formule (3) devient

F=1-x",

ce qui acheve la démonstration. .
V11.

LEMME. Soientd,e € Z. Supposons e > 1, e divise m, pged(d,e) = 1. Soient o,
N € P(m/ e). On a l’égalité

trace A%, © Sty (Lugy e 1) = (= 1™ “(xq, 30 ).
Cf. 110 pour les notations.

DEMONSTRATION.  Montrons d’abord que pour 3 € P(n/ e), on a les égalités

€ 3 e 0, SIB # r(l)m/‘-”
(1) traceAm OStm(fél )_ {(_l)mld—md/e’ SIB = r(l)m/e,

Le membre de gauche est nul si B n’est pas de la forme ra¢ pour une partition @ €
‘P(m/ e) (lemme V 7). Supposons 3 = ret. Alors

trace AS, o St;,(f%%) = trace St&,(f%9),
(proposition V 6);
= trace(Stm ®(e odet) St,, ® - - ® (¢"! o det) Stm)(f,“i,}e)P,
o P = P((my);
= 3 f[ trace((e/~" o det) Sty ) (f%),
a=tapeM(recimf o) /="

(lemme IV 3). Soita € M (na, (m/ e)’). Utilisons le lemme V 9. Le terme correspon-
dant a a dans I’expression ci-dessus est nul s’il existe i, j tels que a; > 1, i.e., si
ag M'(ra,(m/e)), cf.19.Sia € M'(rae,(m/ e)), il vaut

(_l)rm(m—l)d/eE(w)r(r——l)md/Ze.

Cette expression se simplifie en remarquant que e (w )"~ D/2 = (=1, etque (— 1)V’ =
(=1 pour tout N € N. On obtient (=1y™d-md[e_QOp calcule immédiatement

1, sia = (1)"e,
0, sinon.

IM'(rat, (m/ e)")| = {

D’ob (1).
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Revenons aux notations de I’énoncé. On a I’égalité 1, /elcf,’f,f = f%¢ d’ol, en posant
A=00...,\),P=P(reX),
trace Ay 0 Sty (1g/ 1f55) = trace(ASy, o Stey ® -+ ® A, 0 St )((£59)")

t
_ 3 [1 trace AZ) o Stixj(f(daf))

a=(aj)eM(ra,rA ) j=1

(lemme IV 3). Appliquons (1): pour a € M(rat,rA), le terme correspondant dans
I’expression ci-dessus est nul si a n’est pas de la forme rb (avec une notation évidente)
pourun b € M' (e, ); si a est de cette forme, le terme vaut (—1)™4—"4/¢ D’ apres [Z],
3.17 (c), on a I’égalité
|M'(@,N)] = (xa, )
D’ou I’égalité de I’énoncé. L]
V 12. Soit N un entier. On définit un élément P € R[[T},...,Ty]] par
N
P=1]X(T)
j=1

(cf. 1 10). Soit A € P(N). On peut donc définir M (cf. I 11). On définit d’autre part
sxn(g eC *"_On définit alors I’élément de R[[T]]:

) (T (@)
Pour M € N, on note xy (A , q) le coefficient de 7™ dans cette série.

LEMME. Soient d,e € N. Supposons d,e > 1 et e divise m. Soient & € P(m) et
N € P(m/ e). Alors on a I’égalité

trace Ay © St (Ly/lcefy) = (=1 Mogd[2e=n[2(  x (AN, q)).

DEMONSTRATION.  On vad’abord calculer trace A%, 0St;, (1, f,i ). Utilisonsles lemmes
III 5 et IV 4. On obtient I’égalité

(1) trace A5, o St (1fa) = 3 (=M1 S I a),

A €P(m) aeM(rae,r\)
ol I’on a posé, pour A = (Af,..., \),
t t
” X(.A
IX, @) = trace(@ 45, 0 553 ®fas™),
j=1 j=1

avec
X(,N) = g" MY,

Fixons N = (Ay,...,\,) € P(m)eta € M(rat, 7N ). Pourj € {1,...,t}, posons

2) traceAf\J o Stf\j(ﬂigl)) =35 c(, d)Xe.
’ deN
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De la définition de x,\ résulte I’égalité

3) INa= Y (f[c(,',d,-))xﬂd’

de[‘m j=1

oul\ N =Taz NN cf 111 et X(d) = T, d;. _
Calculons (2). Le membre de gauche est nul s’il existe i tel que a;; ne soit pas divisible
par r (lemme V 8). Supposons a;; divisible par r pour tout i. Alors

€ e ((XGN)y _ e (XGN)
trace A5 o St,\j(f(a» ) = trace St,\j(ji%) )

(proposition V 6),
_ b1 XGANP
= trace(g(e o det) St,\j) ((ﬂa.,-) ) ),
ouP = P(()\j)’) (il s’agit d’un sous-groupe de GL(r);, F));

r .
= > eI—Il trace((e" Lo det) St,\j) (:Y?))
b=brrem((apny) =

ob Y(j,N) = g7 DY¥/2X(j,N), cf. lemme IV 4. De V 10 résulte que les seuls b dont la
contribution est non nulle sont les éléments de M' ((a i) ()\j)’). Pour ceux-1a, la contri-
bution est

(- @' 'YGN) " = (1-YGAY) .

£=1

r

On calcule
1, si(aj)= (Y,
0, sinon.

M (@), 00)) = {
En explicitant Y(j, N ), on obtient

X(j,)\)) _ {(1 — qu(n—/\j)r/z—r)\j‘)—l’ si(a)) = (r)/\J,
0

trace A5, o St§ (f -
J ¥V @) sinon.

En utilisant (3), on voit que I(A,a) = 0 si a n’est pas de la forme rb pour un b €
M'(a,N). Supposons a = rb pour un tel b. Alors

I(A , a) — Z qrfdj,\j” (qu(n~m)r/ Z)Z(d),
derA,N

ol .
-
A =m=-X\)/2- X\ = ;Ak.

En reportant cette expression dans (1) et en tenant compte de 1’égalité

IMI(Q’AM = <x¢!’yk)’
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on obtient
£ £ X T —m)r, r
trace A5, 0 St;,(1.f ) = (%o, ¥(X'q" "2,4")),

ot I’on a posé

y(X],Xz) = Z Z X’;‘:(d)dej,\jm(_-l)t(A)AlyA )
AeP(m)ydel)

Fixons D € N, D > 1, calculons le coefficient yp(X;) de X? dans y(X;,X;). AN =
Al,...,A) € P(m)etd = (dy,...,d;) € ')\ N, tel que Z(d) = D, on peut associer

-Pentiert = t(A) > 1;
5) - un entier s > 1;
- trois suites d’entiers
1<j<---<js <t
0=D;<Ds1 <---<Di<D
My,....M;>1
ainsi définis: jy, ..., j, sont les indices j pour lesquels d; > 0; pour i € {1,...,s},

D;=d, +---+d,M;= )\, +---+ )\j, — (ouformellement jg,; = 1+ 1).
Remarquons que les conditionsd € I' y, Z(d) = D > 0 impliquentd; > 0, d’ou

N

©) i=1 Y M=m.

i=1

Considérons la conditiond € I') y. Elle est définie par des inégalités dépendant d’un
indice h € {1,...,t — 1} (cf. I 11). On vérifie que celles d’indices j, — 1,...,j; — |
impliquent les autres. Et celles-1a se traduisent par les inégalités

@) pourtouti € {1,...,s — 1}, DMy1 + -+ -+ M) > Dim.

Notons enfin I’égalité
t N
Do diNT =3 DiM,.
j=1 i=1

Notons (A) une donnée de s, ¢ et de trois suites d’entier (j;), (D;), (M;) vérifiant les
conditions (5), (6) et (7); (B) une donnée de s et de deux suites (D;), (M;) vérfiant les
mémes conditions (ol on oublie ¢ et 1a suite (j;)). On note yg‘)(Xz ), resp. yﬁf) (X»), la sous-
somme de y(X;, X,) portant sur les couples (A ,d) dont (A), resp. (B), sont les données
associées. Calculons d’abord yg)(Xz). Le terme d est uniquement déterminé par (A). A

(N ,d) dont (A) est la donnée associée, associons les s partitions
D= N 1)

OnapD € PM,) et tn?) = ji;1 — ji. On voit que 1’application
Ad)y— @, pn)
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est une bijection entre les couples dont la donnée associée est (A) et les s-uplets de par-
titions vérifiant les conditions ci-dessus. Pour i € { 1,..., s}, posons

Ji=gm =g = X0M S (=Y.
REPM;);Hp )=/,

On obtient I’égalité
W) =1l
i=1

Introduisons des variables Uy, ..., Us. Avec les notations de I 11, on voit que z; n’est
autre que la valeur en U; = XP2 de

e ((1 - Y(Ui))j;) UM,

le 1 venant du fait que les coefficients des éléments de P(M;) sont > 1.

Calculons maintenant y(,f)(Xz). C’est 1a somme des yg”(X2) pour les données (A) dont
la restriction est (B) quand on oublie ¢ et la suite (j;). Cela revient a sommer les termes
précédents sur les s-uplets (f),...,J.) d’entier j; > 1. Pour i € {1,...,s}, notons donc
Z lavaleuren U; = Xg‘ de

®) om (f} (1 - vy ur.

j=1

On a I’égalité

YO = — [ 2-
i=1

La série qui intervient dans (8) est égale a Y(U;)™! — 1, ou encore X(—U;) — 1. Comme
M; > 1, on peut négliger la constante —1. On peut aussi remplacer X(—U,) par X(U;) a
condition de multiplier I’expression obtenue par (—1):.

Modifions nos notations en introduisant des variables T, ..., Tp et en remplacant U;
par Ty, ou k = D; + 1. Introduisons I’ élément

P

b ‘
I1 X(Tv)
k=1

de R[[T1,...,Tp]], et posons e = (ey,...,ep), avec,pour D € {1,...,D},

o — M;, sik=D;+1pourunie {1,...,s},
k 0, sinon.

On voit alors que yg})(Xg) est égal a la valeur au point (Ty,...,Tp) = (1, Xy,...,. X271)
de
(=D)" e (P)T?.

La condition (7) se traduit par: e € I'*ND ) et (6) par Eszl ey = m.
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Pour obtenir yp(X3), il reste a sommer les yﬁf)(X2) sur toutes les données (B). Mais
celles-ci sont en bijection avec les e vérifiant les conditions ci-dessus. Alors yp(X;) est
la valeur au point (Ty,...,Tp) = (1,Xa,...,X0"") de

(D" 'Y c(P)T,

ecE
ou
D L
E={ecN?ecTy, Y e=m}.
k=1

Remplagons X, par ¢". Comme

D—1 D—1)/2
D=y — gr0-1/

(1,4",....q sy (gD,

de I’expression ci-dessus et des définitions résulte 1’égalité
yo(g") = (=1 g™ PV 2, ((D).q).

puis

00
y(qu(nfm)r/Z’qr) — C+(_1)m—lq—n/2 Z XqunrD/me((D)’ qr)’
D=1

oll ¢ est une constante que 1’on n’a pas déterminée.
. X (o1
Le coefficient de X" dans trace A¢, o St;, (1., ) est égal a

trace A, o St;, (1,p1cf,q)-
Pour D > 1, on obtient grace a (4):
©) trace A%, 0 St5,(Lplefiy) = (=1 'q" P~/ 2 g x (D). q")).

Passons maintenant au cas général. On revient aux notations de I’énoncé. Posons P =
P(reN),A = (\,...,\). On a les égalités

trace Agy 0 St (1,4/.lcf,q)

t t
= trace (®A§Aj ° StZAj) [( ln\jdlc)fri}
j=1 J=1

'
2 —r 2
q" d/2e—r’edS(N)/ Z ®trace Ai)‘j o StiAj(lf/\ldICj;aJ))’
a=(ay)EM(ra,rek ) j=1

cf. Lemme IV 4. D’aprés V 8. seuls contribuentles a = (a;;) pour lesquels a;; est divisible

par r pour tous i,j. Autrement dit, les a de la forme rb, pour b € M(ox, eX ). Grace i (9),
on obtient

trace A%y © Sto) (1,4/elcf )
t

— (_l)m—tqnzd/ 28—71/2 Z H<x(b_/)sxe)\j((Ajd)’ qr)> .
b=(bj)EM(at,eN ) j=1
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Rappelons la formule suivante, que I’on peut déduire de [Z] § 3: soient v = (1, ..., ps) €
P(m)etr,...,rs des éléments de Ry, ...,R, ;onalégalité

5
(v, [Im) = 22 (xwpsm)-
=1 b=(by)EM(L )

En appliquant cette formule et la suivante, qui résulte des définitions:
t
I1 xe, ((Nd).q") = xm(@N . q"),
j=1

on obtient I’égalité cherchée:

trace A%, © Sty (Lyy/.1cfrg) = (=1ymtgqrd/2e=n/2( xo xn(dN,q"). -

6. Calculs d’intégrales orbitales.

VI 1. Soit F' une extension finie de F de degré divisant n. Notons e I’indice de ram-
ification de F'/ F, f le degré résiduel, ' = n/ ef. Posons G' = GL(n, F). Pouri € Z,
on a défini le réseau L; de F* (cf. I 7), que nous noterons ici L;. On définit de méme
des réseaux L; i de . Soit 1 : F — F" un isomorphisme F-linéaire. Nous dirons que
1 est compatible aux chaines de réseaux si, pour touti € Z,on a9 (Lig) = Lig. Il
existe de tels isomorphismes. Fixons-en un, ce qui définit du méme coup un plongement
iy:G' — G.Soient d', ¢ € Z, supposons € > 1, ¢ divise n’; soit ¢ € P(n’/ €); on
vérifie que I’on a I’égalité

i n'd'/ e . nd'[ ee’
i 14 ) = @) Ly ).

VI2.Soitd € F*. Nous dirons qu’il est F' / F-cuspidal si pgcd(vFr(é ), e) =letsila
réduction de
w;vﬂ@)& e

dans le corps résiduel de o engendre celui-ci sur le corps résiduel de of, cf. [Ca] 3.2.
VI 3. Notons I}, le premier sous-groupe de congruence de I, i.e. le sous-groupe des
éléments de coefficients diagonaux = 1 mod wp op. Identifions F™* au centre de G'.

LEMME. Soient ¢ : F"™ — F" un isomorphisme compatible aux chaines de réseaux,
b5 e F*,v €I, a € P(n]e), g € G. Supposons que § est F'| F-cuspidal et que
pged(e,p) = 1. PosonsY = 67', d = vp(8). Supposons enfin que

g iyMg € G lacc.
Alors il existe &’ € P(n') telle que e = fa' et 'ona g € iy(G)lyec.
C’est la n-ieme version d’un lemme de Kazhdan ([K1] Lemme 3.3, [He] 5.6, [W] 5.3).

DEMONSTRATION.  Pour simplifier, on identifie F" a F" et G’ 2 un sous-groupe de G
et on supprime toute mention de v ou iy . Posons B =« B = (Bi,....0). On définit

la chaine de réseaux (L?G)iez , cf. 1 7. Nous allons montrer

D pourtouti € Z, gLE;G est stable par op.
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PuisqueY’ € I};, on a

lim Y7 = 1.
§—00

11 existe donc s assez grand tel que

) v gL, = g rP,

pour touti € {0,...,7— 1}, donc pour tout i € Z. Comme e est premier a p, comme &
est F'/ F-cuspidal et comme 1’élévation 2 la puissance p est un automorphisme du corps

résiduel de o, les éléments
—[dp°h 5
o = wp[ P /616” h

pourh € {0,...,ef—1}, forment une base de op, sur of. D’apres I’hypothese du lemme,
ona

B _ _B

VeLic = 8Livasec

pour touti € Z, d’ou pourtouth € {0,...,ef — 1}:

sho, (B _

YWheLli; =g L?Hdp:h/ e
Comme YP™* = §7°"y'P’" on obtient grace a (2):

: B _ /B

§7"g LG = gLi+:dpsh/ G’

puis
3) SugLB; = LB . oui(h) = i+1dp'h/ e — tldph/ e].
A fortiori, (5th§6 - gL?G. Donc ngG est stable par 6, pour tout i, donc par o, ce qui
démontre (1).

Choisissons h € {0,...,ef — 1} tel que p*dh = 1 mod e. Alors §;, € wp 0},. De (3),
on déduit
4) wF’gL?G = ng,/e'G

pour tout i € Z. Les conditions (1) et (4) impliquent qu’il existe une partition a’ =
(af,..., at’/e) € P(n') et un élément g’ € G’ tels que

5) e =g L
pourtouti € Z. Posons g = gr,q' = qp. Pouri € {1,...,t/e},ona
a; = diqu(LgeAi,G/ Lse—m,c)’ a = dimr:/(Lt?,e—i,G’/ Lt?/e-m,cf)-

De plus dim¢, (F,) = f. On en déduit o; = fa et & = fa’. Comme 1) est compatible
aux chaines de réseaux, on voit que

# -,
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pour tout i € Z. D’apres (5), g'~'g appartient au stabilisateur de la chaine de réseaux
(Lgc)ielv qui n’est autre que Iy . Donc g € G'lye . [

VI 4. Conservons la situation de VI 1. Posons ¥ = r/ pged(r,f), supposons que »
divise n’ et posons m’ = n’/ r. Notons EF’ I’extension composée de E et F'. Fixons un
diagramme commutatif

P
1029 20 A
Yer ) F l l Ye/F
oo

de sorte que
1) Yep /E (resp. Vep /P €tc.) soit un isomorphisme E— (resp. F — etc.) linéaire;
(i1) g F soit I'isomorphisme fixé en II 1;
(iii) Ygp p soit construit de fagon analogue a g, cf. I 1.
On montre aisément qu’il existe & € G tel que:
(i) ve(deth) € rzZ,
(i) hyp ) soit compatible aux chaines de réseaux. (1)
Notons pour simplifier igp)p etc. au lieu de iy, /¢ CtC. cf. VI 1. Posons H' =
GL(m', EF'). Notons enfin ¢’ le caractére € o N/ de F™*. 1l est non ramifié d’ordre
r.

LEMME. Sous les hypotheéses ci-dessus, soient§ € F*, Y € I., a € P(n/e).
Supposons que é est F' | F-cuspidal et que pged(e,p) = 1. PosonsY =67, d = vp(§).
Supposons de plus que Y € igp p(H') et que ip /#(Y) soit semi-simple régulier. Alors on
a les égalités:

€’ I s 1 i /
IEG(f(tli,e’ lF’/F(’y)) — {(I)G/(f;(!)u/y ), SI Q¢ —f(! , avec € T(n ),

sinon.

Remarquons que les hypotheses impliquent que ces intégrales orbitales sont bien
définies.

DEMONSTRATION.  Fixons h vérifiant (1), posons ¢ = hip p. Notons T r, resp.
Ty le commutant dans G de ip 1 F(Y)s resp. iy (Y). On a

Io(fa-iry (1)) = /TF//,-\G £ 0 det(g)f (g ipy r(V)g) dg.

Mais ip / ) = h_'i,/, (Y)h, d’ol par un changement de variables évident et grace a (1)
(:
E(fé< ip (7)) = /W e o det(g)fd (g iy (7)g) dg.

Utilisons le lemme VI 3 et la définition de f¢¢. Si & n’est pas de la forme fa/, pour un
a’ € P(n'), on obtient If;( e, ipf/p(v)) =0.Sia = fa’, avec a’ € P(n’), on obtient

I5(f&°,ip (1)) = Z;mes(ﬂﬂ\ Tyiy(@)aec )fe(iv(g~'78))e o det(iy(8)),
g€
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o T est un systtme de représentants des classes d’équivalence de G’ pour
I’équivalence: g; ~ g si et seulement si iy(g1) € Tyiy(g2)lacc- Notons T le com-
mutant de ¥ dans G'. Lhypothése de régularité de i (Y) implique que Ty = iy (T").
Alors T est simplement un systeme de représentants de 7'\ G’/ Io' . Pour g € T, on
calcule:

mes(Ty \ Ty iy (8)lac.c) = mes(laec)Kr : (glarg™ )N T']
= mes(la.) " mes(Iqec) mes(T'\ T'gly ),
fEe(iy(87'78)) = mesUaec) ™" mes(lor,c )5 (8 V8,
€o detg(iw (g)) = £’ odetg(g).

On recompose alors I’intégrale:

Te(fasimp) = [, € o det(@)fS! (g™ ) dg.

\

I reste a remarquer que § est central dans G’ et que pour tout g € G, on a

Al ve) =Yg

On obtient alors la formule cherchée. ]

7. Formules de récurrence pour les germes. VII 1. Rappelons que I’on a identifié
H a un sous-groupe de G. SoitY € H un élément elliptique G-régulier. On suppose dans
tout le paragraphe VII que I’extension F(v)/ F (ou E(Y)/ E, cela revient au méme) est
modérément ramifiée. On peut alors trouver des éléments §, Y’ € F(Y)* de sorte que

o v =67,

(ll) 'Y, = 1 mod WFY)OF(Y)s

(iii) notons F' = F(§); alors é est F'/ F-cuspidal.
(Cf. [Ho]). Notons e I'indice de ramification de F'/ F, f son degré résiduel, n’ = n/ ef,
Y = r/ pged(r.f), f' = f/ pged(r,f), W = n'/ ¥ (comme F(Y) contient E, ¥/ divise
n'). Posons d = vp(§). Remarquons que bien que § et Y’ ne soient pas uniquement
déterminés, ’extension F” et les entiers que 1’on vient de définir le sont.

Fixons un diagramme commutatif:

F(v)

Yo £F / N Yok
(EF)y" Veris Em
Yep/ l 1 YE/F
F lls F

On suppose vérifées les conditions suivantes:
(1) Yr(y)/ E> 18SP. YE(yy/ £ €1C., st un isomorphisme E-, resp. EF'- etc., linéaire;
(i1) g, est I'isomorphisme fixé en II 1;
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(i) Ygp) e est construit de fagon analogue a Y/ p(cf. 11 1);

(iv) Yrey) /EF €st compatible aux chaines de réseaux (cf. VI 1);
enfin, en notant ir« ), g2 F(Y)* — H, etc., les plongements déduits de {p(y) /E €tC.

V) ipey V) =75
(rappelons qu’au départ Y était déja un élément de H). Il est facile de construire un tel
diagramme. Les conditions (iii) et (iv) impliquent que le cOmposé Ygp) g © Y(y)) g €5t
compatible aux chaines de réseaux.

On pose G' = GL(7',F), H = GL(m,EF). Comme en II 1, on identifie H' 3 un

s

sous-groupe de G’ grice au plongement igpp /- On identifie F(Y)* a un sous-groupe de
H par igy)) g, de H' par ipgy) gp-

VII 2. Posons a = vgodety(Y) = md/ e.Onal’égalité e = m/ pged(m, a). La propo-
sition III 4 définit un germe s (Y) pour tout A € P°(m/ e). Mais I’extension EF' / F',
les entiers n’, ¥, m’ et le caractére ¢’ = £ o Np /F Vérifient les mémes conditions que
I’extension E/ F, les entiers n, r, m et le caractere €. Comme vgr o dety(Y') = 0, la
proposition III 4 définit un germe si’ ,(Y") pour tout A’ € P°(m').

PROPOSITION.  Sous les hypotheses de VII 1, on a I’égalité

(—pymiomdle S g om = X 0w
AePo(m/e) A eP(m')

Cf.1 10 pour la notation 4.

DEMONSTRATION.  Soit & € P°(m/ ). Appliquons la formule de la proposition III
4 ala fonction f4¢. Grace au lemme V 11, on obtient

IS5 ) = (X, (7)),

o y(7) est le membre de gauche de 1’égalité de 1’énoncé.
Soite’ € P(m’). Appliquons la méme proposition III 4, mais pour le groupe G/, a la
fonction f2,,. On obtient
I (Ffars¥) = (xarsYO),

ol y'(7') est le terme entre crochets du membre de droite de 1’égalité de 1’énoncé. Le
lemme VI 4 implique alors que pour & € P°(m/ e),

(xa,Y(V)), sia =fla’, avec @’ € P°(m'),

(e, yM)) = 0, sinon.

Cette propriété implique I’égalité (V) = 1p (y’ o’ )) (la démonstration est analogue a
celle du lemme 5.5 de [W]). n
VII 3.

LEMME. Sous les hypothéses de VII 1, on a I’égalité

(=D)AL = AGO.
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DEMONSTRATION.  On va démontrer:

Q) Ag' () = Ag V)

(i) (=D)AL () = AZEY).

Soit F; une extension de F(7) galoisienne sur F, n; = [Fy: F(Y)], | . |1 la valeur
absolue sur Fy. On peut reformuler la définition de Ag‘l (7) de la fagon suivante:

1/2nn3
s#'on= I ey =/,
o r€Gal(F/ F');U|E7£T|E
ou encore
1/2n?
(1 AF' ) = M ey —n/™
o7 €Gal(F; / F);U|E7£I
Soit ¢ € Gal(F,/F). Si 06 # §, on vérifie que oY — |} = |66 — 6|1 = |6]:.
Comme on a aussi |Y|; = |8];, le facteur correspondant & o dans le produit ci-dessus
vaut 1. Siod = §,ona oy — 7|1 = |6]i|le7 —7'];. Onaencore |Y|; = |6];. Ici

|7'|1 = 1, le facteur correspondant & o vaut |(¢Y' —¥’)/7’|. La condition 66 = §
est équivalente 2 ¢ € Gal(F,/ F'). Pour un tel o, la condition o, # 1 est équivalente a
oy, # 1. Alors

1/2n?

AgtY) = 11 leY" =7/,
UeGal(F|/F’);a|EFI7£]

En appliquant I’analogue de (1) pour calculer A’G’:’l (7"), on voit que le membre de droite
de I’égalité ci-dessus n’est autre que Ag" ). D’ou (i).

Si r est impair, on a aussi ' impair et les deux membres de 1’égalité (ii) sont égaux a
1. Supposons r pair. Introduisons F'; comme ci-dessus, notons ¢; 1’indice de ramification
de F / E, v; la valuation sur F;. On a les égalités:

VE(r(’Y,U+’Y)) = > vi(eY — 1Y)/ einj
o, 7€Gal(F1 [ FYo),=1,1,=0.
@ =m 2 (Y —av)/ent.

o€Gal(F,/ FY0,=04

Soito € Gal(F,/ F). Sioé # 6, on acomme précédemment vi(Y — oY) = v1(§ —
a8) =v($).Sigd =6, onavi(y — oY) = () +v(Y —a7Y'). D’ou I’égalité

3) ve(r(Y,0:7)) = m*vi@)/ er +m 3 vi(Y — oY)/ e,
o€ES

ouS={o EGal(Fl/F);a|E =0,,00 =6§}.0navi(§)/ ey =d/e d ot

@)  mvi(8) ey = mid/ e = de(m/ €)> = de(m/ e) mod 2,

ie.m*v(8)/ ey = dm mod 2.
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OnasS = {0 € Gal(F)/F); 0, = 0,}.Sir est impair, Gal(E/ EN F') n’a pas
d’élément d’ordre 2, donc o ne fixe pas EN F'. A fortiori S = (). Donc

Ag,Z(,y) — (_I)VE("('YAH'Y)) — (*l)md

’

d’apres (3) et (4). De plus Ag’,z(,y "y = 1. D’ou (ii). Supposons maintenant 7 pair. I1 y
a dans Gal(EF'/ F') un élément o d’ordre 2. On vérifie que S = {0 € Gal(F,/ F);

O = o)} . Mais alors, en appliquant I’analogue de (2),

vEp:(r(W', Uﬁ')) =m' Y (Y — e/ einy.
o€S

Onam'e —m/f". Comme r est pair et pged(”,f’) = 1, f’ est impair, d’ ol

5) vEp,(r(’Y',ai’)")) =mY vi(Y — oY)/ en;.
o€S

De (3), (4) et (5) résulte la congruence
ve(r(v,0.7)) = md + ver (r(Y',017")) mod 2.

Comme
Ag,Z(,Y) = (=1 )vs(r(’Y ,m‘Y)) i Ag:’z(’)’ /) = (=1 )vEF/ (r(W/‘ah/))

1l

on obtient (ii), ce qui acheéve la démonstration. »

VII 4. Nous allons modifier les notations de VII 1. Soit toujours Y € H un élément
elliptique G-régulier. On suppose encore que I’extension F(Y)/ F est modérément ram-
ifiée. On suppose maintenant ¥ = 1 mod @wgy)0ry) €t > 1. On peut alors trouver des
éléments n € F*, 6,7’ € F(7)* de sorte que

i) v =1 +67";

(i1) n= 1 mod wrof, v = modwp(«,)op(«,);

(iii) notons F' = F(§); alors F' # F et est F'/ F-cuspidal.
Notons e I'indice de ramification de F'/ F, posons d = vp(§), ¥" = 67'. Ici encore
I’extension F’ et I’entier d sont uniquement déterminés.

VIL 5. Pour A € P°(m), resp. A" € P°(m/ e), la proposition III 4 définit des germes
si M, Si,,(')’”).

PROPOSITION.  Sous les hypotheses de VII 4, on a l’égalité

Z S; (,y)yA — and/Ze—n/e Z / (___l)m—-t(h”)sin(,yl/)xm(d l/’ qr)
AePo(m) A7€Po(m/ e)

DEMONSTRATION.  Soit & € ‘P(m). On applique la proposition III 4 a la fonction
£2,. Grace au lemme V 11, on obtient I’égalité

(1) (e Y) = (%, (M),
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ol y(7) est le membre de gauche de 1’égalité de I’énoncé. Appliquons maintenant la
proposition I1I 4 a la fonction 1,4/.f,, et a I'élément 7”. Grice au lemme V 12, on
obtient

@ 6(Lnd/ efras Y = (XY (V"))
ot Y’ (7") est le membre de droite de I’égalité de I’énoncé. Mais pour g € G, on a la suite
d’égalités
falg™8) = fr (g7 (1 +7"g)

= fo (e +7"g)

_ -1

= fu87"®)

= (lnd/efm)(g_l'yﬂg).

D’ob I’égalité

3) I ) = Ig(Lua) efros V)

Comme les x, pour @ € P°(m), forment une base de R, les égalités (1), (2), (3)

démontrent I’égalité y(v) = y'(v"). .
VII 6.

LEMME. Sous les hypotheses de VII 4, on a I’égalité

q("_m)"dﬂeAg(’Y) — Ag(’)’").

DEMONSTRATION. Il est clair que r(oY,7Y) = roY”,7Y") pour tous o,7 €
Gal(E/ F). D’autre part | detg Y |r = 1, |detgY'|r = |detgé|r = g "/¢. Le lemme
résulte alors immédiatement des définitions II 4. =

VII 7. Les propositions VII 2 et VII 5 permettent (en principe...) le calcul par
récurrence sur n des germes sy (Y) pour 7Y elliptique G-régulier, tel que F(Y)/ F soit
modérément ramifiée. Sin = 1 (auquel cas E = F, e = 1),ona s(‘l) = 1. Supposons
n > 1 et que I’on connait les germes pour toutes les données F, E’, n’ etc. comme en II 1
pour lesquellesn’ < n.SoitY € H elliptique G-régulier tel que F(7)/ F soit modérément
ramifiée. Utilisons les notations de VII 1. Disons que ¥ est du type I si F # F. Dans
ce cas, la proposition VII 2 calcule les germes sy (7) en fonction de germes connus par
I’hypothese de récurrence. Supposons maintenant ¥ = 1 mod wg(y)0r(y). Dans ce cas
la proposition VII 5 calcule les germes s3 (V) en fonction de germes s}, ,(Y") ou v” est
du type I. Ces germes sont connus d’apres ce que I’on vient de dire. Reste le cas ou Y
n’est pas du type I, ni = 1 mod @r(y)0F¢). Dans ce cas, la proposition VII 2 calcule les
germes sj (7) en fonction de germes s3,(Y), ot V' = 1 mod @y Or(y1). Ces derniers
sont connus d’apres ce que I’on vient de dire.
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8. Le lemme fondamental.

VIII 1. Nous noterons maintenant s} . les germes notés précédemment s3 . En appli-
quant les définitions au cas E = F, on définit des germes s,‘\ > Ou plus simplement sy .
Pour v € H elliptique régulier, tel que E(Y)/ E soit modérément ramifiée, les germes
sx #(7) se déterminent eux aussi par récurrence.

PROPOSITION.  Soient a € Z,Y € H. Supposons ¥ elliptique G-régulier, vg o
dety(Y) = a et F(Y)/ F modérément ramifiée. Posons e = m/ pgcd(m,a). Alors pour
tout A € P°(m/ e), on a l’égalité

AFNSy (1) = s\ w(Y).

DEMONSTRATION. D’aprés VII 7, un raisonnement par récurrence nous rameéne a
démontrer la proposition pour n = 1, ce qui n’est pas fatigant, et a démontrer les deux
assertions suivantes:

(i) dans la situation de VII 1, supposons que pour tout A’ € P°(m'), on ait I’égalité

AG M6 (1) = sx (V).
Alors pour tout A € P°(m/ e), on a I’égalité de I’énoncé au point v;
(ii) danslasituationde VII 4, supposons que pour toutA” € P°(m/ e), on ait’égalité
Ag(’y”)siu‘c(’y”) = SA”,H(/YH);

alors pour tout A € P°(m), on a I’égalité de I’énoncé au point 7 ;
Démontrons (i). Notons A}, resp. A;, le membre de gauche, resp. de droite, de I’égalité
de I’énoncé de la proposition VII 2. Appliquons cette méme proposition au cas E = F.
On obtient 1’égalité B = B,, ol

Bi= =1y S sym. Ba=1p| 5 sam(ial.
AePe(m/e) N eP(m')
L’hypothese de (i) implique I’égalité
AG(YHA; = By,
d’olt
AG(Y)A; = By,
et, d’apres 1’indépendance linéaire des y), :
(=D)AL () = sx m ()

pour tout A € P°(m/ e). En utilisant le lemme VII 3, on obtient I’égalité cherchée.
La démonstration de (ii) est analogue. [
VIII 2. Soit f € HXK. On définit f (cf. I 5), puis bf € C[Yy,..., Y, Y' ..., Y, 1",
cf. 11 3. Pour N € P(m), on définit T (bf) € C[Yy,..., YV, ¥;',..., Y, 1 (cf. 111). On
construit un élément de C[Y,Y~!] en évaluant T* (Bf") au point Ys) (¢"). Poura € Z,
on note ¢, [F" (Bf)(Ys)k (q’))] le coefficient de Y* dans le développement de 1’élément
obtenu.
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LEMME. Soientf € HX eta € 7. Posons e = m/ pged(a, m). Pour tout N €
P(m/ e), on a I’égalité

trace A%\ © Sty (Lo1f) = (= 1)" Ny [T (67)(Ysaa () |-

DEMONSTRATION.  Supposons d’abord A = (m/ e). Introduisons une variable Y et
la fonction fY¥ définie par f¥(g) = Y"°%%®f(g). On a I’égalité

€))] trace A;, o St (1,,1.f) = ca,(traceAf,, o Stf,,(lcfy)).

Nous allons utiliser le lemme III 5. Fixons 0 = (g1, ..., 4r) € P(m). On doit calculer:
d . Y.P
By = trace(@AZj of .| Stzj)()z,,.f POy
=
Introduisons des variables Y, ..., Y;, la fonction fP"™)Y sur L(n) définie par

t
FrX ey, ) = (T Y9 )P, b,
=1

et le polyndome
t
P(Y) = trace(®A;j o Sti})(fp"'”'y).
j=1
Introduisons également le polyndme I'y P (cf. I 11). De la définition de X, résulte

I’égalité
By = TuP)(Yg ™™ ,... . Yg ™).

Calculons P. D’aprés V 6, on a

P(Y) = trace (® Stf‘])(fp("”’y).
j=1

Introduisons la partition v € P(n) suivante

V= (fseees flseees fhtseees )

[ — ———
r r
Introduisons des variables X,..., Xy, la fonction fF™X analogue de fP™Y et le

polyndme

oX) = trace(é St,,,,)(fp(")’x).
i=1

Posons X(Y) = (Y1,e(@)Y1,...,e(@) 'Yy, Y,, ..., e(@)"'Y;). On a Iégalité P(Y) =
Q(X(Y))- Comme fP™X est biinvariante par Ky et que ®, St,, n’a pas de vecteur
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invariant par ce groupe sauf si tous les v; sont égaux a 1, on a Q = O si cette derniére
condition n’est pas vérifiée. Supposons-la vérfiée. Alors v = (1)", 0 = (1)".Ona

0X) = f(X1,.... Xn),

d’ou

Q(X(Y)) = Bf(Y],.... ).
Remarquons que pour . = (1), Ty = TV (cf. I 11) et

@, g = sem(q).
On obtient alors "

B, = {F(m)(bf)(Y’Sm)(q’)), sip = ()",

0, sinon.
De (1) et du lemme III 5, on déduit I’égalité
) trace Ay, 0 St;, (1o 1of) = (=1 ca[T™(BF)(Ysemy(@)) |-

Passons au cas général. Posons A = (\y,..., ), P = P(reN). Pourj € {1,...,t},
posons G; = GL(re);, F). On peut décomposer f* sous la forme:

t
M= ®f
€Zj=1
od Z est un ensemble fini et, pour tous j, z, f,; € Hc . Alors
t
trace A;, o St;, (1arlef) = 3 [ trace A oSt (1arer/mlofe)-
2€Zj=1
D’apres (2), on obtient
t
(3)  trace Ay oSt (Lalof) = (=1 3 I caenym| TN BFei)(Ysienn(@)) |-
€Zj=1

On montre aisément le résultat suivant: pourj € {1,...,r},soit P, € C [[Yl, o Tey ]]oc

(cf. T 11), et 55 = (851,...,85ex) € C*¢¥; introduisons les éléments [P;---P,] €
CllY1,.... Ynl]_ etlsi---s] € C*™ définis par

[P+ Py s Ym) = Py(Y1, ..., Yo DP2(Yera1s-- ) oo P, Vi),
[$1--8i] = (51,15 - -5 51,6015 52,15 - - - » Sted, )+

Alors on a I’égalité
t
ca(TM Py PAYTst - +5:D)) = 1 Caenyym (T Pi(Ys))).
j=1

Appliquons cette formule a la relation (3). On vérifie que

DB -+ bus) = Bf,

€Z
[sexn(@) - - sern(@)] = sea (@))-
On obtient alors 1’égalité de 1’énoncé. u
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VIII 3.

COROLLAIRE. Soient f € HXK et a € Z. Posons e = m/ pged(a, m). Pour tout
N € P(m/ e), on al’égalité

trace AS) o St;) (141.f) = trace St (lalc(bf)).
Cf. I1 3 pour la définition de bf .

DEMONSTRATION. Le premier membre est calculé par le lemme précédent. Le sec-
ond aussi, en I’appliquant au cas E = F. [
VIII 4.

PROPOSITION.  Soientf € HX, Y € H. Supposons? elliptique G-régulier et F(Y)] F
modérément ramifiée. Alors on a l’égalité

AROOISFY) = Tu(bf, ).

DEMONSTRATION.  On calcule les deux membres par la formule de la proposition II1
4. On compare les formules obtenues a 1’aide de la proposition VIII 1 et du corollaire
VIII 3. n
VIII 5.

THEOREME. Soient f € HX, v € H. Supposons Y semi-simple G-régulier. Sup-
posons que l’algebre F(7Y) est un produit d’extensions modérément ramifiées de F. Alors
on a l’égalité

AFODIGS.Y) = Iu(bf 7).

DEMONSTRATION. Les deux membres de 1’égalité sont invariants par conjugaison
sous H. On peut supposer qu’il existe une partition A € P(m) telle que ¥ € Ly(A)
et que Y soit elliptique dans Lgy(N ). Posons L = Lg(rA), P = Pg(rA), M = Ly(N),
Q = Py(A).D’apres 11 1, M C L et ces deux groupes vérifient des conditions analogues
aHet G. Notons ¢}, ..., c, les valeurs propres de 7, vu comme élément de G, dans une
extension convenable de F. Posons

1/2

A6 = [Tl =] | deten]f ™.

i#i

F

On définit de facon analogue Ay(7) etc. On a les formules:

An(NDI(Bf,Y) = A ((BF).7)
AcODIGF,Y) = AN (7).
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On a aussi (bf)¢ = b(fF). D’apres la proposition VIII 4 (généralisée a un produit de
groupes linéaires), on a

APOOEFTY) = Du(b(FD). 7).
Le théoreme résulte alors de 1’égalité

1 Ac)AMNAY (V) = Au(VALYAE(Y)
que nous allons démontrer. Notons ¢y, . . . , ¢, les valeurs propres de Y, vu comme élément
de H. Pour tout 0 € Gal(E/ F), fixons un relévement & de o 2 la cloture algébrique de
F. On a’égalité
{csie{l,....,n}} ={6cs i€{1,...,m}, 0 € Gal(E/ F)}.
D’ou
(s ije{l,....n},i#j} =
{6c,~,7’c,~); i,je{l,...,m}, 0,7 € Gal(E/F), 0 # T}
U {ecndc); ije{l,....,m}, i #j, o € Gal(E/F)};

De cette décomposition se déduit I’égalité
2 Ac(Y) = A VAR,
De méme, on a

AL(Y) = AP ODAMOY).

Posons A = (Ar,..., ) ety = (V1,...,7:) avec 7; € GL(A;, E) pour tout j. Soient
i,j €{1,...,t}, notons (cix)1<k<n,» 1€SP. (Cj¢ )1<e <, les valeurs propres de 7;, resp. 7;.
Posons

Ai ’\f
r( ) = I1 T (cix — cie)
k

=1£=1

Cette définition coincide avec celle de II 4 si A\; = A;. Supposons r pair. On voit alors
que :

rY,0,7) = ItIl ) = (I o) (o).

ij= i#i

Ona vE(r(“Y,-, Uﬂ,-)) = Vg (r(’Yj, oni)), donc la valuation du deuxiéme produit est paire.
Alors

@) A2y = (_l)vE(t(’Y,aﬂ)) _ lj; (_l)vE(r(’Yi,m’Yi)) = AM2(y),

Cette égalité est triviale si r est impair. De (2), (3) et (4) se déduit (1), ce qui acheve la
démonstration. ’ ]
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