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APPROXIMATION HARMONIQUE, APPROXIMATION
HOLOMORPHE ET TOPOLOGIE

P. M. GAUTHIER, W. HENGARTNER ET M. LABRECHE

Le but de cet article est de montrer qu'il n'y a pas de relation étroite
entre ces trois concepts.

Soit K une partie compacte du plan complexe fini, et soit 4 (K) (resp.
a(K)) I'ensemble des fonctions continues sur K et holomorphes (resp.
harmoniques) a 'intérieur K° de K. Nous dirons que K est un ensemble
d’approximation holomorphe (resp. harmonique) si toute fonction de
A(K) (resp. a(K)) peut étre approchée uniformément sur K par des
fonctions holomorphes (resp. harmoniques) sur K, i.e., dans un voisinage
de K.

Pour un voisinage fixé @ de K, le théoréme de Mergelian nous donne
des conditions nécessaires et suffisantes, purement topologiques, pour
que toute fonction de 4 (K) puisse étre approchée uniformément sur K
par des fonctions holomorphes dans Q. D’autre part, on sait (par exemple
[4]) qu'’il n’est pas possible de caractériser topologiquement les ensembles
d’approximation holomorphe. Nous verrons qu’il en est de méme pour
I’approximation harmonique.

Il est aussi naturel de s’'interroger sur le rapport qui existe entre les
ensembles d’approximation holomorphe et ceux d’approximation har-
monique. En 1963, R. McKissick (voir [1], p. 192) construisit un en-
semble d’approximation harmonique qui n’est pas un ensemble d’ap-
proximation holomorphe. Nous considérons le probléme inverse et
présentons un exemple d’ensemble d’approximation holomorphe qui
n'est pas un ensemble d’approximation harmonique.

D’aprés le théoreme de Runge, 'approximation par fonctions holo-
morphes sur K est équivalente & 'approximation par fonctions ration-
nelles dont les pdles sont hors de K. Puisque la situation est analogue
pour I'approximation harmonique (voir [5], p. 347), le théoréme suivant
est essentiellement le théoréme 5 dans [2].

TaeorReME A (Deny). Pour que K soit un ensemble d'approximation
harmonique, il faut et il suffit que C\K et G\K° soient effilés aux mémes
points.

Ce théoréme nous rappelle celui de Vituskin quant a la caractérisation
des ensembles d’approximation holomorphe.
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En vue d’utiliser le théoréme de Deny, nous avons aussi besoin du
critére de Wiener pour l'effilement.

THEOREME B ([5], p. 298-308). Soit {r,} une suite de nombres positifs
tels que

1
1<a<—gg—r'il-<b,n€N,
log 7,
et notons par D, (toi1, 1a), Vanneau {z : rypy < |2 — 20| < 7,}. Pour qu'un
ensemble E soit effilé en un point 20 € E, 1l faut et il suffit que la série

Z lOg 1/7(,‘
log 1/C,

converge, ou C, est la capacité logarithmique de E M D,o (ps1, 7n).

Nous construisons maintenant un compact K; qui n’est pas un en-
semble d’approximation harmonique, et, par la suite, un homéomorphisme
du plan sur lui-méme qui envoie K; sur un ensemble d’approximation
harmonique K.

Considérons le disque fermé D = {z : |z| < 1} et posons

20=0, 7, =22 et B,={z:7u<Imz<r},»néeN.

Dans chaque Do(7y+1, 7,), nous pouvons construire une suite {Ag",
k € N} de disques ouverts de rayons p;* qui satisfont aux conditions
suivantes:

(I) &A™ =@ pour (n, k) # (m,j)
(I1)  Ay* C Umen B pour tout & € N et tout n € N.

(IIT) lim supx,e A = [?ns1, 72] pour tout # € N.

(IV) ;m < 2—125 pour tout z € N.
(V) Urn &7 N B, N\ Dy (7yy1, 7m) # B  pour tout x € [0, %]
et tout m € N.
Posons K; = D\Uj.. A

Par le critére de Wiener, G\K; est effilé au point z = 0. Mais C\K,°
n’est pas effilé en ce point car cet ensemble contient le segment (0, 1).
Donc, par le théoréme de Deny, K, n’est pas un ensemble d’approxima-
tion harmonique.

Nous construisons maintenant 1'ensemble K,. Puisqu’il n’y a qu'un
nombre fini de A;* dans chaque B, et & cause de la fagon dont ils ont
été construits, on peut entourer chacun des A;* par un domaine de
Jordan J,* satisfaisant aux conditions suivantes:
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() JeNJ" =8 pour (n k) # (m,j).

(I1y T C DN [Upen Bn] pour tout £ € N et tout # € N,
(II1")  Si J* C By, alors diam (J*) < 5 - 7.
(IV')  Pour tout x € [0, %] et tout m € N, il y a un #», un & et une

composante G de Ji* M Dy(7pmy1, ) telle que
diam G > 7 — Ty
Pour chaque 7 et k, soit V" un domaine de Jordan tel que
Ar C VS CVEC I

Evidemment, les V;" satisfont aux conditions (I’), (II’) et (III’). Nous
pouvons supposer qu’ils satisfont également a la condition (IV’). Posons

KZ = D—\Uk,n Vk"'

Pour chaque 7 et &, soit ¢ : J,* — J;* un homéomorphisme qui fixe
aJ" et envoie A" sur V,*. Posons

B Jldentité sur C\Ug.n J5"
ka" sur J;;" pour tout # et tout k.

A cause de la condition (II1’), diam (J;*) — 0 lorsque les J,* s’accu-
mulent sur (0, %). Donc ¢ est continue sur [0, 1], et ¢ est un homéo-
morphisme.

Par la condition (IV’) et le critére de Wiener, C\K, n’est effilé en
aucun point de [0, ], et, par conséquent, en aucun point de son
adhérence. En d’autres mots, C\K, et C\K:°’ sont effilés aux mémes
points, et, d’aprés le théoréme de Deny, K est un ensemble d’approxima-
tion harmonique. Donc la propriété ‘‘ensemble d’approximation har-
monique’’ n'est pas une propriété topologique.

Notons enfin que, malgré le fait que K; ne soit pas un ensemble
d’approximation harmonique, il en est un d’approximation holomorphe.
En effet, définissons la frontiére intérieure d’'un compact comme étant
I'ensemble des points de la frontiére qui ne sont situés sur la frontiére
d’aucune composante complémentaire. Puisque la frontiére intérieure de
K, coincide avec l'intervalle [0, 1], on a (voir [3], p. 238) que K; est un
ensemble d’approximation holomorphe.
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