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SUR LES ANNEAUX REFLEXIFS 

J. QUERRE 

Un anneau commutatif unitaire est dit réflexif si tous ses idéaux sont 
divisoriels [3; 6]. On dira qu'un anneau commutatif unitaire et intègre est un 
anneau de Mori, si ses idéaux divisoriels entiers vérifient la condition de chaîne 
ascendante [8]. Enfin, on appellera provisoirement, M-anneau, un anneau de 
Mori, tel que tout idéal engendré par deux éléments est divisoriel. Un anneau 
noethérien réflexif est un M -anneau; dans la première partie de cette note, 
nous établissons la réciproque. La troisième partie étudie la clôture intégrale 
de certains anneaux locaux réflexifs non noethériens. 

1. Préliminaires et rappels. 

THÉORÈME 1. Dans un anneau de Mori, de dimension 1, tout idéal entier non 
nul est contenu dans un nombre fini d'idéaux maximaux. 

Soit A un anneau de Mori de dimension 1, 21 un idéal quelconque non nul et 
31 ;• son radical; 21 r est l'intersection des idéaux maximaux qui contiennent §1 
donc 2U est un idéal divisoriel car chaque idéal maximal est divisoriel (Prop. 
1 - p. 347 [8]). Il en résulte que A satisfait à la condition de chaîne ascendante 
pour les idéaux semi-premiers (c'est à dire égaux à leurs radicaux). Suivant le 
théorème 87 - p. 58 [5], 21 r est l'intersection d'un nombre fini d'idéaux maxi­
maux. 

THÉORÈME 2. Soit A un anneau intègre, tel que, pour chaque idéal maximal Wl, 
9W-1 soit engendré par deux éléments et 21 un idéal divisoriel tel que ExtA

x (21, A ) = 
0. Si 33 est un idéal contenant 21 tel que 33/21 soit un A-module simple, alors 33 est 
un idéal divisoriel tel que ExtA

x(33, A) = 0. (Lemme - p. 19 [6]). 

2. Caracterisation d'un anneau noethérien réflexif. Soit A un anneau 
commutatif unitaire et intègre et K son corps des quotients. A tout élément 
a £ K, on associe l'idéal divisoriel entier 2Ï« = a~xA C\ A = A : (A + aA ). 

THÉORÈME 1. La dimension au sens de Krull d'un M-anneau est ^ 1. 

Il résulte du théorème 2 et de son corollaire 3 [8] que si A est un Af-anneau, 
alors tout surordre A -plat est aussi un M-anneau. On peut donc sans restreindre 
la généralité supposer A local d'idéal maximal 9W. Soient x et v deux éléments 
de 90Î. On a la chaîne ascendante d'idéaux divisoriels entiers: 

2U-i c 2l,2r-i ç . . . çz 2I^,-i ç . . . 

Suivant la condition de chaîne, il existe donc un entier n tel que 2ïx?s-i = 2Iz2w*,-i 
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et un élément a = u/v G K avec u = xn tel que 2Iwa = 2Î«. Ce qui 
i m p l i q u e ^ : (uaA + A) = A : (aA + 4 ) puisai : (Au2 + 4*/) = A : (.4 M + 
i4v). Mais tou t idéal engendré par deux éléments de A est divisoriel donc 
Au2 + Av = Au + Av. En particulier, u G ^4^2 + Av et il existe c et d dans 4 
tel que u = eu2 + dv. Mais 1 — eu G 9QÎ car w G 2JÎ, donc 1 — eu est inversible 
et w = d ( l — cu)~lv, c'est à dire que u = xn G ^ . Ainsi, quels que soient 
deux éléments de 9ft, il existe un entier w tel que xn G -4 p. Soit donc 21 un idéal 
entier non nul. Si v G 21 et x G 5DÎ, il existe iz tel que xn G ^ C 21 donc 
x G rad (21) et rad (21) = 9W. T o u t idéal de A est donc 3)?-primaire donc 
3R est de hauteur 1. 

T H É O R È M E 2. Un anneau de Mori A, local, de dimension 1, de radical 3JI et 
tel que 9W-1 soit engendré par deux éléments est noeihérien et réflexif. 

Soit xA un idéal principal de A. Il existe suivant le lemme 2, p. 346 [8] un 
entier n è 1 tel que 9WW C xA et 9Qr?n-1 Ç̂  x^4. Notons 2n l 'ensemble des idéaux 
divisoriels de type fini 21, tel que ExtA

1(2l, A) = 0, W C 21 et 2R»-1 <£ 21. Cet 
ensemble n 'est pas vide car xA G 2 n , donc admet un élément maximal 9Î. 
Soit y G S ^ - 1 - 91, donc Ay C 9 P " 1 C 9t : 2W. Posons 9Î' = 5» + 4;y, alors 
9K9t' C W et suivant le corollaire 1 p. 237 [9], W/W est un ,4-module simple. 
Appliquons le théorème 1-2, alors 9Î' est un idéal divisoriel de type fini tel 
que ExtVOft', A) = 0, avec W C 9? £ 9T. On ne peut avoir aR""1 £ 5»' 
sinon 91' serait un élément de 2 n en contradiction avec le caractère maximal 
de 9? donc 9JT"1 C 5TC'. D 'au t re part , si W~2 C 91', alors S)?*-1 C 9l'9ft C 9î, 
en contradiction avec les hypothèses, donc Wln~2 Çt 91'. Ainsi, l 'ensemble Sn_i 
des idéaux divisoriels de type fini 21, tel que Ext^1 (21, A) = 0, W1'1 C 21 et 
W-2 <£ 21 n 'est pas vide. 

De proche ne proche, il résulte que l 'ensemble 2 2 des idéaux divisoriels de 
type fini % tel que E x t ^ , A) = 0 et 9«2 C 21 C 9W n'est pas vide. Notons dl 
un élément maximal de 2 2 . Supposons S Î ^ S D î e t z G S D î — 9î. On a 9)1 Ç 
(9t : 901) H 4 , d'où OR : 2») H ^ = 2W. Posons <R' = 9Î + i4z, donc s9W C 9Î 
et 9329?' C 9Î et toujours d 'après le théorème 1-2, déjà cité, 9i' G 2 2 , en contra­
diction avec le caractère maximal de dl, finalement 9Î = 9W. Ainsi, le seul idéal 
premier est de type fini, donc, selon le théorème de Cohen, A est noethérien. 
Suivant le théorème 3-8, p. 18 [6], A est aussi réflexif. 

T H É O R È M E 3. Soit A un anneau de Mori. Les conditions suivantes sont équi­
valentes: 

(1) A est de dimension 1, et 9K-1 est engendré par deux éléments pour chaque 
idéal maximal 9J? de A. 

(2) A est un anneau réflexif. 
(3) Tout idéal de A engendré par deux éléments est divisoriel. 

(1) => (2): Si A est l 'anneau de Mori, A^i est aussi un anneau de Mori 
local de dimension 1, de radical TlA^i et {SSRAm)~x = A^'- SDMgR = $R-lAm\ 
<SJî~1Am est donc engendré par deux éléments, donc ^4^ est suivant le théorème 
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2, un anneau noethérien. Suivant exercice 10, p. 73 [5], et compte tenu du 
théorème 1-2, A est noethérien. Le théorème 3-8 [6] montre alors que A est 
réflexif. 

(2) => (3); Evident. 
(3) =» (1): Soit A un if-anneau et SDÎ un idéal maximal. Selon la proposi­

tion 1, p. 347 [8], on a W'1 ?* A. Si a Ç 9K"1 - A, alors 9TO Ç i o r 1 C\ A Q A. 
Or A = Acr1 C\ A impliquerait a 6 i donc W = i a - 1 Pi 4 = A : (4 + aA) 
puis i : S)î = 5DÎ""1 = A + aA, car tout idéal engendré par deux éléments est 
divisoriel par hypothèse. Ainsi, pour chaque idéal maximal, 9W_1 est engendré 
par deux éléments. 

THÉORÈME 4. Soit A un anneau intégralement clos. Les propriétés suivantes 
sont équivalentes: 

(a) A est un anneau de Prùfer. 
(b) Tout idéal engendré par deux éléments est divisoriel. 

(b) => (a): Puisque A est intégralement clos, on a pour a = a/b élément 
du corps des quotients de A, 2Ia2 C 2I« d'où A : $La Q A : 2I«2. 

L'hypothèse impose A : $la = A + Aa d'où A + Aa Q A + Aa2, et en 
particulier a G i + i a 2 . Ce qui permet de conclure [2, Ex. 1 2 - p. 94]. 

(a) => (b): Evident. 

COROLLAIRE. Soit A un anneau de Mori intégralement clos. Les propriétés 
suivantes sont équivalentes: 

(a) A est un anneau de Dedekind. 
(b) Tout idéal engendré par deux éléments est divisoriel. 
(c) A est de dimension 1. 

Résulte des théorèmes 3 et 4. 

3. Anneaux généralisés de fractions d'un anneau de Mori. Soit A un 
anneau intègre et K son corps des quotients. On appelera surordre de A tout 
anneau B tel que A C B C K. Si 2 est une famille multiplicative d'idéaux 
entiers de A, l'ensemble: 

i s = {oc G K\x% Ç A pour 31 Ç 2} est un surordre de i appelé anneau 
généralisé de fractions de A par S [4]. 

Exemples. 
a) Soit S = {2P}W>0 avec 21 idéal entier de i , alors i s = A (21) = Un>o(i:2P) 

est un anneau appelé transformé de Nagata de l'idéal 21 [8]. 
b) Soit P = {$} une famille d'idéaux premiers de i et 2 = {2I|2I <Z ty pour 

tout $ f P) alors i s = Pi^epi^- En particulier un surordre i -p l a t est un 
anneau généralisé de fractions. 

Si 21 est un idéal fractionnaire de A, alors l'ensemble: 

212 = {x G K\ il existe S3 G S tel que x33 C 21} 

est un idéal fractionnaire de A s et on a 2L4 s Q 21 s. 
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LEMME 1. Soient 21, 33, {21*; i de 1 à m} des idéaux de A, alors 

(i) (rii»<)®2 c nM&i c n<(»,»)s 
(2) (2193) 2 D2t2932 

(3) (2 t :93 ) 2 C2l 2 : 93 2 

(4) Si S w* un idéal de type fini alors: 2l2 : 932 = (2t : 93) 2 = 2l2 : 93,4 2 

Immédiat. 

Notons 1(A) le monoïde residue des idéaux fractionnaires de l'anneau A, 
D(A) le monoïde des idéaux divisoriels, F (A) le groupe des idéaux fraction­
naires principaux et C(A) le monoïde D(A)/F(A) des classes de diviseurs. 
On notera aussi 21, = (2Ï-1)-1-

THÉORÈME 1. Soient A un anneau de Mori et B un anneau généralisé de frac­
tions de A par la famille multiplicative S. Alors il existe un épimorphisme multi­
plicatif croissant j : D(A) —> D(B) et un épimorphisme j : C(A) —> C(B) tel 
que Von ait le diagramme commutatif: 

D(A)^D(B) 

C(A)lc(B). 
avecj(%v) = (2l2), = (215), = (21,) 2. 

Si 21 est un idéal de A, il existe suivant le théorème 1 [8, p. 341], un idéal 
de type fini tel que S C 21 et A : S = A : 21. Suivant le lemme ci-dessus 
5 : S 2 = B\<£B. D e p l u s S 2 C 2i2et2I2(,4 : 21) 2 C 5 d'où (A : 21) 2 C B : 2I2 

CB : S 2 = 5 : S 5 . On a aussi (4 : 21) 2 = (A : S) 2 = 5 : S 5 d'où 5 : 21 s = 
B : 6 5 . Dep lu s5 : 215 = 5 : 2l2 = B : 6 2 = (A : 21) 2. Finalement (215), = 
(21 s) » = (21,) s et j est un morphisme multiplicatif. 

Soit 21' un idéal entier de B et a: Ç 2T, donc il existe 93 Ç S tel que a:33 C 4̂ 
puis a% CW n A e t a Ç (2f H A) z, c'est-à-dire 21' Ç (21' C\ A)?. Posons 
21 = 21' C\ A. On a 215 C 21/ puis (215), C 21/ donc 212 C 21/, mais ci-dessus 
on a montré que 21/ C 212 d'où 21/ = 212. 

Si 21' n'est pas un idéal entier de 5 , il existe d £ K tel que d2l' = 33 est un 
idéal entier de 5 d'où (dW)v = 932 = (93' H A) puis 21/ = d " 1 ^ = 932 : d5 
et suivant le lemme 1 21/ = (d-193)2. 

Finalement, j est surjectif. Par ailleurs j (F(A)) Ç 5 (5 ) , ce qui implique 
que7 induit un épimorphisme7 : C(A) —» C(B). 

Ce résultat généralise le théorème 2 [8]. 

COROLLAIRE 1. Tout anneau généralisé de fractions d'un anneau de Mori est 
un anneau de Mori. En particulier, tout anneau généralisé de fractions d'un 
anneau de Krull (resp. factoriel) est un anneau de Krull (resp. factoriel). 

Immédiat avec le théorème. 
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Rees et Naga ta [7] ont construi t le transformé de Naga t a d 'un anneau 
noethérien qui n 'est pas noethérien. Notons par contre que si A est noethérien 
tou t anneau généralisé de fractions de A est de Mori. 

COROLLAIRE 2. Tout surordre A-plat d'un anneau noethérien réflexif est un 
anneau noethérien réflexif. 

Soit B un surordre ^4-plat d 'un anneau A noethérien réflexif. Selon le corol­
laire précédent, B est un anneau de Mori. Si 21' = uB + vB(u, v £ K, corps 
des quot ients de A et B) alors 21 ' = %B avec 21 = uA + vB d 'où selon le 
théorème 2 [8] 21/ = (KB)V = B : (J3 : 2LB) = B^v = B%. Il suffit d 'appl iquer 
le théorème II - 3 pour obtenir le résultat . (Autre démonstra t ion avec le 
théorème d 'Akizuki) . 

4. Cloture intégrale de certains anneaux locaux reflexifs. 

L E M M E 1. Un anneau local réflexif dont Vidéal maximal est principal est un 
anneau de valuation. 

Soit A un anneau local réflexif de radical Wl = Aa. Si x £ Â — A en no tan t 
par Â la clôture intégrale de A alors A[x] est un idéal fractionnaire et A : A[x] 
un idéal entier d'où A : A[x] C SD? puis A a - 1 Ç A[x]. Ainsi 

a"1 = b0 + b& + . . . bn-ix
n~l + xn (bt G A de 0 à n - 1). 

Donc 

1 = abo + ab\X + . . . abn-\X
n~l + axn 

d'où 1 G 5DM[x] et A[x] = 95M[x]. D 'après le lemme de N a k a y a m a A[x] = 0. 
Cet te contradiction montre que Â = A. Selon [3, Théorème 5.1, p . 167] A est 
un anneau de valuat ion. 

Soit A un anneau local réflexif, de radical 9K; donc 9W$ft_1 = W ou A ; si 3)1 
est inversible, il est principal, donc A est un anneau de valuat ion. Ecar tons 
ce cas, alors 99Î5D?-1 = 9)î et B = 9DÎ-1 est un surordre district de A. Si D est 
un anneau tel que A $! D £ B, alors yl : D est un idéal de A e t 4̂ : D £ 50Î. 
Or D^B implique 2ft £ ,4 : D d'où Wl = A : D = A : B d'où D = B et contra­
diction. Il n 'y a donc aucun anneau compris entre A et B. Si a £ B — A, alors 
5 = A[a] et a £ A : ïïl implique 3R = A C\ Aa~l d 'où B = A : 2ft = 
4̂ : [yl : (̂ 4 + Aa)] = A + aA; B est un ^4-module de type fini donc a est 

entier sur A et B C Â. 

L E M M E 2. Sï 21' et 93' sow/ dewx idéaux distincts de B tel que 21 ' C\ A = 93 Pi ^4, 
alors 2T H 93' = 21' H ,4, d<wc 21' H 93' ^ ^ idéal de A. 

On a w n ^ = (2T n 4) n (93' n i ) ç r n 93'. si 2T n ^ £ 2T n 93', 
alors il existerait a £ 21' H 93' - ,4. Or B = A[a]. Si x € 21', alors 

x = d0 + di« + . . . dna
n ou dt £ A 
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donc 

d0 = % - d1(x - ... dnan ew r\A = SB' C\A 
et 

x = d0 + dxx + . . . + dna
n £ 23' 

donc contradiction, c'est à dire SI' H A = 23' H 2T. 

L E M M E 3. Vanneau B est local. Si SD?i £5/ sow idea/ maximal alors 2J?i = 4̂ : 2J?i 
5 i 2»i ert principal alors 2K = W , « « o » W = 2»2Wi. 

Puisque -B est entier sur A, selon le lemme précédent, B admet au plus deux 
idéaux maximaux W et W tel que W = W H 2K". S'il existait 21' tel que 

m c a' c a»',alorsaw = s ; n ^ = a»' n 4, d'où2r n arr = m et »' = m. 
Il n 'y a donc aucun idéal propre entre 9JÎ et 9ft' et entre 3K et 2ft" et il existe 
0 = 2R' - 2R et 7 G 2»" - 2K tel que 3»' = 3ft + ^ et aft" = 9K + 7 5 . Or 
P £ A[a] = A + aA donc /5 = u + ^o: avec î i , ^ i . Ainsi W = 3JÎ + v a 5 Ç 
9W + a £ ^ £ . Finalement, 2W' = W = 2Ki = 2K + aB. 

On a gjfi2 C 2R Ç 4 donc 2Ki C 4 : 2)îi C B. Etablissons que ^ : 5Dîi est 
un idéal de B. D 'une par t ( 4 : 2Ri) : ( 4 : 2»i) = [4 : ( 4 : 2Wi)] : 2»! = 
2Wi : 2Wi puis B(A : SKi) = ( 4 + « 4 ) ( 4 : 2Ki) = ( 4 : 2Ri) + a {A : 2Ri), 
d 'au t re pa r t aWii = aWl + a M avec a 2 i C W C 9K d'où «2»! C 2Wi et 
a G (2Ki : 2Ki) donc a (A : 2Wi) C (A : 2»i) et 5 ( 4 : 2»i) C ( 4 : 2Wi). Né­
cessairement A : yjli 5* B sinon ,4 : 2Wi = 4 : 2ft puis 9)î = 2fti car 9DÎ et SDîi 
divisoriels dans A alors « Ç 9J? contrairement à l 'hypothèse. Finalement 
2»i = A : S»!. 

On a ( 5 : 2Ki)2Hi = ( 4 : WmiWi = (2Wi : 2K)2»i ç 5 . Si (2Hi : 2tt)2»i = 
5 alors 9D?i est inversible dans B donc principal et on peut adopter 93?i = « 5 
d'où cx£ = A : « 5 c'est-à-dire a2B = 2ft = 2fti2. Si (2Hi : 2W)g»îi C 3«i alors 
9}?! : 2ft ç 2»! : 5D?i ç 2»i : Wl d'où 3Wi : 2W = 2Ri : 2Ki donc 4 : 2Wi2R = 
^ : 9Ki2. Puisque WIM et W sont des divisoriels de l 'anneau A, mm = W . 

T H É O R È M E 1. Si l'idéal maximal SDîi rfe .S est principal alors B est un anneau 
de valuation réflexif, clôture intégrale de A. 

Soit 21 un idéal de B. On a 

B : (B : 21) = 4 : 2» ( 4 : 2I3ft) = [A : ( 4 : 21$?)] : 2W; 

mais 3I3W est un idéal de A d'où B : ( 5 : 21) = 9I9W : 9M = 2fo2 : a 2 £ = 21. 
Ainsi 5 est un anneau local réflexif dont l'idéal maximal est principal. Selon 
le lemme 1, B est un anneau de valuation donc Â = B. 

T H É O R È M E 2. Si Vidéal 5DÎ est régulier pour B = B0 alors B0 est réflexif et son 
idéal maximal tyfti (supposé non principal dans B0) est régulier pour B\ = J50 : 9D?i. 
Il existe alors une suite croissante iï anneaux locaux réflexif s entiers: 

A CB0CB1C . . . CBtC ...Â 

avec Bi/Bi-i ~ A/$R\ Bt_i/A étant un A/W espace vectoriel de dimension i. 
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B : (B : ») = A : 2W(^ : 212») = [A : (4 : » ) ] : 2tt; si 91 est un idéal de 
B, 2I9W est un idéal de A donc 5 : (B : SI) = 212)? : 2JÎ. Mais si 2ft est régulier 
dans le monoïde 1(B) des idéaux fractionnaires de B, alors SÏ9W : 2)? = 21 et B 
est un anneau réflexif. 

Puisque B est local et réflexif selon le lemme précédent, B : 2fti = B\ — 
B + PB avec /3 e B1 - B donc 2W5i = 2)tB + 02», 5 = 3» + 02»; d'autre 
part, $)h = B : (B + PB) = A : W(B + 05) = A : (2» + 2R0) = A : 2Wi 
donc, puisque 4 est réflexif, 2»! = 2JÎ + 2K0 = 2»5i. 

Soient 21, 33 deux idéaux de Bx tel que 3l2Ki = S2Ri donc 3l2W5i = 932)?£i 
puis 215DÎ = 332)1 et enfin dans le monoïde residue 1(A) des idéaux fraction­
naires de A, %m : 2K = 332» : 2R c'est-à-dire 21 = 33. Ainsi 2Ri est régulier 
pour B\. 

Si l'on pose Bt = Bt-i : 2ft* et B0 = i? alors: 

i C f t C ^ i C CBtC...Â 

Bt est un anneau local réflexif, de plus BJBi-i ~ Bf-i/fflli. Par ailleurs B = 
^ + 2Wi d'où J5/2Wi ^ 4/2W et de proche en proche £<_i/2ft, 9Ë 4/2W. 

Remarque. Si 4̂ est noethérien, c'est un anneau de Gorenstein. On a alors le 
résultat l(Â/A) = / ( ^ M " 1 ) [1, p. 19 - corollaire]. 
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