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SUR LES ANNEAUX REFLEXIFS
J. QUERRE

Un anneau commutatif unitaire est dit réflexif si tous ses idéaux sont
divisoriels [3; 6]. On dira qu'un anneau commutatif unitaire et intégre est un
anneau de Mori, si ses idéaux divisoriels entiers vérifient la condition de chaine
ascendante [8]. Enfin, on appellera provisoirement, M-annear, un anneau de
Mori, tel que tout idéal engendré par deux éléments est divisoriel. Un anneau
noethérien réflexif est un M-anneau; dans la premiére partie de cette note,
nous établissons la réciproque. La troisiéme partie étudie la cldture intégrale
de certains anneaux locaux réflexifs non noethériens.

1. Preliminaires et rappels.

THEOREME 1. Dans un anneau de Mori, de dimension 1, tout idéal entier non
nul est contenu dans un nombre fint d'idéaux maximaux.

Soit A un anneau de Mori de dimension 1, 9 un idéal quelconque non nul et
A, son radical; A, est l'intersection des idéaux maximaux qui contiennent A
donc U, est un idéal divisoriel car chaque idéal maximal est divisoriel (Prop.
1-p. 347 [8]). Il en résulte que 4 satisfait & la condition de chaine ascendante
pour les idéaux semi-premiers (c’est & dire égaux a leurs radicaux). Suivant le
théoréme 87 - p. 58 [5], A, est I'intersection d’'un nombre fini d’'idéaux maxi-
maux.

THEOREME 2. Soit A un anneau intégre, tel que, pour chaque idéal maximal M,
I sott engendré par deux éléments et N un 1déal divisoriel tel que Ext ! (A, A) =
0. 57 B est un 1déal contenant A tel que B/A soit un A-module simple, alors B est
un 1déal divisoriel tel que Ext,*(B, 4) = 0. (Lemme - p. 19 [6]).

2. Caracterisation d’un anneau noetherien reflexif. Soit 4 un anneau
commutatif unitaire et intégre et K son corps des quotients. A tout élément
a € K, on associe I'idéal divisoriel entier A, = a4 M A =4 : (A + ad).

THEOREME 1. La dimension au sens de Krull dun M-anneau est < 1.

Il résulte du théoréme 2 et de son corollaire 3 [8] que si A est un M-anneau,
alors tout surordre A-plat est aussi un M-anneau. On peut donc sans restreindre
la généralité supposer 4 local d’idéal maximal IN. Soient x et v deux éléments
de M. On a la chaine ascendante d’'idéaux divisoriels entiers:

Nom1 S W21 © .. S W1 S
Suivant la condition de chaine, il existe donc un entier » tel que n,—1 = Ay2n,—1
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et un élément o = u/v € K avec u = x" tel que ye = .. Ce qui
implique 4 : (uad + A) = A : (@A + A) puis 4 : (Au?+ Av) = 4 : (Au +
Av). Mais tout idéal engendré par deux éléments de 4 est divisoriel donc
Au? + Av = Au + Av. En particulier, u € Au® 4+ Avetil existe c et d dans 4
tel que # = cu? + dv. Mais 1 — cu ¢ M caru € M, donc 1 — cu est inversible
et u = d(1 — cu)~'v, c’'est a dire que u = x" € Av. Ainsi, quels que soient
deux éléments de I, il existe un entier n tel que x* € Av. Soit donc A un idéal
entier non nul. Si v € Y et x € M, il existe n tel que x” € Av C A donc
x € rad (A) et rad (A) = M. Tout idéal de A est donc IM-primaire donc
I est de hauteur 1.

THEOREME 2. Un anneau de Mori A, local, de dimension 1, de radical M et
tel que IMN—1 soit engendré par deux éléments est noethérien et réflexif.

Soit x4 un idéal principal de A. Il existe suivant le lemme 2, p. 346 [8] un
entier n = 1 tel que M* C x4 et M1  xA4. Notons Z, I'ensemble des idéaux
divisoriels de type fini ¥, tel que Ext,1(A, 4) = 0, M* C A et M1  A. Cet
ensemble n'est pas vide car x4 € Z,, donc admet un élément maximal N.
Soit y € M1 — N, donc Ay C M1 C N : M. Posons N’ = N + Ay, alors
MR C N et suivant le corollaire 1 p. 237 [9], N'/N est un 4-module simple.
Appliquons le théoréme 1-2, alors N’ est un idéal divisoriel de type fini tel
que Ext (N, 4) =0, avec M* C N & N’. On ne peut avoir M1 7 N
sinon N’ serait un élément de Z, en contradiction avec le caractére maximal
de N donc M1 C N. D'autre part, si M2 C N, alors N1 C NN C N,
en contradiction avec les hypothéses, donc M*2 ¢Z N’'. Ainsi, I'ensemble Z,_,
des idéaux divisoriels de type fini ¥, tel que Extg! (A, 4) =0, M1 C A et
M2 A n’est pas vide.

De proche ne proche, il résulte que l'ensemble 2, des idéaux divisoriels de
type fini ¥ tel que Ext (A, 4) = 0 et M2 C A C M n’est pas vide. Notons N
un élément maximal de Z,. Supposons N # M et 2 € P — NRN. On a M C
R:D) N A, dott (R:M M A =M. Posons N' = N + Az, donc 2t C N
et MR’ C N et toujours d'apres le théoréme -2, déja cité, N’ € Z,, en contra-
diction avec le caractére maximal de 9%, finalement i = IN. Ainsi, le seul idéal
premier est de type fini, donc, selon le théoréme de Cohen, 4 est noethérien.
Suivant le théoréme 3-8, p. 18 [6], A est aussi réflexif.

THEOREME 3. Soit A un anneau de Mori. Les conditions sutvantes sont équi-
valentes:

(1) A est de dimension 1, et N est engendré par deux éléments pour chaque
idéal maximal M de A.

(2) A est un anneau réflexif.

(3) Tout idéal de A engendré par deux éléments est divisoriel.

(1) = (2): Si A est 'anneau de Mori, Ag est aussi un anneau de Mori
local de dimension 1, de radical MAgy et (MAgp)~! = Agp: MAgp = M—1Agp;
IM—14 ¢ est donc engendré par deux éléments, donc Agy est suivant le théoréme
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2, un anneau noethérien. Suivant exercice 10, p. 73 [5], et compte tenu du
théoréme 1-2, A est noethérien. Le théoréme 3-8 [6] montre alors que 4 est
réflexif.

(2) = (3); Evident.

(3) = (1): Soit A un M-anneau et M un idéal maximal. Selon la proposi-
tion 1, p. 347 [8],ona I~ = A.Sia € M1 — A,alors M C Ao M 4 C A.
Or 4 = Aa' M A impliqueraita € Adonc M = Ada= ' A4 = A4: (4 + ad)
puis 4 : M = M= = 4 4 a4, car tout idéal engendré par deux éléments est
divisoriel par hypothése. Ainsi, pour chaque idéal maximal, I~! est engendré
par deux éléments.

THEOREME 4. Soit A un anneau intégralement clos. Les propriétés sutvantes
sont équivalentes:

(a) A est un anneau de Priifer.

(b) Tout idéal engendré par deux éléments est divisoriel.

(b) = (a): Puisque A est intégralement clos, on a pour a = a/b élément
du corps des quotients de 4, Aye T A, d'ot 4 : A, T 4 : We.

L'hypothése impose 4 : U, = 4 + Aa d'olt 4 4+ Ada & 4 4 Aa? et en
particulier « € 4 4+ Aa? Ce qui permet de conclure {2, Ex. 12— p. 94].

(a) = (b): Evident.

COROLLAIRE. Soit A un anneau de Mori intégralement clos. Les propriétés
sutvantes sont équivalentes:

(a) A est un anneau de Dedekind.

(b) Tout idéal engendré par deux éléments est divisoriel.

(c) A4 est de dimension 1.

Résulte des théorémes 3 et 4.

3. Anneaux généralisés de fractions d’'un anneau de Mori. Soit 4 un
anneau intégre et K son corps des quotients. On appelera surordre de 4 tout
anneau B tel que A C B C K. Si Z est une famille multiplicative d’ideaux
entiers de 4, '’ensemble:

Az = {x € Kl C 4 pour A € Z} est un surordre de A appelé anneau
généralisé de fractions de A par = [4].

Exemples.

a) Soit £ = {A*},s0avecAidéalentierde 4,alors Az = A(NA) = U,so(4:A?)
est un anneau appelé transformé de Nagata de 1'idéal Y [8].

b) Soit P = {B} une famille d’idéaux premiers de 4 et = = {A|A Z B pour
tout P € P} alors Az = Nuecpdsp. En particulier un surordre 4-plat est un
anneau généralisé de fractions.

Si A est un idéal fractionnaire de A, alors I'’ensemble:

Az = {x € K| il existe B € Z tel que xB C A}

est un idéal fractionnaire de Az et ona A4 s C Us.
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LEMME 1. Sotent A, B, {A;;1de 1 & m} des idéaux de A, alors

1) (NANB: CNAB= C NQADB) =

(2) UB): D UB:

B) A:B):CUAs: B>

(4) Si B est un idéal de type fini alors: Az : Bz = A :B)z = As: BAs

Immédiat.

Notons I(A4) le monoide résidué des idéaux fractionnaires de I'anneau 4,
D(A) le monoide des idéaux divisoriels, F(4) le groupe des idéaux fraction-
naires principaux et C(4) le monoide D(A)/F(A) des classes de diviseurs.
On notera aussi ¥, = (Y~1)~L

THEOREME 1. Sotent A un anneau de Mori et B un anneau généralisé de frac-
tions de A par la famille multiplicative Z. Alors il existe un épimorphisme multi-
plicatif croissant j: D(A) — D(B) et un épimorphisme j: C(4) — C(B) tel
que I'on ait le diagramme commutatif:

D)4 p(B)

cuy L o).
avec j(A,) = (Az)y = (AB), = (Ay) =

Si A est un idéal de 4, il existe suivant le théoréme 1 [8, p. 341], un idéal
de type fini tel que € C A et 4 : C = A4 : A. Suivant le lemme ci-dessus
B:Cs=B:6B.DeplusCs C AsetAs(4:A)s C Bdou (4:A)s C B:As
CB:Cs=DB:CB.Onaaussi (4:A)s=(A:C)s=B:CBdouB: Ay =
B:GCB.DeplusB:AB =B :As=B:Cs = (4 :A)s. Finalement (AB), =
As), = (A,) s et j est un morphisme multiplicatif.

Soit A’ un idéal entier de B et « € A’, donc il existe B € Z tel que B C 4
puis aB CU MNAetac A MNA)s, cest-a-dire A' (A’ M 4) 3. Posons
A=A MNA.OnadAB C A,/ puis AB), C A,/ donc Az € A/, mais ci-dessus
on a montré que A, C As d'ou A,/ = As.

Si A’ n'est pas un idéal entier de B, il existe d € K tel que dA' = B est un
idéal entier de B d’ot (d%'), = Bz = (BN A) puisA,) = d-'B; = Bz :dB
et suivant le lemme 1 A,’ = (d1B)s.

Finalement, j est surjectif. Par ailleurs j (F(4)) C F(B), ce qui implique
que j induit un épimorphisme j : C(4) — C(B).

Ce résultat généralise le théoréme 2 [8].

COROLLAIRE 1. Tout anneau généralisé de fractions d'un anneau de Mori est
un annean de Mori. En particulier, tout anneau généralisé de fractions d'un
anneau de Krull (resp. factoriel) est un anneau de Krull (resp. factoriel).

Immédiat avec le théoréme.
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Rees et Nagata [7] ont construit le transformé de Nagata d'un anneau
noethérien qui n’est pas noethérien. Notons par contre que si 4 est noethérien
tout anneau généralisé de fractions de 4 est de Mori.

COROLLAIRE 2. Tout surordre A-plat d'un anneau noethérien réflexif est un
anneau noethérien réflexif.

Soit B un surordre 4-plat d’'un anneau 4 noetherien réflexif. Selon le corol-
laire précédent, B est un anneau de Mori. Si %' = uB 4+ vB(u, v € K, corps
des quotients de A et B) alors A" = AB avec A = ud + vB d’ou selon le
théoréme 2 (813, = (AB), = B: (B:AB) = BA, = BU. Il suffit d’appliquer
le théoréme II - 3 pour obtenir le résultat. (Autre démonstration avec le
théoréme d’Akizuki).

4. Cloture integrale de certains anneaux locaux reflexifs.

LEMME 1. Un anneau local véflexif dont I'idéal maximal est principal est un
anneau de valuation.

Soit A un anneau local réflexif de radical M = Aa. Six € 4 — A4 en notant

par 4 la cloture intégrale de 4 alors A[x] est un idéal fractionnaire et 4 : A[x]
un id¢al entier d’ott 4 : A[x] C I puis da=t © A[x]. Ainsi

at=by+bx 4+ ... b x" 14+ x* (b; € AdeOan—1).
Donc
1 = aby + abix + ... ab,_1x™ ! + ax®

d'oti 1 € MA[x] et A[x] = MA[x]. D'apreés le lemme de Nakayama A[x] = 0.
Cette contradiction montre que 4 = A. Selon [3, Théoréme 5.1, p. 167] 4 est
un anneau de valuation.

Soit A un anneau local réflexif, de radical I¢; donc MIN—! = P ou 4; si M
est inversible, il est principal, donc 4 est un anneau de valuation. Ecartons
ce cas, alors MM~ = M et B = M est un surordre district de A. Si D est
un anneau tel que 4 & D & B, alors 4 : D est un idéal de 4 et 4 : D & M.
Or DS BimpliqueM&E A:DdoaM=4:D=A4:B doa D = B etcontra-
diction. Il n'y a donc aucun anneau compris entre 4 et B. Sia € B — A4, alors
B = Ala] et @« € A : M implique M = 4 N Ao dot B=4:M =
A:[A: (A + Aa)] = A + ad; B est un A-module de type fini donc « est
entier sur 4 et B C 4.

LeMME 2. S7 U’ et B sont deux idéaux distincts de B tel que ' M A = B M 4,
alors W N B = W N A, donc W N B’ est un 1déal de A.

Ona’'MA=ANANBNA)CANY.SIANAEANY,
alors il existeraita € A' N Y — A. Or B = Ala]. Six € W, alors

x=d0—|—d1a-|—-...dna"0udi€A
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donc

do=x—die—...da"c A NA=BNA
et

x=dy+dia+...+da" €Y
donc contradiction, c'est A dire ' N4 = B N A

LEMME 3. L'anneau B est local. St I, est son 1déal maximal alors M, = A : My
St My est principal alors M = D12, sinon N2 = MD.

Puisque B est entier sur 4, selon le lemme précédent, B admet au plus deux
idéaux maximaux M’ et M tel que M = P M M. S'il existait A’ tel que
MCA CW,alorsM=A" NA=MNA douA "MW =MetA = M.
Il n'y a donc aucun idéal propre entre I et M’ et entre M et M’ et il existe
B=IM —Mety € M’ — I tel que M =M + BB et M’ =M + vB. Or
B € Ala] = A + ad doncB = u + vaavecu,v € A. Ainsi M = M + vaB C
M + aB # B. Finalement, N = M’ = M, = M + aB.

OnaM2CMC A4 donc M; € 4: Iy C B. Etablissons que 4 : M, est
un idéal de B. D’une part (4: M) : (A : D) =[4: A :M)): Dy =
M Py puis BA: M) = (A4 + ad)(A: D) = (4 D) + a4 : DMy),
d’autre part oI, = oMM + a24 avec a4 C M2 C M d'od oMy C My et
a € (M : M) donc a(d : M) C (4 :IM) et B(A: M) S (4:M,). Né-
cessairement 4 : My # B sinon 4 : My = A : M puis M = Ny car M et Ny

A

divisoriels dans A4 alors a € MM contrairement & I'hypothése. Finalement
E):nx = A . 9]31.

Ona B:M)PV = (4 : MMMy = (W= POV S B.Si (P : DM, =
B alors M, est inversible dans B donc principal et on peut adopter M, = aB
d’olt @B = A4 : aB cest-a-dire o?B = M = P2 Si (P : D)V, S Nty alors
Py M Wy D S Dy M d'ott MWy - M = Py : Dy done 4 - LI =
A : M2 Puisque N, M et M2 sont des divisoriels de 'anneau 4, NI = Di, 2

THEOREME 1. Si 'idéal maximal M, de B est principal alors B est un anneau
de valuation réflexif, cloture intégrale de A.

Soit A un idéal de B. On a
B:(B:A)=4:MA:AM) =[4: (4 :AD)] : M;
mais AW est un idéal de 4 d'od B: (B:A) = AM : M = Aa?: a2B = A.

Ainsi B est un anneau local réflexif dont I'idéal maximal est principal. Selon
le lemme 1, B est un anneau de valuation donc 4 = B.

THEOREME 2. St I'idéal M est régulier pour B = By alors By est réflexif et son
idéal maximal M, (supposé non principal dans By) est régulier pour By = By : M.
11 existe alors une suite croissante d’anneaux locaux réflexifs entiers:

ACB,CB C...CB;,C... 4
avec By/B;_y = A/IN; Bi_1/A étant un A/IN espace vectoriel de dimension 1.
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B:(B:A) =4 :MA:AM) =[4: (4 :AM)] : M; si A est un idéal de
B, AM est un idéal de 4 donc B : (B : A) = AM : M. Mais si I est régulier
dans le monoide I(B) des idéaux fractionnaires de B, alors AM : M = A et B
est un anneau réflexif.

Puisque B est local et réflexif selon le lemme précédent, B : I, = B, =
B + BB avec 8 € B, — B donc MB; = MB + I, B = M + pIN; d’autre
part, N1 =B: (B +BB)=A4A:MB +BB)=4: (M + M) =4: M,
donc, puisque 4 est réflexif, MW; = M + MB = MB..

Soient A, B deux idéaux de B; tel que AWM, = BIM, donc AMB, = BIMNB,
puis AM = BM et enfin dans le monoide résidué I(4) des idéaux fraction-
naires de 4, AM : M = BIN : M C'est-a-dire A = B. Ainsi MM, est régulier

pour Bj.
Sil'on pose B; = B;_1: M; et By = B alors:
ACB,CBiC..... CB,C... 4

B est un anneau local réflexif, de plus B;/B;_1 = B;_1/IM,. Par ailleurs B =
A+ Dty d'olt B/Ny =2 A/IMN et de proche en proche B,/ = A /M.

Remarque. Si A est noe_thém'en, c'est un anneau de Gorenstein. On a alors le
résultat 1(A/A4) = 1(A/A71) (1, p. 19 - corollaire].
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