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Le lemme fondamental pondéré pour le
groupe métaplectique

Wen-Wei Li

Abstract. Dans cet article, on énonce une variante du lemme fondamental pondéré d’Arthur pour
le groupe métaplectique de Weil, qui sera un ingrédient indispensable de la stabilisation de la for-
mule des traces. Pour un corps de caractéristique résiduelle suffisamment grande, on en donne une
démonstration a I'aide de la méthode de descente, qui est conditionnelle : on admet le lemme fonda-
mental pondéré non standard sur les algebres de Lie. Vu les travaux de Chaudouard et Laumon, on
sattend a ce que cette condition soit ultérieurement vérifiée.

1 Introduction

Cet article s’inscrit dans un programme consistant a stabiliser la formule des traces
d’Arthur—Selberg pour le groupe métaplectique de Weil, qui est un revétement non
algébrique p: éE(W) — Sp(W) du groupe symplectique d’un espace symplectique
(W, { ] )). Le formalisme de 'endoscopie elliptique est déja adapté a ce revétement
dans [[11]], et les conjectures a la Langlands—Shelstad, a savoir le transfert et le lemme
fondamental pour les unités, sont aussi prouvées. Néanmoins, pour stabiliser toute
la formule des traces, Arthur [5] a aussi besoin d’une généralisation sophistiquée
du lemme fondamental en presque toute place non archimédienne, dite le lemme
fondamental pondéré. Lobjectif de cet article est de formuler puis prouver une vari-
ante du lemme fondamental pondéré pour les groupes métaplectiques. La preuve est
conditionnelle lorsque dim W > 2 : on admet le lemme fondamental pondéré non
standard sur les algebres de Lie dans la conjecture[5.3.1]

Fixons un corps local F de caractéristique nulle et un caractére unitaire non trivial
Y: F — C*. Soient G = Sp(W)etp: G = éE(W) — G(F) le revétement métaplec-
tique déterminé par 1. Tout d’abord, il faut étudier les sous-groupes de Lévi de G, ou
plus précisément les fibres de p au-dessus des sous-groupes de Lévi de G. Dans [11],
on a choisi de travailler avec les revétements métaplectiques tels que Ker (p) = s :=
{e € C* : ® = 1}. Grace a ce choix, les Lévi ont une forme trés simple comme
suit: M = [ ier GL(n;) X §};(Wb), et cela introduit une structure de récurrence pour
Pétude des groupes métaplectiques. De tels revétements p: M — M(F) s’appellent les
groupes de type métaplectique. On définit les données endoscopiques elliptiques de
M par composantes, de la fagon évidente : en la composante é\[;(Wb ), on’a déja défini
en [I1] ; en les composantes GL(n;) elles sont tautologiques. Ensuite, on peut définir
les données endoscopiques pour G comme les données endoscopiques elliptiques
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d’un Lévi, pour Pessentiel (voir la proposition[3.1.8), comme dans le cas de groupes
réductifs.
En fait, on définira les données endoscopiques de G en termes du groupe dual

G = Sp(2n, C) muni de Paction galoisienne triviale, out 2n = dimp W, a linstar
de Langlands—Shelstad [10]]. Or le role du centre Zz qui fournit des symétries de
données endoscopiques dans le cas de groupes réductifs, est remplacé par Z% = {1}.

On conserve ce symbole non trivial pour {1} afin de signaler 'analogie et d’indiquer
la généralisation aux groupes de type métaplectique : si M = [],, GL(1;) x Sp(W”),

2m = dimyg W?, alors on pose

i€l

M := [ GL(m,C) x Sp(2m, C),

i€l

72 =T1C* x {1},

iel

Maintenant, supposons que F est non archimédien de caractéristique résiduelle p
suffisamment grande par rapport a G, et que 1) est de conducteur oy. Pour G, M
comme ci-dessus, fixons une donnée endoscopique elliptique sy pour M, qui donne
un groupe endoscopique M' et une correspondance de classes de conjugaison géo-
métriques semi-simples. On sait aussi définir le facteur de transfert A dans ce cadre.
Soit K un sous-groupe hyperspécial de G(F) associé a un réseau autodual dans
(W, { ] )) en bonne position relativement a M, alors A et K sont adaptés au sens
de [11}, 5.15]. On sait définir les intégrales orbitales pondérées non ramifiées rgK( -)

en les éléments réguliers de G. Lintégrale orbitale pondérée endoscopique est définie
de fagon habituelle

rex = Y A@OE (B), 7 EME ().
dEM(F)/conj

Suivant Arthur, on définit un ensemble fini €, (G) qui indexe des données endos-
copiques elliptiques pour G “couvrant” sy, avec des multiplicités. Soit s € €, (G), on
note le groupe endoscopique par G[s]. On récapitule la situation par le diagramme

endo. ell.
Gls] —————-——-- G
s
Lévij\ J\ Lévi
. endo. ell. s
Y M

ot les plongements de sous-groupes de Lévi sont uniques a conjugaison pres.

On peut définir les “fonctions stabilisées” SG[,S] : MlG[s]—reg(F) — C*, qui généra-
lisent les intégrales orbitales stables de la fonction caractéristique d’un hyperspécial.
En effet, cette définition fait partie de 'énoncé du lemme fondamental pondéré
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pour les groupes réductifs connexes, prouvé par Chaudouard et Laumon [8], [7]] en
étendant la méthode de Ng6. En reprenant le formalisme d’Arthur [5], le lemme
fondamental pondéré métaplectique [L.2.T] est 'égalité

ek =D iw(G, Gl (s,
s€€,(G)

ou
— iy (G, G[s]) sont des coefficients définis dans (@) ;

— 7ls] := v - z[s], ot1 z[s] est un élément d’ordre deux et central dans M'(F) défini
dans le théoreme[3.3.3]

Lapparition de la “torsion” v + ~[s] est plus curieuse. On peut penser
quelle reflete la différence entre la correspondance de classes par “Lévi d’'un
groupe endoscopique” et celle par “groupe endoscopique d’un Lévi” (voir la
proposition 3.3.4). D’ailleurs, la démonstration ne marche pas sans cette torsion car
elle rend des commutants corrects dans la procédure de descente.

Méthodologie Lidée de base est la méthode de descente de Harish-Chandra : on
prouve ’égalité cherchée pour 7 au voisinage d’un élément semi-simple ¢ € M'(F)
tel que M! est quasi-déployé. La méthode est modelée sur la démonstration du lemme
fondamental pondéré tordu par Waldspurger [13]]. Ainsi, on transforme rz\G/I!.K('Y) en
une combinaison linéaire des intégrales orbitales pondérées endoscopiques sur les
algebres de Lie. Lautre c6té est transformé en une combinaison linéaire des fonctions
stabilisées sur les algebres de Lie. On compare les deux a 'aide de

— le lemme fondamental pondéré sur les algebres de Lie, ce qui est prouvé
par Chaudouard et Laumon [8], [[7] dans le cas de caractéristique positive
(a proprement parler pour les groupes déployés; voir les remarques apres le
théoreme[5.1.1]), auquel le cas de caractéristique nulle se réduit d’apres [14]].

— le lemme fondamental pondéré non standard, qui reste conjectural a ’heure ot
cet article est écrit;; or on s’attend a ce que la méthode de Chaudouard et Laumon
s’y applique également.

Deux autres ingrédients sont aussi cruciaux : 'identification des commutants et
la descente du facteur de transfert. Heureusement les résultats dans [[11]] sont encore
applicables. Enfin, on se rameéne & une comparaison des coefficients. Cela fait Iobjet
du yoga du section[8.2] dont la preuve s’inspire de celle d’Arthur [4].

Remarquons en passant que notre résultat n’est pas conditionnel si dimW = 2:
le lemme fondamental pondéré non standard qui y intervient peut étre vérifié a la
main.

Organisation de cetarticle Apres un court rappel de conventions et notations dans
la section 2] nous définirons les données endoscopiques dans la section[3] Les cas qui
nous occupent sont

(1) G un groupe métaplectique et s une donnée endoscopique quelconque pour G;
(2) M de type métaplectique et s, une donnée endoscopique elliptique pour M.
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On peut aussi considérer le cas le plus général ; on peut méme déduire le transfert et
le lemme fondamental non pondéré pour les données endoscopiques non elliptiques.
Comme ceux-la ne sont pas les propos de cet article, tous sont laissés au lecteur.

Signalons aussi que le corps F et le caractére ¢ n’interviennent pas dans les défi-
nitions de données endoscopiques et d’ellipticité. Ces notions ont donc un sens pour
tout F local de caractéristique nulle ou un corps de nombres. Les facteurs de transfert
peuvent étre définis pour tout F local de caractéristique nulle.

Dans la section [l nous commengons & supposer que F est non archimédien
de caractéristique résiduelle suffisamment grande par rapport a G et 1 est de
conducteur 0. Le lemme fondamental pondéré y est énoncé. La encore, c’est possible
de le généraliser au cas de groupes de type métaplectique. Dans la section [5
nous rappellerons les définitions de ’endoscopie et le lemme fondamental pondéré
(standard et non standard) sur les algebres de Lie. Il y aura aussi des calculs du
coefficient qui apparaissent dans le lemme fondamental pondéré non standard.

Dans la section [6] nous étudierons la situation apres la descente. Il faut identifier
des commutants connexes & certains groupes endoscopiques, a 'opération [6.1.1] prés
qui remplace les facteurs SO impairs par Sp. On I'a traité dans [11]], mais ici la
situation se complique & cause d’une construction d’Arthur.

Largument dans [13] est repris dans la section[7] Gréice a la descente et aux divers
lemmes fondamentaux pondérés sur les algebres de Lie, les deux cotés de I'égalité
du lemme fondamental pondéré sont transformés en des combinaisons linéraires
des fonctions stabilisées sur les algebres de Lie. On en introduira un ensemble
d’indices E". Dans la section[8) il sera démontré que les coefficients pour les deux cotés
coincident comme fonctions définies sur E?, d’ot1 le lemme fondamental pondéré.

Remerciements J’ai l’agréable devoir de remercier Jean-Loup Waldspurger pour ses
remarques tres pertinentes et pour sa lecture attentive du manuscrit.

2 Notations et conventions

Les groupes métaplectiques Soient F un corps local de caractéristique nulle et
1p: F — C* un caractére unitaire non trivial. Nous conservons les notations de [11]].
En particulier, soit (W, ( | )) un F-espace symplectique de dimension 27, notons
G := Sp(W) le groupe symplectique et p: G = EE(W) — G(F) le revétement
métaplectique a huit feuillets, i.e., Ker (p) = g = {e¢ € C* : ¥ = 1}.SiM C G
est un sous-groupe de Lévi, nous noterons M := p~! (M(F)) etp: M — M(F) le
revétement ainsi induit. Toute construction des objets dits métaplectiques dans cet
article dépendra du choix .

Soitn € Z>,le symbole SO(2n+1) désigne toujours le groupe orthogonal spécial
impair déployé.

Groupes réductifs Soient S un schéma et M un S-schéma en groupes satisfaisant
aux conditions de [1, Exposé VI Théoreme 3.10], notons M° sa composante
neutre. Soient F un corps et M un F-groupe réductif connexe. Les normalisateurs
(resp. commutants, commutants connexes) dans M sont notés Ny ( - ) (resp. Zp( - ),

https://doi.org/10.4153/CJM-2011-088-1 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-2011-088-1

Le lemme fondamental pondéré pour le groupe métaplectique 501

Zpn(+)°). Le centre (resp. centre connexe) de M est noté Zy (resp. Zy). Sim € M(F),
on écrit aussi M™ := Zy;(m) et M,,, := Zp(m)°. La classe de conjugaison de m dans
M(F) est notée OM(m). Lensemble des classes de conjugaison géométriques semi-
simples dans M rencontrant M(F) est noté €5 (M(P)).

Soit T un F-tore, notons X,(T) := Hom(Gy,, T); il est en dualité avec X*(T).
Lorsqu’il y en a besoin d’indiquer le corps de base, on les notera X,.(T)f et X*(T)g.
Notons X*(M) := Hom(M, G,) et ap; := Hom(X*(M), R). Il y en a une autre
interprétation : notons Ay, le plus grand F-tore déployé dans Zy, alors la restriction
X*(M) — X*(Ap) induit un isomorphisme X, (Ay) ®z R N apy.

Soient G un F-groupe réductif connexe et M un sous-groupe de Lévi. Lensemble
des sous-groupes de Lévi de G contenant M est désigné par £L¢(M). On désigne par
PS(M) 'ensemble des sous-groupes paraboliques de G ayant M comme composante
de Lévi. On note W¢(M) := Ng(M)(F)/M(F).

On a la restriction X*(G) — X*(M) ainsi que l'inclusion Ag — Ap. Ces
deux applications induisent une suite exacte courte W %(M)-équivariante, scindée
canoniquement

0 — ag — ay S afy — 0.

Le revétement simplement connexe du groupe dérivé de G est noté m: Gsc — G
on note M. := 7w~ 1(M).

Soit E une F-algebre commutative de dimension finie. Soit G un E-groupe. Par
abus de notation, on omet la restriction des scalaires relativement a E/F et on
regarde G comme un F-groupe.

Corps locaux, la décomposition de Jordan topologique Soit F un corps local, le
groupe de Galois absolu est noté I'r et le groupe de Weil absolu est noté Wg. Si F est
non archimédien, le sous-groupe d’inertie de Wy est noté I ; on note or 'anneau des
entiers de F et pp son idéal maximal.

Supposons F non archimédien de caractéristique résiduelle p. Soit G un F-
groupe réductif connexe. On dira que p est suffisamment grand par rapport a G
si la minoration [12} 4.4 (H1)] est satisfaite et p > 2. Dans ce cas-1a, on peut
définir les éléments topologiquement unipotents (resp. nilpotents) dans G(F) (resp.
dans g(F)). Lexponentielle définit un homéomorphisme de I'espace des éléments
topologiquement nilpotents sur celui des éléments topologiquement unipotents (voir
[12} 4.3 et appendice B]).

Un élément x € G(F) est dit compact si le sous-groupe engendré par x est
d’adhérence compacte. Un tel élément x € G(F) admet une unique décomposition
de Jordan x = XXy = Xp/Xy, OU X,/ est d’ordre fini premier a p et xy, est
topologiquement unipotent. Il existe un unique X € g(F), qui est topologiquement
nilpotent, tel que exp(X) = xg,. De plus, xy, et x, appartiennent a I'adhérence du
sous-groupe engendré par x.

L-groupes Pour les groupes algébriques complexes, on confond systématiquement
le schéma en groupe et la variété formée de ses C-points. Une donnée de L-groupe
pour un F-groupe réductif connexe M signifie les données suivantes
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un torseur intérieur ¢: M xp F l> M* xr F, o M* est un F-groupe réductif
quasi-déployé;

une paire de Borel (T*, B*) de M* définie sur F; R

un C-groupe réductif M muni d’une paire de Borel (T, B);

une action p de ' sur M qui laisse (f, 1§) invariante.

un isomorphisme I'p-équivariant entre les données radicielles basées

U(M*, T*, B*)Y — W(M, T, B), ot U(---)V désigne le dual.

C’est possible de rigidifier certains de ces choix en fixant des F-épinglages; nous ne
le faisons pas dans cet article. Il existe toujours une donnée de L-groupe pour M, ce
que I’on fixe. On introduit ainsi le L-groupe "M := M x Wy.

Supposons maintenant que M est un sous-groupe de Lévi de G. Fixons P, €

PC(M). On dira que les données de L-groupes pour G et M sont compatibles si elles
vérifient les conditions suivantes :

le torseur intérieur ¢: G — G* se restreint en celui pour M, disons ¢|y: M —
M*, tel que P§ := ¢(Py) est défini sur F;

notons (T* (BM)* ) la paire de Borel pour M*, la paire de Borel pour G* est
(T* B*) ol B* est 'unique sous-groupe de Borel tel que (BM)* C B* C P; ;

M C G, les actions galoisiennes étant compatlbles,

notons (T,BM) la paire de Borel pour M, la paire de Borel pour G est de la forme
(T,B);

a P} est associé 'ensemble de ses racines simples Apy qui correspond par dualité
alensemble Ay , ou b, e fPG(M) tel que BM cBC Py

les isomorphismes \II(M*, T*, (BM)* ) = ‘II(M, T7 BM) et U(G*, T*, B*)V SN
\I/(@, f, B) sont compatibles.

De tels choix sont possibles. Ces choix induisent une inclusion canonique IM —

LG. Cela permet aussi de définir une application m)ectlve LO(M) — LG(M ). Son
image consiste des L e LG(M ) tels qu’il existe pe fPG(L) tels que L et P sont tous

Lp-

stables. Cf. [4} section 1].

3 Endoscopie métaplectique

Le corps local F et le caractére ¢: F — C* sont fixés dans cette section.

3.1 Données endoscopiques

Soit (W, ( | )) un F-espace symplectique de dimension 2n, n € Z>. Posons G :=

Sp(W). Un sous-groupe de Lévi M correspond a des sous-espaces de W

ou

0 0)ier, W

I est un ensemble fini; .
pour tout i, (¢ @ ¢;,( | )) est un F-espace symplectique dont ¢’ et ¢; sont des
lagrangiens ;
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— (W’ { | )) est un F-espace symplectique; ‘
— ona une somme directe orthogonale W = @, (¢' © £;) © w?.

Posons #; := dim ¢;, alors

M = ] GL(n;) x Sp(W”).
iel

Les sous-groupes de Lévi de G sont ainsi paramétrés, a conjugaison par G(F) pres,
par les données (L (ni)iel) ou
— I est un ensemble fini,
— (n)ier € lel a permutation pres,
telles que m :=n — >, n; > 0.

Fixons un sous-groupe de Lévi M associé a la suite de sous-espaces comme
précédemment. Soit p: G — G(F) le revétement métaplectique, alors (voir [LI}
section 5.4]) p: M — M(F) est canoniquement isomorphe au revétement

) M = [T GL(n) x SpW*) 25 TT GL(m;) x Sp(W”),
i€l i€l

ou la restriction de p a la composante %(W’) est encore notée par p. Remarquons
que, tandis que le choix des espaces symplectiques (W”, ( | )), (W, { | )) n’affecte
pas les groupes a isomorphisme pres pourvu qu’ils aient les bonnes dimensions, il
affecte les plongements M — G et M — G. Par ailleurs, selon [T1]], les candidats de
sous-groupes hyperspéciaux et de facteurs de transfert dépendent aussi de la forme
symplectique. S’il n’y a pas de telles dépendances a craindre, on écrira G = Sp(2n) et
G = Sp(2n), idem pour M, M.

Définition 3.1.1 Les revétements p: M — M(F) de la forme (@) sont dits de
type métaplectique. Par abus de notation, on dit aussi que M est un groupe de type
métaplectique. Ici Cest sous-entendu que I’on a choisi (W”, ( | )).

Sip: L — L(F) est de type métaplectique et M C L est un sous-groupe de Lévi,
alors la restriction p: M — M(F) est aussi de type métaplectique de fagon évidente.
On dit aussi que M est un sous-groupe de Lévi de L. Les notions de distributions
spécifiques et de fonctions anti-spécifiques (cf. [11} section 2.1]) s’adaptent a ce cadre
sans difficulté.

Rappelons que le dual de Langlands de GL(n) est le groupe complexe GL(#n, C)
et celui de SO(2n + 1) est Sp(2n, C), tous munis de Paction galoisienne triviale. La
définition ci-dessous reflete analogie entre gﬁ(W) et SO(2n + 1).

Définition 3.1.2 SoitM = [].., GL(n;) x Sp(W”) un groupe de type métaplectique
avec dim W? = 2m. Posons

i€l

M = [[ GL(m:,C) x Sp(2m, C),

iel

72 =TI x {1},

iel
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ou on identifie C* au centre de GL(#n;,C) pour chaque i € I. Il y a une bijection
naturelle entre les classes de conjugaison des sous-groupes de Lévi de M et celles

de M. Munissons M de P’action triviale de Ir.

Donnons une définition ad hoc des données endoscopiques de M ; une autre inter-
prétation sera donnée dans la proposition 3.1.8

Définition 3.1.3 Avec les notations précédentes, une donnée endoscopique de M
est une classe dans

E(M) == 21%4\{5 € M : s est semi-simple} /conj.

Ecrivons s = ((si)iel,sb). Chaque s; détermine une donnée endoscopique de
GL(n;), a laquelle est associé le groupe endoscopique M. Supposons que les valeurs
propres de s* sont

alilw"va;tla +1 5 —1
~—~ -~ ]
ky fois k, fois 2m’ fois 2m’’ fois
oua,...,a, # fleta; # a;tl sii # j. Définissons le groupe endoscopique associé

comme
M':= [ M} x [] GL(k;) x SOQ2m’ + 1) x SO@2m"" + 1).

iel j=1

Remarque 3.1.4 SiM = Hiel GL(n;) X s, i.e., S'il n’y a pas de revétement, alors
la définition ci-dessus se réduit a I’endoscopie pour le groupe réductif connexe M =
[I;c; GL(%;). En général, on se ramene aussitot a I'étude de 'endoscopie pour GL et

de Pendoscopie pour ,S\I;
Définition 3.1.5 On dit que s € E(M) est elliptique si Z=(s) (bien défini a

conjugaison prés) n’appartient a aucun sous-groupe de Lévi propre de M. Lensemble
des données endoscopiques elliptiques pour M est noté & (M).

Le résultat suivant est immédiat.

Proposition 3.1.6 Soient M = [, ; GL(n;) x éB(W) ets = ((Si)iej,sb) € &E(M),
alors s est elliptique si et seulement si s; est central dans GL(n;, C) pour chaque i € I et
()2 = 1. Dans ce cas-la, on a

(2) M =[] GL(n;) x SO(2m’ +1) x SO2m"" +1), m' +m' = m.
icl

Par conséquent, &(M) est en bijection avec {(m’,m"") € 2%, : m’ + m'" = m} :
la multiplicité de 1 (resp. —1) dans les valeurs propres de s* est égale a 2m’ (resp. 2m"").

Remarque 3.1.7 Pour le cas M = éE(W), on se ramene au formalisme posé
dans [[11]].
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Proposition 3.1.8 Soient L un groupe de type métaplectique et s € E(L). Alors il existe

un sous-groupe de Lévi M et sy € Z\A7I tels que

— sy détermine une donnée endoscopique elliptique pour M dont le groupe
endoscopique M est isomorphe a L';

— via linclusion J\A71 — i sy détermine la donnée endoscopique s pour L.

Le Lévi M est unique a conjugaison pres. La donnée endoscopique elliptique pour M
déterminée par sy est unique. On en déduit une application surjective

(3) &) — | | ea(M).

M /conj

Démonstration On se ramene aussitot aux cas L = GL(n) ou L = Sp(2n). 1l suffit
de traiter le deuxieme cas. Soit s € &(L); on en prend un représentant dans L, noté

encore par s. Il existe un Lévi de L, noté M, tel que 'on peut écrire

M = [ GL(n;, C) x Sp(2m, C),
i€l

s= ((s)ien, &) €M,

ou

— les valeurs propres de s’ € Sp(2m, C) sont &1
—5i € C* = ZgLm;0) et si # £1 pour tout i ;
-5 #sjﬁl sii# j.

Alors M est unique a conjugaison prés. On prend M un Lévi de L dual de M et on
prend sy; := s. La donnée endoscopique pour M déterminée par sy est elliptique et
M' = L' Qapres la proposition[3.1.6l Un tel élément dans & (M) est déterminé par la
multiplicité de +1 (resp. —1) dans les valeurs propres de la composante en Sp(2m, C)
de spr. Or Cest égal a la multiplicité de 1 (resp. —1) dans les valeurs propres de s, d’ou
l'unicité.

Montrons la surjectivité de (3)). Fixons une donnée endoscopique dans & (M)
déterminée par un élément sy, € M. On peut prendre s = syt oll t € ZI%I est en

position générale de sorte que s vérifie les conditions précédentes relativement a M.
La surjectivité s’ensuit. ]

Remarquons que M admet la description comme le commutant dans L du centre
connexe de Zf(s). La théorie que nous élaborerons ne dépend que de 'image de s
sous (B)), pour 'essentiel.

Soient L, M, M' comme ci-dessus. Comme dans 'endoscopie de groupes réductifs
connexes, on a

ap < ay — Gy = qp.
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Une donnée endoscopique pour L est elliptique si et seulement si a;; — a; via ces
applications. Parallélement, on a des inclusions

720 s 7%y Zhe = Zlx
ia M M I

3.2 Correspondance des classes géométriques semi-simples

Fixons L un groupe de type métaplectique. Soient s € &(L) et L' le groupe
endoscopique associé. Notre but est de définir une application

e CE°(LN(F)) — €8°(L(F)).

D’apres la proposition B.1.8] il existe un sous-groupe de Lévi M tel que s induit
une donnée endoscopique elliptique de M et M* = L'. On sait définir une application
‘é%éo(M ’ (F)) — ‘KS%éD(M (F)) ; en effet, selon (@), ’'endoscopie est tautologique en
les composantes GL et C’est la situation considérée dans [11]] en la composante Sp,
pour laquelle une application p des classes géométriques semi-simples est déja
définie. Rappelons-la brievement.

Supposons momentanément que M := %(Wb), le groupe endoscopique
elliptique de M associé a la paire (m’, m’") est M' = SO(2m’ + 1) x SO2m'" + 1).
Soit v = (y',7'") € M'(F) semi-simple ayant valeurs propres
La, )™ @) ays a1, @) (e

!/ !/
ap,...,aq s Bptts

n’»

provenant de y/ provenant de v/’
On dit que 6 € M(F) correspond a -y s’il est semi-simple avec valeurs propres
/! !/ 7 \—1 /\—1 14 1 /1 \—1 11y—1
ay, ..., 4y, (a,) . (a)  —ay, . —a, —(a) T —(a)) T

On en déduit une application Cfsgséo (M "(F )) — Cfsgséo (M (F )) . Le cas ou M est de type
métaplectique s’ensuit.
Composons
cgsgséo(M!(F)) N cgsgseo(M(F))

avec 'application canonique
GE(M(F)) — G (L(F)),

on obtient p. On récapitule la situation par le diagramme suivant.

Ondit quey € L'(F)g et § € L(F)g se correspondent si leurs classes géométriques
se correspondent via .
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Proposition 3.2.1 Supposons que § € L(F)s ety € L'(F)g se correspondent. Si § est
régulier, alors § et 7y sont tous fortement réguliers et on a

LL, ~ L§.

Démonstration Dans L, régulier implique fortement régulier et on se rameéne au cas
ol L' est un groupe endoscopique elliptique pour L. On se raméne ensuite au cas L
métaplectique qui est traité dans [[11]]. ]

Remarque 3.2.2 Jusqua maintenant, nos définitions ont peu a faire avec le
corps F et le revétement n’y intervient pas. Donc on peut aussi définir les données
endoscopiques, la notion d’ellipticité et la correspondance ci-dessus dans le cas ou F
est un corps global. Nous ne I'utiliserons pas dans cet article.

Supposons maintenant M de type métaplectique, s € E.(M) et M est le groupe
endoscopique elliptique associé. Nous allons définir le facteur de transfert. Ecrivons

M = [] GL(m;) x Sp(W”),
iel

M' = [T GL(n;) x SO@2m’ + 1) x SO@2m"" +1).
i€l
Soient y € M'(F)n.reg» € M(F)yeq qui se correspondent. On isole les composantes
dans GL(#;) en les écrivant comme v = (('yi)iel, 'y’,'y”) etd = ((51')1'617 57) . Alors

7" := (v/,7"") et & sont réguliers et ils se correspondent pour 'endoscopie elliptique
associée a la paire (m’,m’’). On applique la théorie de [TT]].

Définition 3.2.3 Soient 9, v comme ci-dessus. Soit & = ((5i)ieh Sb) € p(d),on
définit le facteur de transfert par

A(Y,8) = Ay (7, 6) = A, 3,

ot A(7”, 8”) est le facteur de transfert défini dans [T} section 5.3]. )
Si~(5 € M(F) et v € M'(F) ne se correspondent pas, on pose A(y,0) = 0 pour
tout & € p~1(9).

Ce facteur vérifie toutes les propriétés énumérées dans [11} section 1]. En parti-
culier, il ne dépend que de la classe de conjugaison géométrique de y et la classe de
conjugaison de & ; on a aussi A(7y,e8) = eA(7, ) pour tout £ € s.

Revenons a la situation ot M C L. On dit que 7 € M'(F) est L-régulier s’il
correspond a un élément d € M(F) qui est régulier dans L(F). On note la sous-variété
ouverte des éléments L-réguliers par M, !L,reg, elle est incluse dans M, Mreg.

Remarque 3.2.4 On peut étendre la définition au cas des données endosco-
piques non elliptiques d’un groupe métaplectique. Soit y € M!L_reg(F ). Notons ZM[~]
’ensemble des classes de conjugaison dans M(F) qui correspondent a ~, et ZX[7] la
variante pour L au lieu de M. Cest bien connu (e.g., [13} 5.4 (4)]) que lapplication
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naturelle =M [y] — ZL[7] est bijective. Pour tout § € G tel que § correspondant a ,
on peut choisir un conjugué dy; € M(F) ; alors § est conjugué a un élément dy; € M.
Posons

en utilisant le cas elliptique en définition Montrons qu’il est bien défini. Soient

54p» 03, deux choix comme ci-dessus. 1l existe alors x, y € L(F) tels que xdx~' =

51 yoy~' = 6% On sait aussi quil existe m € M(F) tel que mdy,m=" = 63,
Donc I'action adjointe par m~!yx~! préserve d},. Rappelons que deux éléments dans
un groupe de type métaplectique commutent si et seulement si leurs images par le
revétement commutent. Il en résulte que m~'yx~! centralise },, d’ott md},m~"! =
53 et

Ay, 0y) = A7, 8y).-

3.3 L’ensemble &,,(G)

Prenons désormais G = éE(W) et M un sous-groupe de Lévi de la forme M =
[Lc; GL(m) x /S—B(Wb). Supposons choisis Py € P(M), des paires de Borel (T, BY)
et (T, B) définies sur F pour M et G, respectivement, telles que BY C B C P (cf.
section[2). En particulier, M est un Lévi standard de G pour ces choix.

Fixons toujours sy € Eq(M) et le groupe endoscopique elliptique associé M.

On prend un représentant dans M de la classe s, et on le note abusivement par

le méme symbole s. Ecrivons s, = ((50,1')1‘6175%) selon la décomposition M =
[I;e; GL(n;, C) x Sp(2m, C).

Définition 3.3.1 Posons

En(G)i={s¢€ SOZI%I/Z% : (la classe de s) € Ei(G)}.

C’est sous-entendu que cet ensemble dépend de sy, non seulement du groupe M'.
Observons aussi que Z2 est trivial.
G

Lemme 3.3.2 Onal€y(G)| =2/

Démonstration La donnée endoscopique étant elliptique, on a s5; € C* pour tout
i € I. On peut prendre un représentant de sy tel que sp; = 1 pour tout i € I. Alors

EM!(G) = { ((si)iez,s(’)) S ]\Z 1S = j:]}
d’apres la proposition[3.1.6] d’our 'assertion. -

Soit s € €,1(G), il fournit un groupe endoscopique elliptique pour G, noté G[s]
dans ce contexte. Ecrivons s = ((si)i, s%) avec s; = 1 comme dans la preuve de la
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proposition [3.3.2let posons

I''={iel:s =+1},
I'":={iel:s;=—1},

iel’
n' =m" + E n;.
ie[//
Alors n’ + n’ = n et s est la donnée endoscopique elliptique de G associée a la

paire (n’,n'"). Donc on a G[s] = SO(2n’ + 1) x SO(2n"’ + 1). D’autre part, on
peut plonger M' dans G[s] de la fagon suivante : Hiel, GL(n;) x SO(2m’ + 1) (resp.
[I;c; GL(n;) xSO(2m’' +1)) se plonge dans SO(2n' +1) (resp. SO(2n"’ +1)) comme
un sous-groupe de Lévi. Ce plongement est unique a conjugaison pres par G[s](F).
On récapitule la situation par le diagramme suivant.

endo. ell. _
Gls] —————-——-- G
Lévij J\ Lévi
. endo. ell. s
) M

Dans cette situation, le Lévi M de G correspond a la paire (G[s], M') au sens de
[T} section 5.4]. On peut regarder M' de deux maniéres : un groupe endoscopique
elliptique du Lévi M de G, ou un Lévi du groupe endoscopique elliptique G[s] de G.
Au contraire du cas des groupes réductifs, il y une différence comme suit.

Définition 3.3.3 Soit s € &,4(G). Posons z[s] = ((zi)iel, 1) € Zy(F) ou
z; = +1 (resp. —1) sii € I’ (resp.sii € I'"). Clest contenu dans tout sous-groupe
hyperspécial de M*(F). Soit v € M'(F), posons 7[s] := z[s]y. Signalons aussi que
Ion peut translater une classe de conjugaison dans M'(F) par I'élément central z[s].

Cette définition se généralise immédiatement au cas G de type métaplectique et
s € &y (G) : les facteurs GL supplémentaires de G n’y interviennent pas.

Plus généralement, soit s € S()ZJ%I /Z%. Alors il existe un sous-groupe de Lévi L
de G contenant M, tel que s € &,;(L). On définit z[s] € Z(F) et Papplication
v+ v[s] = z[s]7y sur M*(F) par référence a L.

Proposition 3.3.4 Notons p;: ‘fsgSéO(M!(F)) — (ﬂ%éo(G(F)) le composé de
‘KSS(M’(F)) — %S(G[s](F)) (induit par linclusion) avec p: ‘KSS(G[S](F)) —
‘555( G(F)) (induit par lendoscopie déterminée par s). Alors

11(0) = plzls] - 0)

pour tout O € Cfsgséo (MI(F)) .
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Démonstration Clest clair d’apres la définition de p. ]

Notons qu’il y a une inclusion canonique W/(M') < WS&(M). En effet, notons
S*(I) le produit semi-direct S(I) (Z/27)F, oit S(I) est le groupe symétrique
opérant sur I. Alors W9(M) s’identifie 8 S*(I), tandis que W (M') s’'identifie a
SEI) x SEI).

Le résultat suivant est alors immédiat.

Proposition 3.3.5 Llisomorphisme ayp = ay est équivariant par rapport d
WEl(MY) — wE(Mm).

Proposition 3.3.6 Désignons par Ay vy et Agg ¢ les facteurs de transfert associés
aux données sy et s, respectivement. Soient v € M’ (F)Gereg €t 0 € M(F)Greg qui se
correspondent. Pour tout 6 € p~1(d), ona

AM!,M('Yv 5) = AG[S],G(’Y[S] ) 5)

Démonstration Adoptons la notation dans la définition 3.2.3] Dapres la descente
parabolique de A & [11} 5.18], appliquée en (v[s],0), on a

- ) -
Agr.6(7[s],0) = Agomr 1y xso@m+1),5m) (Y ;07).

Or Cest exactement la définition de Az (7, 5). ]

Remarque 3.3.7 Cette propriété et la proposition permettent d’étendre
le transfert (vrai pour tout corps local F de caractéristique nulle) et le lemme
fondamental non pondéré aux données endoscopiques non elliptiques de G; le
facteur de transfert étant celui défini dans la remarque [3.2.4] En effet, on le réduit
de fagon usuelle au transfert (resp. au lemme fondamental) elliptique suivi par une
descente parabolique des intégrales orbitales. Les détails sont laissés au lecteur.

4 Intégrales orbitales pondérées endoscopiques et les fonctions
stabilisées
Dans cette section, F est une extension finie de Q. Posons toujours G := SE(W).
Supposons que
= Yl = 1,1/1\]@{1 non trivial;
— p est suffisamment grand par rapport a G.

Fixons aussi un Lévi M de G associé a la donnée de sous-espaces ((&, Micr, Wb) ,
posons #; := dim ¢; pour tout i € I, alors M est de la forme

M =[] GL(n;) x Sp(W").
i€l

Posons 2m = dimp W"°.
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4.1 Intégrales orbitales pondérées non ramifiées anti-spécifiques

Fixons un réseau autodual & C W par rapport a ( | ) et posons K :=
Stabgr) (£) C G(F), cest un sous-groupe hyperspécial de G(F). Supposons que £
est en bonne position relativement a ((&-, Micr, Wb) , Cest-a-dire

L=@(UinY e NY) & W NY).

icl

Cela entraine que KM := K N M(F) est aussi hyperspécial dans M(F). Ecrivons
KM = T[;c, KM x K’. Le modele latticiel de la représentation de Weil induit un

scindage K” éE(Wb), d’ou le scindage KM — M. Idem, K gﬁ(W). Bien
entendu, il faut une compatibilité.

Proposition 4.1.1 Le diagramme suivant est commutatif.

K ——G

]

KM — > M

Démonstration On se rameéne aussitot au cas M = GL(n). D’apres [11}, 2.13], on
a la compatibilité cherchée sur un F-tore maximal déployé dans M. D’autre part
la compatibilité sur des sous-groupes unipotents est automatique. On en déduit la
compatibilité sur la grosse cellule de M par la décomposition de Bruhat, et le cas
général en résulte par densité. ]

Prenons la mesure de Haar sur G(F) de sorte que mes(K) = 1; cette mesure ne
dépend pas du choix de K. Rappelons que
CZ?_(G) ={f €C>(G): f(ex) = e ' f(X),Ve € g, % € G}

Le scindage du revétement p au-dessus de K permet de définir la fonction fx €
CE?_(G) telle que

-1 s =

B € six € eK, e € g;

fK(x) = { ’ . ’
0, sinon.

Fixons sy € E1(M), auquel est associé le groupe endoscopique

M' = T[] GL(n;) x SO(2m’ + 1) x SO2m’" + 1),
i€l
tel que m’ + m’’ = m.
On sait définir la fonction poids d’Arthur vy : M(F)\G(F)/K — Rx¢ (voir [2]).
Elle dépend du choix de K et de la mesure de Haar sur a), induite du choix d’une

forme quadratique définie positive sur ay, invariante par W°(M), ce que I'on fixe
dorénavant.
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Soit § € Greg(F). On normalise la mesure de Haar pour le tore T(F) := Gs(F)
comme suit. D’apres [6, 4.4], il existe un op-schéma en groupes canonique T, qui
est lisse et de fibre générique T. Alors T°(vr) s’identifie 2 un sous-groupe ouvert
compact de T(F). Prenons la mesure de Haar sur T(F) telle que mes(IO(DF)) = 1.
Ce choix est justifié par le fait que T°(of) est I'unique sous-groupe hyperspécial de
T(F) lorsque T est non ramifié. La méme convention s’applique aux commutants
des éléments fortement réguliers dans n'importe quel F-groupe réductif connexe.
Puisque la construction ne dépend que du tore T, c’est compatible avec la correspon-
dance des mesures utilisée pour ’endoscopie [13} 2.8], ainsi que sa variante métaplec-
tique [I1} section 5.5].

Définition 4.1.2 Soit § € Greg. Fixons la mesure de Haar sur G5(F) comme ci-
dessus et posons

rS () = [D°(3)]> / fre(x ™ ox)var(x) dx,
' Gs(F)\G(F)

ot DY(8) := det(1 — Ad(6) | 8/95) -

Définition 4.1.3 Soit v € M.
ramifiée en +y est définie comme

reg(F). Lintégrale pondérée endoscopique non

ik = D> Al (),

§EM(F)/conj

o d € p~(6) est quelconque ; le produit A(vy, 5)r1§71.1<(5) ne dépend que de 7 et 9.
C’est une somme finie, en fait la somme porte sur les classes de conjugaison dans
u(0%().

Rappelons brievement les fonctions stabilisées définies par Arthur. Pour I'instant,
soient L un F-groupe réductif connexe non ramifié et R un sous-groupe de Lévi
de L. Supposons aussi fixée une forme quadratique définie positive sur ag, invariante
par WE(R). Imposons les mémes choix de mesures de Haar sur L(F) et sur les F-tores
que précédemment.

On dit que v € R(F)s est L-régulier s’il est régulier comme un élément dans
L(F)gs. La sous-variété ouverte des éléments L-réguliers est notée Rj_reg. On définit
(voir [5, 5.1]) la fonction stabilisée

sk Rpreg(F) — C.

Si v1,72 € Rprg(F) sont stablement conjugués, on a sk(y1) = sk(72). Ces
fonctions ne dépendent que de la mesure sur ag induite par le choix de la forme
quadratique.
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4.2 Enoncé du lemme fondamental pondéré

Conservons les mémes notations. On a I'inclusion Zz%r — Zy. Soits € Em(G).

On a aussi Z2 — Zgpg- Ces inclusions ont des conoyaux finis, donc c’est loisible de
G

poser
L (Zi7 - Zz%l]
(4) ire (G, Gls]) :== m

Prenons les formes quadratiques positives définies invariantes sur a,; et sur
ap qui se correspondent par I'identification ayy =~ ap, qui est équivariante pour
WOL(M) — WO(M). Soit v € ML, (F), alors [s] est aussi G[s]-régulier. Ainsi,

v = sG[f] (7v[s]) est bien défini et il ne dépend que de la classe de conjugaison stable

de . Le principal résultat de cet article s’énonce comme suit.

reg

Théoreme 4.2.1 (Cf. [5,5.1]) Supposons vérifié le lemme fondamental pondéré non
standard sur les algebres de Lie dans la conjecture[5.3.11 Pour tout v € M'G (F), ona

reg

= ix(GGls)) - siF (s)).
s€€,(G)

Le lemme fondamental pondéré non standard sera rappelé dans la section[5.3] La
démonstration du théoreme occupera le reste de cet article.

Remarque 4.2.2 Lorsque M = G, on a~8Gz(G) = {so}, v[s0] = v et G[s] = G".
Onaaussiig(G, G') = 1. Dans ce cas-la rg!_K(v) est 'intégrale orbitale endoscopique
de la fonction fx, et sg (7) est I'intégrale orbitale stable de la fonction caractéristique

d’un hyperspécial quelconque de G'(F). Donc le théoréme se réduit au lemme
fondamental pour I'unité [11} 5.23].

Les définitions des intégrales orbitales pondérées endoscopiques et les fonctions
stabilisées correspondantes se généralisent sans peine au cas G de type métaplectique :
il suffit de combiner la théorie pour les groupes GL( - ) avec le résultat pour Sp(W).

Corollaire 4.2.3 Lassertion du théoreme [£2.1] demeure valable dans le cas plus
général o1 G est de type métaplectique.

5 Endoscopie : standard et non standard
5.1 Endoscopie standard

Données endoscopiques Soit R un F-groupe réductif muni d’'une donnée de L-

groupe (T, B,...). On appelle une donnée endoscopique pour R un quadruplet

(R, R, s, &) tel que

— R est un F-groupe réductif connexe quasi-déployé, muni d’une donnée de L-
groupe;;
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— R S’inscrit dans une extension topologique scindée
] —R — R —Wp—1

telle que 'action de W sur R' coincide avec p';

— s€ Rest semi-simple;

- &R = Restun L-homomorphisme, i.e., il commute aux projections sur Wrg,
tel que :

— il existe un 1-cocycle a: Wr — Zy, dont la classe cohomologique est triviale,
tel que Ad (s) o £(x) = a(w(x)) &(x) pour tout x € R, ot w(x) désigne sa
projection dans Wg;

— ¢ induit un isomorphisme R — Zj(s)°.

On dit aussi que R' est un groupe endoscopique pour R associés a s. Un
isomorphisme entre deux données endoscopiques (R, R', s, &) et (R", R" s, £') de R
est un élément # € R tel que Ad (F)E(R') = £'(R") et Ad (#)(s) = s’ mod Z;. On dit
qu'une donnée endoscopique (R', R, s, ) est elliptique si & (Z%F ) C Zg. On dit que
cette donnée est non ramifiée si
— la caractéristique résiduelle p de F est suffisamment grande par rapport a R;

— R est non ramifié et le torseur intérieur fixé est 'identité;
— R est non ramifié et (R') D Z4(s)° x Ip.

A isomorphisme pres, on peut supposer que s € Tet (f’l (?)7 £t (1§)) est la paire
de Borel I'g-invariante de R'. Uendoscopie fournit une inclusion I'p-équivariante
Zy — Zﬁ. D’autre part, en dualisant §|5,1(f), on obtient une inclusion ag < ag. La

donnée endoscopique est elliptique si et seulement si ag — ag.

Une construction d’Arthur  Supposons que R est un sous-groupe de Lévi d’un F-
groupe réductif non ramifié L. Choisissons Py € L£X(R), qui fait partie du choix des
données de L-groupes compatibles pour L et R, ce que I'on fixe, dont les torseurs
intérieurs sont id.

La construction suivante est due a Arthur [4]. Soit (R, R!,s,,&) une donnée
endoscopique elliptique non ramifiée pour R. Soit s € sOZgF / ZﬁFF . Posons

L[s] = Z,(s)°,
L]s] = LISIERY,
é[s] : L[s] — YL est Iinclusion.

Cela fournit une donnée endoscopique (L[s], L[s], s, é[s]) pour L qui est encore
non ramifiée. Posons

Er(L):={s€ SQZ}EF/Z{F s (L[s], £[s],s, €[s]) est elliptique}.

Clest un ensemble fini d’apres [3, section 4]. Soit s € Er(L), alors on peut
regarder R* comme un sous-groupe de Lévi de L[s]. Uendoscopie elliptique fournit
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’homomorphisme WEI(RY) < WEL(R), pour lequel lisomorphisme ag = ap est
équivariant. On sait aussi définir le coefficient

[ZEF .ZFF]
i (L, Lls]) = — R
T 2 Ay
Ils) "L

Le lemme fondamental pondéré sur les algeébres de Lie Plagons-nous dans la
construction d’Arthur. Fixons une donnée endoscopique elliptique non ramifiée
(R, R s0, f ) pour R. A cette donnée est associée une correspondance de classes de
conjugaison géométriques semi-simples entre les algebres de Lie t(F) et t'(F). On
définit ainsi la sous-variété ouverte des éléments L-réguliéres rlL_reg de fagon usuelle.

Fixons un sous-groupe hyperspécial K de L(F) en bonne position relativement
a R, ce qui détermine un réseau hyperspécial T C [(F). Fixons aussi une forme
quadratique définie positive WL (R)-invariante sur ag; on obtient ainsi une forme
quadratique définie positive sur ap qui est W/(R')-invariante pour tout s € Ex (L).
Notons 1f la fonction caractéristique de f. Ces choix permettent de définir les
intégrales orbitales pondérées de 1+

rIL{’K(X) = |DL(X)|% / Li(x ' Xx)vp(x) dx, X € Treg (F),
Lx(F)\L(F)

ou DY(X) == det(ad (X) ‘ 1/ IX) . Les mesures de Haar sont choisies comme dans la
section 4.2
On définit le facteur de transfert

A T e (F) X g (F) = C

qui est adapté a K, c¢f. [12) 4.7]. On définit les intégrales orbitales pondérées
endoscopiques

k()= > A, X)rk(X),
Xer(F)/conj

ainsi que les fonctions stabilisées sLl[s] (Y), pour tout Y € r!L_reg(F) ettouts € Ep(L)
(voir [13] ou la section)). Enongons le lemme fondamental pondéré comme suit.

Théoréeme 5.1.1 (Chaudouard et Laumon [8], 7], Waldspurger [14]) Pour tout
Y € r%_reg(F), ona

ek (V)= D ig(LLIsDsg (V).
s€€p (L)

En fait, Chaudouard et Laumon supposent L déployé pour “alléger autant que
faire se peut l'exposition”. Dans cet article, nous supposons que leur méthode
s’applique au cas général.
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5.2 Exemples

Nous allons considérer 'endoscopie elliptique des groupes linéaires généraux,
symplectiques et unitaires. Nous en donnerons les conditions pour que la donnée
endoscopique soit non ramifiée et la construction d’Arthur sera explicitement
décrite. Le cas non elliptique sera traité dans la remarque[5.2.41

Exemple 5.2.1 Soient m € Zsy, R := GL(m). La seule donnée endoscopique
elliptique pour GL(m) a isomorphisme prés est la donnée tautologique (R, "R, 1,id).

Exemple 5.2.2 Soit R := Sp(2m). Alors R = SO(2m + 1, C). Soit (R', R, s, £) une
donnée endoscopique elliptique pour R. Les valeurs propres de s sont forcément +1
d’apres Pellipticité. Notons 2m’ + 1 la multiplicité de +1 et 2m’’ celle de —1. On a

R =S0(2m’ +1,C) x SO2m”’,C).

Donc
R = Sp(2m’) x SO(V",q"")

ou (V”,g"") est un F-espace quadratique de dimension 2m’’ ayant noyau anisotrope
de dimension < 2 car R' est quasi-déployé. On exclut le cas dim V' = 2 et (V'/, q"")
hyperbolique, pour lequel la donnée endoscopique n’est plus elliptique. De plus,
SOV, q"") détermine 3.

Inversement, toutes données m’ et (V'/ q’’) comme ci-dessus proviennent
d’une donnée endoscopique elliptique, unique a isomorphisme prés. La donnée
endoscopique est non ramifiée si et seulement si (V"/, g’’) admet un réseau autodual
a homothétie pres.

Supposons R' de la forme ci-dessus. Soient X € 1yg(F), Y = (Y',Y"") € 17,(F),
alors X et Y se correspondent si et seulement s’ils se correspondent par valeurs
propres, c’est-a-dire

— les valeurs propres de Y’ sont +ay, ..., +a,,;
— cellesde Y”' sont +a;’, ..., +a!/,;
— cellesde X sont +aj,...,+a/,, +a]’ ..., +a!l,.

Prenons maintenant un ensemble fini I, (1;);¢; € lep et

L = Sp(2n),
R =[] GL(n;) x Sp(2m),
icl

R =[] GL(n;) x Sp(2m’) x SO(V"',q""),

i€l

tels que m + >, n; = n, ot m, m" et (V'/,q"") vérifient les conditions précédentes,
qui font de R' un groupe endoscopique elliptique non ramifiée de R (tautologique en
les composantes GL(;)). A isomorphisme pres, 'élément sy correspondant dans la
donnée endoscopique est de la forme

o= ((Vier, ) € HICX x SO(2m+1,C) C R.
i€
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Les éléments s € Ep (L) sont en bijection avec les décompositions I = I’ LT :
a une telle décomposition est associée s = ((si),-e I, 5%) avecs; = 1 (resp.s; = —1)
sii € I’ (resp. sii € I'”). Soit s € Ep(L), on introduit le groupe endoscopique
elliptique L[s] de L; écrivons-le comme

L[s] = Sp(2n’) x SO(U",+"")
d’apres ce qui précede. On a des inclusions uniques a conjugaison pres :

[T GL(1;) x Sp(2m’) < Sp(2n”),

iel’

GL(n;) x SO(V"', q"") — SOWU"”,r"").
q

iel’’

Ces fleches font de R un sous-groupe de Lévi de L[s]. Ainsi, SO(U"’,r"") est aussi
déterminé : 3 homothétie pres, (U, r"") et (V') q’’) ont le méme noyau anisotrope.

Inversement, tout (U'’, r’’) ayant le méme noyau anisotrope que (V'', ¢'’), pris a
homothétie pres, provient d’'un unique s € Ep(L).

Exemple 5.2.3 Soient E/F une extension quadratique et R := Ug/p(m), le groupe
unitaire quasi-déployé qui est isomorphe a GL(m) sur E. On a R = GL(m, C). Il est
muni de l'action du groupe I/ := I'r/T'g : 'élément non trivial dans I'g/r opere,
modulo automorphismes intérieurs, en renversant le diagramme de Dynkin A,,_;.
On introduit ainsi le L-groupe 'R.

Décrivons les données endoscopiques elliptiques (R, R', s, £) pour R. Les valeurs
propres de s sont £1; notons m' la multiplicité de 1 et m’’ celle de —1. Alors

R = GL(m’,C) x GL(m"’,C).
Etant donné (m’, m'’), il '’y a qu'une seule possibilité de R et de R':
R = Ug/p(m') x Ug/p(m').

Inversement, toute donnée endoscopique elliptique de R s’obtient d’une paire
(m',m'’) telle que m’ + m'" = m, unique a la symétrie (m’, m’’) — (m’’,m’) pres.
La donnée endoscopique est non ramifiée si et seulement si E/F Pest.

La correspondance des classes de conjugaison est similaire au cas du groupe
symplectique, c’est-a-dire la correspondance par valeurs propres des applications E-
linéaires. Nous ne la répétons pas.

Supposons maintenant que E/F est non ramifiée. Prenons I, (1;);c; comme dans

Pexemple[5.2.2] et posons
L = Uge(n),
R = [] GLg(n;) x Ug/p(m),
iel
R = [ GLg(m:) x Ugyp(m') x Ugyp(m”"),
i€l
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qui font de R' un groupe endoscopique elliptique non ramifiée de R. On peut
supposer que I’élément sy de cette donnée endoscopique s’écrit

o= ((Vier,5) € [[C* x GL(m,C).
iel
Comme dans ’exemple les éléments s € Ex (L) sont en bijection avec les
décompositions I = I’ LU I"; le groupe endoscopique elliptique associé est de la

forme
L[s] = UE/F(n/) X UE/F(nN)~

On a des inclusions bien déterminées a conjugaison pres :

[T GLe(n;) x Ugyp(m’) < Ug/p(n’),
el

[T GLg(n;) x Ug/p(m') = Ugp(n”).
iEI//

Cela détermine aussi (n’,n’"). Remarquons que des différents choix de s peuvent
induire la méme donnée endoscopique pour L.

Remarque 5.2.4 En général, une donnée endoscopique (L', £',s,€) s'interprete
comme une donnée endoscopique elliptique d’un sous-groupe de Lévi R de L.
Le sous-groupe R est unique a conjugaison pres par L(F), tandis que la donnée
endoscopique elliptique pour R est unique a ’action de W (R) pres.

5.3 Endoscopie non standard

Définitions Rappelons la définition dans [[I3} 3.7]. Soient G;, G, deux F-groupes
réductifs connexes et simplement connexes. Supposons qu’ils sont non ramifiés et p
est suffisamment grand par rapport a G, et G,. Pour i = 1,2, fixons une paire
de Borel (T;, B;) définie sur F pour G;; notons >;, 3; les ensembles de racines et
coracines, respectivement. Une donnée endoscopique non standard non ramifiée est
un triplet (Gi, Gy, j«) ou
— Gy, G, sont comme ci-dessus, munis de paires de Borel définies sur F;
— Je: Xa(T)p ® Q — Xu(T2)r ® Q, son transposé est noté j*;
— il existe des bijections 7: X; — 3, 7: ¥, — X et des fonctions b: X; — Q-¢ N

Zy,b: %) — QuoNZy, telles que

— 7 sidentifie a 7! via les bijections naturelles X; ~ ZVL-, i=1,2;

— j* et j. sont I'p-équivariants;

— ona j. (&) = b(&)7(&) et j*(an) = blay)T(ay) pour tout &y € X5 et tout

) € 22.
A Dinstar du cas standard, ces données définissent

— une correspondance de classes de conjugaison géométriques entre g r(F) et
32,reg (F ) 5

— les bijections de racines induisent une correspondance de sous-groupes de Lévi
semi-standards de G; et G,.
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Soient M; C Gj, M, C G, des sous-groupes de Lévi semi-standards qui se
correspondent, alors W& (M;) = W% (M,) et on a un isomorphisme équivariant
pg, — Opp,e . .

Notons R; (resp. R;) le sous-groupe engendré par 3; (resp. ;). La méme
définition s’applique a M;, M, et leurs coracines. On définit ainsi les groupes RM1,
RM:,

Soient Hy, H, deux sous-groupes commensurables dans un groupe fixé, adoptons
la convention [H; : H,] := [H; : H N H,][H, : H; N Hy]~'. D’apres [13} 3.7] et
Perratum [[15]], on définit le coefficient

G1.G: . [RF: j.(R)D)]

MM, = [RM:Tr ; j, (RMiTF)]

Signalons que ce coefficient dépend de j.. Enoncons le lemme fondamental
pondéré non standard comme une conjecture.

Conjecture 5.3.1 ([13]) Soient Yi € My ree(F) et Yy € My g,ree(F) qui se
correspondent. Alors
GG
sy (Y1) = ey 3 sz (Y2)

ot les fonctions stabilisées sf;,_ (i = 1,2) sont définies a I'aide des formes quadratiques

invariantes sur ay, et ay, qui se correspondent via ay;, — Qpy,.

Passage au quotient Pour i = 1,2, soit 7;: G; — G; une isogénie centrale ; notons
M; = 7;(M;). Cela naffecte pas les algebres de Lie, les espaces ay, et les groupes de

Weyl. La correspondance de classes marche pour G;, M; au lieu de G;, M;.

et R LY

Corollaire 5.3.2 Supposons vérifiée Soient Y, € Mg rg(F) et Y, €
M, G, -reg (F) quii se correspondent. Alors

G G,G, G
s (V) = €5 o (¥).

Démonstration Pouri = 1,2, soit Y; € m;(F) 'élément qui s’envoie sur Y, alors il
suffit de noter que sgji (Y;) = sg/, (Y;), ce qui résulte de [13} 5.7]. [ |

La convention suivante sera commode. Soient G;, M; (i = 1,2) tels que M; est
un Lévi de G; et que les groupes G; sc, M, sc sont comme dans le lemme fondamental
pondéré non standard de la conjecture[5.3.1] Nous noterons

G1,G: _ Gisc,Gasc
(5) CM17M2 - CMLSC:MZ.SC :

Un exemple Supposons n > 1. Fixons un ensemble fini I, (1;);e; € ZIZI, m e Zxg

et posons 1 := m+ » ., n;. Posons
G; = Sp(2n), G, :=50(2n +1),
M, =[] GL(n;) x Sp(2m), M, := [ GL(n;) x SO2m + 1).
il i€l
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Regardons M; comme un sous-groupe de Lévi de G; en choisissant un plongement,
qui est unique a conjugaison pres par G, (F). Idem pour G, et M,. Notons 7: G, —
G, le revétement simplement connexe, c’est-a-dire G, = Spin(2n + 1), et posons
M, = 7~ 1(M,), alors M, est un sous-groupe de Lévi de G,.

Comme indiqué dans [[I1} section 8.2], on peut choisir des F-tores maximaux
déployés Ty, T, dans M;, M, respectivement, avec T, := 7(T3), de sorte qu’il existe
une base {e}, ..., e, de X, (T}) telle que 'on a des identifications

X*(Tl) = @ Zek7
k=1

X (Ty) = {Zrkek : Zrk = OmodZ},
k=1 k=1

n
X*(IZ) = @ Zey.
k=1
En choisissant des sous-groupes de Borel convenables, les coracines se décrivent
comme suit.

Si={tete:1<i#j<nfU{te:1<i<n},
Yo ={teite:1<i#j<n}U{+2:1<i<n}

Alors I'inclusion X, (T,) < X..(T,) correspond a l'isogénie 7: G, — G,.

On prend j, := id : X, (T)) ® Q SN X.(T7) ® Q. On prend les fonctions 7, 7,
b, b qui fournissent un triplet non standard non ramifié (G, G, js), pour laquelle
M, et M, sont des sous-groupes de Lévi semi-standards qui se correspondent.

Remarquons que le choix des divers identifications peut affecter j., mais la corres-
pondance de classes et la correspondance de mesures de Haar sur ap;, et ay;, ne
changent pas.

C’est plus pratique de travailler avec G, et M,. La correspondance des classes
géométriques entre gy ro(F) et gz,reg(F) est la correspondance par valeurs propres.
Pour m; et m,, cest la méme correspondance pour les facteurs sp(2m) et so(2m+1);
pour les facteurs gl( - ), c’est la correspondance tautologique.

Le coefficient de cette donnée endoscopique non standard se calculent comme
suit.

Proposition 5.3.3 Pour cette donnée,

G.G, _ G.G ,_ 17 sim 7& 07
MM, T MM TN L
5, sim=0.

Démonstration Les coracines dans 3; et 3, engendrent respectivement les réseaux
X.(Ty) et X,.(T3). Vu les identifications ci-dessus et le choix j. = id, on voit que
[Rg*’ : j*(R?)] = % Soient M;, M, des sous-groupes de Lévi semi-standards qui se
correspondent. Alors il en est de méme pour [RM>17 : j (RM1T'%)] sauf si le facteur
Sp (resp. SO) n’apparait plus dans M; (resp. M,), i.e., sauf si m = 0, auquel cas on a
trivialement [RM>1# : j, (RMvIF)] = 1. Cela permet de conclure. [ |
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Remarque 5.3.4 Explicitons I'isomorphisme ayy, = ay, = y;, induit par j.. On
peut se limiter au cas M; = T et M, = T,. On aidentifié T} et T, dans la description
de X.(T;) (i = 1,2). Comme j, = id, il induit I'application id : ar, — ar,. Le cas
général en découle : si Pon identifie les composantes Hiel GL(n;) dans M; et M,,

alors ay, — ay, est encore 'identité.

6 Descente des données endoscopiques

Le formalisme est celui de la section[d] mais ici les revétements métaplectiques ne
nous concernent pas. Désormais, fixons des éléments 7 € M(F), € € M'(F)s qui
se correspondent. Supposons de plus que 7 et € sont d’ordre finis premiers a p. Nous
nous placerons sous 'une des deux hypotheses suivantes.

(A) M! est quasi-déployé.
(B) M, et M. sont non ramifiés.

Lhypothése (B) est plus forte que (A). En tout cas, écrivons = ((1;)ier,7’) et
€= ((e,—)iel, eb) . Quitte a conjuguer 7 et €, on peut supposer que 7; = €; pour tout
i€l

6.1 Paramétrage

Plagons-nous sous I'hypothese (A). Rappelons la paramétrage des classes de
conjugaison semi-simples dans [11} sections 3 et 7.1]. A la classe O™ (1) sont associées
(OCLm) () ;s €t les données

K : une F-algebre étale de dimension finie;

7 : une involution non triviale de K, qui est déterminée par la sous-algebre fixée
K# = K‘r:id;

— a € KX est tel que Ngx+(a) := at(a) = 1;

— (Wk, hx) : une (K, K*)-forme anti-hermitienne, ot on suppose que Wy est un
K-module fidéle;

(W4, (| )4 ) : deux F-espaces symplectiques.

Ces données sont soumises a la condition dimp Wy + dimp W, + dimpW_ = 2m.
Elles sont uniques modulo la notion d’équivalence évidente. L’élément 7 se réalise
comme l'opérateur (w — aw, +id, —id) dans 'espace Wx ® W, & W_.

Ecrivons SO(2m’ +1) = SO(V', ") et SO(2m''+1) = SO(V"’, g'") en choisissant
des F-espaces quadratiques convenables. A oM (€) sont associées (OGL("*'>(6,-)) icr €t
les données
- K',K’ . F-algebres étales comme précédemment ;

— a’ € K'" esttel que Ngojxe(a) =13

— (V, hg) : une (K',K"*)-forme hermitienne, ot on suppose que Vy est un K’'-
module fidéle;

— (V4i,ql) : deux F-espaces quadratiques;

— des objets similaires (K'/,K'"*), a”’, (V{/, hy), (VY. q/)).
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Ces données sont soumises aux conditions
(tr r/p)s (Vies i) @ (Vi ) @ (V2. qL) = (V7. q),
(tr o ye) (VB @ (Vg & (VI q) = (V7. q"),
dimV;] =dim V] = 1 mod?2,
dimV/ =dimV” = 0mod2.

Elles sont uniques modulo la notion d’équivalence évidente. Si 'on note n =
(n’,n'""), alors i’ se réalise comme 'opérateur (v' +— a’v’, +id, —id) dans I’espace
Vi® V], @ V!, etn” comme (v — a’’v'' +id, —id) dans V' @ V' @ V" . La
correspondance entre 7 et € entraine que

(K',K",a") x (K" ,K"*,—a"") = (K,K*,a),
Wi ~ Vi @ VY comme K-modules,
dimp W, + 1 = dimp V] + dimp V",
dimpW_ +1 =dimp V' +dimp V|

ou le produit de triplets dans la premiere condition est pris au sens évident.
On sait aussi décrire les commutants connexes.

M, = TT GL(m1),, x Ug e (Wi, hic) X Sp(W.) x Sp(W_),

i€l

M, =[] GL(1;)e, ¥ Ugr s (Vi hg) x Ugrn s (V' YY)
i€l

x SO(V{,q}) x SO(VZ,q”) x SOV, q;") x SO(V_,q").
D’apres nos hypotheses, SO(V/, q;) et SO(V’, q) sont déployés.
Définition 6.1.1 Soit L un F-groupe réductif admettant une décomposition
L=1Lyx [[SO(2a+1),
a
ou a parcourt des entiers positifs et Ly ne contient aucun facteur direct de type SO

impair déployé. On notera
L:=Ly x [[Sp(2a).

Les groupes que l'on rencontrera dans cette section sont tous de ce type.

. ; . U0~ STE0
Remarquons aussi que Z%F — Zﬁrf, ZfF' — Z,", etap = aj.

Avec cette convention, on a

M} = [T GL(m;)e, x Ugr /i (Vig, hig) x Ugerr e (Vi B
i€l
x Sp(V]) x SO(V” q"") x Sp(V]") x SOV ,q"),

ou V!, V!’ ont les bonnes dimensions et sont munis de formes symplectiques.
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6.2 Des nouvelles données endoscopiques

Conservons toujours 'hypothese (A) et les notations précédentes. On munit M,
d’une donnée de L-groupe de sorte que le tore maximal T dans ]T/I\n est ce que 'on
a fixé dans la donnée de L-groupe pour M. Les actions galoisiennes sur T héritées
de 1\//[\,, etde M peuvent différer par un 1-cocycle I'r — N, M(f). Toutefois I'inclusion
Zg — Zﬁn est ['p-équivariante et est indépendante de tout choix. On a aussi ay; <—
lan.

Vu les exemples et la remarque M! est un sous-groupe
endoscopique de M,,, ce qui détermine la donnée endoscopique (M., ﬂi,s}hé) a
isomorphisme pres. La donnée endoscopique (M, Mi, 50, &) est non ramifiée sous
I'hypothese (B).

Lemme 6.2.1 Soient X € m, (F),Y € m
se correspondent par valeurs propres.

Sid = exp(X)n € M(F) ety = exp(Y)e € M'(F) sont des décompositions de
Jordan topologiques, et si & correspond a vy, alors X et Y se correspondent via I'endoscopie
décrite ci-dessus.

(F). Soit Y € m!__(F) tel queY et Y

€,reg €,reg

Démonstration Lorsque I = &, cela est démontré dans [11]]. Le cas général en
découle car I'endoscopie est tautologique en la composante GL(n;),, = GL(#;)y,,
pour tout i € I. [ ]

D’apres la remarque [5.2.4] il existe un Lévi R de M,,, unique a conjugaison pres
par M, (F) tel que M! est un groupe endoscoplque elliptique de R. Rappelons que
Ret M,] partagent le méme tore maximal T.A isomorphisme pres on peut supposer
5 € T, et § fait encore partie de cette donnée endoscopique elliptique pour R.

Ona R # M, si et seulement si U /g (Vi, hi), Ugrr s (Vi By ), SOV g!")
ou SO(V! g") contiennent des facteurs GLg( - ), ou E est une certaine extension
finie de F. On absorbe ces GLg( - ) supplémentaires en introduisant les objets I D I,
K Cc K,K' C K/, etc., et on écrit

R =[] GLg,(n:)y, x Ug/ge (Wi, h) x Sp(W,) x Sp(W_),
iel

Mé = H GL(ni)e,- X UK//K/#(VIQ, ]11,%) X UK///K//;(VI{(/, hllg)
iel

x Sp(V]) x SO(V",3") x Sp(V]") x SOV ,g"),

Ici F; est une extension finie de F pour tout i € I, (K,K*) est une F-algebre
étale a involution qui est un facteur direct de (K, K*), et (W, hg) est le facteur
direct correspondant de (W, hg); idem pour (K',K*), (K", K'"*) etc. D’autre
part (V//,q") = ({0},0) si (V”,q") est de dimension 2 hyperbolique; sinon
(V"3 = (v, q"). Idem pour (V' g’ ). Supposons comme d’habitude que
n; = € pour touti € I.
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Rappelons que §, € T est I’élément faisant partie de la donnée endoscopique

— a . . - =, .
(ML, M, 5, &) pour M,. Décrivons-le. Soit i € I, écrivons

GLF{(ni)m = H GLF,](nI])
jETi

ou J; est un ensemble fini; pour tout j € J;, F;; est une extension finie de F;. Ecrivons
Ji=J uJus
tel que j € ]ii si et seulement si la composante dans GLg;(n;;) de n; est &1, sinon

jeJv. o
En regardant les descriptions de R et de M., il s’ensuit que 'on peut écrire

_ i j U - J— 5
So = ((54()]),-61-,50,504’,50 ) ER

JjEi
ou
5 <— le groupe endoscopique Ug. g+ (Vig, hy) X Ugrrjgrs (Vi BY)
pour Ug g+ (Wi, i),
4 «— le groupe endoscopique Sp(V/) x SO(V”',3"")
pour Sp(W,),
$y < le groupe endoscopique Sp(V!) x SO(V",3")
pour Sp(W_).
Il y a aussi des restrictions sur s'f)j oui € I\ I:joints avec (5,35, 3, ), ils sont tels
que

— Ukryk# (Vi hg) X Ugrgrs (V' hy') est un groupe endoscopique pour
Ug ks (W, hx),

— Sp(V]) x SO(V",q") est un groupe endoscopique pour Sp(W..),

— Sp(V]’) x SO(V’,q" ) est un groupe endoscopique pour Sp(W_).

Il reste a traiter les composantes §j ot i € I et j € J;. La seule condition est que
§, appartient au centre du dual de GLg,;(n;;). Faisons désormais le choix suivant

1, sije ],
(6) 5'10’ =4q-1, sije],
1, sije ]iU.
Le symbole “~1” a un sens car F;; = F lorsque j € ]I-i, auquel cas le dual de

GLg; (n;j) est GL(#;;, C). Ce choix des s'f)] sera justifié dans le lemme[6.3.]]
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6.3 Rapport avec &,;(G)

Dans cette sous-section, nous nous plagons sous 'hypothese (B). Les groupes
M et M, sont tous non ramifiés, donc les données endoscopiques décrites dans la
section[6.2]sont non ramifiées. N

Rappelons s, est un élément dans M qui détermine I'endoscopie elliptique pour
M, dont M' est le groupe endoscopique associé. On peut supposer que

so = ((Vier,s) € [1GL(n;,C) x Sp(2m, C).
il
Fixons maintenant s = syt € €,,(G), ol t € ZI%I / Z% est de la forme

= ((ti)iela 1) € l_[l{:l:l} X Sp(2m,(C),
1€
comme dans le lemme[3.3.2] auquel est associée une décomposition I = I" LI I" telle
quei €I’ (resp.i € I"")sit; = +1 (resp. t; = —1).
La recette de la section[6.Tlmarche aussi pour 7 € G(F). Nous nous contentons de
décrire G, :
G, = Uxjacs(Wac, hac) x Sp(W,) x Sp(W_)

avec des notations compréhensibles. I contient M,, comme un sous-groupe de Lévi.
D’autre part, introduisons e[s] € M'(F), c’est encore d’ordre fini premier a p et on

aM = Mi[s]. D’apres la proposition[3.3.4] €[s] et n se correspondent pour la donnée

endoscopique déterminée par s. Reprenons la recette du la section[6.1l pour écrire

Glslets) = Uscryacre (Vie, hie) X Uscrr jaern (Vil, hiy
x SO(V,, QL) x SO(V,Q") x SO(VY, Q1) x SOV ,Q").

Et aussi

Glslerg) = Uscryacrs (Viae, hie) X Userr jacre (Vigl, hiy
x Sp(VT) x SO(V", Q") x Sp(V7) x SO(V', Q" ).

C’est un groupe endoscopique non ramifié de G, et il contient M! comme un sous-
groupe de Lévi, 'inclusion étant bien déterminée a conjugaison pres. Il fait partie
d’une donnée endoscopique non ramifiée (G[sle[s, Gsles), S, f ) qui est unique a
isomorphisme pres. Indiquons que la condition (]) sur $ est vide dans ce cas.

On a déja décrit § et §y dans la section[6.2] Nous nous proposons d’exprimer $ en
termes de ¢ et sp. Rappelons que les données de L-groupes pour M et M,, sont choisies

de sorte que M et ]T/I\,7 partagent le méme tore maximal T, qui fait partie de la paire de
Borel I'g-stable dans les données de L-groupe. L'inclusion Zg; — Zﬁ” est bien définie
et I'p-équivariante. Faisons la méme construction pour G et G, par rapport au méme
tore maximal T de fagon compatible. On a

5,5€T.
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On obtient ainsi ’homomorphisme

. 70 0 7 Tk Tp

T Zﬁ/ZE — Zg/Ze — ZAT”/ZGA”.

Lemme 6.3.1 Quitte a changer § par un isomorphisme des données endoscopiques, on
as=$§T(t).

Démonstration La torsion € — ¢[s] naffecte que les composantes GL(n;) de M.
En comparant la paramétrage de €[s] dans M' et dans G[s], on voit que I'inclusion
M. — Gls] est de la forme

Uk i (Vie, hie) = Userjgen (Ve hye),
Uk i (Vi ) < Userryacrs (Vg hic),
Sp(V]) — Sp(V}),

SOV, q") < sO(V",Q"),
Sp(V{’) = Sp(VY),

SOV’ ,q") < SOV’ ,Q").

Pour tout i € I\ I, ces fleches déterminent aussi les inclusions des composantes

GLg,;(n;;) dans G[s].[s) . Décomposons T et §selon la décomposition de R

T=T]T/xTV x Tt xT~;
i€l
JjETi
_ ji U —
s:((§‘1)i7j,s 55,8 )

Les inclusions précédentes affirment que 'on peut supposer que, quitte a changer
la donnée endoscopique de G, par un isomorphisme, on a

U U =t =+ — _
0>, S TS0

=5, § =5

s :s'f)j, sii eI\ L
Ce sont exactement les composantes correspondantes de 5,7 (¢). Il reste donc a
considérer les composantes dans Tii oui € I. Ecrivons 7(t) = ( (’T(t)ij) P 1,1, 1)

suivant la décomposition ci-dessus de T.
Pour tout (i, j), GLp,(n;;) se plonge dans un unique facteur dans la décom-

position de G[s][s) selon i et la restriction de €[s] sur GLg, (n;;). Soit i € I’, alors
7(t)') = 1 pour tout j € J;. Rappelons aussi la définition (). Sur le facteur
GLg,(n;j), ona:

j ‘ € ‘ e[s] ‘ s‘gj ‘ inclusion ‘ i
Ji 1 1 1 GLg, (n;j) = Sp(V) 1
o] -1 -1 | -1 GLg,(n;j) < SO(V.,Q") -1

JU | #41 | #£1 | 1 | GLg,(ni;) = Ugcrjoxcs(Vie, hh) | 1
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Soit i € I'’, alors 7(t)'"/ = —1 pour tout j € J;. Sur le facteur GLg, (n;j), ona:

j ‘ € ‘ e[s] ‘ s‘éj ‘ inclusion ‘ i
I 1 -1 1 GLg, (ni5) — SO(V", Q") -1
]i_ —1 1 —1 GLFX.](T’lij) — Sp(’\?_(_') 1

JO| #£1 | #F1 | 1| GLg,(mij) = Uscrrjacrn (Vi i) | =1

ot la colonne §'/ signifie un choix loisible des §/ € T*/, ce que I'on fixe.
On voit ainsi qu’en tout cas, on a sJOJT(t)” =3 [ |
On peut aussi regarder 7(tf) comme un élément dans ZIEF /ng Ledit lemme
n

permet d’appliquer la construction d’Arthur dans la situation

Gy
— endo. ell JA
M - — R
avec 5 = 57(t) € §OZ£F /Zg On construit ainsi une donnée endoscopique
"

non ramifiée pour G, déterminée par le groupe endoscopique G,[$], qui est
éventuellement non elliptique.

Lemme 6.3.2 La construction d’Arthur utilisant § et la descente en (e, n) fournissent
la méme donnée endoscopique pour Gy, : on a G, [5] ~ G[s]¢[s.

Démonstration Les groupes en question sont des groupes endoscopiques non
ramifiés pour G,, un produit direct des groupes considérés dans la section [5.2] &
restriction des scalaires pres. De plus, le lemme entraine qu’ils sont associés
au méme élément 5 € T. Or tous les deux contiennent le méme Lévi M}, donc sont
isomorphes d’apres la remarque sur les noyaux anisotropes dans 'exemple[5.2.21 H

6.4 Une généralisation
On aura aussi besoin de considérer le cas général s € s,Z%/Z%. Montrons
MG

comment le ramener au cas s € &,,(G).
Rappelons que 'application v + 7[s] sur M'(F) est définie dans le cas général
ou G est de type métaplectique et s = syt € soZ]%[ / Z% (voir la définition B.33). On

définit ainsi les éléments 5, 5, € T en combinant les résultats dans la section[G2et la
descente des données endoscopiques pour GL( - ), qui est simple.
On dispose encore de "homomorphisme

T 2% )78 — 7 )7t
M G M," G,

Ainsi, on formule les analogues des lemmes [6.3.1] et [6.3.2] dans ce cadre, avec les
mémes notations. Le bilan est que les assertions des lemmes[6.3.T]et[6.3.2] sont encore
valables dans cette situation.
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Proposition 6.4.1 Quitte a changer S par un isomorphisme de données endoscopiques
pour Gy, on as = 57(t). De plus, la construction d’Arthur utilisant 5 et la descente
fournissent la méme donnée endoscopique pour Gy, : on a G, [3] ~ G[s]¢[s.

Démonstration Procédons pas a pas. Il convient de remarquer que 'élément z[s] est

défini dans la définition[3.33]suivant le méme schéma.

(1) Supposons G de type métaplectique et s € &€, (G). Alors on se raméne au cas
G = Sp(W), qui est déja traité, et au cas G = GL(n) x g, qui est simple.

(2) Supposons G = Sp(W) mais s € SOZI%I /Z2 est quelconque. Alors la

G

proposition 3.1 affirme qu’il existe G; € L%(M) tel que G[s] = G[s] et
s € &y (Gy). On peut aussi supposer que 7 € G;(F). L'étape précédente est
alors applicable a G,.
Posons §:= $,7(t). Apres descente en (¢, ), on s’est ramené a la situation

(7) Glslers) G,
Lévi
= " _ endo. J
Gilsley) —— Gylsl == ————~ Gy
§=5o7(t)
Lévij Lévi
—_— endo. ell. J
M --------R
Montrons que
(8) Zé\n(s_) C Gl’n.
Ecrivons
G =Sp(W),
Gi = IT GL#) x Sp(W?),
kel
M = [ GL(m;) x Sp(W’),
icl
M = HGL(ni) X So(zml +1) x SO(Zm/’ +1).

iel

Posons 2n = dimp W, 2m? := dimp W? et 2m := dimp W’. Soient i € I et
k € I, écrivons i — k si GL(n;) < GL(ni). Exprimons ¢ selon la décomposition

de 612

t = ((@rert3) € [ GL(n, C) x Sp(2m*, C)
ker
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ouagr e C* C GL(n,:(,(E), ar # +1 pour tout k € I" et a # a,f,l sik #k'.
Rappelons que 5] € {41} pour tousi € I, j € J;. Vu la description des
commutants des éléments semi-simples dans les groupes classiques, il suffit de
montrer que, pour tous i,i’ € I, j € J;, j' € Jis tels que
— dans la décomposition de G, selon les valeurs propres de 7, GLp, (n;;) et

GLf, , (n;s;+) se plongent dans le méme facteur direct,
— i ki —k,

- +1

onasja; = (s'z) ! ak/) si et seulement si k = k’.

En effet, GLg,(n;;) et GLFI_,]_/ (n;rjr) se plongent dans le méme facteur seulement
s'il existe @ € {+, —, U} tel que j € J# et j’ € J&. Cela entraine que 5/ = 3,
o 1

d’apres (&)). Donc sJ()]ak = (SJOJ ak1> siet seulement si g, = aki,l, si et seulement
si k = k’. On en déduit (8.
Vu [@) et (8), le groupe endoscopique G[sls) = Gilsles) =~ Giyls] pour
G, est associé a § = $§7(t), d’out 'analogue du lemme Montrons que
G,[5] ~ Glslqq. En effet, ces deux groupes endoscopiques de G, sont tous
associés a Set ils partagent le Lévi M?, donc sont isomorphes (cf. la démonstration
du lemme[6.3.2]). D’oui 'analogue du lemme[6.3.2]

(3) Le cas général : supposons G de type métaplectique et s € sOZI‘\lz /Z% quelconque.

Ecrivons G = HkEK GL(ng) x éE(W) ol (My)kex € Zgl. Pour achever la preuve,

il suffit de combiner I’étape précédente pour EE(W) avec la descente des données
endoscopiques pour GL(n) pour chaque k € K. ]

7 Descente des intégrales orbitales
7.1 Les fonctions combinatoires

Pour l'instant, soit G un F-groupe réductif connexe quelconque. Soit M un sous-
groupe de Lévi. Fixons une forme quadratique définie positive W ¢(M)-invariante
sur ay telle que ay, = a§; @ ag est une décomposition orthogonale.

Soit 7 € M(F). Posons G := G, et M := M,. Fixons un sous-groupe de Lévi R
de G qui est inclus dans M. Il existe une inclusion ay; < ag induite par Ay — Ag.
On peut prolonger la forme quadratique choisie sur ay en une forme quadratique
définie positive sur ag, invariante par WSE(R), etc.

Notons a} le complément orthogonal de ay dans ag. Idem, on définit 'espace a.
Tous ces espaces héritent des formes quadratiques définies positives invariantes.

Soit L € LY(R). On a une application linéaire canonique ¥ : a¥ @ a% — a5
ces espaces sont munis de mesures de Haar grace aux formes quadratiques choisies
précédemment. Suivant Arthur, on définit

la mesure sur a$

- M L G
siap, Ga;=a
L\’ R R R>
dg(M, L)=<¢X, (la mesure sur ag &) aé) = = =

0, sinon.
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Remarquons que ai & ai = af si et seulement si af} @ af = af. En effet, il suffit
de prendre les compléments orthogonaux dans a.

7.2 Descente de I'intégrale orbitale pondérée endoscopique

Conservons les notations introduites dans la section [l

Proposition 7.2.1 Soity € M'G (F). Siy west pas compact, alors rf/I!_K(’y) =0.

reg

Démonstration La correspondance des classes de conjugaison préserve la compac-
ité, et une classe de conjugaison dans G(F) ne coupe pas K si elle n’est pas compacte.
Donc Iassertion découle de la définition de rAG/I! (7). [ |

Supposons maintenant y € M,
topologique

reg(F) compact avec la décomposition de Jordan

y=exp(Y)e, Yem,,(F).
Comme 7y +— ﬁ!vK('y) est invariante par conjugaison géométrique, on peut
supposer que M’ est quasi-déployé d’apres [9].
D’apreés la correspondance des classes de conjugaison géométriques réguliéres
dans I'endoscopie non standard de la section et la définition de M! dans
la définition on déduit une correspondance de classes de conjugaison

géométriques entre m!ﬁ,reg(F ) et ml ., (F).

Proposition 7.2.2 (cf. [13} 5.4]) Soit € comme ci-dessus.

(i)  Si M! nest pas non ramifié (Cest-a-dire ramifié), alors rI\G/I!’K('y) =0.

(i) Si M. est non ramifié, alors il existe n € K™ qui lui correspond tel que I'on peut
choisir R C M,, comme dans la section[6.21qui est non ramifié et

nex() = D dM, Dr(Y),

LELOn(R)

oY € m(F) correspond a Y.
Démonstration Supposons d’abord que M! n’est pas non ramifié. Si pour chaque
§ € M(F) correspondant a 7, la classe O%(8) ne coupe pas K, alors rGI_K(’y) =0et
Passertion est vérifiée dans ce cas.

Supposons maintenant qu’il existe §, € M(F) correspondant a 7 tel que O%(5y) N
K # @. Montrons que OM(5)) N KM # &. 1l existe g € G(F) tel que gdpg~" € K.
Prenons P = MU € P%(M), la décomposition d’Iwasawa permet d’écrire ¢ = kum
aveck € K, u € U(F) et m € M(F). Alors umdom~'u=' € K. Il existe u’ € U(F) tel
que umbom'u=! = u'méym 1. Comme M est en bonne position relativement a K,
onau’ € Ketmdym—' € KM,

On peut donc supposer que &y € KM. Notons §y = exp(Xy)n la décomposition de
Jordan topologique, alors 7 € K et K, := G, (F) N K est un sous-groupe hyperspécial
de G, d’apres [13} 5.3]. En particulier, G, est non ramifié. Désignons ¥, le sous-réseau
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hyperspécial dans g, (F) associé a K,,. Idem, on obtient Kf;’l C M, (F), ffy C m,(F)
jouissant des mémes propriétés.

Posons ZM1[Y] 'ensemble des classes de conjugaison dans My, reg (F) qui corres-

_ M _ —
pondent a Y ; posons ZMK: [¥] son sous-ensemble des classes coupant Kf]” . Prenons
. M _ -

un ensemble de représentants =M»Xy Y] dans m, (F). Comme dans la démonstration
de [[11} 5.23], Pensemble des classes de conjugaison dans M(F) qui correspondent a ~y
et coupent KM a pour ensemble de représentants

{exp(X)n:X € EM*/’Kfy[Y]}.

Rappelons que le Lévi R C M, choisi dans la section n'est unique qu’a
conjugaison par M, (F) prées. Comme K, C G,(F) est encore en bonne position
relativement a M,,, on peut prendre un F-tore déployé maximal Ty de G, tel que
Ty C M, et K, correspond a un sommet hyperspécial dans 'appartement associé a
T, dans 'immeuble de Bruhat-Tits de G,,. Quitte a conjuguer R par M, (F), on peut
supposer que Ty C R. Avec ce choix, K := KNR(F) est un sous-groupe hyperspécial
de R(F).

On définit I'ensemble ZX[Y] en remplagant M,, par R dans la définition ci-dessus.
Lapplication naturelle ZR[Y] — ZMi[Y] est bijective d’apres [13, p. 154 (4)].
Prenons un ensemble de représentants =X [Y | dans t(F). Le bilan est

r]\G;ﬂ’K(exp(Y)e) = Z A(exp(Y)e,eXp(X)n) rAG;I_K(eXp(X)n),
XEER[Y]

ou on regarde 1 comme un élément dans M a l'aide du scindage de p au-dessus
de KM,
La descente semi-simple de facteur de transfert [11}, 7.23] affirme que

A(exp(Y)e, exp(X)n) = AM,R(Y’X)

ou le terme a gauche signifie un facteur de transfert pour la donnée endoscopique
elliptique pour R construite dans la section[6.2, qui n’est pas forcément non ramifiée.

D’autre part, la descente d’intégrales orbitales pondérées non ramifiées (13} 4.4]
s’adapte au cas métaplectique (cf. la preuve de [[11} 8.10]). Cela affirme que

r]\G;I_K(exp(X)n): Z dg(M,L)réKL(X)
LeL (R)

ou Kl := K, N L(F), qui est hyperspécial dans L(F). Donc

©) = Y EMD( Y Ay k().

LELO(R) XEER[Y]
Si M! n’est pas non ramifié, M} ne I’est pas non plus, et le terme dans la parenthese

est nul d’apres une variante d’un résultat de Kottwitz (voir [[13, pp. 154—155]). Alors
Passertion est vérifiée dans ce cas-1a.
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Il reste a traiter le cas M! non ramifié. Fixons un sous-groupe hyperspécial K
de M'. Dans ce cas-1a, quitte a remplacer v par un conjugué géométrique, on peut
supposer de plus que € € K' d’apres [12} 5.3] et [9]. Vu [11} 8.9], il existe toujours
0 € M(F) qui correspond a «y avec la décomposition de Jordan § = exp(X)n tel que
n € KM, Donc la formule (@) est valable. Uhypothese (B) de la section[6lest valable et
la donnée endoscopique elliptique (M., . . . ) pour R est donc non ramifiée. Le facteur
de transfert descendu AM.R est normalisé par rapport a K%, toujours d’apres [T}

7.23]. Dot
> AV k(1) =g o (1), L€ LOR).
XEER[Y]
Lassertion en résulte en le mettant dans (9]). [ |

Supposons que M. est non ramifié et n € KM est 'élément fourni par la
proposition tel que 77 correspond a € et M, est non ramifié. Avec ce choix de
(e,m), posons

E™':={(L,5): L € £L9(R),d§(M,L) # 0,5 € E=(L)}.
Corollaire 7.2.3 Avec les hypotheses précédentes, on a

Rex() = > dS(M, g (L, L[N (7)
(LS) EEinsl ¢

onY € mi . (F) correspond a Y.

€,reg

Démonstration Cela résulte aussitét de la proposition [7.2.2] et du lemme fond-
amental pondéré sur les algebres de Lie dans le théoréeme[5.1.11 ]

7.3 Descente des fonctions stabilisées

Cette sous-section est parallele a la précédente. Nous ne répétons plus les notations
et hypotheses.

Lemme 7.3.1 Sivy € Mlc_reg(F) west pas compact, alors

> ine(G,GIs) - s () = 0.

s€E€,(G)
Démonstration En fait, sﬂf] (v[s]) = 0 pour tout s car y[s] n’est pas compact : cela
est prouvé dans [13} 6.1]. [ |

Supposons désormais que v = exp(Y)e est compact. Comme remarqué plus haut,
on peut supposer M. quasi-déployé. Soit s € &€,n(G), alors y[s] = exp(Y)e[s] est
encore une décomposition de Jordan topologique.
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Pour tout L € £ (M), supposé muni d’une donnée de L-groupe, posons

T T'e . »Ir 1—1 4Gls] ! + 1Gls] !
S, L) = {[Zﬁmzﬁp Hgm! Ty (MLL, - stdy (ML L9 £ 0,
€ O,

sinon.

Posons
E' = {(L5) 15 € Ep(G), L € LB (M), i (M, L) # 0}

Proposition 7.3.2 Conservons les hypotheéses précédentes.

(i)  Si M! nest pas non ramifié, alors

> i (G, Gls)) - sy (41s]) = 0.

S€€Mz(G)

(ii) Si M est non ramifié, alors

Y (GGl sy s = Y iae(G Glsheyy (M, L) - s (V).
€€ (G) (Le,5)€E

Démonstration Il suffit d’appliquer [13} 6.4] aux groupes M' — GI[s], a I'élément
exp(Y)e[s], pour tout s, et noter que M} = Mi[s]. [ |

7.4 Un ensemble d’indices

Plagons-nous sous ’hypothese (B) de la section [6] pour 7 et e. Soit s = spt €
sOZI%/Z%. Prenons § = §,7(t) comme dans la proposition[6.4.1l Soit L € £ (R). Par
abus de notation, on désigne 'image de § dans s'OZEF / ZLFF par le méme symbole 3.

Soit L € £C5(R), la construction d’Arthur donne un groupe endoscopique L|3]
de L; si L = Ralors L[§] = M. Supposons fixé un plongement M} — G, [5], alors
la construction d’Arthur est compatible aux sous-groupes de Lévi au sens que 'on
peut regarder L +— L[$] comme une application £%(R) — LGl (M}) : le dual de
L[5] s’identifie au commutant dans G/nﬁ de I'image de ZZF“O dans Zr:f"o. D’apres la

¢

proposition[6.4.1] on obtient
LO(R) — LOEw(MY).

Cette application admet une section canonique, donc est surjective : soit L¢ &
L4 (ML), on définit L € L5 (R) tel que L est le commutant dans G,, de l'image de
ZL%F’O dans Z}EF oD (cf. [13} p. 162 (7)]). Par construction, L¢ est un groupe endoscopique

elliptique de L, d’ott a; = az- pour cette section L +— L.

Signalons que G[s][s est un groupe du type obtenu par la construction[6. .1l Idem
pour ses sous-groupes de Lévi. En inversant cette construction-1a, on a une bijection
canonique

L‘JG[SLM (E) ; LG[SL[SJ (Ml ).
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Le composé est noté

(10) LO(R) —— LOF(M) ——> £ (M)

Lt L[5] L,

qui admet la section L¢ — L¢ — L décrite précédemment.
On a le diagramme suivant, dont toute fleche est injective et I'p-équivariante.

(11) Z% Z55
0 A/
z l Z=
Lo g %

Zn, i v
ILy—>—~
R M.

Montrons qu’il est commutatif. En effet, la commutativité est claire sauf pour les

deux grandes faces. Pour prouver que Z% — Z—~ — Z— — Z— coincide avec Z% —
M M, M M; M

Zy — Zyp, il suffit de noter que le facteur Sp(2m) de M ne contribue pas a Z% s donc

on serameéneau cas M = [], <1 GL(n;), pour lequel I'assertion devient évidente. Idem

pour la grande face contenant Z2. Désormais, regardons tous ces centres comme des
G

sous-groupes de Zﬁ'

On a un diagramme commutatif similaire.

(12) /GG /aG[s]
a\/j i‘/ aM!
/ClG,, GG[S]FISJ \L /aG[s]qu
(1]\/1]7 aﬁ aMé
ag———> 037

€

Rappelons qu'une forme quadratique définie positive W (M)-invariante sur ay
est fixée au début; on la transfeére vers a,;, puis on le prolonge en une forme
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sur ayg vérifiant des propriétés similaires. Ainsi, on peut supposer que les formes
quadratiques sur chaque espace ci-dessus s’obtiennent par ces fleches. Désormais,
regardons tous ces espaces comme sous-espaces de .

.

Pour tout L € £%(R), désignons par 77 le composé
L0 50 T ST I Tp /T
TL: ZXZ/ZE — ZMF;/Z@: — Z," /2"

Posons E? ’ensemble des paires (¢t,L) € (ZI%I / Z% ) x £% (R) vérifiant les conditions
suivantes :
(E1) s:=sot € Ep(G);
(E2) §:=37L(t) € E55(L);5
(E3) d§(M,L) #0;
(E4)dG§RAf,Lﬂ £ 0.

Avec ces notations, on définit deux applications

ety B — B,
(t,L) — (L, s);
einst: B Einst

(t,L) — (L,3).

Lemme 7.4.1 Lapplication e est bijective.

Démonstration Soit (L%, s) dans 'image de . Par (E2), on a a; = arjg = ag, ce
qui détermine le sous-espace a;, donc détermine L € £% (R). D’autre part, I'égalité
s = sot détermine ¢t. D’ot 'injectivité.

Soit (L%, s) € E*. Notons t I’élément tel que s = syt et L 'image de L par la section
de la suite (IQ) associée a s. Montrons que (t,L) € E°. En effet, la définition de E*
entraine que

se SM‘(G),

Gls]

M L
O & Gy = Dy

qui ne sont que (E1) et (E4), respectivement.
Comme a; = ag pour la section L* — L de (I0), on voit que (E2) est vérifié.

Enfin, (I2)) donne un diagramme commutatif

G
5V} + ay ——ay
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Les fleches verticales sont des isomorphismes par ellipticité. (E4) équivaut a ce que
la somme de la ligne inférieure est directe et la fleche horizontale inférieure est un
isomorphisme, donc il en est de méme pour la ligne supérieure, ce qui équivaut
a (E3). D’ou la surjectivité de €. [ ]

Lemme 7.4.2 Lapplication e™' est surjective, chaque fibre a [Z{F ﬂZ]%I : Z2] éléments.
G

Démonstration Soit (L,5) € E™'. Onas € s'OZEF /ZLFF car ZI%i - ZIEF. On a un
7

homomorphisme canonique
0. 0 0 T'r,0 /7 L'r,0
701 2% )22 — 2y 2.

Comme a} & ak = af, ou ce qui revient au méme, af; & af = af, on déduit par

dualité que ZIEF 0= Z%Z{F 9, d’ou la surjectivité de 72. Signalons aussi que 7 est le
M
/ 0 T'r,0 T'r,0 T T

composéde 1) et Z,"/Z, " — Z,F | Z, "

D’apres [4, Lemma 1.1], Thomomorphisme ZIEF"O /ZiFF"0 — Z}EF / Z{F est surjectif.
Ecrivons § = §f ou f € Z}EF/Z?, alors il existe t € Z% /72 tel que f = 7.(¢t). Le

M G
nombre de choix de t est égal a |Ker (1)| = [Z{F N Z% : Z2]. 1l reste 2 montrer que
M G

(t,L) € E°.

Comme (L,5) € E™, les conditions (E2) et (E3) sont automatiquement

satisfaites. Posons s = spt. Cet élément définit une donnée endoscopique pour G,
éventuellement non elliptique. Contemplons le diagramme (I2). Montrons que

(13) agy C agNaf.

Pour prouver af; C ag, on utilise agy C ayy = ay. Pour prouver agy C af,
D

rappelons que a; = ay[g par (E2) ; or L[5] est un Lévi de G[s]¢[4 et UG = el
g5}, d’ou I'inclusion cherchée.

On a aussi ag[s] C a§. Vu (E3), on déduit ag[sl = {0} de (@3], donc (E1) est
vérifié. En utilisant argument dans la derniére étape de la preuve du lemme [Z.4.1}
on en déduit (E4). [ |

e[s]

8 Comparaison des coefficients
8.1 Réduction
Soit 7 € Mg o (F)-

Lemme 8.1.1 On a rﬁﬂ’K(’y) = ZseeMl(G) iMz(G7G[s])sG[f](7[s]) = 0 sauf si, a
conjugaison géométrique pres, y vérifie les conditions suivantes :

— 7y est compact avec la décomposition de Jordan topologique v = exp(Y)e,
— M_ est non ramifié.

En particulier, le théoremeld.2.1] est vérifié si v ne vérifie pas les conditions ci-dessus.
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Démonstration Cela résulte des propositions[Z.211[7.2.2]et[Z.32 et du lemme[Z3.1]
|

Désormais, supposons que -y est compact avec la décomposition de Jordan topo-
logique v = exp(Y)e telle que M} est non ramifié. D’apres la proposition [Z.2.2] on
peut choisir € K™ correspondant a e tel que M, est non ramifié. On s’est ainsi
ramené 2 la situation dans la section [Z4] Conservons le formalisme-la et posons,
pour (¢t,L) € E4,

(L,3) = e™\(¢t, L),
(L,s) = e'(t, L),
ins . 4G . = I'r 0 ., ~071—1
c t(t,L) = dR(M, L)IE(L’L[S])[Zﬁ mZA’iI : ZE] s
(e, L) == €SN (M, L)ipg (G, GIs))

_ JGIsleagt 1eyi7LF Tr T 1=1: (A
= dy (M L)ZE N2 2] e (G, Gls)).

Indiquons que les intersections des groupes complexes sont prises a I'aide du
diagramme (TT)).

Lemme 8.1.2 Supposons vérifié le lemme fondamental pondéré non standard dans la
conjecture[5.3.1] Soit v = exp(Y)e et 1) comme ci-dessus, oir Y € m'(F). Alors

Hex() = D ™ D s (1),

M;,Mi
(t,L)EE"
> (G GlsDsy (vIsh = Y ¢, Lsyy (V).
s€€,1(G) (tL)eE

. o . . L[5].L¢ . . [
Ici nous utilisons la convention (5)) pour le coefficient cﬁ]j’w , qui sera justifiée dans

la preuve.

Démonstration On combine les propositions[Z.2.2}[7.37] et les lemmes[Z.4.1] [7.4.2]
et le fait, noté dans [[I1} section 8], que L[S]sc et LS font partie d’un triplet non
standard. Ce triplet est un produit direct de triplets tautologiques (avec j, = id)
ou des triplets de type (Sp(Za), Spin(2a + 1), ]*) , ol j, est choisi comme dans la
section[5.3] par lequel (ﬁé)SC correspond a (M. ).
alld
M,
par (I2) (ou plutot (). En effet, il suffit de comparer la remarque 534 et la
définition Cela permet de conclure en appliquant le lemme fondamental
pondéré non standard en corollaire 5.3.2 ]

De plus, I'application — aﬁi induit par j, coincide avec celle obtenue

Lemme 8.1.3 Pour tout (t,L) € E°, on a Iégalité

inst st -1 _ Tk I'r,0 , Ik T'r,0
S e 1) = 12 N 20 20 0220,
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On démontrera ce résultat combinatoire dans la section En admettant le
lemme[B13] pour I'instant, montrons notre théoréme principal.

Démonstration du théoreme[d.2.1] D’apres les lemmesB.T.TletB.1.2] il suffit de fixer
(e,m) comme ce que I’on a fait dans cette section, et prouver que

CinSt(t,L)_lc‘St(t, L) — CLM['S—];;

pour tout (¢, L) € E%. D’apres le lemme[8.1.3]

inst —1 st _ T'r Tr0 , Ik Tr07—1
L) ) = 12 NZE 2l 02

Rappelons que L[] € £ (Mé) s’écrit sous la forme

L[s] - Ly X Sp(2a) X Sp(2b)

STOT T

M = My x TJ[GL(-)xSpa’) x []GL(-) x Sp(2b’)

otta,b,a’, b’ € 7, et Ly, M n’ont aucun facteur direct de type SO impair déployé,
¢f. 1a description de M. Selon la définition [6.1.T] on en déduit

LF =Ly, x SOQ2a+1) X SO2b+1)

S I

My x J[GL(-)xSOQ2a’+1) x J[GL(-)x SOV +1).
D’ou
—1
r Tr0 , T Tr07—1 _
2y 20 2 N 2 = ’ZSP(W N (HZGL(.,@) x {1}) ‘
—1

: ‘stzm) n (HZGu-,@ x {1}) ‘ -

Ces expressions s’évaluent sans difficulté :

sia>0,a" =0,

(14) ‘ZSP(Za,C) N (HZGL(-,@) % {1}) ‘—1 _ {;7

1, sinon.
Idem pour b, ¥ au lieu de a,a’. D’autre part, c}%f]]\ff est égal au produit cf/[:i[ .
G on G, = SOQa + 1), M, = [IGL(:) x SOQa’ + 1) C G, et G,

My, My
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M, sont définies selon la définition .1} Idem pour b,1’ au lieu de a,a’. Vu la

proposition[5.3.3] c]\%i} admet la méme description ci-dessus que ({4, et idemn pour
cg’;’j;b. On conclut que

1z Nz zi Nz =l
ce qui fallait démontrer. ]

Yoga de centres

Nous nous proposons d’établir le lemme [BI.3] Fixons (¢,L) € E° et conservons
les notations précédentes. On a les variantes suivantes des diagrammes (1), (I2)) :

(15) z2 o
/ : Gl
AN ZA/
i i M
‘/z o
Zg ﬁl i

dont toute fleche est injective et I"r-équivariante, et

(16) ag aGs]
e -
apy l/ Qg
ar ar(s) ‘ Qre
s
ag Ly ClMg

€

dont toute fleche est injective et toute fleche horizontale est un isomorphisme, car les
données endoscopiques en vue sont toutes elliptiques.

Lemme 8.2.1 On al’égalité
dg(M, L) = d3 (M, ).

Démonstration Contemplons (I6). La définition de E° fournit le diagramme
commutatif

a ® af ——a§
Gls) Gls)_~_ Gls]
Ay D Qpe —>Qn .

€
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Les égalités verticales préservent les formes quadratiques choisies (rappelons (12))

et la remarque qui le suit). Les facteurs dj(-, -) sont les rapports des mesures
relativement aux fleches horizontales, donc sont égaux. [ ]

Les preuves suivantes reposeront sur (I3)) et deux faits.

(1) Soient H un F-groupe réductif connexe et S un sous-groupe de Lévi de H.
Supposons qu’ils sont munis de données de L-groupes compatibles. Alors

Zir =2 2.
(2) Soienta, A, B des sous-groupes dans un groupe commutatif tels que a C A. Alors
AN (Ba) = (AN B)a.
Le premier est [4, Lemma 1.1] et le deuxieme est élémentaire.

Lemme 8.2.2 On al’égalité

Cinst(t,L) _ [lep\ HZE’O _Zg]_l
dg(M, L) s M e

Démonstration Notons ¢; le terme a gauche dans lassertion. En déroulant les
définitions, on voit que
— 170 . oTe o te . T =11 s ~ 0 . 07—1
0= [Zﬁi.Zé ][ZL[AS-] 1 Z7 2 HZM .Zé] .

T'r,0 T'r,0 Tr,0 .
Comme ZLF — ZE% 7 et 2257 = ZRF , on a la suite exacte

M; M M;
Ty T Tr 7Lr
ZEX NZF ZL =
L& R L[5 M,
1 — — I T — 1.
L L R
Donc
_ T'r Tr . ZUry=11,1F 0 . »071-1
Cl*[ZLTg]mZR 'Zt] [Zt OZM'ZG] .
On a aussi

Tr _ T Ir0
25 = 7l b,

Lr0 _ 5r0.0
Zym =2 Zﬁ

ot la derniére égalité découle de I’hypotheése d$(M, L) # 0 et dualité. D’ou Z}I;F =

7' 79 donc
LM

T'r T'r _ I 0 FF — I:F\ 0 FF
ZL[As’] N ZR = ZLF] N (ZMZL ) (ZL[§] N ZM)ZL
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car Z{F C ZY . On en déduit
L[3]

ZFF nz% Z nzy

L[3] M "~ L3
Tk 0 Tr
Zﬁ N ZI\A7I Zi

Donc
=2k nZ% 2Nz 2 0 2L s 22!
L[3) M L M L M G

=z nZ% . 227
L[3] M G

Il reste a observer que Z% = Z-5°, ]
M M
Lemme 8.2.3 On a légalité
(¢, L)

T F, 0
T = A N2 2 ]!
M! )

Démonstration Notons ¢, le terme a gauche dans lassertion. Déroulons les
définitions : ¢, est égal a

[ZFF ZFF ZU 2 2 2 2 = (2 20 2 n 2 22
Gls] M M Gls] G M M M Le G

70
OnaZz " =Z%, donc
M M

=z Z2 Nzt nzy 2

=zt z2 Nz Nz Z2 Nz T (22 Nzt 2
M! Le G

Montrons que
| S RV Tr . o 0r0 ~ STp07—1 _ 0p0 ~ STe . U500 ~ STr07—
(17) [Z@'Z@ ][Zz/vﬁmzf( .Z]\7 NZ;"] *[Zﬁ NZ;: o Nzl

Ona

Tk Tr yI'r,0
ZA —Z ZIT/I\' ,

er,o _ R0 ZI‘F 0
M M

€

ou la derniere égalité résulte de I’hypothese dSEN(M, Le) # 0. Par conséquent Zz%fi =

€

Tp 0
ZﬁfZMi!' , donc

zZr=27z1n Z =ZIN (225 = (2N 2 Z 2
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D’ot la suite exacte

ZFF mz“o ZEF mZEE Zl%
l— rFoerFo*> FpomZFF, *}ZE,O*H'

On déduit ([I7) de cette suite. En mettant (I7) dans la derniére expression de ¢,
on obtient I'égalité cherchée. ]

Démonstration du lemme[8.1.3] Vu les lemmes précédents82.11 [8.2.2] et[8.2.3] on a

Cimt(t,L)CSt(t,L)_l _ [ZFI- N ZFF7 ZFI- ﬂZrF 0].

Posons
A=Z0 Z” 0
B:=Z% Nzl
L[s] M
Ci=210 = 70"
: L[s] I

Rappelons que d° (M, L) entraine que ZII\%’O Ay OC On a donc

ZiENZE = Zpr N (Z25°C) = (2 N Z1°)C = AC,

Zh N2 = 2l n(ZE°0) = (ZiE nZE)C = BC.

D’apres ce qui précede et 'inclusion ZLE[\F_] — ZLE(F ,
S

ANBC = (Zrl- erF7 ) N (ZFJ- ﬂZFB ) — ZF[- XF/If!,() — B

Donc A/B ~ AC/BC. 1l en résulte que

(e, L), 1) = [A: B] = [AC: BC] = [Zf N ZL° 1 Zt N Z°),

ce qu’il fallait démontrer. ]
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