GENERALISATION DU SCALAIRE DE COURBURE ET DU
SCALAIRE PRINCIPAL D’UN ESPACE FINSLERIEN
A N DIMENSIONS

ARTHUR MOOR

Introduction. Dans ses mémoires ‘“Uber zweidimensionale allgemeine
metrische Rdume”’ [1] et ““On Finsler and Cartan Geometries I111,” [3] Berwald
a définie deux invariants fondamentaux des espaces finslériens 4 deux dimen-
sions. Dans le présent travail nous allons établir une formule pour le scalaire
de courbure et une pour le scalaire principal, qui définissent un invariant de
I’espace finslérien & # dimensions, et qui sont identiques, pour deux dimensions,
aux invarients définis par L. Berwald. Notre idée fondamentale sera d’ex-
primer le vecteur normal (k% k;)—qui n'est défini qu'a deux dimensions—par
le vecteur d’Euler, déja défini pour » dimensions.

Dans II nous donnons aussi quelques autres invariants de 'espace & deux
dimensions formés par le vecteur d'Euler.

I. LES TENSEURS FONDAMENTAUX DE L’'ESPACE

Les tenseurs fondamentaux d’'un espace finslérien sont les suivants:

1. Le vecteur unitaire porté dans la direction de son élément d’appui (x, x’).
Si

,;  dx
ds = F(«, %% ...,x" ', 22, .. .,x'") dt, %'t = =
est la distance de deux points infiniment voisins de 'espace, ol F est positive-
ment homogeéne et du premier degré par rapport aux x'%, alors F est la fonction
fondamentale de la géométrie—en ce cas, les composantes du vecteur nommsé
seront [4, pp. 12-13]:
aF

ox'E
1 ll=——, li-_—*———..
) F Ix’

2. Le tenseur métrique [4, pp. 10-12]:

1 0%F?
2 k= —— .
@) Eik 2 9x’*9x'*

3. Le vecteur normal unitaire, qui est alors perpendiculaire a I* [3, p. 193]
pour deux dimensions:

3) Bi= — ety hi= — enlt G,k =1,2)
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ol le tenseur ¢ a les composantes:

1 1
4 1= = (), ¢?= , = —
(4a) € € € TR € JFE
(4b) €1 = €2 =0, €2 =1/ F:FI,‘ e = —\/ FF,.
F, designe la fonction [1, pp. 193-198]
2 2 2
® pooLPF__ 1 #F _12F
xlz aylz xlyl axlayl y12 axlz

A/ P*F, est donc la racine du discriminant
g = guga — g1
Dans le cas de deux dimensions, nous écrivons (x’, y') au lieu de (x'1, x'?).

4. Le vecteur d'Euler, dont les composantes sont [5, pp. 84-87]

d
(6) pi = Fui — 7 Fai.
Dans le cas de deux dimensicns, p; a la forme (2, p. 38]:
(6a) Pl=Fz"dii » =yT,
(6b) p=F = 2Py = —T,
dt
) T = Foy — Fyw + Fi(x'y" — y'x").
On peut exprimer la variation 8s de l'intégrale:
®) s= [, Fx, ) dt

par p; et p; par conséquent:

os = [1 (p1ox + p2by) dt.
Pour les extrémales de 'intégrale (8) on a les équations [5, p. 86]
9) pr =0, p2 = 0.

II. INVARIANTS FORMES PAR I%, B%, p;

1. Courbure extrémale. Si a; est un vecteur covariant et 8° un vecteur
contrevariant, on aura un invariant par la construction du produit scalaire:

4 = aifB’.
Ainsi les fonctions:
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(10) A= pilt (t=12)
(11) A = pih? (t=12)
sont les invariants de I'espace caractérisé par l'intégrale (8) ou par le tenseur
métrique (2)
De (1) et (6a), (6b) il résulte:
4, =0.

Le vecteur p; est alors perpendiculaire 3 I°.
Nous allons maintenant calculer I'invariant 4. (6a) et (6b) nous donnent:

A: = T(Y'R — x'h?)
et, A cause de (3) et (4a), (4b)

1 1
B == —I y 2= e ’
VPR VFFR
alors
T

Az = - (x’l; + y'lg).

Vv F*Fy

Nous obtenons pour A4, par suite de 'homogénéité de F

Ay = — _TF_
VPR
L’invariant
1 T

12 - ———
( ) 1 4 ‘\/ F’F 1
a été nommé par Berwald ‘‘courbure extrémale’”.! A, sera ainsi:
(13) &=—€.

A, sera nul pour les extrémales de l'intégrale (8), car en ce cason a

1_o.

r
Les équations (11), (13) et (6a), (6b) fournissent pour 1/r les expressions

1 1
;== 7 (ph' + poh?)

-1 e~ )

= — T @K —mp).
1Cf. (2] pp. 38-42. Berwald designe ici la courbure extrémale par 1/p.
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Si
=x(), y=30
sont les équations d'une extrémale de (8), 4. sera nul mais p; ne sera pas per-
pendiculaire & A* puisque p; = 0.

2. Scalaire de courbure. On peut aussi exprimer le scalaire de coubure
par les vecteurs /, &, p. Le scalaire de courbure est défini par 'équation®

R =Rx, 5,2, 9") = 3 Rhj €.
On peut vérifier facilement que
¢k = [igk — [kpi
[3, p. 89] et, par conséquent,
(14) R = L R’ (Ph;h* — Dhiht).
Calculons les composantes contrevariantes du vecteur p. On a
ob = g py.

Les composantes du tenseur g* sont:

u_ 82  e_ou_ _ 812 . _ 811
8 pr 8T8 PR 2 T PR
ol
g.k 1 a2F2
TP e
On tire de ces équations pour p;  'aide de (6a), (6b),
T ' !
(15a) pt = 2FF, O (F)yy +x (F%)zry),
(15b) = (= g (F)ay — 2/(F)).
2F3F,

Mais (F?), et (F?), sont homogeénes et de degré un par rapport a4 x’ et y’ et
ainsi (15a) et (15b) nous donnent d’aprés (12):

L _FaF 1

p = — . —

r 9y \FF,

. F OF 1
pr= s e
r 9ox' \/F3F1

et & cause de (3), (4a), (4b), nous obtenons:

(16a) o= Ly = _ Ly

r r

*Cf. 3], pp. 91-92. Pour R¢’; cf. [4], pp. 36-37.
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d’ou

(16b) pi = —

L
r

Si 'on prend comme parameétre la longueur s mesurée sur la courbe

xt = x* (s),
alors
Flx,y,x',y") =1,
et la longueur de p* sera

17 L(p*) =Vpipi = 1/r.

La longueur du vecteur p* nous donne toujours la courbure extrémale. Pour
un paramétre quelconque ¢, on a

(18) L(pY) == = — 4.

Si nous exprimons %, et h* de (16a) et de (16b) et si nous substituons ces
valeurs & (14), nous obtenons la formule:

2 . o ..
(19) R = '2%2 Ro’ix (Ipjp* — l¥pjp?).

3. Scalaire principal. Le scalaire principal d'un espace finslérien est [1,
p. 204]:

(20) S =L Ahinint = 1

L (2 en _or on
FYF2 \ox' 8y 9y ox
oll A4 ;ji est-le tenseur de torsion de 'espace. Selon (16a), nous tirons de (20)

73

(21) J=- ﬁgAijkPinPk-
On a encore la formule [3, p. 89]:
(22) Aijr = 28h.hjhy

d’otl nous obtenons, par I'équation (16b):
3

(23) A = — 23 Fr—s PiP;Pk-

I11. SCALAIRE DE COURBURE ET SCALAIRE PRINCIPAL DANS UN ESPACE FINS-
LERIEN A 7 DIMENSIONS

Les formules (17), (19) et (21) nous donnent une généralisation de la cour-
bure extrémale, du scalaire de courbure et du scalaire principal & #» dimensions,
sit,j,k =1,2,...,n,car les vecteurs I*, p?, R’ ;t, A ;jx sont définis 3 n dimen-
sions. (Cf. les équations (1) (6); £* n’était défini qu'a deux dimensions.)

https://doi.org/10.4153/CJM-1950-028-1 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-1950-028-1

312 ARTHUR MOOR

Le vecteur
(24) ot =t g = B (=12...,n
L(p*) L(p*)
ot L(p?%) est la longueur du vecteur p* donné par (6), est un vecteur unitaire,
et ainsi on peut exprimer le scalaire de courbure et le scalaire principal (d'aprés
(18) et (24)) des équations (19) et (21) sous la forme:

(25) R = 3 Rk (l'ojo* — l*ajot) G5 k=1,2,...,n)
(26) §=—34dipoioict G k=12...,n).

Les formules (25) et (26) définissen. naturellement pour # = 2 les mémes
invariants que Berwald a définis [1 et 3].

Les espaces de Riemann sont caractérisés dans le cas de n dimensions aussi
par

@7) 3 =0,

quand encore (23) existe dans 'espace (n > 2); parce que, d’aprés (23), il
résulte de (27)

F d%;
28 Ay = — =0,
( ) ik 2 axlk
donc
(29) gij = gij(xt &% ..., x™)

et ce résultat est caractéristique pour les espaces de Riemann. Réciproque-
ment, si 'on a

(30) Aijr =0,
il résulte de (21) que (27) et (30) sont équivalents.
Dans un espace de Minkowski—dont la fonction fondamentale a la forme

F = F(x'\,x'?, ...,x'")

ona
(31) Rz =0
donc, d’aprés 1'équation (25),

(32) R =0.

Réciproquement, (32) entraine en deux dimensions, par l'identité
Ro'i = R(lioTor — liolas)

Péquation (31); (31) et (32) sont donc aussi équivalents; cf. I'équation (25) et
I'identité: ¢"l, = ¢,i" = 0.
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