REMARQUE SUR LA MOYENNE ARITHMETIQUE DE
FONCTIONS UNIVALENTES CONVEXES

G. LABELLE et Q. I. RAHMAN

Soient f(z) et g(z) deux fonctions univalentes normalisées convexes dans
|2] < 1. Nous avons démontré récemment (3) que leur moyenne géométrique
F = (fg)'? applique le disque |z| < (24/3 — 3)'/? sur un domaine convexe et
I'estimation est précise.

Nous voulons ici considérer le méme probléme pour la moyenne arithmétique
1{f(2) + g(2)} des deux fonctions f(z) et g(z).

TaEOREME. Sotent f(2) et g(3) deux fonctions univalentes normalisées convexes
dans 3| < 1. Si k représenie la plus petite racine positive de I'équation

(1) 1—3r+2r2—2r3 =0,

alors la moyenne arithmétique 3{f(z) + g(2)} applique |2| < & sur un domaine
convexe.

11 nous faut, pour la preuve du théoréme, le lemme suivant.
LEMME. St la fonction
f@) =2+ a2+ az® + ...

est univalente normalisée convexe dans |2| < 1, alors I'image du cercle |z| = r < 1
sous U'application

_ @)
. W=z %)
est contenue dans le disque
lw _ 2 2y
1—7 1—7

Preuve du lemme. Par hypothése,
Re{l Z]_”’(zl} =0
T2
dans |z| < 1. Donc, 1 4 2f”"(2)/f' (2) peut étre représentée par la formule de
Herglotz-Stieltjes
]_ru(__ _ _}— +7rl + ewz
1+ Zfr(-Z) = or a1 - eiq‘)z d”(¢)1

Regu le 20 février 1968 et en forme revisée le 5 juillet 1968.
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ol u(¢) est une fonction non-décroissante sur [—m, 7], telle que

1 t
o f_w du(e) =

]”’ () 1 2e’¢z

f’(z) T 2rd_ 1 —

I1 s’ensuit que

u(¢)

Pour chaque ¢ € [—m, 7], la transformation homographique

2™z

To:2—>——5
¢ 1 — e

applique le cercle |2 = 7 < 1 sur un cercle centré au point 272/(1 — 72) dont
le rayon est 27/(1 — r?). Le lemme est donc démontré.

Preuve du théoréme. Etant donné que les fonctions f(z) et g(z) sont uni-
valentes normalisées convexes dans |z| < 1, on veut déduire que

@+ g"(z)}
{” & +e@ =0

pour |z| = k.
On a

RUOEY ORI ( +g(z>> +z£,~<)—) ( +f'<z>>—‘
g

o +4@  “fk () ( &
ACI R 2" (2) 1 J
) 1+ 4e” + 5 ') 1+ A ™ disons.

11 est clair que si |w — a| = d,a = 0, et w, est un nombre complexe donné,
alors ww, appartient au disque centré en a|w,|e?2™ ¥0 dont le rayon est d|w|,
c’est-a-dire que

Re(ww,) = |wo|{a cos(arg wo) — d}.

Donc, pour |z| = 7 < 1,
'@, 1 } 1
Re{ &) 1+ 46 = V(A + A+ 24 cos @)

X{ 2° ) 1+ 4 cosa _ 2r }
1—7" v/Q+4°4+24cosa) 1—7#°

g @) 1 1
R{ ") 1+ 4 ‘—’“}2 V(1 + A%+ 24 cos )

X{ 2 ) A® + A cosa 2 }
1—7 v/Q+A4°+24cosa) 1—7°)"
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On trouve alors

(@@, 2t o 1t
R T2 ¥ o) >1_I_l—r 17 V(A + A% 24 cosq)
L1477 2r 1+4

S1—7 1= VA + A2+ 24(1 — 87+ &%)
car (1)
larg f'(z)] = 2sin~Y, larg g’ (2)| < 2sin~lr,
et donc pour 7 =< 1/v/2,
cosa = cos(4sin~l7) = 1 — 82 4 84,
Mais on a, évidemment,
1+4 1
NVIT AT 240 =8 T8 Si=27
On déduit que pour 7 < 1/4/2,

@) + ¢ () 1 ( . % )
Re{l-l—zf/(z)_‘_gl(z)}%l_rg 1+7’ —1_272

1=3rt+ 22
T A=) =2r%

et le théoréme s’ensuit.

Le théoréme dit que la borne supérieure 7,(” des rayons des disques fermés,
centrés A l'origine, dans lesquels la moyenne arithmétique de deux fonctions
univalentes normalisées convexes arbitraires dans [z| < 1 est convexe est au
moins 0.3966 . . .

Nous allons montrer ici que 7, < 0.403515 ... . Pour ce faire, prenons

@) = 7—w;, 8@ =77

— %3’ 1—¢ "%

Siz = re?, alors pour 0 < 7 < 1,

@) + £ 6)
Re{“ f()+g(2)}

= |(1 — 2z cos ¢ + z’cos 2¢) (1 — 2z cos ¢ + 2°)|*
X {(1 — 6r’cos 20 + 6r°cos 26 — 7%
+ (—6r cos 8 + 24r°cos 6 + 6r°cos 39 — 2r°cos 360 — 67cos 6) cos ¢
+ (8" + 12¢%cos 20 — 36¢* — 24r°cos 20 — 12¢°cos 20 + 47%) cos’
4 (—36r°cos 6 — 8r’cos 39 + 607°cos 6 + 4r°cos 36 + 12¢"cos 9) cos’¢
+ (36r* + 24r%cos 20 — 24r° — 47%) cos*¢ — 48r°cosbcos’ ¢ + 167°cos’ ¢} .

Donc, 3{f(2) + g(z)} cessera d'étre convexe dés que 7 excédera la plus petite
racine positive de I’équation
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(2) P(r,cosb,cos¢) =14 (—6cosfcosp)r
+ (—6cos 20 + 8 cos2p + 12 cos 28 cos?¢)r?
4 (24 cos 6 cos ¢ -+ 6 cos 30 cos ¢ — 36 cos 0 cos’p — S cos 30 cos?p)r?
4+ (—36 cos?¢ — 24 cos 26 cos?¢ + 36 cos?e + 24 cos 26 cose)r*
+ (=2 cos 30 cos ¢ + 60 cos 0 cos’¢ + 4 cos 30 cos’p — 48 cos 0 cos’¢)r®
+ (6 cos 260 — 12 cos 20 cos?¢ — 24 cosie + 16 cos®e)r®
+ (—6cosfcos ¢+ 12 cos 0 cos’e)r” + (—1 + 4 cos?p — 4 cosip)r® = 0,
ol f et ¢ sont des paramétres variant chacun dans [0, 27).
Une étude, faite avec I'aide de I'ordinateur électronique CDC 3400 du centre
de calcul de I'Université de Montréal, a montré que P(0.40351360, 1, C) est

strictement positif si —1 < C = 1 et que P(0.40351530, 1, C) est négatif pour
certaines valeurs de C dans [—1, 1]. Donc

ry@ < 0.40351530.

Nous ne savons pas quel choix de 6 et ¢ donne la plus petite racine positive de
I’équation en 7 (2). Nous avons donné a r chacune des valeurs 0.39661, 0.39700,
0.39800, 0.39900, 0.40000, 0.40100, 0.40200, 0.40300, 0.40400 et fait varier cos
sur 'ensemble

{0, £0.1, +0.2, £0.3, 0.4, £0.5, £-0.6, 0.7, 0.8, 4-0.9}.

Dans chaque cas, l'ordinateur n’a trouvé aucune valeur de C € [—1, 1]
satisfaisant I"équation

P(r,cos b, C) = 0.

Nous avons aussi essayé cos 8§ = 0.99900 et cos § = 0.9950; I'ordinateur n’a
fourni aucune racine de (2) plus petite que celle obtenue plus haut avec

cos § = 1.
On vient donc de montrer que
3) 0.39660000 < 7, < 0.40351530.

Remarquons que les calculs effectués par l'ordinateur électronique ne
prouvent pas d'une fagon définitive que le théoréme n’est pas précis.

Le théoréme est intéressant en relation avec le fait que la moyenne
arithmétique de deux fonctions univalentes normalisées convexes n'est pas
nécessairement univalente dans |z] < p si p > 1/4/2. Ce fait a été remarqué
par le professeur M. S. Robertson, mais trés peu de personnes le connaissaient
car il n’a jamais été publié. Le professeur W. K. Hayman ne connaissait pas
I'observation du professeur Robertson comme le montre son livre récent
(2, probléme 6.11) qui contient la conjecture que toute combinaison linéaire
convexe de deux fonctions univalentes normalisées convexes est univalente
étoilée dans |z| < 1. Indépendamment du professeur Robertson, plusieurs
personnes (en particulier, les professeurs T. H. MacGregor et A. W. Goodman)
ont montré que la conjecture est fausse.
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Comme conséquence immédiate de (3) et du fait qu’'une fonction f(z) est
univalente normalisée convexe dans |z < 1 si et seulement si zf'(z) est
univalente normalisée étoilée dans |z| < 1, on a ce qui suit.

COROLLAIRE. St 7+ représente la borne supérieure des rayons des disques
fermés, centrés a I'origine, dans lesquels la moyenne arithmétique de deux fonctions
univalentes normalisées étoilées arbitraires dans |z| < 1 est étotlée, alors

0.39660000 < 7@ < 0.40351530.

En fait,
7@ = 7y, (@,
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