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DES DERIVEES DE RESIDUS
ET UNE IDENTITE REMARQUABLE

FRANCISCO GOMEZ™) g+ DANIEL LEHMANN* *)

1. Introduction

Soit ¢ un polynome symétrigue de g variables (g = 1), homogéne de degré p (p
entier = 2), a coefficients complexes. Soient (ay, a,,..., @,) et (B, By,..., B,
deux familles de p nombres complexes, tous non nuls, et telles que toutes les

. o R . . .
différences % — —L soient également non nulles pour ¢ # j. Soient enfin
i i

(A4, Aoy A et (uy, o, . . ., 1) deux familles de ¢ nombres complexes. On a
alors:
THEOREME 1.

Ol tt) _ 0G0 d) _ $ OB @ B e
; ? = B, «q;
e B My e 1 I s (Fj a Eﬁ)

Siles a; A <i<p)et les 4, (1 £ u < ¢ dépendent maintenant différen-
tiablement (resp. holomorphiquement) d'un paramétre réel (resp. complexe) £, on en
déduit immédiatement, en notant ' la dérivée par rapport a £, et en supposant non
nuls tous les nombres figurant en dénominateur, le

COROLLAIRE.

<<p(21,..., xq))f _t ‘p(%) (i—i))
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Dans cet article, nous allons d’abord démontrer le théoréme 1 comme un cas
particulier, correspondant a des cas de “non dégénérescence”, en un sens voisin de
celui de Bott ([B1]), d'une formule de différence de deux résidus de Grothendieck
(théoréme 2 ci-dessous). Le cas (p =¢q, o; = A;, B, = u;) a déja été demontreé
implicitement dans [L2]. Dans la généralisation qui suit, nous nous efforcerons
d’éviter toute considération globale et de rester au voisinage d'un point ou tous les
fibrés sont triviaux: malgré celd, nous n’'avons pas réussi a nous passer de ces
outils usuels de la Géométrie différentielle que sont les connexions et la théorie de
Chern-Weil (nous faisons en particulier un usage intensif des opérateurs de différ-
ence itérées de Bott pour une famille de connexions, dont la traduction naive en
termes de coordonnées locales nous semble beaucoup trop compliquée dans le cas
général pour qu’elle vaille la peine d’étre faite).

Nous donnerons ensuite, de l'identité remarquable du théoréme 1, une démon-
stration purement algébrique et beaucoup plus élémentaire. [Notons toutefois que
c’est par la premiére méthode que cette identité a été découverte!]

Merci 4 M. Soares pour de stimulantes conversations. C'est en particulier lui
qui a suggéré d'utiliser le théoréme 1 pour obtenir une formule de dérivation. Il 'a
d’ailleurs utilisée dans [S] pour étudier les systémes différentiels algébriques sur
P"(C) qui n’admettent pas de sous variété algébrique invariante.

2. Enoncé du théoréme 2

Comme dans lintroduction, notons ¢ un polynome symétrigue de g variables
(g = 1), homogéne de degré p (p entier = 2), a coefficients complexes (qu'on peut
aussi étendre, d’apres ([B2]), en un polynome homogéne de degré p par rapport aux
coefficients des matrices g X g coefficients complexes, invariant par la représenta-
tion adjointe de GL(g, C), (4,,...,4,) étant identifie a4 la matrice diagonale
correspondante). Soient U un ouvert de C’ (coordonnées complexes naturelles

0 0
notées (z),), X = 2!, X,-g et Y=23¢, Y,g deux champs de vecteurs
1 1

holomorphes sur U s’annulant tous deux en le méme point m, de U, seulement en
ce point, et commutant, (c’est dire définissant une action holomorphe infinitésimale
du groupe C? sur U : [X, Y] = 0). Soient M et N deux applications holomorphes
de U dans l'espace des matrices ¢ X ¢ coefficients complexes. Nous allons évaluer
la différence
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o(N) de, Ndx, N\ -+~ dx, | | o) dx, N\ dx, A -+ dzx,
Y’ly I/;r---’yp m Xer27---,Xp

My

en fonction du seul comportement de (X, M) et (Y, N) au voisinage des points
de U — {m, ou X et Y sont colinéaires. [On a noté:

[ n ] :f_ﬁ_
Xy X X, 1, RIP_ X,

la valeur en {m,} du symbole résidu de Grothendieck, ot 7 désigne une p-forme
holomorphe sur U, X = (X}, X,,..., X,) : U— C’ une application holomorphe,
n’admettant qu'un seul zéro {mo} dans U, et R désigne une certaine variété de
dimension réelle p incluse dans I'ensemble des points de U ot aucune des coordon-
nées X; ne s’annule et qu'on peut prendre égale (cf. [L1] section 6) a 'intersection
de p hypersurfaces d’equation |X1| = ¢,, (¢; désignant une constante positive)
lorsque celles ci sont en position générale.

Plus précisément, notons I” I'ensemble (analytique) des points de U — {m} ot
X et Y sont colinéaires, S” ' une 2p — 1 sphere dans U entourant {m,}, (W,), la

famille des composantes connexes de I' N S¥™*

, et 7, une sous variété a bord de
. . 2p—1 L. .
dimension 2p — 1 dans S~ °, contenant W, en son intérieur. Puisque X et ¥
; . . . .. e e, . 2 ..
commutent, I” est nécessairement invariant par l'action infinitésimale de C qu'ils

engendrent: X et Y sont donc tangents P a I

On supposera (c’est la situation générique!) que I' est une courbe complexe
singuliére sans singularité en dehors de {m,}, et que les différentes branches 8,
de I' passant par {m,} sont transverses a Szp_l, (de sorte que chaque intersection
W,= 8, N S* ' est un cercle).

Nous ferons enfin I’:

Hypothese (*): Pour tout h, il existe un systeme de coordonées complexes (xy, Yy, . . ., yp)
au voisinage de T ,, tel que W, soit défini par les équations y, = 0, (u = 2,..., p),
tel que la restriction a T, de la projection 7 : (X, ¥y, ..., Y,) = X soit une fibration

localement triviale, et tel que l'on ait:

(U C'est en fait la seule hypothése dont nous ayions réellement besoin, et il n’est pas

nécessaire que X et Y commutent pour cela: par exemple, elle reste vérifiée si X et ¥ provien-
nent de l'action infinitésimale de l'algebre de Lie complexe non commutative de dimension 2
(algebre de Lie du groupe affine de C).
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AC#0sur T, e¢B,=D,=0sur W, (u=2,...,p),

0 0 0

0
o l’onaposé:X=A%+ ZZ:ZB“G_Q/“' et Y= C%-I- >.,D,

A

THEOREME 2. Sous I'hypothése (*) on a la formule:

o(N) dz, A dx, A -~-dx,,] B [go(M)dxl/\dxz/\ -~-d.r,,]

Illy ),2»---) sz Xl’XZy---yXp

0

= [cp(M,,) dy, A -+ dy,]
2 %L,, Zy..., Z, Idx.

D, B, 1 1
ol Zu=-c__'A“(23“£P)rMh=EN_ZM et [

o(M,) dy, N -+ dy,
Z,....Z, .

représente la valeur en x € W, du symbole résidu de Grothendieck sur la fibre
-1
T (2).

Remarque. On peut déduire du théoréme 2 une formule de dérivation généra-
lisant celle du corollaire du théoréme 1 de la facon suivante. On suppose que les
composantes X; du champ holomorphe X ainsi que la matrice M dépendent dif-
férentiablement (resp. holomorphiquement) d'un parameétre réel (resp. complexe) .

0X
On note maintenant I le lieu des points oi X et Pt sont linéairement dépendants,
et l'on fait des hypothéses analogues a celles du théoréme 2 en remplacant partout
0X
X et YVopar Xet a5 Les composantes A et B, de X sur J, par rapport aux

coordonnées (x;, ¥, . . . ,y,,) dépendent différentiablement (resp. holomorphique-
ment) de £ On a alors la formule:

g[coum dx, A dz, A ---dx,] _
ot X X, .0 X, e

TR P
we Fh amy o)
ot\A/)"" " 0t\A

X
Cas particulier. Supposons, avec les notations et hypothéses du théoréme 1,

0 0
que l'on prenne: X = 27, i G Y= Z‘f:lﬁ,.z,-a—zi sur C°,m,=0 M=
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matrice diagonale (4;,...,4,), et N = matrice diagonale (g,...,y,). Les dif-
féerentes branches de I' sont alors les droites complexes B; (1 < i < p) définies
par (z; = 0 pour tout j # 7), et l'on peut prendre comme coordonnées vérifiant
I’hypothése (*) au voisinage du cercle W, les mémes coordonnées naturelles de c’
réordonnées ainsi x = z; et (y,), = (2));,,;. Le théoréme 2 fournit alors I'identité
du théoréeme 1.

3. Démonstration du théoréme 2

Elle va se faire en plusieurs étapes:
1) Exhiber une 2p — 1 forme & sur S telle que

go(N)dxl/\dxz/\~~dxp] _[ga(M)dxl/\drz/\“-drp] :f e
Y, Y,....Y, . X, X,..., X, ser-1 >

2) Exhiber une 2p — 2 forme ¢, sur chaque 07, telle que

L”“ §=2 0T Or

h

3) Montrer que

_ = [co(Mh) dy, A -+ dy,
af/hd)h_ T f}. Zz,u-,Zp xdx

Soit (ay,...,0,) la base naturelle du module des sections holomorphes du fib-
ré trivial C* X U— U. D’une connexion w sur ce fibré trivial, nous dirons qu’elle
est “adaptée a (X, M)” si elle est définie par une loi de dérivation covariante
vérifiant, relativement a la trivialisation précédente:

{anu ={M, g,
V0,=0 VZe€& T (c’est a dire pour tout Z antiholomorphe).

Notons A, e,...s,(®) les opérateurs de différence itérée de Bott ([B3]), qui véri-
fient:

(% %) B, () = 2 (= VAo, (@)

Si les connexions @y, . ..,w, sont toutes adaptées a (X, M), on a alors:

(% % %) Ayy.o0, (@) = 0.
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1% étape.
Si w, désigne la connexion canonique triviale, il a été démontré (lemme 5-3
du théoréme 1’ de [L1]):

o(M) dx, A dx, N\ -+ de] ~
Xp Xz; “ e ,Xp ” LZ’—I Wow (QO)

Définissant de méme @ relativement & (¥, N), on peut donc prendre pour & la
forme 4,, (@), puisque 4,, (@) et 4, (p) — 4,,,(@) sont cohomologues d’ap-

rés (**).

2 stape.

11 est possible de choisir les connexions w et @’ de telle sorte qu'au voisinage

. 0
de chaque 7, elles soient aussi adaptées a (ay , matrice 0) pour tout 2 < u < p,
u

d'oi: 4., (¢) = 0 sur chaque J,. Puisque, X et Y sont linéairement indépendants
en dehors de [ il existe une connexion w, au voisinage de S#—y +7 », adaptée
ala fois a (X, M) et (Y, N), de sorte que 'on a alors:

4,.(0) = 4,.,(p) =0 dapres (***), et 4, (¢) = d4, . (¢) dapres (7).
On en deéduit, appliquant la formule de Stokes, que I'on peut prendre pour ¢, la
restriction de — 4, ,, (@) 2 87,

gome étape.

Puisque X and Y sont linéairement indépendants sur 07 ,, l'une au moins des
fonctions Z, ne s'annule pas sur cette variété: par conséquent les ouverts O, de
07, deéfinis par Z, # 0 constituent un recouvrement ouvert & de 87,. Soit (R, . ..,
R,f' ) un systéme d’alvéoles subordonné a ce recouvrement, au sens oil nous l'avons
défini dans ([L1] section 1). Posons: R;,...,p = ﬂf=2 Rf. Nous ferons aussi

I'hypotheése, facile & réaliser en pratique, que th,,_,,p fibre au dessus de W,. Pour

(- 1)? oM, dy, N -+ dy
demonteer que [ 0, = i [, |© L g

compte tenu du théoréme 5 de [L1] (section 6), et du “théoréme de Fubini”

(fh = f ° f ol f désigne l'integration le long de la fibre), de prouver le
R2,.ep Wy

] dx, il nous suffit,

x

o(M,) dxAdy,N .. .dy,
Hz=2 Zu

sur Uintersection des ouverts O, dans 0F,, sont cohomologues, lorsqu’elles sont toutes

LEMME 1. Les formes ¢ = = Ay o (@) sur 0T, et
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deux considérées comme appartenant au complexe total de Cech-de  Rham
CDR*(0) associé au recouvrement 0.

Démonstration. Au voisinage de chaque O,, les p champs de vecteurs

0

0 . .
X, Y, By, o gy, Sont linéairement indépendants; il y exists donc une
Y, Y

connexion 7, (d’ailleurs unique) adaptée simultanément a (X, M), (Y, N), et a
it 0)
tous les <8y,,’ 0) (v # u.

Pour tout k simplexe L = (I, +-- [,) dans le nerf de O, et toute famille de
connexions (@;, . . .,w;), posons: A“’il"""i = ijl-u‘"i ’710‘”’71,,(¢))’ et définissons
v € CDR™7*(0) comme la famille (7)), donnée par:

kL
.= (— 1)[ 2 ]Awlww,nL, ot k désigne la dimension || L | du simplexe L.
La différentielle totale Dy de 7 dans CDR™(6) est alors donnée par:

+ i (_ 1)a+1A

a=0

k+l
Dy, = (-1 [ ]+k(Awm'n,_ - Awlw’r},_ + Awla)nL wlww’,nL_,a)

k
+ Z (_ 1) [%] +aAwlww’n,_-1
a=0 a

= (_ 1) [%vl]“—k(Aww’n,_ - Awlw’nL + Awlam,_) pour ” L ” = 1’

and DTI = Awm’n, - Awlwr), - Awla)w’ pour || L " =0.
Mais, d’apres (* **), 4,0y, = 0 sauf pour L = (2,3,..., p), cest a dire sauf
pour | L| = p — 2. En effet, pour | L| = p — 2, il existe au moins 1 indice % tel

. , . 0
que chacune des connexions w, @', 1, (I € L) soit adaptée 2 *a—y—, 0).
u

De méme, 4,,,, = 0 (resp. 4, ,,, = 0, parce que w,, w et 0, (I € L) (resp.
w,, @’ et n,) sont toutes adaptées a (X, M) (resp. (Y, N)). Ainsi, dans 'expres-
sion de Dy, tous les termes sont nuls, sauf — 4, ,, dans chaque terme (Dy),, et
(- 1) [%]+1A¢D¢""7(2,3,--~,m dans (D7) g3.....)-

Les formes — 4, 40 (@) et (— 1) £l +1Aww'n(2,3,.,.,
dans CDR™(60). 11 ne reste plus qua montrer le:

,, sont donc cohomologues

LEMME 2.

_ oM, dx A\ dy, \ --- dy,

(—»ltly -
Hu=2 Zu

’
WO (2,3,4,9)
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1
Relativement 2 la trivialisation naturelle (oy,...,0,), on a:w = ZMd.r et
1
W = ENdx, dott @ — w = M,dz.

D’autre part la condition imposée a n,, d’étre simultanément adaptée a X, M,

(Y, N), et a tous les (%, 0) (v # u) s’écrit:

v

1 /1
= (45 @M = BN) dx + M, dy,).
La combinaison affine @&@ de ces p+ 1 connexions au voisinage de
(N?_,6,) x A" est alors égale a
t” d
@:Q%M+f%N+2ﬂﬁ»Amw«Z o

2 u

) o

pour une certaine matrice @,, avec (f + ¢ 2,t",) =1, et t, ¢/, ", tous = 0. Sa
courbure peut alors s’écrire:

SN
N+ S ar,Q) Ade+ (270 B M, + @ A s,

u

) 1 1
.Q—(dtZM-I—th

olt @ ne contient aucun terme en df, d¥’ ou dt’, Puisque dt’ = — dt (modulo
dat’,), et puisqu’il n'y a que p — 1 dt”, distincts, 45(¢) = (2, Q,...,9 peut
s’écrire:
2
— ey

T Z oM) @t N dt"y, N\ -+ Ndt",) Ndx A (dy, N -+ A dy,)

+ une expression avec au plus p — 1 termes en dt, dt”,.
Par intégration sur Ap, et utilisant 1’égalité

1
ANdE A AdEy ="
_/A; dt, N\ dt, dt, it

on obtient la formule du lemme 2, QED.

4. Deuxiéme démonstration du théoréme 1, purement algébrique

Lemme 3. Soit (04, 0, . . .,pp) une famille arbitraive de p nombres complexes
tous distincts et non nuls. On a alors, pour p = 1 et pour tout entier k compris entve 0

etp:
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Opourl < k<p—1,
& o (= 1" pour k = p,
o 10 — )

" pour k = 0.

iy 0;

Démonstration. Le déterminant

1 1 - 1
01 D2 ° DOy

D, = det
ot e

k-1

k-1
O 0O 70

-1

=)
EESEE N

est évidemment égal a

0 pourl < k < p — 1, (car 2 lignes sont égales),
I1 (o, — p;) pour k = p (déterminant de Van der Monde),

i>i
(_ 1)ﬁ+1 D _ (_ 1)D+1
b » G
II,_, o; i=10;

IT (o; — py) pourk = 0.
i>i
D’autre part, un dévelopement par rapport a la derniére ligne donne:
ﬁ i -—
D=2 (=D I (o,~p)),
i=1 Y>S,v#i,8#1

d’ott le lemme 3 en égalant les deux expressions.

LEMME 4. Soit ¢ un polynome symétvigue de q variables (¢ = 1), homogéne de
degré p (p entier 2 2), d coefficients complexes. Soient 0y, 0y, . . .,0, comme aun lemme
3. Soient enfin (Ay, Ay, .. . ,A) et (i, thy, . . . ,1t,) deux familles de q nombres com-
plexes. On a alors:

<,0([,£1,. . .,[.lq) 2 (p(.u1 = 440, - - g ’qui)
= 0(4y,.. ) =
I, p, ol J Ei 011 12,0, — o)

Démonstration. Soit @ le polynome sur 'espace des matrices ¢ X g a coeffi-
cients complexes, invariant par la représentation adjointe de GL(g, C), qui, 4 la
matrice K de valeurs propres (4;,. ..,4,), associe le nombre @(K) = ¢(4,...,4,),
et soit @ la forme p-multilinéaire symétrique associée a @ par polarisation:

1 -
d(K) = T ?(K, K,... K). La formule du lemme 4 devient alors:
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o) 2 OL—pK
Hf:l pl @(K) N 1§ pi H/,j#t(p/ - p:) ’

Mais O(L — 0,K) = X2_,(— )" @™, K*), (ot I'on a pos¢ ®UL?™, K" =
O(,... L K,... K, 'argument L étant répété p — k fois et K U'etant k fois). Le
second membre de la formule du lemme 4 est donc égal a:

£ (= v'ous™, kh E o)
k=0 ' S0 —0) /)7

et la formule du lemme 3 implique celle du lemme 4.
Fin de la deuxiéme démonstration du théoréme 1: On applique le lemme 4, avec

_ B
Oi @,
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