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CONJUGAISON GEODESIQUE EN RANG 1

HAMID-REZA FANAI

Soit (M, go) une variete riemannienne compacte de courbure sectionnelle negative.
Soit gi une autre metrique riemannienne sur M de rang 1. On montre que l'egalite
des spectres marques des longueurs de go et g\ implique que le flot geodesique de go
est un facteur de celui de gi.

1. INTRODUCTION

Soit (M, g) une variete riemannienne compacte. II est bien connu qu'on peut
representer chaque classe de conjugaison (7) de F le groupe fondamental de M par une
classe d'homotopie libre de courbes dans M. On note £g(j) la longueur d'une courbe
de longueur minimale dans cette classe. Une telle courbe est toujours une geodesique
periodique (qui peut etre reduite a un point) et lorsque la metrique g est sans points
conjugues, alors toutes les geodesiques periodiques dans cette classe ont meme longueur
^(7). Si g est de courbure negative, une telle geodesique periodique est unique.

Soit C l'ensemble des classes de conjugaison du groupe fondamental de M. Par
definition, le spectre marque des longueurs de la metrique g est l'element (^(7)) ,c du
produit direct Rc. II est important de savoir si ce spectre determine la metrique. On
aimerait surtout avoir des informations dynamiques, par exemple sur ip\ le flot geodesique
de (M, g) defini sur SgM le fibre unitaire tangent. Notons que s'il y a une conjugaison en-
tre les flots geodesiques de deux metriques, alors elles ont meme spectre. Inversement, en
courbure negative, un resultat de Hamenstadt ([4]) dit que l'egalite des spectres marques
implique l'existence d'une conjugaison geodesique de classe C°.

Dans cette note, nous obtenons une version plus generate de ce resultat dans le
cadre des varietes riemanniennes compactes de rang 1, c'est a dire que la courbure est
nonpositive mais il y a une geodesique hyperbolique, c'est a dire, une geodesique qui
n'admet pas de champ de Jacobi parallele perpendiculaire. Nous donnons une estimation
valable en courbure negative ([7]) pour le cadre plus general des varietes de rang 1. Nous
utilisons la notion d'intersection des metriques ([7]) et egalement les resultats de [8]
concernant la famille de mesures de Patterson-Sullivan en rang 1. Cela nous permettra
de montrer le resultat principal de ce texte (comparer avec [5, 10]).
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THEOREME 1 . 1 . Soit (M, g0) une variete reimannienne compacte de courbure

sectionnelle negative. Soit gi une autre metrique riemannienne sur M de rang 1. Si le

spectre marque des longueurs de (M, g0) est egal a celui de (M, gi), alors le Got geodesique

de (M, go) est un facteur de celui de (M, gi), c'est a dire, il existe une application continue

et surjective F : SgiM ->• SgoM verifiant F o ipf1 = <p$° o F.

A la fin, nous donnons egalement quelques applications de ce theoreme.

2. PRELIMINAIRES

Nous presentons tout d'abord quelques notions utiles.

ENTROPIE TOPOLOGIQUE. Soit (M, g) une variete riemannienne compacte de rang 1.
Pour tout reel T > 0, on note Ng(T) le nombre des geodesiques periodiques de periode
^ T (a classe d'homotopie libre pres). II est connu que ([6]) htop(g), l'entropie topologique
du flot geodesique de (M, g) est egale a

Si g' est une autre metrique riemannienne sur M de rang 1 ayant meme spectre marque
des longueurs que g, alors Ton a htop(g') = htop(g).

INTERSECTION. Soit (M, g) une variete riemannienne compacte. Rappelons la definition
de l'intersection ([7]): soit g' une autre metrique riemannienne sur M. Pour toute mesure
de probability \i sur SgM invariante par <pf le flot geodesique de (M, g), l'intersection de
g' par rapport a g et /x est egale a:

h(9,9') = jnf - / a(v,t)dv(v)
t > 0 f JSaM

oil a(v,i) = dg>(Cv(0),Cv(t)) et pour tout vecteur v G SgM, Cv{t) designe le releve de
la geodesique parametree par la longueur d'arc, definie par v, dans M le revetement
universel de M.

Soient 7 et V deux geodesiques periodiques de g et g' respectivement, donnant les
longueurs minimales dans une meme classe d'homotopie libre. Soit 6 la mesure de Dirac
normalisee, associee a 7 sur SgM invariante par le flot geodesique de (M,g). Soit £ la
^-longueur de 7 et £' la y'-longueur de 7*. Supposons I = £'. Exactement comme dans
[1], lorsque g et g' n'ont pas de points conjugues, nous calculons I&ig,^), l'intersection
de g' par rapport a g et 6 et obtenons:

') l

Par consequent, si g et g' ont meme spectre marque des longueurs, alors l'intersection de

g' par rapport a g et toute mesure de Dirac normalisee est egale a 1.
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U N E ESTIMATION. Maintenant, supposons que (M, g0) est de courbure negative et que
<7i est une autre metrique riemannienne de rang 1 sur M avec le meme spectre marque
des longueurs que go. Soit /^BM la mesure de Bowen-Margulis de go. II est bien connu
que cette mesure est une limite des mesures de Dirac normalisees supportees sur des
geodesiques periodiques. Le fait que l'intersection de g\ par rapport a 50 et toute mesure
de Dirac normalised est egale a 1, avec des arguments similaires a ceux utilises dans [1]
ou [5], nous donne I^u{go,9\) = 1- II est a noter que Ton peut utiliser egalement la
continuite de l'intersection par rapport a la mesure (en courbure negative par exemple,
voir [2]).

3. P R E U V E

Dans [7] lorsque go et gy sont toutes les deux de courbure negative et ont meme
entropie, il est demontre que I^BM(go,9i) ^ 1 avec egalite si et seulement si les flots
geodesiques de g0 et g\ sont C°-conjugues. Le theoreme 1.1 est prouve des que Ton
montre le lemme suivant.

LEMME 3 . 1 . Soit (M, go) une variete reimannienne compacte de courbure negative.
Soit g\ une autre metrique riemannienne sur M avec la meme entropie topologique que
go- Soit /JBM la. mesure de Bowen-Margulis de g0. Alors I^BM{go, <7i) ^ 1. Si <?i est de rang
1 et ily a 1 'egalite, alors il existe une application continue et surjective F : S9lM —> S90M
veriGant F o tp31 = tp9

t
0 o F.

Prouvons ce lemme. En ce qui concerne l'inegalite, ceci est demontre dans [7]. Pour
le cas d'egalite, il faut utiliser les arguments de [7] qui ont ete adaptes pour des varietes de
rang 1 dans [8]. L'idee principale est de construire une famille de mesures de Patterson-
Sullivan {/ip}pSAf s u r M(oo) le bord a l'infini et de prouver une propriete locale essentielle
de cette famille. Dans le cas d'egalite, il faut constater que ceci implique 1'equivalence
des mesures de Patterson-Sullivan associees. Une telle equivalence implique l'existence
d'une conjugaison geodesique de classe C° en courbure negative ([7]). Seulement en rang
1, on ne peut pas esperer que la conjugaison reste injective car entre deux points du
bord, il peut y avoir plusieures geodesiques reliant ces deux points. C'est pour cela qu'on
obtient un facteur de tp9

t
l. L'autre point important est la comparaison des bords a l'infini

pour les deux metriques. Par compacite de M, on sait que les deux espaces (M, go) et
(M,g~i) sont quasi-isometriques. D'autre part, la metrique 50 etant de courbure negative,
il est bien connu que F est un espace hyperbolique au sens de Gromov et puisque cet
espace est quasi-isometrique a (M,g0), ce dernier est done un espace hyperbolique au
sens de Gromov ainsi que (M,g~i). Ceci implique ([3]) l'existence d'un homeomorphisme
P : (M,gi)(oo) —* {M,go){oo) qui est F equivariante. En fait, tout rayon geodesique de
(M,<7i) etant un quasi-rayon geodesique de (M,g~o) est a distance de Hausdorff bornee
d'un vrai rayon geodesique de (M, g0) et vice-versa.
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Maintenant, expliquons comment on a l'equivalence entre les mesures de Patterson-
Sullivan de g0 et gi lorsque /MBM(ffo,9i) = 1- Pour simplifier, supposons que fhop(g0)

= htop(gi) = 1. Comme dans [7], pour toutp G M, il existe une constante L telle que pour
^"-presque tout £ G (M,go){oo), il existe une suite tn —• oo telle que si yn — n(p1°vp(£)

(ou w est la projection naturelle et vp(£) est le vecteur tangent a p pointant vers £), alors

\dgi{P,yn) ~ Imu(9o,9i)tn\ ^ L.

D'ou \dgi(p, yn)-tn\ < L. Ceci avec la propriete localedes mesures de Patterson-Sullivan

([8]) donne pour R> 0 constante:

ou J3(j/, R) est la boule centree en y de rayon iZ et prp designe la projection sur le bord
a l'infini le long des geodesiques. Ceci implique

Si R est plus grande que la distance de Hausdorff maximale r des rayons geodesiques
associes pour <7o et gi, on a

pif (B(yn, R-r))c pi*1 {B(yn, R)) C pif (B(yn, R + r))

et on obtient

M?°(pr*1 (B(y n ,« ) ) ) < ixf (pr»°(B(yn,/E + r ) ) ) ^ c3e-d°°^

et aussi

On a alors
l_< fj.p{PT^(B(yn,R))) ^

c'est a dire que (d^°)/(d/x^)(^) existe. A l'aide de ceci, comme dans [7], nous pouvons
definir Papplication F de la maniere suivante. Soit v £ SgiM et posons £ = f+ooiv) et
77 = ^ ^ ( v ) - On sait qu'il existe une unique geodesique de (M, 50) reliant i) a ^. II y a un
unique io G 5 5 o ^ tangent a cette geodesique tel que (d^°0)/(rf/^*1

u)(^) = 1. L'application
F : SgiM -¥ SSoM definie par F(v) = w est la bonne puisqu'elle est F invariante.

4. APPLICATIONS

On a un facteur seulement, car F n'est pas injective, mais si Ton considere la partie

reguliere du fibre, alors sur cette partie, F est injective. Rappelons que la partie reguliere

du fibre unitaire tangent est tous les vecteurs tangents a des geodesiques hyperboliques.

II est connu que cette partie est un ouvert dense dans le fibre unitaire tangent. On a

done
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COROLLA I RE 4 . 1 . Soit (M, go) une variete reimannienne compacte de courbure

sectionnelle negative. Soit gi une autre metrique riemannienne sur M de rang 1. Si le

spectre marque des longueurs de (M,go) est egal a celui de (M,g{), alors il y a une
conjugaison geodesique entre un ouvert dense de S9lM sur son image dans S9oM.

II est interessant de constater qu'avec les notations du lemme 3.1, si les entropies
topologiques de g0 et gi sont egales et qu'il y a une inegalite entre les spectres marques
des longueurs SML(gi) ^ SML(<70), c'est a dire que pour toute classe de conjugaison (7)
du groupe fondamental de M, on a ^ ( 7 ) ^ ^90(7)> alors la meme demarche montre que
IWM(go,gi) ^ 1 et on est done dans le cas d'egalite du lemme.

COROLLA I RE 4 . 2 . Soit (M, g0) une variete reimannienne compacte de courbure

sectionnelle negative. Soit <?i une autre metrique riemannienne de rang 1 sur M avec la

meme entropie topologique que g0. Si SML(<7i) < SML(g0), alors le Rot geodesique de g0

est un facteur de celui de g\. En particulier, on a SML^x) = SML(<70)-

II est naturel de considerer egalement l'inegalite SML(g0) ^ SML^x). Pour ceci,
nous pouvons obtenir un corollaire similaire. En effet, d'apres les resultats de [9], on sait
que la mesure d'entropie maximale fj,max pour la metrique 51 est unique et qu'elle est une
limite des combinaisons des mesures de Dirac. Dans ce cas, avec l'inegalite supposee,
on obtient //»„,„ (51,50) ^ 1- Maintenant le Lemme 3.1 reste vrai si Ton travaille avec
//!„,„ (Si, 5o) car tous les arguments restent valables. On a done

COROLLAIRE 4 . 3 . Soit (M, go) une variete reimannienne compacte de courbure

sectionnelle negative. Soit g\ une autre metrique riemannienne de rang 1 sur M avec la

meme entropie topologique que ^0- Si SML(g0) < SML(g!), alors le dot geodesique de g0

est un facteur de celui de g\. En particulier, on a SML(g0) = SML(<7i).
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