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CONJUGAISON GEODESIQUE EN RANG 1

HaMiD-REzA FANAT

Soit (M, go) une variété riemannienne compacte de courbure sectionnelle négative.
Soit g; une autre métrique riemannienne sur M de rang 1. On montre que 'égalité
des spectres marqués des longueurs de gy et g; implique que le flot géodésique de g
est un facteur de celui de g;.

1. INTRODUCTION

Soit (M, g) une variété riemannienne compacte. Il est bien connu qu’on peut
représenter chaque classe de conjugaison () de I" le groupe fondamental de M par une
classe d’homotopie libre de courbes dans M. On note £,() la longueur d’une courbe
de longueur minimale dans cette classe. Une telle courbe est toujours une géodésique
périodique (qui peut étre réduite & un point) et lorsque la métrique g est sans points
conjugués, alors toutes les géodésiques périodiques dans cette classe ont méme longueur
€4(7). Si g est de courbure négative, une telle géodésique périodique est unique.

Soit C I'ensemble des classes de conjugaison du groupe fondamental de M. Par
définition, le spectre marqué des longueurs de la métrique ¢ est ’élément (fg('y))_yec du
produit direct RC. Il est important de savoir si ce spectre détermine la métrique. On
aimerait surtout avoir des informations dynamiques, par exemple sur { le flot géodésique
de (M, g) défini sur Sy M le fibré unitaire tangent. Notons que s’il y a une conjugaison en-
tre les flots géodésiques de deux métriques, alors elles ont méme spectre. Inversement, en
courbure négative, un résultat de Hamenstadt ([4]) dit que 1’égalité des spectres marqués
implique ’existence d’une conjugaison géodésique de classe C°.

Dans cette note, nous obtenons une version plus générale de ce résultat dans le
cadre des variétés riemanniennes compactes de rang 1, c’est i dire que la courbure est
nonpositive mais il y a une géodésique hyperbolique, c’est & dire, une géodésique qui
n’admet pas de champ de Jacobi paralléle perpendiculaire. Nous donnons une estimation
valable en courbure négative ([7]) pour le cadre plus général des variétés de rang 1. Nous
utilisons la notion d’intersection des métriques ([7]) et également les résultats de [8]
concernant la famille de mesures de Patterson-Sullivan en rang 1. Cela nous permettra
de montrer le résultat principal de ce texte (comparer avec [5, 10]).
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THEOREME 1.1. Soit (M,go) une variété reimannienne compacte de courbure
sectionnelle négative. Soit g, une autre métrique riemannienne sur M de rang 1. Si le
spectre marqué des longueurs de (M, go) est égal & celui de (M, g,), alors le flot géodésique
de (M, go) est un facteur de celui de (M, g,), c’est a dire, il existe une application continue
et surjective F : Sy M — Sy M vérifiant Fo of' = o’ o F.

A la fin, nous donnons également quelques applications de ce théoréme.

2. PRELIMINAIRES

Nous présentons tout d’abord quelques notions utiles.

ENTROPIE TOPOLOGIQUE.  Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de rang 1.
Pour tout réel T > 0, on note Ny(T") le nombre des géodésiques périodiques de période
< T (a classe d’homotopie libre pres). Il est connu que ([6]) hiop(g), ’entropie topologique
du flot géodésique de (M, g) est égale a

_ i log Ny(T)
hopls) = i 272
Si ¢’ est une autre métrique riemannienne sur M de rang 1 ayant méme spectre marqué
des longueurs que g, alors I’on a hiop(g’) = heop(9)-

INTERSECTION.  Soit (M, ¢) une variété riemannienne compacte. Rappelons la définition
de Vintersection ([7]): soit ¢’ une autre métrique riemannienne sur M. Pour toute mesure
de probabilité p sur Sy M invariante par ¢f le flot géodésique de (M, g), V'intersection de
¢’ par rapport a g et p est égale a:
n_ el

L) =igf 7 [ a0 dut)
ou a(v,t) = dg (5,,(0), 5,,(t)) et pour tout vecteur v € SyM, év(t) désigne le relevé de
la géodésique paramétrée par la longueur d’arc, définie par v, dans M le revétement
universel de M.

Soient v et v deux géodésiques périodiques de g et ¢’ respectivement, donnant les
longueurs minimales dans une méme classe d’homotopie libre. Soit § la mesure de Dirac
normalisée, associée & vy sur SgM invariante par le flot géodésique de (M, g). Soit £ la
g-longueur de 7y et £ la g’-longueur de v. Supposons £ = £/. Exactement comme dans
[1], lorsque g et ¢’ n’ont pas de points conjugués, nous calculons I5(g, g’'), I'intersection
de ¢’ par rapport & g et J et obtenons:

!
Is(9,9) = %= L
Par conséquent, si g et g’ ont méme spectre marqué des longueurs, alors 'intersection de
g’ par rapport 3 g et toute mesure de Dirac normalisée est égale a 1.
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UNE ESTIMATION.  Maintenant, supposons que (M, go) est de courbure négative et que
g1 est une autre métrique riemannienne de rang 1 sur M avec le méme spectre marqué
des longueurs que gg. Soit upm la mesure de Bowen-Margulis de gq. Il est bien connu
que cette mesure est une limite des mesures de Dirac normalisées supportées sur des
géodésiques périodiques. Le fait que Vintersection de g; par rapport a gy et toute mesure
de Dirac normalisée est égale a 1, avec des arguments similaires & ceux utilisés dans [1]
ou [5], nous donne I,;,(g0,91) = 1. 1l est & noter que I’on peut utiliser également la
continuité de l'intersection par rapport a la mesure (en courbure négative par exemple,
voir {2}).

3. PREUVE

Dans (7] lorsque go et g, sont toutes les deux de courbure négative et ont méme
entropie, il est démontré que I,;, (90,91) = 1 avec égalité si et seulement si les flots
géodésiques de go et g; sont C°-conjugués. Le théoréme 1.1 est prouvé dés que I'on
montre le lemme suivant.

LEMME 3.1. Soit(M, go) une variété reimannienne compacte de courbure négative.
Soit g, une autre métrique riemannienne sur M avec la méme entropie topologique que
go- Soit pupm la mesure de Bowen-Margulis de gg. Alors I,,,,(90, 1) 2 1. Si g est de rang
1 et il y a I'égalité, alors il existe une application continue et surjective F : Sy M — S, M
vérifiant F o o' = ¢ o F.

Prouvons ce lemme. En ce qui concerne 'inégalité, ceci est démontré dans [7]. Pour
le cas d’égalité, il faut utiliser les arguments de [7] qui ont été adaptés pour des variétés de
rang 1 dans [8]. L’idée principale est de construire une famille de mesures de Patterson-
Sullivan {p,} peh7 SUT M (o0) le bord a l'infini ¢t de prouver une propriété locale essentielle
de cette famille. Dans le cas d’égalité, il faut constater que ceci implique I’équivalence
des mesures de Patterson-Sullivan associées. Une telle équivalence implique 'existence
d’une conjugaison géodésique de classe C° en courbure négative ([7]). Seulement en rang
1, on ne peut pas espérer que la conjugaison reste injective car entre deux points du
bord, il peut y avoir plusieures géodésiques reliant ces deux points. C’est pour cela qu'on
obtient un facteur de ¢f'. L’autre point important est la comparaison des bords & V'infini
pour les deux métriques. Par compacité de M, on sait que les deux espaces (]Tf , Jo) et
(1\7 ,g1) sont quasi-isométriques. D’autre part, la métrique gy étant de courbure négative,
il est bien connu que I' est un espace hyperbolique au sens de Gromov et puisque cet
espace est quasi-isométrique a (7\7 ,90), ce dernier est donc un espace hyperbolique au
sens de Gromov ainsi que (M ,G1). Ceci implique ([3]) I’existence d’un homéomorphisme
P : (M,g.)(c0) = (M, o) (co) qui est T équivariante. En fait, tout rayon géodésique de
(M ,§1) étant un quasi-rayon géodésique de (17 ,9o0) est a distance de Hausdorff bornée
d’un vrai rayon géodésique de (M ,Jo) et vice-versa.
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Maintenant, expliquons comment on a ’équivalence entre les mesures de Patterson-
Sullivan de gy et gy lorsque I,g,,(90,91) = 1. _Pour simplifier, supposons que Aop(g0)
= hop(g1) = 1. Comme dans (7], pour tout p € M, il existe une constante L telle que pour
pgo-presque tout £ € (M, go)(00), il existe une suite ¢, — oo telle que si y, = T{v,(£)
(ol 7 est la projection naturelle et v,(§) est le vecteur tangent & p pointant vers £), alors

|d91 (P, yn) - IMBM (g(hgl)tnl < L.

D’ou |dgl @ yn) —tn | L. Ceci avec la propriété locale des mesures de Patterson—Sullivan
([8]) donne pour R > 0 constante:

ie—dyl (pyn) ps: (prg‘ (B(yn, R))) < ¢ e % (Pyn)

1
ol B(y, R) est la boule centrée en y de rayon R et pr, désigne la projection sur le bord
a l'infini le long des géodésiques. Ceci implique

1

—e o) (Pr;gzl (B(yn,R))) < cpe™toPin),

2
Si R est plus grande que la distance de Hausdorff maximale r des rayons géodésiques
associés pour gg et g1, on a

pr,’;o (B(yn, R - T)) C pr’9,1 (B(ymR)) c prf," (B(y,,, R+ 7’))
et on obtient
' (pr,”,l (B(yr.,R))) < pf (pr;;° (B(yn, R+ r))) < cyedsaPivn)

et aussi
cae%0lPivn) o (pr§° (B(yn,R - T))) < u¥ (pri‘ (B(yn, R)))-

On a alors
1 £ (prg! (B(yn, R)))

& W (BmR) -

c’est a dire que (duf°)/ (dugl)(f) existe. A I’aide de ceci, comme dans (7], nous pouvons
définir I’application F' de la maniére suivante. Soit v € Sy M et posons £ = ¥, (v) et
n = % (v). On sait qu’il existe une unique géodésique de (M ,g0) reliant n 4 €. Iy aun
unique w € SgoM tangent & cette géodésique tel que (dpss,}/(dpdy)(€) = 1. L’application
F: SglM - SgoM définie par F(v) = w est la bonne puisqu’elle est I invariante.

4. APPLICATIONS

On a un facteur seulement, car F' n’est pas injective, mais si I’on considere la partie
réguliére du fibré, alors sur cette partie, F est injective. Rappelons que la partie réguliére
du fibré unitaire tangent est tous les vecteurs tangents a des géodésiques hyperboliques.
1l est connu que cette partie est un ouvert dense dans le fibré unitaire tangent. On a
donc
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COROLLAIRE 4.1. Soit (M, go) une variété reimannienne compacte de courbure
sectionnelle négative. Soit ¢, une autre métrique riemannienne sur M de rang 1. Si le
spectre marqué des longueurs de (M, go) est égal & celui de (M, ¢,), alors il y a une
conjugaison géodésique entre un ouvert dense de Sy, M sur son image dans Sy, M.

Il est intéressant de constater qu’avec les notations du lemme 3.1, si les entropies
topologiques de gy et g; sont égales et qu’il y a une inégalité entre les spectres marqués
des longueurs SML(g;) < SML(go), c’est & dire que pour toute classe de conjugaison (v)
du groupe fondamental de M, on a £, (7) < £4,(), alors la méme démarche montre que
Lini (90, 91) < 1 et on est donc dans le cas d’égalité du lemme.

COROLLAIRE 4.2. Soit (M, go) une variété reimannienne compacte de courbure
sectionnelle négative. Soit g, une autre métrique riemannienne de rang 1 sur M avec la
méme entropie topologique que go. Si SML(g;) < SML(go), alors le flot géodésique de gy
est un facteur de celui de g,. En particulier, on a SML(g;) = SML(go).

Il est naturel de considérer également 1'inégalité SML(gy) < SML(g,). Pour ceci,
nous pouvons obtenir un corollaire similaire. En effet, d’aprés les résultats de [9], on sait
que la mesure d’entropie maximale pmax pour la métrique ¢, est unique et qu’elle est une
limite des combinaisons des mesures de Dirac. Dans ce cas, avec 'inégalité supposée,

on obtient I, . (g1,9) < 1. Maintenant le Lemme 3.1 reste vrai si ’on travaille avec

Hmax
L. (g1, o) car tous les arguments restent valables. On a donc
COROLLAIRE 4.3. Soit (M, go) une variété reimannienne compacte de courbure
sectionnelle négative. Soit g; une autre métrique riemannienne de rang 1 sur M avec la
méme entropie topologique que gg. Si SML(go) < SML{g,), alors le flot géodésique de go
est un facteur de celui de g,. En particulier, on a SML(ge) = SML(g1).
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