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Moyennes de certaines fonctions multiplicatives
sur les entiers friables, 3

Gérald Tenenbaum et Jie Wu

ABSTRACT

We consider logarithmic averages, over friable integers, of non-negative multiplicative
functions. Under logarithmic, one-sided or two-sided hypotheses, we obtain sharp esti-
mates that improve upon known results in the literature regarding both the quality of
the error term and the range of validity. The one-sided hypotheses correspond to classical
sieve assumptions. They are applied to provide an effective form of the Johnsen—Selberg
prime power sieve.
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1. Introduction

Ce travail est le troisieme volet d’une série consacrée a I’étude des valeurs moyennes de certaines
fonctions arithmétiques sur les entiers friables.

Dans la premiere partie [TWO03], nous avons essentiellement examiné le cas de fonctions mul-
tiplicatives f(n) pour lesquelles les nombres f(p) possedent, lorsque p décrit la suite des nombres
premiers, une valeur moyenne strictement positive. Dans la seconde [HTW], écrite en collabora-
tion avec Hanrot, nous avons exploré les conséquences de renseignements concernant directement
la série de Dirichlet associée a f, supposée analytiquement proche d’un produit de fonctions zétas
de Dedekind : ce qui a permis de relacher dans une certaine mesure ’hypotheése de multiplicativité.

Nous proposons a présent de considérer des moyennes de type logarithmique, a prior: plus
régulieres, et partant susceptibles d’étre controlées sous des hypotheses plus faibles concernant les
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nombres f(p). Les moyennes de ce type sont importantes pour les applications, notamment dans
les méthodes de crible: voir par exemple [HR74] et [Gre01].

Désignons par P(n) le plus grand facteur premier d’un entier naturel positif n, avec la convention
P(1) =1, et par N, := {n € N* : P(n) < y} 'ensemble des entiers y-friables. Pour tous z > 1,
y = 1, nous posons

S(z,y) =N, N[Lz], S*(z,y):=Ny,N]x, o0l

Soit f une fonction multiplicative. La série de Dirichlet de f1y, s’écrit, dans son domaine de

convergence,
_y 1w f “ 11 Z S (1.1)

neNy p<y v=0
Nous supposons systématiquement dans la suite que f est positive ou nulle et que F(s,y) converge
en s = 1 et donc sur toute la droite verticale Re s = 1. La raréfaction a l'infini des entiers y-friables
laisse alors augurer que la fonction sommatoire pondérée

> @ (1.2)

nes(z,y)

converge rapidement vers F'(1,y). Nous verrons que c’est effectivement le cas sous des hypotheses
assez générales. Il est alors plus pertinent (et bien entendu plus délicat) d’évaluer le terme résiduel

Ui 9) = FOLy) — sy = 3 T (19

neS*(z,y)

Notons u := (log z)/logy. Nos résultats principaux consistent, d’une part, a établir, sous une
hypotheése de majoration unilatérale en moyenne des nombres f(p)(logp)/p, une inégalité du type

Ui, y) < F(1Ly)Ae(w)u/ 1o8Y (1.4)

dans un tres vaste domaine en (z,y), et, d’autre part, & montrer, sous une hypothese d’estimation
bilatérale en moyenne des mémes quantités, une formule asymptotique du type

Vi(z,y) = F(L,y)Ae(u){1l + O(R)} (L.5)
ol R est un terme d’erreur essentiellement comparable a u(log u)/logy. Ici, A, désigne une fonction a
décroissance tres rapide, définie comme la solution d’une équation différentielle aux différences. Nous
renvoyons le lecteur aux énoncés respectifs des les théoremes 3.1 et 3.2 pour une formulation précise.
Bornons-nous ici & deux remarques: d’une part, (1.4) est valable dans les hypotheses classiques du
crible, d’autre part, I’estimation (1.5) établit optimalité de (1.4) dans l'intersection des domaines
de validité.
Comme indiqué plus haut, le comportement asymptotique de la somme pondérée w}(m,y) est
par nature plus régulier que celui de la somme non pondérée

\IIfa:y Z fln
nes(z,y)

Un aspect remarquable de ce phénomene concerne, ainsi qu'’il a été souligné dans [HTW], le terme
d’erreur en 1/(logy)* dans la formule

Uy (z,y) = Culf)z(log y)“_l{l + O<(log1y)“ i 1Ogl(oug_.; 1)> }

établie dans [TWO03], pour un domaine adéquat! en (x,%). Lorsque f(p) est en moyenne proche

'La constante Cy (f) est précisément définie & la formule (5.9) infra.
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de K, ce terme résiduel n’est en fait nécessaire que lorsque x/y est relativement petit et, partant,
comme nous le verrons plus loin, ne contribue pas, lorsque k < 1, & un terme d’erreur spécifique
dans la formule asymptotique correspondante pour w;(aj, Y).

La suite de cet article est organisée comme suit. Le paragraphe 2 contient les prérequis, relatifs
aux solutions d’équations différentielles aux différences, nécessaires a I’énoncé de nos résultats, ainsi
qu’une breve présentation des estimations de zp;’é (z,y) antérieurement disponibles dans la littérature.
Le paragraphe 3 est dévolu a la formulation précise de nos énoncés ainsi qu’a la description d’une
extension possible. Nous y décrivons également l'incidence sur les évaluations de w;(aj,y) de la
connaissance d’hypotheses plus fortes, mais standard, relatives aux moyennes non pondérées des
nombres f(p)logp. Le paragraphe 4 concerne I'application des résultats d’hypothéses unilatérales
au crible a puissances de Johnsen—Selberg. Nous donnons un énoncé général et détaillons un exemple
pratique représentatif. Les paragraphes suivants sont consacrés aux démonstrations. En particulier,
les équations fonctionnelles, qui forment le coeur de la méthode, et leur traitement via I’équation
dite adjointe au probleme, sont présentés au paragraphe 7.

2. Historique

2.1 Solutions d’équations différentielles aux différences

L’énoncé des résultats de la bibliographie nécessite quelques brefs rappels relatifs a certaines fonc-
tions de la théorie du crible définies comme solutions d’équations différentielles aux différences.

Nous désignons par g, la solution continue du systeme

0x(u) = u1/T(k) si0<u<l1, 2.1)
ugh(u) + (1 — k)ox(u) + kow(u —1) =0 siu>1, '

ou I' désigne la fonction d’Euler. Ainsi, g, est, pour tout x > 0, la puissance de convolution
fractionnaire de la fonction de Dickman p := p1. Pour chaque &, la fonction o, hérite de la propriété
de décroissance rapide de p. On a par exemple

0n(u) = (ulog u) "% (u — c0),

Plus précisément, désignons par £(u) "'unique solution réelle non nulle de e =14+ufsiu>0u#1
et posons £(1) = £(0) = 0. Définissons alors

§r(u) := max{1, {(u/k)},
5av 1]
I(s) == / ", (2.2)
0 [
oj(u) = w1V (€ (u)),
de sorte que, d’apres le lemme I11.5.8.1 de [Ten95] et le lemme 4.5 de [Smi91],

) =),

logy u

€r(u) = logu + logy u + 0(

o= ofi0(;)]

ol, ici et dans la suite, log; désigne la k-ieme itérée de la fonction logarithme. Il résulte alors du
théoreme 1 de [Smi9l] ou du plus général théoreme 2 de [HT93] que l'on a

0x(u) = {1 + O<l> }eyﬁ_ug&(m%(w (u — o0), (2.4)

u 2mog(u)

1
et (2.3)

ou v est la constante d’Euler.
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NOUS pOSODS encore
Ae(u) 1= e / ox(0)dv, u(w) =1 Au(u) (u>0), (2.5)

de sorte que A\, (0) = jq(c0) = 1 : voir par exemple [Hen86]. Ainsi qu’il a été noté dans [HTW,
formule (4.12)], nous avons

1Y) e " ou(u)
Aw(u) = 1+O<—>}7 u > 0). 2.6
(w={1+o(;)} e w0 (26)
Nous observons immédiatement, a fins de référence ultérieure, que cela implique, grace par exemple

aux estimations de [Smi91],

Ae(t—v) < Ae(w)es W (u>1,0< 0 <u—

). (2.7)

N

2.2 Résultats antérieurs

Pour C' > 0, § > 0, k > 0, désignons par M(C, 0, k) la classe des fonctions multiplicatives réelles
positives ou nulles f satisfaisant aux conditions

Zf(za)bjp—mogz < Cllog2)'™* (2> 2), (2.8)
Pz
sz(pu)lo v< o (2.9)
p gp’ < C. .
p v>2

Sous I'hypothese supplémentaire 0 < § < 1, Song [Son01] a montré que l'on a

Wi(z,y) = F(1, y){)\n(u) + 0(%) } (2.10)

(log y)°
uniformément pour f € M(C,d,k), x = y > 2, ou, ici et dans la suite, nous notons systématique-
ment
log
= >1L,y>1). 2.11
wim s @21y > ) (211)

La formule (2.10) peut étre considérée comme une version quantitative d’un résultat di a de
Bruijn et van Lint [DV66] établissant, sous certaines hypotheéses de méme nature mais plus faibles,
une conclusion de la forme

Yz, y) ~ (logy)"L(logy) (y — oo)
uniformément en u sur tout compact de ]0, 00[, ot £ est une fonction & croissance lente au sens de
Karamata.

En raison de la majoration triviale

Yi(r,y) < F(1,y), (2.12)

la formule (2.10) est sans intérét hors du domaine 1 < u < exp {c(log y)° } ot ¢ est une con-
stante positive arbitraire. Il n’est donc pas anecdotique de supprimer le facteur log(u + 1) dans le
terme d’erreur. C’est I'un des objets du résultat de Tenenbaum dans [Ten01], qui fournit ainsi une
évaluation non triviale pour toute valeur de x et y, bien que de moindre qualité pour les grandes
valeurs de u. Le méme travail contient également une extension au cas de fonctions a valeurs com-
plexes, sous une hypothese plus forte concernant les moyennes des nombres f(p).

Une étude récente due a Greaves [Gre05] concerne essentiellement le cas § = 1, assujetti a
certaines restrictions supplémentaires. Plus précisément, étant données deux constantes A > 0,
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Kk > 0, et notant

Zf lng —klogz (221), (2.13)

p<z
pour chaque fonction multiplicative positive ou nulle f, Greaves place son étude dans les hypotheses

rp(z) —rp(w) <A (22w > 1), (2.14)
f@) =0 (=22v=>2). (2.15)

Pour toute constante B > 1 telle que?

logp
<B (z2>22),
1ogzzp+f ( )

il introduit alors

hs () ulog(u/B) —u+ B siu> B,
u) =
b 0 dans le cas contraire.

Avec ces notations, les résultats principaux de [Gre05] peuvent étre énoncés comme suit.

THEOREME A [Gre05, Theorem 1]. Soient A et r deux nombres réels positifs. Il existe une constante
¢x, ne dépendant que de k, telle que, pour toute fonction multiplicative positive ou nulle f vérifiant
(2.14) et (2.15), on ait

ecHA—hB(u)

iery) < F(L,y) (Akxu) ¥ ) (e>y>2) (2.16)

logy

THEOREME B [Gre05, Theorem 2]. Soient A et x deux nombres réels positifs. Il existe une constante
¢x, ne dépendant que de k, telle que, pour toute fonction multiplicative positive ou nulle f vérifiant

(2.15) et
re(2)| < 3A (22 1), (2.17)
> f(p);% <A, (2.18)
on ait ’
e =F<1,y>{Aﬁ<u>+0<%JM>} (c>y>2). (2.19)

La constante implicite ne dépend que de k.

Remarques. (i) Il résulte de (2.4) et (2.6) que la minoration contenue dans la formule asymptotique
(2.19) n’est non triviale que si

u < (logyy)/log,y, ie. y> zclogaz)/logzz (2.20)
Dans ce méme domaine restreint, (2.16) fournit donc une majoration asymptotiquement optimale
de ¥} (z,y).
ii) Comme I’hypothese (2.15) implique que ¥%(x,y) = 0 pour
(i) yp plique que ¥} (z,y p
x> N, := Hp = e¥+o), (2.21)
PSY

I'inégalité (2.16) et la majoration contenue dans (2.19) sont triviales des que z > N,,.

2Tl résulte de (2.14) que B = A + k est un choix admissible.
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(iii) Les lemmes 1 et 2 de Rawsthorne [Raw82|, permettent de déduire immédiatement du
Théoreme B une assertion de méme type que le Théoréeme A, mais légerement plus faible, a savoir
que l'on a, sous les mémes hypotheses,

. ueAl—hB(u)
bi(e.0) < P (M) + ) @222, (222)

ou Ay dépend au plus de A et k.

3. Résultats

3.1 Objectifs

Au vu des estimations décrites plus haut, il est naturel d’examiner, sous ’hypotheése naturelle
r(z) < 1, les possibilités d’extension du domaine de validité de la formule asymptotique

Vi(z,y) ~ F(1y) A (u)

et, sous une hypothese unilatérale comme (2.14), de celles de la majoration asymptotique corre-
spondante

Vi (@,y) < {1+ o(1)}F(1,y)Ax (u). (3.1)
En effet, la décroissance rapide de A, (u) & l'infini complique singulierement 'obtention d’un terme
d’erreur relatif de bonne qualité : on notera, par exemple, que la formule (2.19) peut étre essentielle-
ment réécrite sous la forme

. ot logy u+0(u)
Vi(z,y) :F(l,y))\,{(u){l—i—O(W)}. (3.2)

Notre méthode étant relativement flexible, les hypotheses concernant r¢(z) peuvent étre notable-
ment relachées. Nous précisons sans démonstration au § 3.3 les résultats qui peuvent étre obtenus
sous I’hypothese plus faible (2.8) ou sous une hypothese unilatérale de méme type.

Une seconde motivation de ce travail réside dans une clarification de la nature méme des
hypotheses nécessaires concernant la fonction multiplicative f.

Alors qu’il apparait indispensable, en vue d’élargir le champ des applications, de s’affranchir de
la condition (2.15), qui restreint le support de f aux entiers sans facteur carré, il est opportun
de distinguer et d’établir deux types de théoremes, selon que les hypotheses portent sur une condition
faible, comme (2.14) ou (2.17), relative aux nombres f(p)(logp)/p ou sur une condition forte (voir
(3.11) infra) concernant le comportement en moyenne de f(p)logp. Les énoncés de la premiere
catégorie fourniront des estimations valables dans un domaine restreint en (x,y) mais applicables a
une vaste catégorie de fonctions f, ceux du second, au contraire, concerneront des évaluations plus
précises, valables sous des conditions plus restrictives pour le choix de f.

3.2 Enoncés

Etant donnés des parametres A > 0, C > 0, Kk > 0 et n € |0, %[, nous introduisons la classe
M. (A, C,n) (respectivement £,(A,C,n)) des fonctions multiplicatives réelles positives ou nulles f
satisfaisant, avec la notation (2.13), aux conditions (2.17) (respectivement (2.14)) et

3 {ff:))y <C. (3.3)

P y>2p

Nous avons
M. (A, C,n) C Le(A,C)n). (3.4)

Nous établissons le résultat suivant.

344

https://doi.org/10.1112/50010437X07003077 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1112/S0010437X07003077

MOYENNES DE CERTAINES FONCTIONS MULTIPLICATIVES SUR LES ENTIERS FRIABLES, 3

THEOREME 3.1. Soient A > 0, C > 0, k > 0 et n € 0, %[ Pour une constante convenable B > 0,
nous avons

Vi@, y) < F(1y)Ag(u)el o)/ 1ogy (3.5)
sous la condition
feLiACmn), x>3, (log 33)3/” <y<a. (3.6)
En particulier, pour tout ¢ > 0 fixé, nous avons
Uje) < P {1+ o) | (3.7

uniformément pour
feLs(A,Cn), x>=3, exp {c\/loga:logQ m} <y<z
Sous I’hypothése supplémentaire (2.15), I'inégalité (3.5) est valable pour x > 2, y > 2.

Le Théoreme 3.1 apporte en particulier les précisions suivantes sur le Théoreme A.
(i) Dans le sous-domaine (3.6), '’hypotheése contraignante (2.15) peut étre remplacée par
I'inoffensive condition (3.3) tout en réduisant significativement le majorant.

(ii) Sous I'hypotheése (2.15), le facteur exponentiel du membre de droite de (3.5) peut toujours
étre remplacé par 1+ e?® /logy: en effet, comme ¥3(z,y) = 0 sous la condition (2.21), nous
pouvons sans perte de généralité supposer que &, (u) < logy. Cela représente un renforcement
conséquent de (2.16).

(iii) Le domaine de validité (2.20) pour une inégalité asymptotiquement optimale de type (3.1) a

été étendu a
< log y )
u=o0 (y — 00).
logy y

Introduisons la notation
f(p)?(logp)?
Zitys ) o= 14 S LLUBDN 5y g (3.5)
PY
11 résulte par exemple de (5.2) et (5.6) infra que, sous la condition (2.14), on a
Zi(y; f) < logay, Za(y; f) <logy,
alors que
Zi(y; f) + Za(y; f) < 1,

si, par exemple, f(p) < p/(logp)?*¢ avec £ > 0.
Sous 'hypothese bilatérale (2.17), nous obtenons une formule asymptotique pour 1/1}(3:, Y).

THEOREME 3.2. Soient A > 0, C > 0, k > 0 et ) € |0, 1[. II existe une constante positive ¢; =
c1(A,C,k,n) telle que 'on ait
Vi, y) = F(Ly)Aa(w){l + O(Eqy)} (3.9)

uniformément pour

feMm(ACn), x=3, exp{cy/(logx)logsx} <y<x, (3.10)

oti I'on a posé

Eyp, = min 1, 1(y: f) L og(u + 1) 1+ ulog (14 2(y: f)log(u + 1) .
7 logy logy logy
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Le Théoreme 3.2 répond aux objectifs précédemment décrits en renforgant le Théoreme B dans
quatre directions.

(i) La relation (3.9) fournit un équivalent asymptotique lorsque
23, explu(a)(loga)”*(log, xlogy 2)/*} <y <z

ot w(x) est une fonction arbitraire tendant vers I'infini. De plus, ce domaine peut étre étendu a

x 23, exp{w(z)y/(logx)logsz} <y < x

des que Z5(y; f) < 1, ce qui représente une hypothese trés peu contraignante pour les applica-
tions. Dans tous les cas, le domaine (2.20) a été significativement agrandi: la borne supérieure
autorisée pour u est passée de < (logy y)/log, v & une puissance de log y.

(ii) Le terme d’erreur de (3.9) est au plus quadratique en ulog u, alors qu’il croit exponentiellement
en ulog, u dans celui de (3.2).

(iii) L’hypothese (3.3), modérant la croissance des nombres f(p”) pour v > 2, remplace a présent
la drastique condition (2.15).

(iv) L’hypotheése (2.18), relative aux moyennes pondérées des nombres f(p)2, a été supprimée.
Cependant, par le biais d’une majoration de Zy(y; f), toute information quantitative de ce
type permet de préciser le résultat obtenu.

D’un point de vue méthodologique, il est intéressant de noter qu’on ne peut faire appel aux
résultats de Rawsthorne dans [Raw82] pour déduire du Théoreme 3.2 méme une version affaiblie du
Théoréme 3.1. En effet, le principe mis en ceuvre dans [Raw82], consistant essentiellement & réduire
le cas f € £,(A,C,n) au cas f € M, (A, C,n) grace au calcul des variations, ne fonctionne, en I’état
actuel des connaissances, que sous I'hypothese (2.15).

Nos démonstrations des Théoremes 3.1 et 3.2 reposent sur la méthode itérative mise en ceuvre
dans [Ten01]. Nous traitons directement 1/1}?(3:, y) sans préalablement approcher f par une fonction
de Piltz 7., mais cette modification technique n’est pas essentielle. En revanche, nous utilisons de
maniere cruciale une majoration initiale précise obtenue par la méthode de Rankin avec un choix
essentiellement optimal des parameétres.

Ainsi qu’il a été mentionné au § 3.1, il peut étre utile de disposer d’évaluations de w}(aj, y) sous
des hypotheses plus fortes concernant les valeurs moyennes des nombres f(p). Dans cette perspective,
la méthode de [TWO03] est directement applicable. Au prix de quelques modifications mineures, nous
obtenons le résultat suivant, pour I’énoncé duquel nous rappelons a présent certaines notations.

Par souci de concision, nous renvoyons librement & [TWO03].

Pour k > 0 et b € |0, %], nous désignons par R(b, k) la classe des fonctions croissantes R €
CL(]1, co[, RT*) introduite dans [TWO03, p. 124]. Pour la commodité du lecteur, rappelons que la plu-
part des fonctions ‘naturelles’ R(v) dont la vitesse de croissance est située entre celles de (logs v)!+¢
et exp{(logv)3/°=¢}, otl € > 0 est arbitraire, appartiennent & R(b, k).

Etant donnés des parametres A > 0, C > 0, k > 0, b € 10, %], n € ]0,%[, et une fonction
R € R(b, k), nous définissons, comme dans [TWO03], la classe

Mli - M,{(A, C, 3 R)

des fonctions multiplicatives réelles positives ou nulles f satisfaisant a (3.3) et

> f(p)logp — k2

Pz

< Az/R(z) (z>1). (3.11)

Notons toutefois, que, pour la cohérence des définitions de M, (A, C,n; R) et M, (A, C,n), nous
avons permuté les roles joués par les constantes A et C' dans la définition de M (A, C,n; R).
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Pour tous b € ]0, %], e>0,k>0et R€R(b;k), nous posons

U*(y) == RGD/{1+ log RM[} et Y = yU" W/, (3.12)
et introduisons le domaine JZ(R) du plan en z, y, défini par la condition
2<y<z <Y (JZ(R))
THEOREME 3.3. Soient A >0,C >0,e>0,x>0,b€]0,3],7€]0,3], R€R(b;x). On a
B, y) = F(L ()1 +O(Exy)} (3.13)

uniformément pour f € M, (A,C,n;R) et 2 <y < x <Y, ot 'on a posé

e ulog(u+1) log(u+ 1) /y dt {ulog(u + 1)}?
PV R(yb?) log y 9 tR(th) R(y®)logy
Pour illustrer les champs d’application spécifiques des Théoremes 3.2 et 3.3, considérons trois

exemples.

1

(i) Lorsque R(z) = exp{(logz)®=9)/%} avec 0 < ¢ < 3

uniformément pour

la formule asymptotique (3.13) a lieu

z>3, exp{(logyw)”*™} <y<a (H:)
et 'on peut choisir
log(u +1)
oy = ———.
logy
Nous obtenons ainsi un renforcement considérable de (3.9) sous une hypothese beaucoup plus

restrictive.

(ii) Lorsque R(z) = (log2)® avec § > 0, il existe une constante ¢ > 0 telle que la formule asymp-
totique (3.13) ait lieu uniformément pour

>3, exp{(logzlog, )P} <y<ua (3.14)
avec D :=min{l + 6, 3(3+6)} et
(ulog(u+1)

sid <1,
(logy)?
1 1 1
Ery— (u +logy y) log(u + 1) §6=1,
’ logy
1 1)12
{ulog(u +1)}° G 1
(logy)t+o

Notons que ’hypothese (3.11) implique, avec la notation (2.13),
(log2)'=0 sid <1,
r(2) < < logy 2 sid =1,
1 sid > 1.

Ainsi, lorsque § > 1, le Théoreme 3.3 fournit-il en toute circonstance, moyennant une
hypothese légerement plus forte, un terme d’erreur relatif sensiblement plus petit que celui
du Théoreme 3.2.

(iii) Choisissons & présent R(z) := (log z)(logy 2)1*¢, avec ¢ > 0, de maniére & approcher encore
davantage I’hypothese r(2) < 1 par une condition de type (3.11). Nous obtenons alors la
validité de (3.13) dans le domaine

>3, exp{(logz)/?(logyz)"**} <y <a
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avec

log(u + 1) ulog(u + 1) ulog(u+ 1)
Euy = + Er e pve

log y (log y)(logy y) log y
Cela met en évidence une cohérence opportune entre les Théoremes 3.3 et 3.2. Il est en effet a
noter que notre hypotheése sur les nombres f(p) implique a présent Zs(y; f) < 1.

3.3 Description sommaire d’une extension

Si, dans les applications usuelles, I'on est effectivement amené a comparer la fonction 7¢(2) a une
constante, notre méthode s’adapte sans difficulté a d’autres types d’hypotheses. Dans cette per-
spective, une étude exhaustive, parallele a celle effectuée dans [TWO03] pour le cas des moyennes
standard, pourrait étre envisagée. Les majorants des quantités 7¢(z) ou r¢(2) —rs(w) seraient alors
susceptibles de varier dans une classe de fonctions relativement large, définie par des conditions
de croissance peu restrictives. Nous nous contentons ici de décrire brievement les résultats obtenus
dans le cas de majorants de type (2.8).

Introduisons donc, pour chaque valeur du parametre ¢ dans ]0, 1], la sur-classe £,(A,C,d,n) de
£1(A, C,n) obtenue en affaiblissant la condition (2.14) en

rr(z) —r(w) < A(log A0 zzw>1) (3.15)
et la sur-classe M, (A, C,6,n) de M, (A, C,n) définie en remplacant (2.17) par
rp(2)] < 2A(log2)' 0 (2> 1). (3.16)

Nous obtenons alors que, pour tous A >0, C >0, €]0,1], kK > 0 et n € ]0, %[, la majoration
Yi(,y) < F(Ly)he(u)el o)/ (oew)?’ (3.17)
est valable, avec une constante convenable B > 0, sous la condition

fELAC ), =3, (logz)’"<y< (3.18)

Semblablement, nous pouvons établir, pour tous A,C,d, k,n fixés comme indiqué plus haut,
I'existence d’une constante c; telle que I'on ait

Vi, y) = F(Ly)Aa(w{l + O(E; )} (3.19)
uniformément pour
fEMAAC,6,m), =>3, explei(logzlogyx)/T} <y <a, (3.20)

ou 'on a posé

. Zi(y; f) | ulog(u+1) Zo(y; f)log(u + 1)
Py 3= min (1’ gy | (logy) {1 ulos (1 T (ogy) >}>

4. Application au crible a puissances de Johnsen—Selberg

Pour chaque puissance de nombre premier p” (v > 1), soit W(p") un ensemble de résidus modulo
p”, identifié a la classe de ses représentants dans Z. Supposons que W(p*) N W(p¥) = @ si u # v.
Posons alors

W(d) := [ W), (4.1)
p¥|ld

de sorte que n € W(d) si, et seulement si, n € W(p”) deés que p”||d. Convenons également de poser
WQ1) =Z.
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Soient .4 une suite finie d’entiers (non nécessairement distincts), P un ensemble de nombres
premiers et z > 2 un nombre réel. Posons

P, =PN[,z2].
Nous cherchons une majoration de la quantité
S(A,P;z):={aec A:a g WD) (pe Prv>=1)}.

Le cas particulier ot A est un intervalle a été initialement considéré par Johnsen [JohT71] sous des
hypotheéses sensiblement plus restrictives que celles que nous avons effectuées plus haut. Celles-
ci apparaissent dans le travail [Sel77], ou Selberg étend sa méthode au crible par des puissances
de nombres premiers. Gallagher [Gal72, Gal74], a fourni une preuve plus simple de I'estimation de
Johnsen. Motohashi a ensuite obtenu dans [Mot79] une nouvelle démonstration, via le grand crible,
du résultat de [Sel77], répondant ainsi a une question posée dans le méme travail.

La majoration finale pour S(A, P; z) est explicitée dans [Sel77] lorsque A est un intervalle. Nous
nous proposons, dans un premier temps, d’étendre la formulation au cas général. Supposons que
I'on puisse écrire

Y o1= #X—i—rd (d>1), (4.2)
acA
aceW(d)

ou X > 0 est une quantité indépendante de d, w est une fonction multiplicative positive ou nulle,
et T4 est, en un sens convenable, un terme d’erreur. Nous pouvons supposer sans perte de généralité
que

wp”’)=0 (p¢P.v=1) (4.3)

et que

3 W) g ped.) (4.4)

ce qui, dans les cas usuels d’application, équivaut au fait que n ¢ Uy>1 W(p¥) a lieu pour au moins
un entier n.

Soit D > 1. Pour toute suite réelle {\;} vérifiant \y =1 et \y =0 pour d > D, on a

S(A,P;2) < Z( > ))\d>2. (4.5)

acA “aeW(d

En effet, le terme d’indice a dans la somme de (4.5) est toujours positif ou nul (puisque les Ay sont
réels) et il vaut A\; = 1 si a est compté dans S(A, P; z).

Introduisons la fonction multiplicative (au sens de Selberg dans [Sel77])

1 sip=voupr=0,

e(ph,p”) == {

0 dans le cas contraire.

La condition initiale de disjonction des classes W(p¥) implique que l'on ne peut avoir
W(pH) N W(p”) # & que si e(pt,p”) = 1. Par multiplicativité, il s’ensuit que e(d,d’) = 1
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des que W(d) N W(d') # @. En développant le carré de (4.5), nous obtenons donc

ATZ\Z)\dAd/ Z 1

d,d' <D acA
a€W(d)NW(d')

D> Aadge(d, d) Z 1 (4.6)

d,d'<D
aEW( [d ')

— X , U ([ ])
> )\dAds(d,d)i[ T + R,
d,d'<D
ol
Z )\d)\d/&‘(d,d,)r[dd/}. (47)
d,d'<D

Le calcul de Selberg [Sel77, pp. 239-240] pour minimiser le terme principal du membre de droite
de (4.6) est valable sans changement. Posons

n
I(p)i=1- > w(i ) >0 (p=z2,v20).
1<psy
Le minimum est atteint lorsque 'on a Ay = A\); pour tout d, avec
t*(m,d)t*(m,1 m
Ny om 2msp T T (m V/glm) = 0 py g5 py, (4.8)

> mep t*(m,1)?/g(m)

ou g et t* sont les fonctions multiplicatives d’'une et deux variables respectivement définies par
- I(p¥)
g(") == {9(p" ") = 9" :
(") = {I") — U )}ﬁ(py_l)
—{I*h) =9} /I siv =0,
{I(p= 1) =9}/ 9"t si0<v <y,
1 sip=uv,

t*(p",p") =
0 siv > pu.

Nous observons que t*(m,1) = 0 si P(m) > z. Un calcul élémentaire montre que

w([d,d]) 1

XoXse(d,d") )
ng%iz’gD d [dv dl] E ng Hpu||d{1/19(py) — 1/19(]9”_1)}
D’autre part, comme sup, |\}| = 1, nous pouvons écrire
RI< > D> eldd)rml= Y 390,
m<D? [d,d']=m m<D?
P(m)<z P(m)<z

ot w(m) est le nombre de diviseurs premiers distincts de m.
Nous avons ainsi obtenu le résultat suivant.

THEOREME 4.1 (Selberg). Sous les hypothéses (4.2), (4.3) et (4.4), nous avons
S(A,P;2) < + Z 390 [,
m<D?
P(m)<z

ot f est la fonction multiplicative définie par f(p”) := p”/9(p*) — p*/I(p"~1).
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Effectuons I’hypothese supplémentaire qu’il existe une constante positive 7 € |0, %[ et un entier
s > 1 tels que

I(p’) =n @E?V>) (4.9)
I/ 10 I/
Yy TS <o (110
p 1<v<s p y>s

Nous pouvons alors utiliser les résultats du § 3.2 pour minorer ¢¢(D, z), en utilisant la décroissance
en z de S(A,P;z) pour traiter les trées petites valeurs de z. Notant fs la fonction multiplicative

définie par
> H =t

v 1<]<s
Js(#") 0 sil<v<s,
(") siv> s,

on vérifie aisément que 'on a

Via,y) <VE(y) (@1, y>1).

L’hypothese fs € £,.(A,C,n) est alors satisfaite pour des constantes convenables k > 0, A, C,
n €10, 3] dés que

> Y MR <ot/ +00) (2 y> 1), (4.11)

1<v<s y<p<t
Posons
w(p”)
W)= [T (1- 2“5,
p<s > P

de sorte que, avec la notation (1.1) pour la série de Dirichlet friable associée a la fonction f définie
plus haut, nous avons W(z) = 1/F(1,2).

COROLLAIRE 4.2. Soient £ > 0, € ]0, 3[. Sous les hypothéses (4.2), (4.3), (4.9), (4.10) et (4.11), il
existe une constante B telle que I'on ait, uniformément pour 2 < z < D/,

+
S(A,P;2) < XW(Z) {1 + O(Mer(logv)/log2>} + Z 3w(m)‘rm|

Jr(v) log z rd
P(m)<z

ol nous avons posé
v :=min{(log D)/(slog z),3(log D)/(snlogy D)}, A} (v) := \e(v)vlog(l +v).
Ce résultat renforce significativement, dés que v — oo, la majoration analogue déduite du

Théoreme A.

L’énoncé suivant fournit, a titre d’illustration, un cas concret d’application. Un autre exemple
est fourni par le cas des entiers d’un intervalle représentables comme somme de deux carrés; les
détails seront développés dans un travail ultérieur. Lorsque G € Z[X], nous désignons par o(d; G)
le nombre des solutions dans Z/dZ de la congruence G(z) = 0 (mod d).

COROLLAIRE 4.3. Soient N € N*, I un intervalle contenant N entiers, ¢ € N*, et G(X) € Z[X]
un polynome de degré g, dont la décomposition canonique en produit de polynémes irréductibles
s’écrit G == b][1¢;<, Gj, ou b € Z* et les G; sont distincts et unitaires. 1l existe une constante
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Bg > 0, ne dépendant que de G, telle que 'on ait
NW(q; G) Booy , (log N)*
nz 1 < W{1+O<UAT(2})0NG GUN —i—W (4.12)
p¥[lg=p” 1G(n)
ot I'on a posé §, == 1/1og{3 + w(q)},

. log N log N H o(p”; G)
= '/'/ N = 1 _——
v (210g P(q)” Bg log, N)’ (@6) " ( )

p”|lq

et vy = v{log(v +1)}/log N. La constante impliquée ne dépend que de G.

Démonstration. Observons d’abord que, si W(q; G) = 0, il existe une puissance de nombre premier
p”|lq telle que G soit identiquement nul modulo p¥. Le membre de gauche de (4.12) est donc nul.

Dans toute la suite, nous supposons donc, sans perte de généralité, que W(q; G) # 0. La mino-
ration

W(g:G) > (@)g > (log{3 + w(g)}) .

ou ¢ désigne I'indicatrice d’Euler, résulte alors immédiatement du fait que o(p”; G) est uniformément
borné et n’excede pas g sauf peut-étre pour un nombre fini de valeurs de p”.

Appliquons le Corollaire 4.2 avec s :=1, A:={G(n):nel}, P:={p:p|q}, z:= P(q), et

vy .= J{0} sip”llg,
W) = {@ dans le cas contraire.
Convenons d’écrire d||q pour signifier que d|q et (d,q/d) = 1. Lorsque cette condition est réalisée,
on a
d;G
Yo=Y =249 N o)),
d
acA nel
aeW(d) G(n)=0 (mod d)
et le membre de gauche est nul lorsqu’elle ne I'est pas. Les hypotheses du Corollaire 4.2 sont donc
vérifiées avec

vy . Jo(p”; G)  sipYllg,
wp”) : {0 dans les autres cas.
Nous notons, en effet, que la validité de la condition (4.9) résulte immédiatement des propriétés
rappelées plus haut de la fonction o(p¥; G): voir, par exemple, [Ten90, § 2], pour les détails. Comme
on a
o G) = Y o(p:Gy)
1<g<r

sauf pour un nombre fini de valeurs de p” (voir, par exemple [Ten90, formule (2.11)]), une applica-
tion standard du théoréme des idéaux premiers (cf., e.g., [Ten90, lemme 3.1]) permet de voir que
Ihypothese (4.11) est satisfaite avec k = r.

Choisissons alors D := v/ N dans le Corollaire 4.2. Nous obtenons, dans les conditions de 1’énoncé,

3 1<M{1+O<m”)+f2>} (4.13)

= Jr(v) log N
p” llg=p” 1G(n)

avec

M) := Ap(v)v?log(v 4+ 1), R:= Z 3¢@Wo(d; G).
d<N
dllq
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Nous estimons R par la méthode de Rankin. Pour tout « € ]0, 1], nous pouvons écrire, notant p; le
j-ieme nombre premier,

3¢)*(@ 3
R<<N“Z%:N“H <1+pTgV>

dllq P’ llq
3
<~ [ (1+ —5) < N'(log{3 + w(g) ¥, (4.14)
pgpw(q) p
pour le choix a := 1 — d,. O

5. Estimations relatives aux nombres f(p)

Nous utilisons systématiquement la notation (2.11) et posons
&l
logy

Pour les valeurs relatives de x et y considérées dans la suite, cette quantité est une bonne approxi-
mation du point-selle associé au calcul de Vs (z,y) ou ¢} (x,y).

a, = ag(z,y) =1 (5.1)

LEMME 5.1. Soient A et k deux constantes positives. Pour toute fonction arithmétique f satisfaisant
a (2.14), on a

f(p) < (A+rK)p/logp (5.2)

pour tout nombre premier p. De plus, il existe deux constantes positives c4 et vy, ne dépendant que
de A et k, telles que 'on ait

f)/p™ < 5 (5.3)
pouryo < p<yetl<u<cey(logy)/logsy.
Démonstration. La relation (2.14) appliquée avec z = p et w = p — 1 fournit immédiatement
logp
f(p) =rlog(1+1/p) +7r¢(p) —re(p—1) <K+ A (5.4)

Pour tout ¢ > 0, on a t'=% /logt = ¢?(°8Y) ot ¥(v) := (1 — a.)v — logv est convexe. Il s’ensuit
que, pour chaque yq fixé et yo < p < ¥,

F)p~ < (A+w)p' =2 /logp < (A+&)(yy > /logyo + y' >/ log y).

Soit K > 0. Pour ¢4 assez petite et yy assez grande, on a &(u) < logyy — K dans le domaine
indiqué. La majoration précédente est donc < (A+x)e X, d’olt 'on déduit bien (5.3) en choisissant
convenablement K. O

LEMME 5.2. Soient A et k deux constantes positives. Pour toute fonction arithmétique f satisfaisant
a (2.14), on a

3 f;;;)? < A(A+ k)2 (5.5)

Démonstration. La relation (2.14) implique, pour tout entier j > 1,

3 Fw)logp 4 (5.6)
2i Kp<2i+l p
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11 suit, grace a (5.2),

f@)? A +k)°
4(A O
S < S S <GS <
LEMME 5.3. Soient A et k deux constantes positives. Pour toute fonctlon arithmétique f satisfaisant
a (2.14) et tous nombres réels x, y satisfaisant a x > 2, (logz)® <y < z, on a
SO 67
p<y ogy
Zo(y; U
Zf P« 2y f) + vulu )bg(u%) (5.8)
Py

Démonstration. Par (5.2) et (5.6) nous pouvons écrire
2(1 k)

p<y p<y
4(A + k)2
< - 7

h (log 2)2 Z

1<j<(logy)/log 2

22(1—a,§)j
j2

On obtient (5.7) en faisant appel a ’estimation

207 9B 1
Y S WH (J>1,8¢€]0,1]),
1<5<J
qu’on établit aisément par sommation d’Abel.
Montrons (5.8). Comme la quantité a estimer est une fonction croissante de u, nous pouvons

supposer u > ug, ol 1y est une constante arbitrairement grande. Nous avons

fp logp fp logp)2 220 ]
By SPEL o N+

(&%
Py PY

logp

Soient ¢ un parametre vérifiant 1/logy < t < % et z := y' . Scindons la derniére somme au point
z et observons que

2 2a, 2-2a, 2-9¢
it O S UN00) s
log p log z logy
Nous obtenons
Za(y;
B < Zu(y; ) + {utn(w) 2 280 | g

logy
avec
2 220 _ |

f(p log p)°p
Z logp

2<p<Ly

Ensuite, nous avons

2 log
B < {uy(u) } Z f(p) <tu2§,{(u)2,
logy o< P
ou la seconde estimation résulte de I’hypotheése (2.14). Comme nous avons supposé u assez grand,
)

nous pouvons choisir 2t log{u,(u)} = log(1 + Z3(y; f)&x(u)/logy), d’ou (5.8). O

Pour f € £,(A,C,n), nous posons

Co(f) =TT =1/p)* Y F(")/1", (5.9)

p v>0
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ou le produit infini est considéré comme nul lorsqu’il est divergent. Il résulte de (2.17) que cette
derniére éventualité est exclue lorsque f € M (A, C,n).

LEMME 5.4. Soient A > 0, C > 0, kK > 0, n € ]0, %] Il existe une constante Cy = Cy(A, C, k,n)
telle que, pour f € £,(A,C,n), on ait

C

O 0oy (1- 150 ) < F(Ly) < Colos)* (5> 2) (5.10)

F(1,z) Co
> (11— >z >2). 11
riy > () vz ese o1

De plus, on a, uniformément pour f € M. (A, C,n),

1

=e’"C, 1 "1 . 12
FiL) = o) {1+0( ) | (5.12)

Démonstration. Pour toute fonction f de £4(A, C,n), nous pouvons écrire

F(1,y) <em{2%+zz%}

Py P v>2
< exp{C + rlogyy — klogy 2+ G(y)} < (logy)"e®W)
ou l'on a posé, pour tout z > 2,
d t) —re(2—
G(2) ::/ {ry(®) —ry(2-)}
2 logt
_ ry(2) + Klog2 N /Z rr(t) + rlog2 o A
N log 2 5 t(logt)? ~ log 2
en vertu de 'hypothese (2.14). Cela établit I'inégalité de droite de (5.10).

Pour montrer I'inégalité de gauche de (5.10) et la formule asymptotique (5.12), nous pouvons
clairement supposer la convergence du produit infini C(f). Nous pouvons alors écrire

) = T[S 22 - e ] (1 - %>_Rﬂ’ﬁ(f; y!

p<y v=0 Py

+ K, (5.13)

avec

Pulfiy) = H( —%)HZ f ;fﬁ

P>y

:eXp{Zf(pL_K+O<1+;;(p)2+Z@>}’

P>y v>2

ol nous avons fait appel & ’hypothese (3.3) et a I'inégalité (5.2).

La formule de Mertens fournit d’abord, classiquement,
1\ " " . 1
H 1—- =e""(logy)"y 1+ O, oes ) (-
0
<y p gy
Ensuite, grace a la seconde formule de Mertens

1 1
—:1 t O T t>27
Zp ogyt +a+ <1ogt> ( )

p<t
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ou a est une constante convenable, nous pouvons écrire

SLELE pE GRS R ]

= y log y

et une intégration par parties analogue a celle de (5.13) fournit

A4k < > )
< + sifeli(ACn),
Zf(p) —K logy log y ! ( "
p

P>y <

i (A, C,n).
Toe g si feM(A,Cn)

D’autre part, il résulte aisément de (2.14) et (5.6) que

1 2 1
T + f2 () 1
= p ogy
alors que la condition (3.3) fournit

f®”) f®”) <p>”” 1
— = < - < =
DD IRIAID 3B pEL

P>y v=2 P v=2 Yy

Nous déduisons donc de ce qui précede que 'on a pour y assez grand

Pof: ){geXp{co/(zlogy)} si f € La(A,C.n),
T = exp{O(1/logy)}  si f €M (A,C,n).

Cela implique bien l'inégalité de gauche de (5.10) et la formule (5.12).

Finalement, établissons (5.11). Avec les notations introduites plus haut, nous avons

F1, i A
ﬁ: I1 Z%: I1 (1—]—9> Pulfizy)

z<py v=0 z<p<Y
avec
' f(") Co
v I (1-3) T8 cen{ ],
T<p<yY p v=>0 p 8
L’inégalité annoncée découle donc de la formule de Mertens. O

6. Majoration préliminaire

Les démonstrations des Théoremes 3.1 et 3.2 reposent de maniere essentielle sur la disponibilité
d’une ‘bonne’ majoration pour w}(x,y). Dans le cas des fonctions de £4(A,C,n), une estimation
relativement grossiere est suffisante. C’est ce que nous obtenons au Lemme 6.1 ci-dessous. Dans le cas
des fonctions de M, (A, C,n), en revanche, nous visons une formule asymptotique et la majoration
optimale a constante multiplicative pres

iz, y) < F(Ly)Ae(u) (6.1)
s’avere indispensable pour préserver la qualité du résultat final. Cette estimation nous sera en fait
fournie, dans le domaine requis en (z,y), par le Théoreme 3.1.

Nous obtenons notre majoration préliminaire par une simple application de la méthode de
Rankin. Grace au choix précis des parametres issu de la méthode du col, cela fournit incidemment
une amélioration significative du lemme 1 de [Gre05].
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LEMME 6.1. Soient A>0,C >0,x>0etn€]0,3[. Ona
Vi@, y) < F(1y)Aa(w) & (u)Vu + et/ logy (6.2)
uniformément pour
fele(ACm), y=2, 0<u<y’/logy. (6.3)
En particulier, on a
Vi(z,y) < F(1, ) w(w)e(w)Vu+1 (6.4)
uniformément pour f € £.(A,C,n),y > 3,0 < u < (logy)/log, y.

Sous I’hypothése supplémentaire (2.15), la majoration (6.2) a lieu pour tous x > 1, y > 2.

Démonstration. Nous pouvons supposer, sans perte de généralité, que y est assez grand. Nous
appliquons la méthode de Rankin. Soit o € ]0,1]. Sous ’hypothese

a.—z Zf )/p"7 < o0,

nous pouvons écrire

l1-0o v
vt < 3 D) <o ] Y LD

v
gxa—lexp{ f(p)}gx"_lexp{Kg—l—Zf(p)}.
pl/G' pa
py vzl PLY
D’apres 'hypothese (3.3), nous pouvons choisir o = a,; > 1 — 1 si (6.3) est réalisée. Lorsque (2.15)
est satisfaite, le méme choix est possible sans restriction puisque o, € ]0,1[si @ < N, =[] ., p et
¥3(z,y) = 0 dans le cas contraire.

PY

Comme on a, grace a (5.5),
F(l,y) > H <1+f(p > > ex p{zf }
P<Y p Py
il suit
-«
x “~ f(p)logp
vjlen) < Fper { -+ [ IUE L (65)
0 PSY p

La derniere somme en p n’excede pas

vlogy
/ —dt+/ t”d{rf(t)—rf(y)}</ e’ dw + Ay".
- 0
D’ou

fﬁ(u) wo_ A .
Wia,y) <F(1ay)exp{—u£ﬁ(u)+ [ g Al >},

Compte tenu de (2.4) et (2.6), cela fournit bien le résultat annoncé. O

7. Equations fonctionnelles

7.1 Forme initiale

Dans le lemme suivant, nous explicitons la forme initiale de I’équation fonctionnelle approchée de
type Wirsing-Hildebrand pour la fonction w}(m, y). Etant donnés une fonction multiplicative f et
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un entier m, nous définissons une nouvelle fonction multiplicative par la formule

Fom) i {f(n) si (nym) =1,

0 si (n,m) > 1.
Nous convenons également de poser

rr(z) =0 (0<z<1).

LEMME 7.1. Soient A>0,C >0,x>0,n€]0,3[ et f € £.(A,C,n). Pour tousz > 2, y

¢;(x,y)logx+/oowdt:m pr(t y) dt + Z (z,y; f),

x z/y 1<<3

ou I'on a posé

Benif)=- 3 L) - ()},

n>x/y
P(n)<y

By )=~ Y. 0 HLEORR yp ),

v>1l p<y

Es(z,y; f) : sz 1ngwfp(/p Y)-

v>22 p<y

Démonstration. Nous avons d’une part

3 f(n)nlogn_ 3 f(n) /

n>x n>x
P(n)<y P(n)<y

— Y(z,) logx+/

T

D’autre part, l'identité logn = > log p¥, fournit immédiatement

p¥[In

Z f(n)logn _ Z f(m)f(p”)logp”

mpY
n>x mpY >x
P(n)<y P(mp)<y, pJ[m
fp logp
=3 D el )
v>21l p<y

Nous considérons comme terme principal du membre de droite la quantité

S—Zf lgp S f Z fp plogp

PY n>x/y z/n<p<y
P(n)<y

_ ¥ @{w(%) () — rf(g)} (e {wlogy + s ().

x/y<n<x
P(n)<y
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En observant que

Z @1@;(%) _ r ¢7‘(t7y) —1[);(1’,y) dt

z/y<n<w * /y t
P(n)<y
z Pi(t,y) .
=/, ! dt — ¢5(z,y) logy,
z/y

nous obtenons

T * t,
S = /-a/ ¢f( ) dt + Ey(x,y; f).
afy 1

Par ailleurs, on vérifie aisément que

Z wlﬁ}p(l’/n y) — S = Ex(z,y; f).

Py

Cela implique bien le résultat annoncé. O

7.2 Exploitation de I’équation adjointe

Il résulte aisément de I’équation (2.1) et de la définition (2.5) que la fonction A\, est solution de
I’équation différentielle aux différences

u, (u) = k{Ae(u) — Ae(u — 1)} (7.7)

La relation (7.3) est une version discrete de cette équation écrite sous forme intégrale. C’est la
comparaison des deux formules qui conduira aux estimations des Théoremes 3.1 et 3.2.

Comme dans [Ten01], nous utilisons de maniére essentielle I’équation adjointe de (7.7), soit

{ug(u)}' = r{g(u+1) — g(u)} (7.8)

dont une solution est la fonction décroissante
00 Ca e
i (w) = / exp <—uv + /1/ —° dw> dv (u>0). (7.9)
0 0 w

Nous observons immédiatement qu’une manipulation de routine fournit I’évaluation asymptotique
pe(u) ~1/u (u— o0). (7.10)

L’identité
u

U () s (1) = /1/ Ae()ps(v+1)dv  (u > 1), (7.11)

u—1
qui découle aisément de (7.7) et (7.8) est un outil technique particulierement bien adapté a
I'exploitation des diverses équations fonctionnelles du probleme considéré dans ce travail.

Pour x > 0,y > 2, et f € £4(A,C,n), nous posons

Viy(u) =Pz, y)/F(1,y), (7.12)
ou F(s,y) est définie en (1.1).

Nous posons, avec les notations (7.4) et (2.11),

Ri(wsy) = Y Ej(zu:f). (7.13)

1<5<3
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LEMME 7.2. Soient A > 0, C >0, K > 0, n € |0, —[ethL‘ (A,C,n). Pour y > 1, u > 1, nous
avons

Rj(v:5) } (7.14)

u pr (W) vy (u) = ﬁ/: pr(v + Dvgy(v) dv — /OO (V) d{iF(l,y) oz

Démonstration. Reportons (7.12) dans (7.3), effectuons le changement de variables v = (logt)/logy
dans les deux intégrales et divisons par F'(1,y)logy. Nous obtenons

uv (u)—l—/oou (v)dv—m/u v (v)dv—l—M
T u T u—1 T F(lay) logy'

Apres différentiation relativement & u, multiplication par p,(u) et intégration de w a 'infini, cette
équation prend la forme

| o) d{ﬁﬂ} — [ om0y 0) = 5 [ )y 0) — vgyfo = D) do. (115)

(1,y)logy

Or, une intégration par parties tenant compte des relations lim, oo upte(w) = 1, limy_oo v, (u) = 0,
fournit, grace a (7.8),

[e.e]

[ o0 g ) = vy ) = [ vy (o) el + 1) = )}

u

Nous obtenons donc le résultat annoncé en reportant dans (7.15). O

8. Estimations initiales

Le processus itératif utilisé pour démontrer les Théoremes 3.1 et 3.2 nécessite une évaluation précise
des conditions initiales, qui correspondent ici au cas y = z. Ces renseignements sont obtenus au
Lemme 8.2 infra. Pour établir ce résultat, nous commencons par énoncer une équation fonctionnelle
pour ¢ ¢(x) := ¢(z,z) analogue a celle du Lemme 7.1 pour 1/13?(:1:, y). Nous conservons la notation

(7.1) et posons pour z > 1
=3 %(2)

n<x
V)1
—-y y [OIRr, g,
v>1 priica p— (8.1)
=3 S LWer, iy,
v>22 pV<z
= Z Dj(=; f).
1<5<3

Nous omettons la démonstration, qui est tres voisine de celle du Lemme 7.1.

LEMME 8.1. Pour toute fonction multiplicative f et tout x > 1, on a
Yy(z)logx = (/i-i-l)/ wadt—FRf(m). (8.2)
1

Les démonstrations des Théoremes 3.1 et 3.2 reposent sur 'exploitation de I’équation fonction-
nelle (7.3). Le lemme suivant permet fournit les valeurs initiales. Rappelons que la fonction j,; définie
n (2.5) vérifie
Ge(1) = 1= A(1) = €% /T + 1),
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LEMME 8.2. Soient A >0, C >0, k>0 et n€]0,1.
(i) On a

() :F(l,x)jn(l){1+0<%>} (8.3)

uniformément pour f € M, (A,C,n) et z > 2.
(ii) II existe une constante positive Cy = Co(A, C, k,n) telle que I'on ait

o5 > Pl f1- 5} (8.9

pour f € £,(A,C,n) et x > 1.

Démonstration. 11 résulte immédiatement de (8.1), (3.3), et (2.14) ou (2.17) que l'on a

{<<¢f(33)21(1’;f) si f € Ma(A,C,n),

Rf(x) <<B¢f($) si f S ;8,{(-’47 C, 7])7

oul B est une constante positive convenable. En particulier, nous avons, pour xy convenable,

Us(e) = Ry(w)/ds(z) < bloga (x> a0)

et nous pouvons déduire de (8.2) que la fonction

9 (x) = k+1 / P(t)

log €T Ii+1

vérifie pour = assez grand

Uy(z) _ (k4 1)Uy (x)
Uy(x)  a(logz){logz — Uys(x)}

(8.5)

Par intégration sur [z, oo[, il suit, lorsque f € M, (A, C,n), pour une constante convenable K,

Zy (s f)

log i (x)/ K} < 5 4

(1’ > 330)7

d’ot, en reportant dans (8.2),

Yy(z) = K(logx)“{l + O<%>}

La valeur de K peut étre obtenue de diverses manieres. Nous employons, par exemple, le théoreme
taubérien de Hardy-Littlewood-Karamata sous la forme donnée au théoréme I1.7.8 de [Ten95], qui
fournit, en posant F(s) := 3, 5, f(n)/n®,

_ 1 : v _Cslf)
K = malg?-k]:(a)(a -1 = Tt 1)

L’assertion (i) de notre énoncé résulte alors de (5.12).
Lorsque f € £4(A,C,n), nous commencons par fixer x > 2 et remplacer f(p”) par 7.(p"”) :=

(”+l'j_1) pour p > z, ce qui ne modifie pas la valeur de 1) ¢(x). On vérifie alors aisément, par exemple
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grace au théoreme taubérien de Hardy—Littlewood-Karamata, que

vr(t)
t—00 (log t)” o tllglo ﬂf( )
Cx 1 K vy /v
_ Jk()F(1,2) 1
~ (loga)~ {1+O<logaz>}' (86)
Ensuite, nous réécrivons (8.2) sous la forme
t R(t
e
d’ou nous déduisons
L0} AR _ R0 )
(logt)~J  (logt)"t! (logt)=tt 7
et donc, pour z > x,
Vr(z)  Wp(x)  Ry(z) — Ry(z) “ Ryp(t) — Ry(x)
g~ T = gt D [ ety 55

Par (8.1), (3.3), et (2.14), nous avons, pour une constante convenable D et tout ¢ > x,

mm—me<wa<DﬂLw<D”L@G§Z>{ Q%éﬂ

En notant que (8.6) et (8.7) impliquent

R - Ry(o)
z—oo  (logz)rt+!

=0,

nous obtenons, en faisant tendre z vers U'infini dans (8.8),

Culf)  sl@) _ "DCu() {1+O< ! )}

I'(k+1) (logz)s =  logx log

Compte tenu de la valeur de Ci(f) donnée en (8.6), cela établit bien la validité de
lassertion (ii). O

9. Démonstration du Théoréme 3.1
Posons 7, (u) = v7,,(1)/Ae(w) = ¥ (2, y) {F (L y)A(w)} (u > 0) et

0f () :==1+ sup {07,(v) — 3 (u> %)
1/2<v<u

Nous devons établir I'existence d’une constante B = B(A, C,n, k) telle que, pour toute fonction f
de £,(A4,C,n), on ait

5;’y(u) < eBuﬁn(u)/logy (1 <u< 77/3) (9'1)

I'inégalité étant valable sans restriction sous ’hypothése supplémentaire (2.15).

LEMME 9.1. Soient A >0, C >0, k> 0 et n € |0, %[ 11 existe une constante positive My telle que
lon ait

0 R (v;
~ [ o) d{ﬁ} < MoAe () {6 ()57 (u — 1) 4 60/ oz (9.2
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pour
fefACn), y=3 et 1<u<y (9.3)
De plus, sous I’hypothése supplémentaire (2.15), I'inégalité (9.2) est valable pour f € £,.(A,C,n),
x> 1, y > 2, en omettant le terme exponentiel du membre de droite.
Démonstration. Posons, avec les notations (7.4),
1 0o
[';:7/ we(V) dE; (v, y; f 1<j5<3), 9.4
V= | @B ) 0.4)

et notons d’emblée que, puisque la fonction Fy(z,y; f) définie en (7.4) est décroissante en x, nous
avons Iy < 0. Nous pouvons donc déduire de (7.14) que

w I +1
u e (u)vpy(u) < /1/ (v + D)vgy(v) dv + L0 (9.5)
u—1 logy
Nous avons d’abord, par sommation d’Abel,
—/ {E1(z,y; ) — E1(y”, 5 f) b (v) do. (9.6)
Le terme entre accolades vaut
f(n) f(n) v
> B ) - sy — S D ) - sty
n>x/y n>yv 1
P(n)<y P(n)<y
f(n fn v
- Y e memy s X I w0 e
z/y<n<y®! n>yv !
P(n)<y P(n)<y
< Ay (z/y,y).
Il s’ensuit que
Apr ()i (z/y, y)
I < Fli.y) = Ape(u)rg(u—1)6py(u—1) (x>1,y>1),
< Al)\n(u)gli(u)dﬁy(u - 1)7 (97)

pour une constante convenable A, en vertu de (2.7) et (7.10).

Une intégration par parties et le fait que p (v) <0 permettent d’écrire

Z Z‘f ( ) (9.8)

1/>2 Py

Majorons 9% (x/p”,y) en appliquant (6.2). Posant u, := (log p)/logy, nous obtenons
Vi(z/p”,y) < F(Ly)Ae(u— uup)gn(u)ul/%fmﬁn(@/IOgy
< F(1, )M (w)p™/2€, (w)u!/2eAun(w)/ Togy

lorsque p” < x/,/y. Dans le cas contraire, nous utilisons l'inégalité triviale wf(:r/p ,y) < F(1,y).
Il vient, pour des constantes positives M; = M;(A,C, k 77) convenables,

M (0)€,e (1) eAuen(w)/ logy

I3 < : ul/2 Z Z l/(]. n) Z Z 1 ng;n/2

v>2 p<y v>2 Py
>m/\/_
< M2>\E(u)ez4u£n(u)/logy L2 Mg)\ﬁ(u)eAufﬁ(u)/logy’
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puisque z~/2 = exp{—(n/2)ulog y} < exp{—(3/2)ulog u} < \.(u) dans le domaine u < y"/3. Cela
acheve la démonstration de I'inégalité (9.2).

Sous I'hypothese (2.15), 'intégrale I3 est nulle. Le résultat annoncé découle alors, par les mémes
calculs, de la validité inconditionnelle de (6.2). O

Nous sommes a présent en mesure de compléter la démonstration du Théoreme 3.1.

Nous commencons par observer que, d’apres (8.4) et (5.11), nous avons, pour une constante
positive convenable D et tous z, y tels que 2 < x < v,

i) = (L)~ byle) < F(L) — PO, (1= )
ZfWLw{l—deiytg<l_1+€%m>}
< F(l,y){l e (1 - %) }

Comme A, (u) = 1 — j,(1)u” pour 0 < u < 1, nous avons donc obtenu, l'existence d’une constante
M = M(A,C,n,k) > 0 telle que 'on ait
Mu®

1) <l+———
f’y(u) + 1+ulogy

O<u<1) (9.9)

pour f € £,(A,C,n), y > 2 et en particulier

" 2M
5f7y(1) =1+ sup {d7,(u)— <1+

. 9.10
1/2<u<1 logy ( )

Lorsque 1 < w < u < 2, nous avons, en vertu de (9.5), de la premiére inégalité (9.7) et de (9.8),

29

v My

wluli(w)Ali(w)éf,y(w) g /@/ MR(U + 1))\,.;(?])5]‘7:[/(1)) dv + @
w—1

Ici et dans toute la suite de cette démonstration nous désignons par M; (j > 4) des constantes
positives convenables. Scindons 'intégrale a w —% et majorons la contribution de l'intervalle w—1 <

v < w — § en estimant &y, (v) par (9.9). Il suit, pour une constante convenable Ms,

Ms
0 <1 0% -1
o) < 1+ ()], () = 1} + o
11 Ms
< = <o
S 9 + 25f7y(’LL) + logy’

Ol NOUS avons posé

K v 1
a(w) = () (w) /111_1/2 (v + DA (v) do < 3
la derniere inégalité résultant de (7.11) et de la décroissance de la fonction v — (v + 1)\ (v).

En prenant le supremum pour 1 < w < u, et en tenant compte de (9.10), nous obtenons donc
que

3 e
Seyl=) =14+ sup {6p,(u)—1}" <1+ . 9.11
w(3) -1+, s Bum -1 <iept (0.11
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Pour tout u de [%,y”/g] et tout w de [u — 1, u|, nous pouvons écrire, grace a (7.14) et (9.2),

’U),uli(w))\n('LU)(Sﬁy(w) < /1/_1 MH('U + 1)>\H(U)5f’y(v) o
+ %{fn(w)@,y(w —-1)+ eAwffﬂ(w)/logy}.

Majorons dy,(v) par 6}, (u — $)siv <u—1etpar 67, (u) siu— + < v < u puis df,(w — 1) par
67 (u— 3). Divisons ensuite I'inégalité obtenue par wu,,(w)A,(w). 11 suit

M7£/€(u) * 1 * M7 Awé,(w)/ o
Ofy(w) < <1 —a(w) + gy Of |\ u— 5 + a(w)d}, (u) + logye Er(w)/logy

A ce stade, observons que si 0% ,(w) > 63 (u— 1), alors

0%, (u) = sup %, (w).
u—1/2<w<u

(9.12)

D’ou, dans cette circonstance,
2M78k (1) o 1\  2M,eAuén(w)/logy
2SR\ " — — '
log vy fy log y

5}7y(u) < (1 + 5

Par une récurrence immédiate, cela implique, pour un choix convenable de B, la validité de (9.1)
dans le domaine indiqué.

Sous 'hypothese supplémentaire (2.15), le second terme du membre de droite de (9.12) peut
étre omis et I'inégalité est valable pour x > y > 2. L’itération de (9.12) conduit donc au résultat
indiqué dans ce cas. O

10. Démonstration du Théoréme 3.2

La fonction v, (u) étant définie en (7.12), il est commode ici de poser

Agy(u)
viy(u) = Ag(u) + ﬁ. (10.1)
Notre démonstration utilise de maniere cruciale la majoration issue du Théoreme 3.1
Vi(z,y) < F(Ly)e(u) (1 <u< (logy)/logyy) (10.2)

valable uniformément pour f € £.(A,C,n). Nous exploitons & nouveau ’équation fonctionnelle
(7.14), réécrite sous la forme

u > Ri(viy)
w0 =k [ o+ DA dr - [ @ EEEL (03)
u—1 U F(l’ y)
mais nous avons a présent besoin d’une estimation bilatérale du terme d’erreur.
Dans toute la suite de la démonstration, nous utilisons la notation
Z1(y; Z>(Y;
Vi(z,y) = &lu) + 21v:)) + ué.(u) log (1 + M) (10.4)
U logy
LEMME 10.1. Soient A >0, C >0, k > 0 et n € |0, %[ 11 existe une constante positive cy telle que

l'on ait
‘/mu (v)d{m}‘«)\ (W) Vi (2,y) (10.5)
" K F(17y) K f Y *
uniformément pour
feMm.(ACn), y=3 et 1<u<cy(logy)/logyy. (10.6)
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Démonstration. Conservons les notations (9.4) pour les intégrales I; (1 < j < 3) dont la somme est
égale a 'intégrale de (10.5). Les assertions a établir résultent donc de la validité, dans le domaine
(10.6), des estimations

I < Ae(u)Vy(z,y) (1< <3). (10.7)

Le cas j = 1 est presque immédiat. Il résulte en effet de la représentation (9.6) et du calcul qui
la suit que l'on a

Vi /y,y)

I _J - 7
LS R y)

Aw(w)€x (w), (10.8)
ou 'on a utilisé (7.10), (10.2) et (2.7).

Le traitement de Iy est analogue mais plus délicat. Nous observons d’abord qu’il résulte
immédiatement de la définition de Fs(z,y; f) que

Y)lo
Ig<< sz V+1 gp (/u+1 y).
I/>1p<y

Désignons par Is; la sous-somme correspondant a v = 1 et par Iss la sous-somme complémen-
taire. Si u < 3, nous avons trivialement

Iy < Y 08P I ng < Me(W)Vi(,y).
Py

Si w > 3, nous déduisons de (10.2) et (2.7) que, notant u, := (logp)/log Y,

1 f(p)*logp f(p)*logp
Iy < =) = A — 2up Z s

Py p Py
L Ae(w)Vi(z,y),

d’apres (5.8).

Nous avons ensuite, par (5.2),

Ioy < mz Zf(py)w;(x/pu—i-l’y)'

Majorons % (z/p"*!,y) par

< F(Ly)Ae(u— (v + Duy) < Ay (u)p™”

u=1/2 et trivialement, par < F(1,y) dans le cas contraire. Il vient

ZZV(M IDIEDY 1773;?7/2

V=2 p<y V=2 Py
p’>z/ f

lorsque p¥ <y

< )""T(u) + 272 < Ao(u),

puisque 272 < exp{—nu®/(2¢c9)} < Ae(u) dans le domaine (10.6).
Cela établit bien (10.7) pour j = 2.

Le cas j = 3 est relativement plus simple. Nous avons

] < ) 3 L ) (10.9)

Py
v>2
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et nous obtenons (10.7) avec 7 = 3 comme précédemment en employant (10.2) ou la majoration
triviale selon que 'on a ou non p” < /z.

Cela acheve la démonstration. O
Nous déduisons immédiatement de (10.5) et de (10.3) une inéquation fonctionnelle pour Ay, (u).

LEMME 10.2. Soient A >0, C >0, k > 0 et n € |0, %[ 1I existe deux constantes positives Cy et ¢q
telles que l'on ait

u

i)l ] < 5 [ ualw+ DIA g @] do + CoAw)Vi.) (10.10)

u—1

pour f € M (A, Cin), y =>2et 1 <u<ci(logy)/logyy.

Le résultat suivant fournit une estimation préliminaire permettant d’initialiser le traitement
récursif final.

LEMME 10.3. Soient A >0, C >0, k > 0, n €0, %[, ug > 1. Posons k1 := min(1l, k) et désignons
par ¢ la constante apparaissant au Lemme 10.2. Sous les conditions

la formule asymptotique

si6ea) = P o +o( B DI | (1012

est valable uniformément pour f € M, (A, C,n).

Démonstration. Nous déduisons de (8.3) et (5.12) que, pour 2 < z < v,

_ if))(ulogy)”{l +O<M>}'

Nk+1 ulogy

Cela implique bien (10.12) pour 0 < u < 1, grace a une nouvelle application de (5.12). Nous avons
donc obtenu, avec la notation (10.1), 'existence d'une constante Cy = Cy(A, C,n) vérifiant

[Agy(u)] < Co{l +u"Zi(y; £)} (10.13)

pour tous f € M (A, C\n), y >2et 0 <u<l1.

Posons alors A% (u) 1= supy jo<ycu [Af,y ()] Nous allons montrer par récurrence sur l'entier j,
1 <J < 2up, que

Fu(W) < Zi(y; f) (L<u<qj+1). (10.14)
D’apres (10.13), nous avons d’abord
sup Ay (0)] < Zi(y; f)- (10.15)
1/2<v<1

Ensuite, par (10.13) et le Lemme 10.2, nous voyons qu’il existe une constante C; telle que, pour
tousu,wtelsquelgwgugg,

w—1/2
Wi ()| A gy (w)] < KCo / v+ D)1+ 0512, (y; )} do

w—1
+ A% () / el DA G )
w—1/2
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Comme I"équation fonctionnelle (7.8) implique
w w
Ogn/ u,i(v—kl)dvg/i/ (v +1)dv = wpk(w) =1 (w > 1),
w—1/2 w—1

il suit, pour une constante convenable Co,

wits(W)|A gy (w)] < {wpe(w) = 1}AG (u) + CaZ1(y; f)-

En divisant par wpu,(w) et prenant le supremum du membre de gauche lorsque w € [1,u], nous
obtenons immédiatement que, si A?y(u) > CyZ1(y; f), alors A}i’y(u) est égal au membre de gauche
de (10.15).

Il s’ensuit que la majoration (10.14) est vérifiée pour j = 1.

Supposons-la satisfaite pour j > 1. Sous 'hypothése 1+ %j <u < % + %(] +1), nous avons alors,
d’apres le Lemme 10.2, pour tout w de [1 + %j, % + %]]

w

Wi ()| Ay (w)] < / (v + AT () dv + CLZ1(y: f)

w—1
= {wps(w) — 1}A%  (v) + C1Z1(y; f),

et donc, en faisant tendre [Ay,(w)| vers A% (u),

Fo(w) < CLZ1(y; f).

Cela établit que la propriété annoncée est bien inductive et acheve la démonstration de la formule
(10.12). O

Nous sommes a présent en mesure de terminer la preuve du Théoreme 3.2.

Soit ug > 1 tel que inf,>q, v (v) = % D’apres le Lemme 10.3 ci-dessus, il existe une constante
Cg = CS
(A, C, k,n,ug) > 8Cy telle que

|Apy(u)| < Csde(uw)uVy(z,y) (1<u<ug,y

WV
N/

Pour y > 2 fixé, posons
ug = up(y) :=inff{v = 1:[Apy(v)] > CavAc(0)Vi(y",y)}
et notons z9 := y“2. Nous avons trivialement ug > ug. Si ug < c¢;1(logy)/logs y, nous déduisons de
(7.8), (10.10) et (7.11) que
Cstis i (ug) A (u2) Vi (22, 7)
< upt(uz)|A gy (u2)]

u
<o [ a4 DIA L @] o+ Coduun)Vy (o, v)
uz—1

< {/103 /uz_l (v + 1)vAg(v) dv + Co)\,{(UQ)}Vf({L’Q, Y). (10.16)

Comme la fonction v — g, (v + 1)Ac(v) est décroissante, nous avons

u2—1/2 1 U2 1
/1/ pe(v+ DA (v)do > Eﬁ/ pe(v+ DA (v)do = §U2HK(U2))\,{(U2),
ug—1 ug—1
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d’ou

uz
/1/ (v + D)vdg(v) do
ug—1

1 uz—1/2 u
< ﬁ<u2 — §> / (v + 1) A (v) dv + ﬁug/ (v + 1) Ag(v) do
ug—1 uz—1/2

< <u2 - %>u2uﬁ(u2)>m(u2)-

En reportant dans (10.16), il suit, apres division par A, (u2)Vy(22,y),
$C3 < $C3uppe(uz) < Cp,

ce qui contredit la définition de C3. Cela acheve la démonstration.

11. Démonstration du Théoréme 3.3

11.1 Etude d’un cas particulier

Nous établissons trois propositions préliminaires, qui sont respectivement des modifications mineures
des propositions 4.2, 4.3 et 4.4 de [TWO03]. Dans toute la suite les numéros de formules (a-b) de
[TWO03] sont identifiés sous la forme (I.a.b).

Comme dans [TWO03], nous désignons par M} (A; R) la classe des fonctions exponentiellement
multiplicatives, i.e. telles que

fo") =fw)" /vt (p=2,v=1),
satisfaisant (3.11). Nous conservons également les notations

Up(z,y):= > f(n), Ruly):= /3?2%

nes(z,y)

Par souci de concision, dans toute la suite de ce paragraphe, nous renvoyons librement & [TWO03]
et nous nous limitons a signaler les modifications nécessaires des énoncés ou des démonstrations de

[TWO03).

LEMME 11.1. Sous la condition supplémentaire x > y, la proposition 4.2 de [TWO03] reste valable
en remplagant Ey(x,y) par

Ep(ary) i= S

(x >y = 3).

Démonstration. La preuve de la proposition 4.2 de [TW03] reste valable, moyennant les changements
suivants.

Page 150, ligne 3 de [TW03]. D’apres les estimations (1.3.35) et (I1.4.12), on a
Vi(3z/2,y o e
LI o (3/2)" 0 (u) (log )"

n(u)
logy

Wj<<

Iy

< Ay (u)(log y)~ (j=12),

d’ou
fn(u)z
(log y)?

Wiz + Way < A(u)(log y)"Ej(z,y).
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Page 150, ligne —2 de [TW03]. Les relations (1.4.18) et (I1.4.12) impliquent

€ ()’ €i(u)? 10g2(3$)>
(log y)? (log y)?

Wi1 + Wa < 0, (u)(logy)™ <1 +

< Ao (uw)(log y)*E\(z,y).

Page 151, lignes 1-5 de [TW03]. On a

o (u)(log y)* tlogy(3z) sij=1,

0 (u)(logy)"~*

Wj3<<{ ..
sij=2.

Il s’ensuit, comme précédemment, que

f,{(u)2
(log y)?

§(u)? logy (3z)
(logy)? " 1)
< Ae(u)(log )" Ey(, ).

Wig + Wos < Qn(u)(log y)ﬁ_l <

Page 151, lignes —7 ¢ —1 de [TW03]. Estimons précisément les trois termes apparaissant a la ligne
—4 de la page 151 de [TWO03].

En utilisant (1.3.35) avec (¢,z) = (z,Y."), nous avons d’abord
x

(Y ) log L
OCY* " 3] 1 K
@zp S et logy ) 18

€

< (V) ' on(u)(log y)" !
< Ae(u)(log )" Ey(,y).

Pour la seconde estimation, nous avons utilisé I'inégalité o < 1 et le fait que v — g, (v) est positive
et décroissante (k < 1) ou unimodale (k > 1). La troisieme estimation résulte trivialement de
V¥ > 1 et (14.12).

Semblablement, nous pouvons écrire

oY P (¢ T (vYF
:E/ sy @ / yYey) o
1

v 3 (}/’8*)2 V3
<z / T Y pr(log Y /log y) (log )" "
(vz)? L v3

< ox(u)(log y)"* " < Ae(u)(log )" Ey(x,y),

ou la premiere majoration résulte d’une application de (1.3.35) avec (t,z) = (v, Y."). En utilisant
(I.3.26) avec x = t, on a de plus

Y* Y*

e We(t, e logt/1
:17/ 7f§3 v) dt < z(log y)ﬁ_l/ —QE( 0gt2/ oz y) dt
X X

< ox(u)(logy)" < A (u)(logy) "Ej(z, y).

Nous obtenons ainsi

IYE* \Il t, y .
o [ R ) g 1) B o)
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Il reste & examiner le troisieme terme. D’apres (1.3.25) et (1.4.12), nous avons
1 Vu+1logy 1~ _pulogy
n I VUL ) o) B E(u))
€ €
< 0x(u)(logy)* ! < As(u)(log y)" Ey(, y).

e <) (log y)

Cela acheve la preuve du Lemme 11.1. O

LEMME 11.2. Sous la condition supplémentaire x > vy, la proposition 4.3 de [TWO03] reste valable
en remplagant EY(x,y) par

ube(u) | &(u)Ro(y) (11.1)

t o
Enle.y) R(y®) log y

Démonstration. Nous allons établir, avec les notations (1.4.33) et (1.4.34), les estimations asympto-

tiques
L :An(u){1+0<m>}, (11.2)

I < An(u)g(%). (11.3)

Le résultat annoncé découle immédiatement de ces estimations au vu de (1.4.32) et (1.4.20).

Preuve de (11.2). 11 suffit de démontrer que 'on a

I = / Jre(w)e"™ dt <« ——a—,
! [t|>5 logy (IOg y)l—i-n

ou, par convention, w = —&,(u) + it.

Soit T := max{% logy, 1 4+ u&(u)}. Désignons par I}, et I]5 les contributions respectives & I}
des domaines 1 logy < [t| < T et [t| > T.

Pour estimer I{;, nous pouvons supposer T = 1 + u&(u) > %logy car le domaine d’intégration
est vide dans le cas contraire. Nous avons alors, d’apres (1.4.24) et le lemme 4.10 de [Smi91],

Iy < g )" [ /e 4
Llogy<[t|I<T t

Ak (1)

—u/(&n(u)?+7%) _ R
<< Qli(u)\/ae ]'OgT<< (logy)l""“’

en vertu de (1.3.25) et (1.4.12).

D’autre part, on peut écrire, grace a (1.4.35),

DV 1 1+ up(u) j
- K—ués (u) iut
J Aﬂ{w“" +0<7w2+ﬁ et dt.

La contribution du terme d’erreur a la derniere intégrale est

< uy(u) /T < ué(u)/(log y)' ™.
Celle du terme principal e /w!** peut étre estimée par la seconde formule de la moyenne: nous
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avons

ezut ewt
——dt = / - dt
/|t>T wlte > 1=k (u) +atptn

1 { <£ﬁ<u>>}
1tk A?T |t|l+n |t|

Elw) &)

uT1+s u(log y)l-l-r{ '

<

Nous avons donc établi que

u(w) _ efu)

! —u&p
Iy <e™ @) (log y) 1+~ (log y) 1+~

Preuve de (11.3). Compte tenu de (1.4.38), il suffit de démontrer que 'on a

1 ~
Iy := — D, (1 L)jﬁ(w)e“w dt < e (uw)

N e(u,y)
21 Jro<jti< L togy logy

N
Nous allons procéder comme dans [TW03] dans le cas k = 1, u > 1 (voir [TW03, p. 156, lignes
6-19)).

Similairement a (I1.4.40), nous pouvons écrire, en vertu de la formule asymptotique (1.4.35),

Izo = I991 + 1229

_e—ubi(w)—y  p3logy L\ dt
Iy := ei/ Re <Dy <1 + - >em> P
7T T logy (AR

puisque 'on a Dy (5) = Dy(s) pour [s — 1| <1, et
Toe(u, y) /bgy tmde
eués () Jp 1+ e(u,y)t
e(u,y)
Vu o
Une intégration par parties fournit ensuite, compte tenu de (1.4.28), (1.4.29) et (1.4.41),

zlosy /D! (1 +w/logy)| |D,(1+w/logy)|
T —up(u) E(U, y) /2 Yy Yy gy dt
221 K @ { 5 + . 1+ log y + 24w

avec

I299 K

< e W The (u, ) < Aelu)

2

L logy
) /2 1) e 2 (4 ) < )\K(u)s(u,y),
T

1tk \/ﬂ
Cela acheve la démonstration. O
Les Lemmes 11.1 et 11.2 impliquent immédiatement le résultat suivant.

LEMME 11.3. Sous la condition supplémentaire x > y, la proposition 4.4 de [TW03] reste valable
avec El(a:, y) a la place de E(z,y).

Le résultat suivant fournit la conclusion du Théoréme 3.3 dans le cas particulier f € M%(A; R).
Nous verrons au paragraphe suivant que le cas général s’en déduit aisément grace a un argument
de convolution.
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LEMME 11.4. Soient A > 0,e >0,k >0, b €0, %], R e R(b;k). On a
Uiz, y) = F(Ly)As(w){1 + O(EL(z,y))}, (11.4)
uniformément pour f € M (A;R), y > 2 et \/y <z <Y, ol

waln) | Eal)o(y)
R(y%/?) logy

Ei(z,y) :=

Démonstration. Puisque e 7% /T'(k + 1) < jx(u) < 1, le Lemme 11.3 implique que l'on a, uni-
formément pour f € Mi(A;R) et 2 <y <z <Y,
-y oy M

Plm)<y Pq(D)zy

= F(L,y)jx ({1 + O(\s(w) Ef (2, 9))}- (11.5)

Nous allons maintenant établir que, sous I'hypothese /y < x < y, cette formule reste valable en
remplacant E,z(m, y) par E,i(a:, Y). A cette fin, nous observons que le cas particulier y = x de (11.5),
(I.2.7) et la formule

e "

J(u) = mun O<u<1)

impliquent, pour \/y <z <y,

FL2)ja(1) = ewcaf)(logx)“{l +0 <R(1zb)> } et

(k+1)
= F(1, y)jn(u){l +0 <R(y1b/2)> }

1 Ry( u( u)R

et

Cela fournit bien I’extension annoncée. Il est a noter que E, ,i{( y) est, a y fixé, une fonction croissante
de z. Ainsi on a

bp(a,y) = F(1Ly)jx(@){l + O (w) EL(2,y))}
uniformément pour f € My (A;R), y > 2et \/y < x < Y. Cela équivaut au résultat annoncé. [

11.2 Extension au cas général
Maintenant considérons une fonction quelconque f € My (A,C,n; R). On peut écrire f = f*x g
avec f* € M:(A;R), et

g@") = > (=N /i (p=2,v>1).

jt+k=v

Posons z := max{x/y, \/y}, um = (logm)/logy (m > 1) et
> f)/n?
P(n)<y
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En appliquant® le Lemme 11.4 & f*, nous obtenons

vt = 3 By (Z)rray Y 4

m<x m>x
P(m)gy P(m)<y
= F*(L,y){T1 + O(EL(x,y)T1 + T2)}, (11.6)
avec
g(m)
Ty := Ak (U — up),
1 mZ<:Z - (U — Upm)
P(m)<y
, lg(m)]
Ty = n; —, (11.7)
P(m)<y

ol nous avons employé I'estimation triviale ¢}. (z/m,y) < F*(1,y) pour z < m < x.

Posons
O (Uy ) i= A(u) — Ag(u — up,) = / ok (u —v) dv.
0

Il résulte aisément de (2.7) que

logm .
T i <1/ () 118

O (Uy Uy ) K
A (u)m!=@ si Uy, < 3

Nous majorons Y par la méthode de Rankin. Lorsque z/y > /¥, nous avons grace a (1.4.51)

lg(m)]| *7! _logm
fre m;/y my)  log(z/y)
P(m)<y

Ve o g logm

(u—1)logy Pl me

T (), Pl

<

<
logy R(y")
§r(u) ( u2£n(U)>
< Ae(u 1+ . 11.9
( )logy R(y") (11.9)
Similairement si z/y < |/y, on a
a—1
1
e Y lg(m)| (xf) ogm
logy
m>./y
P(m)<y
- y‘l(l‘“)/ ’ IQ(M)\iOgm
ey P(m)<y mn
§r(u) < uQ&(U))
< Ag(u 1+ , 11.10
( )logy R(y®) (11-10)

puisque z/y < /y = u < %
La formule (11.4) est bien applicable pour évaluer 9« (x/m,y) puisque m <
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Il reste & évaluer le terme principal de (11.6). A cette fin, nous écrivons

Ti=Ae(u) Y % + O\ (u)T2 + T3), (11.11)

m>1

ou Yy est définie par (11.7) et

m<z
P(m)<y

Posons w := y'/(%+®) D’apres la premiere majoration de (11.8) et (1.4.51), nous avons

T [9(m)[04 (u, )| < )\R(u)%g 3 Ig(m)Tlnlogm

m
mw
P(m)<y
§r(u) ( uz&(ﬂ))
L Ap(u)=——={ 1+ .
) logy R(y")
En utilisant I'inégalité 1 < logm/logw, la seconde estimation de (11.8) et (I.4.51), nous obtenons
de plus que
5li Y m Ali ].
Z l9(m) 0 (v um)| - Aw (1) 3 |lg(m)|log m
m log w me
w<m<z P(m)<y
P(m)<y
Er(u) < u2£n(u)>
<L Aelu 1+ .
(w) logy R(y®)
En rassemblant ces estimations, nous déduisons que
& (u) < u2£n(U)>
Ts < Ag(u 1+ 11.12
’ () logy R(y") (11-12)
et finalement
g(m) < §r(u) < u?(u) ))
T = Me(u —— + 0O Me(u 1+ . 11.13

Maintenant le Théoreme 3.3 découle donc de (11.6), (11.9), (11.10), (11.12), (11.13) et les faits que

Py Y M o pay), P = L),
P(m)<y

Cela acheéve la démonstration. O
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