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RACINE MINIMUM D’UN GROUPE
ELEMENTAIRE ABELIEN

MIKHAIL DEZA

Soit L un groupe abélien élémentaire d’ordre p” (p est un premier, # est un
entier positif). Soient (a) le groupe cyclique d’élément ¢ € L, |A| le nombre des
éléments de I'ensemble A C L. Nous appellerons I'ensemble B C L racine du
groupe L si pour tout a, {0} # a € L, il existe by, bs € B (by # by) tels que
by — by € (a). (A ce propos, il est évident que si B est une racine de L,
I'ensemble By,* = {b;* = sb, + t/b; € B}, ot sont donnés s, ¢t € L, (s) # (0),
(c'est-a-dire By,* est le résultat de I'affinité de B) est également racine de L.)
Nous appellerons la racine B minimum et désignerons |B| par (L) si tout autre
racine contient au minimum |B| éléments. Voici les exemples de racines minimum
duL pour L = Fo",m = 1,2,3,4,5 et pour L = F;?:

{0,1}; {00, 01, 10} ; {000, 001, 010, 100, 111} ;

{0000, 0001, 0010, 0100, 1000, 1111} ;

{00000, 00001, 00010, 00100, 01000, 10000, 00011, 00101, 00110, 11111} ;
{000, 001, 010, 100, 111, 222} .

LEMME 1. On a
e
3t [% +2 2 p’] S B(L) = p"T 4 pm Y — 1
0<ign—1

En effet, soit L, un sous-groupe d’ordre p!"/2 du groupe L, L, un sous-groupe
telque Lo\ Ly = (0),Lo + Lo = L. L’ensemble L, \U L, est évidemment une
racine, donc, B(L) £ |Ly\U Ly|, dou découle lestimation supérieure.
Soit B la racine minimale. Il est clair que Uy, p,e5 (01 — b2) = L. Mais dans

Upi.oaes (b1 — bs) on trouve au plus ('fl)(p — 1) éléments non-nuls; donc

(Igl)@_l);m_l, (g);p”"l—i—...—i—p-i-l,

d’ou découle 'estimation inférieure.

Si L = Fy", I'estimation supérieure du lemme est obtenue pour n = 1, 2, 3;
pour 7 > 4, dans cette estimation on peut poser le signe d’inégalité rigoureuse
puisque, a la place de la racine L, \U L, on peut prendre la racine

(Lo\fa1}) U (Lo\laa}) U {ar + as},
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ol sont fixés des éléments non-nuls a1 € Lo, as € Lo). Si L = Fy*, 'estimation
inférieure du lemme est obtenue si et seulementsiz = 1, 2, 4 (4 ce propos, pour
tout L la racine minimum est un (v, k, \)-ensemble de groupe de différence, ot
v =|L|,k = B(L),\ = 1sietseulement si on obtient 'estimation inférieure du
lemme). Si L = F,*, n = 3 alors on peut montrer que parmi les racines mini-
mum il en existe une qui contient toutes les z-suites a une unité, la z-suite a n
unités et la n-suite & n zéros.

Le fait que le nombre (L) ait 'ordre du nombre |L|* (par le lemme il est aisé
de voir que (2/(p — 1))} |L|* < BIL) < ((p + 1)/pHILI* pour |L| #2)
souligne I'analogie entre la notion de racine de groupe et celle de racine carrée
du nombre. (Cette analogie apparait aussi dans le fait que pour p = 2, B est
une racine si et seulement si B + B = L.) On peut, pour L = F,", appeler
racine de k-iéme degré d'un groupe L,unensemble B C L, telque B4...+ B =L,
ou B est pris en qualité de terme k fois. Ce faisant, il est facile de généraliser le

lemme et pour une cardinalité 8,(L) de racine minimum de degré k nous obtenons
Bi(L) ~ |L|*~.

Montrons l'analogie de ce lemme, pour L = F,*, avec le résultat suivant
de Rohrbach (cf. [3], p. 130) dans la théorie additive des nombres: soit
0<a;<...<a, £m une suite d’entiers telle que chacun des entiers de
[0, m] soit représentable sous la forme a; + a;, et soit g(n) = min ¢; alors
(2m)t £ g(m) £ 2(m):. Pour L = F,", il est aisé de formuler le lemme de la
fagon suivante: soit m = 2®" — 1, soit 0 £ a; < ... < a, £ m une suite
d’entiers telle que chacun des entiers de [0, m] puisse étre représentable sous la
forme a, + a; (si

ar= Y a2

0<s<n—1

est une notation binaire d’entier a,, définissons ainsi la somme

a1 + a; = Z |llts - astQS)

0<s<n—1
et soit g(m) = min ¢; alors, g(m) = B(L), o L = Iy", et, donc,

2m + 1)} — 1, si 1go(m -+ 1) est pair

(2m 4 1/4)> + 1/2 = ¢(m) = {3/25(1% +1)% —1,si1gs(m +1) est impair.

Enfin, la notion de racine minimum est analogue & certains problémes de
combinatoire pour un groupe abélien fini G, envisagés dans {2] et dans les
chapitres 1, 9 de [5]. Par exemple, le nombre ¢(G) examiné dans [2] (c’est le
min |S], ot

{E eay/tous les e; = 0, 1} =G
ai€S

coincide pour G = F," avec le nombre 8,(G) envisagé ci-dessus, ot & = B,(G).
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Maintenant, montrons dans le Théoréme 1 les estimations inférieures du
“role relatif” |B,| = |[L\(B\B1 + B\B,)| de tout propre sous-ensemble Bj,
B, C B, d'une racine minimum du groupe L = F,". Démontrons, pour com-
mencer, un lemme algébrique. On donne une k-aire opération a(gy, ..., g), k& = 2;
appellerons I'ensemble G un a-systéme, si |G| < k, ou si |G| = k et pour tous
différents gy, ...,g, € G on a a(gy, ..., &) € G. Dans le Théoréme I nous
utiliserons seulement le cas trés particulier, ol a-systéme est le groupe Fo"; mais
ci-dessous Lemme 2 prouve pour a-systéme par ce que la preuve n’est pas plus
longue dans le cas général et que la Lemme 2 a peut étre un intérét en soi. Pour
tout F C G, appelons constructive la représentation F = {ay, ..., a;,;} U F’, ol

(a) les éléments a4, . . ., a;, sont distincts;

(b) a(@ri—gr1, - - - » @xg) € G\F) U {ay, ..., a4} pourl £ 1 Zf;

(c) F’ est un a-systéme.

LEMME 2. Tout sous-ensemble fint d'un a-systéme a une représentation construc-

i1ve.

En effet, soient un a-systéme G et F C G. Pour tout entier 7 = 1 définissons
par induction I'ensemble F; et la k-suite d’éléments distincts (@ s—xy1, - - - 5 Ci1)
de la maniére suivante: F; = Fpour ¢ = 1;si F; n’est pas un a-systéme, alors
(@gi—k41, - -« , Gxy) est une k-suite d’éléments distincts de F, telle que
(@it - - - » rg) & Foyy et Fipn = F\{@girr1, - - -, ae). On a |Fyy| < |Fy
mais |Fy| = |F| < o0 et dongc, il existe un entier z 2 1, tel que F, est un

a-systéme. Posant f = 2, F' = F,, nous obtenons une représentation construc-
tive (les propriétés (a), (c) sont évidentes; nous obtenons (b) puisque
F, = F\{ay, ..., ay} et, plus loin,

Ol(akt—k+1, “ee ya’ki) ¢ F, @a(dm—kﬂy e ,am) € (G\F) ) {al, ey aki—k},
puisque G est un a-systéme).

Remarquons qu’en général une k-suite (@gs—g+1, - - - » Gri—x) peut ne pas étre
unique et que donc, une représentation constructive peut ne pas étre unique.
Remarquons également que F’ peut ne pas étre un a-systéme maximal de F;
par exemple, si F =Gi\J ... UG, (ou Gy, ...,G, sont des a-systémes,
|Gyl = ... =|Gi] =21 et =1+ |G1\U... UG = k|G1|—F), alors on a une
représentation constructive avec F' = @ = G;.

Soient maintenant une racine minimum B du groupe L = F," et son propre
sous-ensemble By C B; désignons B, = L\(B\B: + B\B,). Soit une représen-
tation constructive By = {a1, ..., as,;} \U F' (elle existe d’aprés le lemme 2
pour un a-systéme G = F,", oll 'opération « est une addition du groupe F,");
il est clair que V = F'\U (0) est un sous-groupe de F,", puisque a,
beV=a+becV en vertu de (c) et a+b =a — b en vertu de
b € F," = b + b = 0.On donne une représentation B, U (0) =G, U ... UG,
sous forme d'une réunion de sous-groupes de F," se recoupant par paire
uniquement au zéro (une telle représentation existe toujours et peut ne pas
étre unique).
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THEOREME 1. On a . R
(W) [Bil = f+B(V) =1 =3(Bs| — [V +26(V) — 1) = $(|Bs| + 1);
(2) |Bil =BG +...+B8G) —t.

En effet, démontrons (2) pour commencer. Soient 17y, ..., T, des racines
minimum de groupesGy, . . ., G, respectivement et désignons 7, \J . ..U T, = T.
Hestclairque T+ T =G, U... UG, = B;\U (0) = L\(B\B: + B\B1) U (0)
et T'\U (B\B) est une racine de L = F,". Donc, |B| £ |T\U (B\B1)|. Sans
perdre la généralité, posons que {0} € Nisis; T'¢; pour un a* € B\B; en
remplagant tous les T, 1 <7 < ¢, par T'/* = {a + a*/a € T} nous obtenons
tous T * 4+ T*=T1T,4+T;,=Geta* € (B\B1) N Nisi<: I'* Nous obtenons
|Bil £ |T4| + ...+ |T| — ¢, c'est-a-dire I'estimation (2).

L'égalité de (1) découle de ce que |By| = 2f + |V| — 1. L’inégalité de (1) &
droite découle du Lemme 1. (A ce propos, elle se transforme en égalité si et
seulement si le groupe V contient 2, 4 ou 8 éléments.) Pour démontrer
I'inégalité de (1) & gauche désignons par T une racine minimum de groupe V et
supposons qu'il existe un ensemble S tel que |S U (B\Bi1)| = f + |B\Bil,
S+S5D B\F'. Alors SU (B\B;) U T est une racine de L = F,", puisque
(B\\F'") U ((B\By) + (B\By) U V = Fy"; donc,

B] < ISU (B\B) U T| < f+ B — |Bi| +8(V) — 1

et (1) est démontré. (Le terme —1 apparait, puisque en prenant certains
ai* € B\By, as* € T et en remplagant T par T* = {a + a* + a2*/a € T},
nous obtenons T* + T* =T + T = V et a;* € (B\B1) M T*) Ainsi, pour
démontrer le théoréme il ne reste qu'a construire I'ensemble S.

Pour cela, utilisons les propriétés de I'ensemble ordonné {ay, ...,as,} = B\ F'.
Désignons B\B; = C = {ca2/41, - . -, C2r11¢1}- Pour la représentation construc-
tive envisagée on a G\F = F,"\B, = F,"\(F,"\(B\B; + B\B1)) = C + C et,
en vertu de b) on a (pour chaque 1 = ¢ = f)7 € Tout € J, ol nous définissons

1€l e=a; 1+ a€CH+ C, 1€ J e aya+ an€lar, ..., a0}

Désignons par «, un nombre j (en général non unique) tel que as;—1 + a2; +
Ca; € Cpourt € I, az;1 + a2 € {@2a;—1, Q2a;} pour z € J. ll est clair quez € 1
pour z = 1 et que a; < 7 pour ¢ € J, puisque au cas contraire

{al, ey (121_2} M {0«2{—11 ceey a?f} = (O)v

ce qui contredit la propriété (a) de la représentation constructive.
(A ce propos, remarquons ici que des propriétés (a), (b) il découle aisément
{ay,...,a2; M (0) =@ pour la représentation constructive d'un sous-
ensemble fini de tout groupe G.) Ainsi, nous pouvons donner la définition
suivante par induction

S¢ = Aa,1 + Cq pour z € I, Si = Q2,1 + Sa; pour ¢ € J.
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Désignons
S = ( U {54 Casy 201 + a2: + Cai}) % ( U {Si})'
€I i€eJ

Par commodité, introduisons encore les désignations a? = a,; pour a; € J,
a? est le numéro de I'élément ag;1 + a2; + ¢, dans C pour «; € I; désignons
également s; = ¢, pour 2f < j < 2f + |C|. Alors nous obtenons

S={sy,...,s U( ) 1501.‘,3:!52}), S;= a1+ Se; pourl =7 =S,
i€r

Il est clair que |SVU (B\BY)| =f+|C| =f+|B|l —|Bi, puisque
Saiy Sair € C = B\Bj pour ¢ € I. Il reste & montrer que

S+SDBYF ={ay,...,ay.

Pourl £ 4 = fonas; + So; = (@2:1 + Sa;) + Say = @24-1. Dans le cas restant
1 € J envisageons deux possibilités:

1€ J1 a1 + a2 = G201, 1€ Jy & a1 + a2 = oy

Pouri € Jionas; + Saiz = (@ai—1 + Sa;) + (Sey — G24;—1) = @24 Pour< € J2 on

asy+ (Suq — Qog;) = (Si 4 Sa;) — G20y = G24-1 — 24; = a2, et, dong, il reste &
démontrer que S,; — @2.; € S. Pour a; € I ou €J;, c'est évident puisque
Sai — G20 = (Gai—1 T Cair) — G = Cagp T (Cazr + Cais) = Sais € .S 0OU
Sai — Q2a; = Sa; — (@2ai2-1 — @2ai—1) = Saiz — Q2ai2-1 = Says € S. Pour a; € Jy
ON @ Sa; — G2a; = Sa; — (G2ai2 — G2a;—1) = Say2 — Qoag2 = ... = Sg;b — (gg;8, OU
af € (I\UJI\J2: = I U J, (uexiste, puisque j € J = a; < 7). (Il est clair que
plus haut par o ? on désigne a,,..) Ainsi, S + .S D {ay, . . ., az;} et le théoréme

est démontré. (Remarquons que as2,—1 = s; + S,; pour tous 1 < ¢ < f, mais
@2; = S; + Seiz uniquement pour 1 <17 =< f,7 ¢ J,.)

D'aprés B, = L\(B\B)? = B\(B\By)* = (B + BI\((B + By) N (B\By)?)
on voit que 'estimation (1) (on a en vue |Bi| = 2|B:| — 1) peut étre considé-
rablement renforcée dans des cas particuliers. Mais lesdeux estimations (1), (2)
se transforment en égalité, par exemple, pour B = {00, 01, 10}, B; = {01, 10},
puisqu’ici B, = {01, 10, 11}. (2) est plus fort que (1) pour min |G| > 2*et plus
faible que (1) pour [max |G|, [Bi|]] 3 2! ou 2?2 ou 23 (pour cela, il suffit de
remarquer que pour |Gi| = ... = |G, = 2¢ l'estimation (2) prend la forme
|Bi| = t(B(Gy) — 1) = |B4|(2¢ — 1)7(8(G1) — 1), d’on, 4 I'aide du lemma 1 et
du tableau des racines connues nous obtenons

|By| < |31|(2" — 1)~Y(2Le2] 4 2e-lel2] _ 3)

pour ¢ = 6 et |By|/|B1| £ 1,2/3, 4/7,1/3, 9/31 pour ¢ = 1, 2, 3, 4, 5.) De
{0} € B\By,

|B\B:| = |(B\B))’| = ('B}f“') +1,
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IB\B,| = B(L) — |B4|, |B4| = 2" — |(B\B1)?¥| il découle que

@ T -sw)+ Bz Bz -1 (PO 1B).

Pour comparer les estimations (1), (3) remarquons que, par exemple, pour
n =25ona

o1 — (5(L) 2— IBII) <2|B) — 1< |By £ 2.

On peut étendre le Théoréme 1 & n’importe quel groupe élémentaire abélien L
d’ordre p", en définissant, en qualité de “‘rble relatif’”’ du sous-ensemble By,
(0) € B; C B de racine minimum B de L, le nombre |B,|, oi B; est tout
ensemble minimum tel que

{0} #a €L, (a) \(B\B;— B\By) = (0) = (a) N By # (0).
Il n’est pas difficile en généralisant le.-Lemme 2 de montrer qu'il existe une
représentation constructive By = {ay, . .., as,} \J F', o
(b’) pour tout 1 £ 7 < f il existe un entier k; > 0, tel que
ki(azim1 — asy) € (B\B1 — B\B1) U {ay, ..., as;_s};

(c)a,b € F =(a—1>b) N F 50 (cest-a-dire V = U ,es (v) estungroupe).
On peut démontrer que
@) B =f+8(V) =1 =3B = (VI = D/ — 1) + 28(V) — 2).
(L’égalité découle de |By| = 2f 4+ (V| — 1)/(p — 1); l'inégalité est démontrée
par analogie avec le théoréme 1, mais cette méthode est plus encombrante.) Si
Uaen, (@) = G1\U ... \UG,estune représentation sous forme d'une réunion de

sous-groupes se recoupant par paire uniquement au zéro, alors nous obtenons
facilement la généralisation

(2) B £BG) +...4+8G) —t

Indiquons une autre orientation de la généralisation du Théoréme 1.

Appelons factorisation du groupe L = Fo,* la famille 4 = {44, ..., 4}, ol
Ay, ..., 4, CL et Ay + ...+ Ay = L. Soit une k-suite de positives
d=(dy,...,d);sidi|4:| + ...+ di|4A:| = min, alors appelons A factorisation
d-minimum. (Pour A, = ... = 4;,dy = ... = d; > 0, la factorisation corre-
spond A une racine minimum de degré k£ de L = F,"). Soit encore une famille
A" = {A/,..., A} telle que 4, C 4., ..., 4, C A,; appelons ‘“‘role relatif

A’ dans A” le nombre |(4, A")| = |[L\((4:\4) + ... 4+ (4:,\4)))]| (ici, 4, 47,
(4, A’) sont analogues & B, By, B du Théoréme 1). Généralisant le lemme 1, on
peut obtenir une généralisation de (1), (2). Par exemple, si

(4, AU (0) =G, U ... UG,

etpour 1 =7 =t Ay, ..., Ay est une factorisation d-minimum de G, alors
(2" di|A!] + ...+ di]d| £ da IZ< A 4+ ... +ds KZ |4 ).
<ist <<t
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Envisageons maintenant l'application de la notion de racine de groupe a un
probléme de la théorie algébrique des codes correcteurs. On présente a entrée
du canal de transmission des éléments de I'ensemble X, tandis qu’a la sortie
parviennent des éléments x + youx € X ety € Y. Soit (0) C X, ¥ C I nous
appellerons X le code et Y le bruit additif. Si %1 + vy1 # x2 + y. pour tous
x1, X2 € X et y1,y2 € ¥V (x1 3 x,), alors nous appellerons X code correcteur du
bruit ¥V (dans ce cas, X — X M ¥V — ¥ = (0) et un décodage régulier est
possible & la sortie du canal). Un sous-ensemble du groupe L, corrigeant le
bruit Y et ayant le nombre maximum d’éléments est désigné par C(Y). On
donne un entier m (m > 1). Un bruit ¥, tel que | Y| = m et que le nombre
|C(Y)| est minimum, est appelé m-bruit le pire (pour correction).

Maintenant le nombre m et le m-bruit le pire V sont fixés; L est le sous-
groupe maximum de L, corrigeant V'; L est un groupe tel que L N\ L = (0) et
L + L = L. Tout élément a € L est uniquement représentable sous la forme
a=a-+doud¢€L,ac L. Soit ¥I'ensemblede touslesg@ota € Y; Cestun
sous-ensemble maximum du groupe L corrigeant V.

TukOREME 2. L'ensemble ¥ est d la fois m-bruit le pire et une racine du groupe
L. Ce faisant, C + L = C(¥) = C(Y).

(a) Nous montrerons pour commencer que le code C + L corrige le bruit Y.
Au cas contraire, il existe ¢1, ¢z € C+ L et y1, y2 € Y(y1 = y,) tels que
¢1+ ¥1 = ¢a+ y2. Alors (61 4 1) + (51 + F1) = (¢2 + CT2) + (y2 + F2) d'oli
(¢4 51) — (€2 + 32) = (©2 + 32) — (©2 + F1). Mais la partie gauche €L, la
partie droite €L et L N L = (0); donc, ¢ + F» = €1 + #1. Mais ¢y, ¢, € C
et 7, 51 € ¥, et le code C corrige le bruit ¥; donc, ¥, = 71, d’ou
Y1 — F1 = y2 — Yoetl'égalité ¢; + ¥1 = ¢y + Fase transformeen ¢ + y1 = €2 + ¥o.
Mais ¢1, ¢2 € Lety,, y: € Y, et le code L corrige le bruit V; donc y; = y,. La
contradiction qui en résulte montre que le code C + L corrige le bruit V.

(b) Montrons que C + L = C(Y). Pour tout @ € L nous désignerons
R(@) = C(Y) N (@ + L) et R(@) comme I'ensemble de tous les 7 ol # € R(a).
Il est évident que |R(@)| = |R(a)|. Mais R(@) C L et le code R(a@) corrige le
bruit ¥; donc, |R(a@)| = |C|, puisque |C| est maximal. Nous obtenons

o) = T IR@| = T IR@I = 101+ 1Z] = [C+ L.

Mais le code C + L corrige le bruit ¥ en vertu de la définition de C et de L.
Done, C + L = C(7Y).

(c) Montrons que ¥ est le m-bruit le pire et que C(¥) = C + L. On a
| Y| = | Y| = m puisqu’au cas | ¥| < | Y] il existerait y1,y2 € ¥ (y1 = y) tels
que 71 = s, d’olt y; — ¥, = 1 — ¥2 € L et le groupe L ne corrigerait pas le
bruit Y. D’aprés a), b) on voit que |C(¥)| = |C+ L| £ |C(Y)|. Mais
|C(Y)| < |C(Y)|puisque | ¥| = met Vestlem-bruitlepire. Donc, C(Y) = C+ L
et ¥ est la m-bruit le pire.

(d) Le sous-ensemble ¥ du groupe L est sa racine, puisque au cas contraire il
existerait un élément F({0} # 5 € L) tel que (¥ — ¥) N\ (5) = (0) d’ou
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(Y = V)N (L + () = (0) (c'est-a-dire que le groupe L + (§) corrigrait le
bruit ¥) ce qui contredit la maximalité du groupe L corrigeant Y. Le Théoréme 2
est démontré.

I1 est facile de vérifier que pour p = 2 on a |L| = max |L,| ot B(L1) £ m
(L, est un sous-groupe du groupe L); plus loin, C = (0) et donc C(Y) =L,
|C(7)| = |L|/|L], c’est-a-dire que |C(¥)| est un degré de 2. Ainsi, | V| = m,
VCL ¥+ V=1L, |Ll = max|L (ot B(Ly) < m). L'analogie avec la régle
stratégique bien connue de minimisation de la possibilité de pénétration de
I'adversaire au moyen d’'une bonne disposition des ressources de défense
données saute aux yeux (ici: minimisation du nombre d’éléments du code
correcteur au moyen d'une disposition des m éléments du bruit). L'une des
meilleures dispositions est la suivante: concentrer tous les m éléments dans la
partie maximale du ““front” (sous-groupe) et de facon que la “‘défense” de cette
partie soit complétement assurée (aucun code non-nul dans ce sous-groupe ne
pourra corriger, surmonter le bruit).

Il est aisé de démontrer le théoréme analogue au Théoréme 2, pour un
m-bruit le pire & détecter (on dit que le code X détecte le bruit additif ¥ si
(X = X) N\ Y = (0)). Précisément, parmi les m-bruits les pires pour détection,
il existe un bruit ¥, qui est la racine de 1-ier degré d’un sous-groupe L de L
(c’est-a-dire ¥ M ((a)\(0)) > @ pour (0) % (¢) C L’). Ensuite, si on introduit
par analogie la notion de m-bruit le meilleur, on peut montrer que le probléme
(dans le cas de détection) se raméne a la recherche pour un sous-ensemble donné
A, (0) C A C Let|A| = m d'un groupe maximum F(4) tel que F(4) C 4;
on peut montrer que si F(4) # (0) alors |F(A)| = |L|/(|L| — |A] + 1) et que
cette estimation est obtenue.

Ce travail est le développement de certains résultats de [1].

L’auteur exprime sa reconnaissance aux professeurs P. Camion et H. Hanani
pour leurs précieuses remarques.
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