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(received October 5, 1965)

Un demi-groupe d'applications d'un ensemble est dit
séparateur si, pour tout triple d'éléments x, y,z de l'ensemble,
avec x # y, il existe une application o du demi-groupe telle
que xo=2z et yo# z. Un tel demi-groupe d'applications est
évidemment transitif. Tout demi-groupe isomorphe & un demi-
groupe séparateur d'applications est dit un demi-groupe
séparateur.

Comme 1'a montré Tully ([4],[5]), les demi-groupes

transitifs et séparateursi) peuvent tre caractérisés a l'aide de
certaines congruences a droite. Aprés avoir rappelé le premier
résultat, nous retrouvons le deuxiéme au moyen de certaines
congruences a droite appelées séparatrices a droite dont 1l'étude
fait 1'objet de la deuxiéme partie de cet article. Nous montrons
en particulier que les congruences a droite séparatrices sont
des équivalences principales a droite associées a certains com-
plexes appelés séparateurs a droite, définis au moyen de certaines
conditions constructives, ce qui nous permet de donner une autre
caractérisation des demi-groupes séparateurs. Pour terminer
nous €tudions les demi-groupes qui sont produits sous-directs
de demi-groupes séparateurs.

1. Demi-groupes transitifs et demi-groupes séparateurs.
Un demi-groupe D d'applications d'un ensemble E est dit
transitif si, pour tout couple x, y ¢ E, il existe e D tel que
xa = y. Toutdemi-groupe isomorphe 2 un demi-groupe transitif
d'applications est dit transitif (% droite). Tully [4] a donné une
caractérisation des demi-groupes transitifs au moyen de certaines
congruences a droite de la mani&re suivante:

1
)Tully emploie l'expression strongly disjunctive.
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Rappelons d'abord qu'une congruence a droite R d'un
demi-groupe D est une relation d'équivalence de D telle que
a =b (R) entralne ax = bx (R) pour tout xeD . Si H estun
complexe (partie non vide) de D, la relation R:H définie par
a=b (R:H) & ha = hb (R) pour tout he H est aussi une con-
gruence a droite et RtH= [)} R:h.

heH

Une congruence a droite R est dite modulaire s'il existe
e €D tel que ex = x (R) pour tout x e D . L'élément e est dit
un élément unité a3 gauche modulo R . Dans ce cas, on a
R:D< R et R:D estlaplus grande congruence contenue dans
R , une congruence étant une congruence a droite et a gauche.

Une congruence a droite R est dite nette i droite, si
chaque classe de R est nette a droite ([2],[3]), c'est-a-dire
si pour tout couple a, beD, il existe xe¢ D tel que ax=zb (R).

Un demi-groupe D d'applications de l'ensemble E est
dit séparateur si pour tout triple x, vy, ze E, avec x # vy, il
existe oe D tel que xo=2z, yo# z . Un tel demi-groupe est
évidemment transitif. Le demi-groupe de toutes les applications
d'un ensemble est séparateur, de méme que tout demi-groupe
transitif d'applications injectives.

Un demi-groupe D est dit séparateur (a droite) s'il est
isomorphe 2 un demi-groupe séparateur d'applications d'un
ensemble.

Une congruence a droite R d'un demi-groupe D est dite
séparatrice (a droite) si pour tout triple a, b, c e D, avec
a?b(R), il existe xeD tel que ax =c (R), bx # ¢ (R) .

Nous rappelons deux résultats de Tully: [4] et [5].

PROPOSITION 1. Un demi-groupe D est transitif si et
seulement s'il existe une congruence a droite R de D ayant
les propriétés suivantes:

(1) R est modulaire.

(2) R est nette a droite.

(3) R:D est 1'égaliteé.

PROPOSITION 2. Un demi-groupe D est séparateur si

et seulement s'il existe une congruence a droite R de D
modulaire et séparatrice telle que R:D soit 1'égalité.
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2. Congruences & droite séparatrices. Nous venons de

voir que les congruences a droite séparatrices interviennent
dans la caractérisation interne des demi-groupes séparateurs.
C'est pourquoi nous allons étudier quelques propriétés de ces
congruences.

Remarquons d'abord qu'une congruence a droite séparatrice
est nette a droite. L'inverse estfaux. Par exemple, si D est
un demi-groupe de plus d'un élément vérifiant ab = b pour tout
a, beD, l'égalité est une congruence nette a droite, mais non
séparatrice. Une congruence a droite séparatrice n'est pas
nécessairement modulaire. Par exemple, si D est un demi-
groupe simple a droite, simplifiable 3 droite et sans éléments
idempotents, 1'égalité est une congruence séparatrice, mais non
modulaire.

Nous allons montrer maintenant que toute congruence a
droite séparatrice est une équivalence principale a droite.
Auparavant, nous allons rappeler quelques résultats de Dubreil

({21, [3D.

Si H et K sont deux complexes du demi-groupe D ,
l'ensemble H.'K = {x|xeD, Kx < H} est dit le quotient a
droite de Hpar K . On définit de fagon symétrique le quotient
a gauche H'.K . L'équivalence principale 3 droite associée au
complexe H, notée RH , est définie par

azb (RH)‘/__—% H.'a=H."b
on montre que c'est une congruence a droite. Le résidu i
droite de H , noté WH , est l'ensemble WH ={alaeD, H. a=0}.
Si WH # ¢ , alors WH est une classe de RH . Le complexe H
est dit fort si H. allH. b #¢ entrafne H.'a=H.'b . On

montre que, si H estfort, H .allH .b # ¢ entratne aussi
H .a=H .b.

PROPOSITION 3. Si R est une congruence i droite
séparatrice du demi-groupe D, alors R = RH pour toute classe

H de R.

Preuve. On sait ([2],[3]) que R < RH . Montrons que
R.H_<_ R . Soit a=b (RH) , c'est-a-dire H. 'a=H. b, et
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supposons que a #Fb(R). Si heH, il existe, puisque R est
séparatrice a droite, un élément x tel que

ax=h (R), bx#h (R).

D'ou xeH. a et xf# H. b, ce qui est contradictoire.

Un complexe H est dit méta-fort & droite si

¢ # H."a< H. b entraine H.'a=H.b.
Tout complexe fort est évidemment méta-fort 3 droite.
PROPOSITION 4. Soit H un complexe méta-fort a droite

du demi-groupe D .
(1) Toute classe A modulo RH , distincte du résidu WH’
est de la forme
A =H. (H. a) pour tout ace A.
(2) Tout complexe A de la forme

A=H . (H. a) avec af WH

est une classe modulo RH , distincte de W__ .

Preuve. (1) Ona ae¢H . (H. a). Si be A, alors
H.'a=H.'b et H. (H."a)=H". (H.'b). Donc beH . (H. a)
et A<H' . (H. a). Soit reH . (H.’a). Ona r(H. a)< H

et donc, ¢ # H.'a< H.'r . Comme H estméta-fort a droite,
H."a=H.'r et re A. Par conséquent A=H . (H. a).

(2) Par hypothése, la classe modulo RH contenant a est
distincte du résidu WH . Donc cette classe est, d'apreés (1), de
la forme H'. (H. a) et le complexe A est une classe modulo

RH.

PROPOSITION 5. Si R est une congruence a droite
séparatrice du demi-groupe D , toute classe H modulo R est
un complexe méta-fort a droite. Un complexe A de D est une
classe modulo R si et seulement si A=H"., (H. a) .

Preuve. Soit ¢# H. a< H. b et supposons que
H.'a#H.'b. Alors a#¢b (RH) . D'aprés la proposition 3,

R=RH. Donc a#b (R). Soit he H. Comme R est

séparatrice, il existe x tel que
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ax=z=h(R), bx#h(R).
D'oa xe H. 'a et x4 H. b, ce qui est en contradiction avec
H."a< H.'b.

La seconde partie de la proposition découle de la premiére
partie, des propositions 3 et 4 et du fait que toute classe H de
R est nette a droite.

PROPOSITION 6. Un complexe H est méta-fort a
droite si et seulement si les relations

H.'a# ¢, H ' b#¢é, H.(H."a)NH . (H. b) # ¢ entralnent
H.'a=H."b.

Preuve. La condition est nécessaire. D'aprés la pro-
position 4, H'. (H. a) et H'. (H. b) sontdes classes modulo
RH . Comme ces deux classes ont une intersection non vide,
elles sont donc identiques. D'autre part, ae H . (H. a) et
beH". (H.'b). Donc a=zb (RH) et H."a=H. b.

La condition est suffisante. Soit ¢ # H. 'a< H.'b . De
b(H. b) < H suit b(H. a)< H. Par conséquent
beH .(H.a)(1H .(H. b) et H.'a=H. b .

Un complexe H du demi-groupe D est dit séparateur a
droite s'il a les propriétés suivantes:

(a) H est net 3 droite et méta-fort 3 droite.

(b) H'.(H. a) est net a droite pour tout a ¢ D .

(c) Larelation (H'.(H. ¢)).” a< (H .(H. ¢)).’b

entralne H. a=H. b .

PROPOSITION 7. (1) Toute classe H d'une congruence
a droite séparatrice R est un complexe séparateur a droite et
l'ona R = RH .

(2) Si H estun complexe séparateur a droite du demi-

groupe D, l'équivalence principale a droite RH est une con-

gruence a droite séparatrice.

Preuve. (1) C'est une conséquence des propositions 3 et
5 et du fait que toute classe d'une congruence a droite séparatrice
est un complexe net i droite.
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(2) Soient a, b, ceD et afb (RH) . Si C estla classe

modulo RH contenant ¢, C est, d'aprés la proposition 4, de

la forme C=H .(H. ¢). Comme H est séparateur 2 droite,
C est net a droite. D'autre part, C. a¢ C. b; en effet, si
C."a< C.'b, alors H."a=H.'b et azb (RH) contre l'hypo-

thése. Par conséquent, il existe xe¢ D tel que axe C et

bx £ C, c'est-a-dire ax = c (RH) et bx #c (R_). Donc RH

H
est une congruence a droite séparatrice.

COROLLAIRE. Si H estun complexe séparateur a droite
alors H'.(H. a) estun complexe méta-fort 3 droite pour tout

aeD .

Preuve. En effet, H .(H. a) est une classe modulo R

H
d'apreés la proposition 4. Comme RH est séparatrice, cette
classe est un complexe méta-fort a droite d'aprés la proposition
5.

Rappelons qu'un sous-demi-groupe S d'un demi-groupe
D est dit unitaire & gauche ([2],[3]) si la relation sxe¢ S avec
s ¢S entratne xeS.

PROPOSITION 8. (1) Si R est une congruence a droite
séparatrice et modulaire du demi-groupe D, il existe un sous-
demi-groupe S de D séparateur a droite et unitaire a gauche
tel que R = RS .

(2) Si S est un sous-demi-groupe de D séparateur 3
droite et unitaire a gauche, 1'équivalence principale a droite
R.S est séparatrice et modulaire.

Preuve. (1) Soit e un élément unité a gauche modulo R
et soit S la classe modulo R contenant e . D'aprés la pro-

position 7, S est séparateur a droite et R = RS . Pour tout

seS, ona ezs (R) etdonc x =z ex = sx (R) pour tout xeD .
Par conséquent, S est un sous-demi-groupe unitaire a gauche.

(2) Rs est séparatrice a droite d'aprés la proposition 7.

Montrons qu'elle est modulaire. Soient s ¢S et a D . Comme
S est séparateur a droite, ona S. sa#4¢ . Si x,S. sa, alors
sax e S et donc ax e S puisque S est unitaire a4 gauche. Par

conséquent ¢ # S." sa < S. a, ce qui entraTne S. sa=S. a
car S est méta-fort 3 droite. Donc sa = a (R.S) et RS est

’
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modulaire.

PROPOSITION 9. Pour qu'un demi-groupe D soit
séparateur, il faut et il suffit qu'il existe un sous-demi-groupe
S de D séparateur a droite et unitaire d gauche, tel que la
relation S. xa = S. 'xb pour tout xe D entralne a =b .

Preuve. La condition est nécessaire. D'aprés la pro-
position 2, il existe une congruence a droite R de D, modu-
laire et séparatrice, telle que R : D soit 1'égalité. Donc,
d'aprés la proposition 8, il existe un sous-demi-groupe S
séparateur a droite et unitaire a gauche tel que R = RS . Si
S.'xa = S. xb pour tout x¢ D, alors xa = xb (RS = R), c'est-
a-dire a=zb(R:D). Donc a=b.

Lia condition est suffisante. D'aprés la proposition 8, RS

est une congruence a droite séparatrice et modulaire. Si

a=b (R.S : D), ona xa = xb (R.S) pour tout x ¢ D , c'est-a-dire

S.'xa=S."xb. Donc a=b et RS:D est l'égalité, ce qui

entralne que D est séparateur, d'aprés la proposition 2.

COROLLAIRE. Si S estun sous-demi-groupe de D
séparateur 3 droite et unitaire 3 gauche, le demi-groupe- quotient
D/RS : D est séparateur.

3. Demi-groupe semi-séparateurs. Un demi-groupe D
est dit semi-séparateur (3 droite) s'il est isomorphe 3 un pro-

duit sous-direct de demi-groupes séparateurs. Pour cela, il
faut et il suffit qu'il existe une famille de congruences R, de D
i

dont l'intersection est 1'égalité et telles que les demi-groupes-
quotients D/R, soient séparateurs.
i

PROPOSITION 10. Si R est une congruence i droite
séparatrice du demi-groupe D, alors R : a est une congruence
a droite séparatrice et modulaire.

Preuve. Scient x, vy, z¢D et x#Fy (R :a), clest-3-
dire ax Fay (R) . Comme R est séparatrice, il existe t ¢ D

tel
et que axt = az (R), ayt #az (R)

Dot xtzz (R:a) et yt #z (R : a), ce qui montre que R : a
est séparatrice.
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La solution ¢ de ac z a (R) nous donne un élément unité modulo

R:a.

PROPOSITION 11. L'intersection T de toutes les con-
gruences a droite séparatrices et modulaires Ri du demi-groupe

D est une congruence de D et D/T est un demi-groupe semi-
séparateur.

Preuve. D'aprés la proposition précédente Ri ta est

une congruence a droite séparatrice et modulaire. D'autre

part, R :D = ﬂD R, : a est une congruence et le demi-groupe-
i ag i

quotient D/Ri : D est séparateur d'aprés le corollaire de la

proposition 2. La proposition découle alors du fait que T =[] Ri

= R.:D.
1

COROLLAIRE. Un demi-groupe D est semi-séparateur
si et seulement si l'intersection de toutes les congruences a
droite séparatrices et modulaires de D est l'égalité,

Remarquons qu'un demi-groupe commutatif est semi-
séparateur si et seulement s'il est isomorphe 3 un produit sous-
direct de groupes. Par exemple, le demi-groupe additif des
entiers positifs est semi-séparateur.

PROPOSITION 12. Pour qu'un demi-groupe D soit semi-
séparateur, il faut et il suffit que pour tout couple a, b ¢ D,
a # b, il existe un sous-demi-groupe séparateur i droite et

unitaire 2 gauche S de D telque S. a#S. b.

Preuve. La condition est nécessaire. D'aprés le coroll-
aire de la proposition précédente, il existe une congruence a
droite séparatrice et modulaire R de D telle que a F¥b (R) .
D'aprés la proposition 8, il existe un sous-demi-groupe sép-

arateur & droite et unitaire a gauche S tel que R = RS . De

afb (R:RS) suit alors S. a#S. b .

La condition est suffisante. D'aprés la proposition 8,
RS est une congruence a droite séparatrice et modulaire. Comme
S.’a#S.’b, ona a¥b (RS) . Par conséquent, l'intersection

de toutes les congruences a droite séparatrices et modulaires de
D estl'é€galité et D est semi-séparateur.
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