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STRUCTURE PRESQUE-TRANSVERSE INTEGRABLE

TONG VAN Due

We find conditions for which a manifold endowed with an integrable almost transversal
structure is the total space of a vector bundle isomorphic to the transversal bundle of a
foliation.

Les varietes considerees sont coimexes et paracompactes. Tous les elements intro-
duits sont de classe C°° .

DEFINITION. Une structure presque-transverse sur une variete differentiable est
une. G -structure dont les elements de G sont de la forme :

(1)

oil A £ Gl(p,H) et C £ G%,R).

\A B 0
0 C 0
0 D C

EXEMPLE: Soit M une variete differentiable de dimension p + q muni d'un feuil-
letage T de codimension q. M est defini par un atlas A = {U, x",xa} dont les
fonctions de transition verifient :

o u u,v, • • • — 1 . . . ,p e t a , b , • • • = 1 . . . , q .

Soit (Q,p,M) le fibre transverse du feuilletage : e'est le quotient de TM par le
fibre vectoriel des vecteurs tangents aux feuilles de T. Chaque element X de Q a pour
represent ant un vecteur Ar de la forme :

d d
X = Xu-z— + Xa —.

dxu dxa

Comme Xa ne depend que de X, on prendra (xu,xa,Xa) conirne coordonnees
locales dans p~i(U). On obtient ainsi un atlas de Q dont les fonctions de transition
sont de la forme :

x'u = x'u(xu,xa) , x'a = x'a(xa) , X'a = ^-Xb.
ox
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174 T.V. Due [2]

Les matrices jacobiennes de ces transformations sont du type (1). Ainsi la variete

Q est munie d'une structure presque-transverse integrable.

On se propose de chercher dans quelles conditions une variete munie d'une struc-

ture presque-transverse integrable peut etre consideree comnie l'espace total du fibre-

transverse d'un feuilletage.

Si une variete TV est munie d'une structure presque-transverse , il existe sur
N une structure presque-tangente / dont l'expression locale dans un repere mobile
( e u , e a , e a - ) . (a, , 6,, • • • = 1 . . . ,q) est la matrice

0 0 0
0 0 0
0 I 0_

Cette structure presque-tangente joue un role important dans la suite.

D'autre part, il existe sur N une distribution T de dimension p dont une base

locale est ( e u ) . L'image de J est une distribution £ de dimension q engendree par

(e«.) .
Si la structure presque-transverse est integrable, la structure presque-tangente est

integrable. Ceci est equivalent au fait que la torsion de Nijenhuis Nj de J est nulle,
e'est a dire

Nj(X, Y) = [JX, JY} - J[JX, Y] - J[X, JY) = 0

VX, Y 6 X{M). De plus les distributions £ et T sont integrables. On designe encore

par £ et T les feuilletages correspondants.

EXEMPLE: La variete N — Rp x T2 ou T2 est le tore de dimension 2 est munie

d'une structure presque-transverse integrable. Si 1'on designe par (tu,x,y) les coor-

donnees locales de Rp x T2 , la distribution £ est engendree par le champ -g- et on a

une submersion TT : N —> M = N/C = Rp x S1 , dont les fibres sont des cercles. Ainsi

N ne peut etre l'espace total d'un fibre transverse d'un feuilletage.

On rappelle la definition et les proprietes d'un fibre affine qui sont utiles pour la

suite.

DEFINITION. Soit IT : A —>. M une submersion surjective. Le triplet (A,TT,M)

est un fibre a/fine modele sur un fibre vectoriel (E,p,M) s'il existe une application

differentiable p : A XM E —> A telle que Vx 6 M, px : Az x Ex —* Az definisse sur Ax

une structure d'espace affine modele sur Ex .

PROPOSITION 1. [5] Tout fibre affine est un fibre localement trivial dont les fonc-

tions de transition sont des applications affines. Tout fibre affine admet une section

globale.
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[3] Structure presque-transverse 175

On considere desormais une variete N munie d'une structure presque-transverse
integrable. On suppose en plus que l'espace quotient M = N/C est une variete
differentiable. Alors le feuilletage T passe au quotient en sorte qu'on ait une sub-
mersion surjective n de N sur M et que la restriction de vr a chaque feuille de J- soit
un diffeomorphisme local. On note T le feuilletage induit sur M et (Q,p,M) le fibre
normal de T. Les vecteurs tangents aux fibres de TV seront appeles vecteurs verticaux.

Soit u £ Qz . On definit le relevement vertical u" de u et un point y £ TT~1(X)

de la fa$on suivante. Soit X £ TXM tel que X = u et A £ TyN tel que TT.(A) = X.

Alors

u" =J{A)

u" est bien defini car si A"' £ TXM est tel que u = X' et A' £ TyN tel que n.(A') =
X', on a A" - X = Y £ Tx et il existe B £ Ty tel que n,(B) = Y. Par suite,
-Kt,(A' — A — B) = 0. II en resulte que ^(^4') = J{A) puisque J(B) = 0. L'application
: u —* u" de Qx sur l'espace tangente en y a TT~1{X) est un isomorphisme. Si s = X
est une section de Q et si A est un champ de vecteurs sur N tel que 7r»(A) = X,
s" = J(A) sera appele relevement vertical de s. On remarque que les relevements
vert.icaux des sections de Q engendreiit le module des champs verticaux de N.

PROPOSITION 2. Vs,< £ Q, on a .-

PREUVE: Soient X, Y £ A"(M) tels que s = I e t * = F et soient A, B £
tels que TT,(A) = X et 7r,(5) = F . On a :

[s\tv] = [JA, JB) = J[JA, B] + J[A, JB] = 0

car les champs [Jyl,B] et [A,J5] sont projetables et verticaux. VC £ X(N),
L,vJ(C) = [s",JC] - J[s",C]. Si C = iv , on a L,vJ(C) = 0 comme on vient de
le voir. Si C est projetable, on a encore Lav J[C) = 0 pour les memes raisons.

Puisque la structure presque-transverse est integrable, il existe sur N une connex-
ion sans torsion V. Dans une carte (U, xu, xa,xa") adaptee a la G-structure, V est
definie par :

(i,j,- • • = 1 . . . ,p + 2q). De plus, on a :

V J = 0 , V f c f

ou T_ designe le module des sections de J-.
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PROPOSITION 3. La connexion V induit sur chaque fibre de la submersion TT :

N —> M une connexion plate.

PREUVE: -Soit s,t € Q. Utilisant les notations dans la preuve de la proposition

2, on obtient, puisque V J = 0 :

= J(VBsv + [s\B\) = VB{J,,) + J[sv,B] = 0.

II en resulte que la courbure de la connexion induite sur chaque fibre est nulle
d'apres une remarque ulterieure. |

THEOREME. Soit N une variete differentiate munie d'une structure presque-
transverse integrable. On suppose que 1'application : N —* N/C soit une submersion
surjective. Si les fibres de la submersion sont connexes et simplement connexes et si la
connexion plate induite sur chaque fibre est complete, alors N est l'espace total d'un
fibre vectoriel isomorphe au fibre transverse d'un feuilletage.

PREUVE: On va montrer que la submersion n : N —* M = N/C est un fibre affine
modele sur le fibre transverse (Q,p,M). Le theoreme decoule alors de la proposition 1.

Soit u G Qx ; u induit un champ de vecteurs U sur TT~1(X) dont la valeur en
chaque point y de Tr"1^) est le relevement vertical uv de tt. On a VyU — 0 d'apres
la proposition 3. Le champ geodesique U engendre done un groupe global de transfor-
mation a un parametre {7"}teR- Pour Vt/ £ 7r-1(a;), l'application t —> j"(y) est une
courbe integrale de U telle que 7o'(y) = y. On pose :

Soient u, v £ Qx ; ils definissent sur ir~1{x) deux champs de vecteurs U et V tels
que [U, V] = 0. Par suite, leurs groupes globaux de transformation a un parametre
{7"}teR e*' {7t"}tGR commutent. II en resulte que le groupe global de transformations
a un parametre {7" o 7^}tgR engendre le champ vertical defini par u + v. Done

-VU O -YU — -v" O -VU — -JU + V

It ° It — It ° It — It

Par suite
Px(px(y,u),v) = px(y,u + v).

Ainsi Qx opere sur n~1(x). Soit (w,v) un produit scalaire sur Qx. On obtient
une metrique riemannienne g sur TT~1(X) en posant g(U, V) = (u,v). Puisque
VU = W = 0, 011 a V# = 0 et V est la connexion de Levi-Civita de la metrique
g. Ainsi (K~1(x),g) est une variete riemannienne complete et connexe. Soit y et z
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deux elements de TT~1(X). II existe une geodesique c qui joint y a z. On peut prendre

y = c(0) et en modifiant eventuellement c(0), on peut supposer que z — c ( l ) . Or

c(0) est le relevement vertical d'un element u de Qx . Ainsi c est la courbe integrate

t —•> 7"(y) de U passant par y. Done f"{y) = z = px(y,u) et Faction de Qx sur

7r-1(;c) est surjective. Soit H(y) le groupe d'isotropie de y sous l'action de Qz .

Hy — {it £ Qx,Px{y,u) = y} • L'application de Qx dans TT~1(X) qui a u fait corre-

spondre px(y,u) est la composition d'un isomorpliisme de Qx sur Ty(7r~1(x)) et de

l'application exponentielle de V qui est un diffeomorphisme local. Done H(y) est un

sous-groupe discret de Qx . Si H(y) n'est pas trivial, il existe des vecteurs lineairement

independents de Qx tels que H(y) est l'ensemble des combinaisons a coefficients en-

tiers de ces vecteurs. Comme Qx opere transitivement sur 7r"1(x) , cette variete est

diffeomorphe a Tfc x RP+9~fc oil T* est le tore de dimension k. Comme T* x RP+9-fc

n'est pas simplement connexe, necessairement H(y) = 0 et Qx opere librement sur

*-\x). |
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