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CONTINUITÉ DES CARACTÈRES DANS LES ALGÈBRES 
DE FRÉCHET À BASES 

PAR 

M. AKKAR, M. EL AZHARI ET M. OUDADESS 

ABSTRACT. In [1] and [2] T. Husain and J. Liang show the 
following results: RI. Every character on a Fréchet algebra with 
a Schauder basis (xi)i^l such that: (1) x{Xj = XjXt = Xj if i ^ j , 
(2) Pj(Xj) # 0 and Pt(xi+i) = 0 (where (//)/^i *s a denumerable 
family of semi-norms defining the topology of the algebra) is 
continuous. R2. Every character on a Fréchet algebra with 
orthogonal and unconditional Schauder basis is continuous. The 
proofs of these last results are very long and introduce complex 
calculation without aid of spectral theory of locally ra-convex 
algebras. We give here short proofs of these results with aid of a 
characterization of elements of the spectrum in locally m-convex 
algebras with values of characters. 

1. Introduction. Nous améliorons le résultat de [2] et simplifions les démon­
strations en utilisant le fait que dans une algèbre A, localement multiplicative-
ment convexe commutative complète, pour tout x de A, X est dans le spectre de 
x s'il existe un caractère continu F tel que X est l'image de x par F (cf [3] ). 

Nous montrons que les algèbres considérées dans [2] sont semi-simples et que 
l'ensemble des caractères de telles algèbres est équipotent à N. Par ailleurs nous 
donnons des démonstrations simples des résultats de [1] en utilisant le fait 
déjà cité. 

2. Préliminaires. Soit A une algèbre, A est dite une algèbre localement 
multiplicativement convexe (en abrégé a.l.m.c.) si A est munie d'une topologie 
définie par une famille (P\)X^A de seminormes d'espace vectoriel vérifiant en 
outre p\(xy) ^ P\(x)P\(y) pour tout À G A e t tous x, y de A. 

Une a.l.m.c. complète métrisable est dite une algèbre de Fréchet. On note 
M*(A) l'ensemble des caractères algébriques non nuls de A, M (A) désigne 
l'ensemble des caractères continus non nuls de A. 

Soit F un espace vectoriel topologique (en abrégé e.v.t.), F est dit à base s'il 
existe une suite (xi)i^l d'éléments de F telle que pour tout x de F il existe 
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une suite unique (ai)i^l d'éléments de C tel que x = l i m ^ ^ 2"=i «,*/ = 
20 0 

1 = 1 aixi 
(x-)-^j est dite une base de Schauder si pour tout i i^ 1 l'application linéaire 

at{at{x) = at) est continue, on sait d'après ( [4], p. 49) que toute base d'un 
espace de Fréchet (espace localement convexe métrisable complet) est une base 
de Schauder. 

(* I ) I^ I
 e s t dite orthogonale si xtXj = 0 pour tous /, j tels que / ¥= j . 

3. Algèbres à bases. 

PROPOSITION 3.1. Soit A une a.l.m.c. commutative complète à base (xi)i^x 

vérifiant (1) xtXj = Xj i â j . Alors pour tout n i= 2 sp xn = {0, 1} et pour 
tout n ^ 1 sp(jc„ — x„+}) = {0, 1}. 

PREUVE. Remarquons d'abord que A est unitaire d'unité xx. Pour tout 
n ^ 2, xn = xn d'où Sp xn c {0, 1}. xn est non inversible d'après (1), 0 e Sp xn. 
Il reste à prouver que 1 G Sp xn. Supposons le contraire; il existe x = 
2J^ i ocixi G A tel que (xx — xn) 2 ^ i apci = xx. En faisant un calcul simple 
on obtient 2"="/ atxt — ( 2 "=7/ al)xn = xx. Si n = 2 on aura aj = 1 et ax = 0 
ce qui est absurde; si n ^ 3 on aura ax = 1 et a, = 0 pour 2 ^ i ^ n — 1 
et 2 " r / a, = 0, ce qui est absurde. 

Si n ^ 1 on vérifie facilement que xn — xn + x n'est pas inversible; ainsi 
0 e Sp(xw — xn+x). Si « = 1 on a JCJ — (xx — x2) = x2, d'où 1 e 
Sp(x! — x2). Supposons que 1 £ Sp(x„ — xn+x) pour tout n ^ 2; il existe 
7 = 2 ^ ] a,-*,- G 4̂ tel que (x„ — xn+x — xx)y = xx, en développant le premier 
membre de cette égalité on obtient 

0 0 

2J Ptxt = xx avec ft = — at pour z £ {«, « + 1} 
i=\ 

n-\ 

h = 2 «, 
1=1 

n+1 

ft+1 = - 2 «r 
i = l 

Comme 2°Hi ft*, = jcl9 il s'ensuit que ft = 1, ft = 0 pour / ^ 2. Si « = 2 
on aura ft = — ax = 1, ft = a t = 0 ce qui est absurde. Si « = 3 on aura 
ft = - « ! = 1, ft = -<xt = 0 pour 2 ^ 1 ^ /i - 1 et ft = 2 £ 7 / a, = 0 ce 
qui est absurde. 

THÉORÈME 3.2. Soit A une a.l.m.c. commutative complète à base (xi)i^x 

vérifiant 

(1) xpcj = xy, / ^ y, 
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oo 

(2) 2 x, e A. 
1 = 1 

Alors 4̂ est à caractères continus. 

PREUVE. Soit / un caractère algébrique (non nul). Comme x2
t = x-, pour 

tout i, on a/(jc;) G {0, 1}. Supposons que/(*,•) == 1 pour tout /. On considère 
l'élément x = 2 £ i *,- e .4. On a / ( 2 ^ U *,-) ^ 0 pour tout k â 1. En effet 
pour chaque A:, il existe un caractère continu Fk tel que: 

(
OO v / OO v OO 

i = k ' \i = k ' i = k 

Pour tout n on a 

« / OO v 

On aura / (x) ^ « pour tout n ce qui est absurde, d'où l'existence d'un certain m 
tel que f(xm) = 0. Comme pour tout i ^ m xt = xtxm on aura que f{xt) = 0 
pour tout / ^ m, soit A: + 1 le plus petit entier tel que f(xk_^_l) = 0, on 
a que 

H 1 ^ 1 ^ Jfc 
/ 0 

lo 1 > fc. 

On considère l'élément xk — xk+x, comme Sp(x^ — xk+l) = {0, 1} d'après 
Proposition 3.1, il existe un caractère continu F tel que 

F(xk ~ xk+\) = F(xk) ~ F(*k+\) = h 

il s'ensuit que F{xk) = 1 et F(xk+{) = 0, ainsi on a mis en evidence un 
caractère continu F tel que 

rl \ ^ i ^ k n 1 ^ i 

[O i > k 

soit 

0 0 k 0 0 

x = ZJ atxt ^ A, x = 2J atxt + xk±x ZJ «Z-XZ-, 
* = I 1=1 /=fc+i 

d 'où / (x ) = 2 /= i a, de même F(x) = S^Li a, donc / (x ) = i^x) pour tout x 
i . e . / = F . 
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REMARQUE 3.3. Le théorème 3.2 constitue une amélioration du résultat de [2] 
affirmant que toute algèbre A de Fréchet à base (xi)i^l vérifiant 

( l r ) xpcj = Xjxt = Xj i ^ j 

(20 p.(Xi) * 0 et #(*, + 0 = 0 

est à caractères continus. L'algèbre A est commutative, car elle est à produit 
continu et, pour tous /, j , xpcj = XjXt. (V) et (2') entrainent que pt(xj) = 0 pour 
/ < j \ d'où pour toute suite (xi)i^l dans C on a que 2 ^ i 0Lpct e A en par­
ticulier 2 ^ i xt > e A. 

REMARQUE 3.4. On peut ne pas utiliser la condition pt(xt) ¥= 0 dans [2]. En 
effet, on montre que pour tout x = 2°=i ocixi e A, f(x) = 2 ; = i ai9 k dé­
pend seulement d e / ; ainsi on a f(x) = 2 / = i az(x). Or puisque l'algèbre est 
de Fréchet les az sont continues, d ' o ù / e s t continu, c a r / = 2,-=i oit. 

4. Propriétés. 

PROPOSITION 4.1. Soit A une a.l.m.c. commutative complète à base {xi)i>x 

vérifiant 

(1) xpcj = Xj i ^ ji 

oo 

(2) 2 xf- e A 
1 = 1 

#/or.? card M*(̂ 4 ) = card JV. 

PREUVE. Soit / e M*(^4). Alors il existe k ^ 1 {k est unique) tel que 
f(xt) = 0 i > k9 f(xt) = 1 1 ^ /' i fc. On définit l'application \p par 

/ - > « / ) = * 

\p est injective, en effet \p(f) = \p(g) entraine quef(xt) = g(xt) pour tout / ^ 1. 
Soit 

oo A: oo 

x = 2 a**,-, x = 2 a^j + ^ + i ' 2 a-Xi 
i = l 1 = 1 ï = Â : + l 

d'où on obtient que/(jc) = g(x) pour tout x de ^4, i.e. / = g. ^ est surjective; en 
effet, soit k e JV\{0}; on considère l'élément xk — xk+x\ d'après Proposition 
3.1, il ex is te / e M*(A) tel quef(xk — xk+x) = 1. Il s'ensuit que/(x^) = 1 et 

/ (**+,) = 0 d'où ,K/) = *• 

REMARQUE 4.2. On n'a pas utilisé le fait que A est à caractères continus. 
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PROPOSITION 4.3. Soit A une a.l.m.c. commutative complète à base (xi)i^x telle 
que ( 1 ) ^ = X; i = j . Alors A est semi-simple (i.e. Rad A = (0) ). 

PREUVE. Soit 

oo 

x G Rad A, x = 2 oiixi 

on écrit x sous la forme 
oo 

x = axxx + x2 ^j apc^ 
i = 2 

d'après Proposition 3.1, il existe un caractère / tel que f(xx) = 1 et/(jc2) = 0. 
Comme f(x) = ax et x e Rad A on a ax = 0. En répétant ceci jusqu'à l'ordre 
n — 1, on aura 

oo 

x = anXn + Xn + \ ^ aiXi 

le même procédé en traine que an = 0 d'où Rad A = (0). 

EXEMPLE. Soit l'algèbre CN des suites complexes munie de la topologie 
définie par la famille de semi-normes ( ^ ) / e N 

ft,((*,-),-eN) = W 

C est une algèbre de Fréchet à base (en)nŒN 

en = (0, 0, . . , Q, 1 , 1 . . . . ) 
n termes 

et on a enem = em pour n ^ m. 

5. Algèbres à bases orthogonales. 

THÉORÈME 5.1. Soit A une algèbre de Fréchet à base (xi)i^x orthogonale telle 
que (1) 2 ^ i cifl-iXi e A dès que 2 ^ i apct e A et \at\ = 1. ^/ers 4̂ es/ à 
caractères continus. 

PREUVE. On peut supposer que jcf = xf
3 pour tout / ^ 1 (cf [1] ). Soit / un 

caractère, s'il existe un certain k = 1 tel que f(xk) ¥= 0 (f(xk) = 1 ) , pour tout 
* = 2 ^ i oijXj e 4̂ on a / ( x ) = a^ car xxk = ot/pc^ ainsi / est continu 
puisque l'algèbre est de Fréchet. Il reste à montrer que si f(xt) = 0 pour tout 
i = l, alors / est nulle. Soit x = 2 ^ i « ^ ^ A avec («/X^i ne possédant 
aucune sous suite constante non nulle. Supposons que f(x) ^ 0, on a 
f(x) = fC^iZk aixi) pour tout k â 1; pour chaque /c §̂  1, il existe un caractère 
continu Fk tel que 

https://doi.org/10.4153/CMB-1988-025-9 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CMB-1988-025-9


1988] CONTINUITÉ DES CARACTÈRES 173 

/ ( 2 «/*,•) = ^ ( 2 «,*;) 

= ar avec r â k 

d'où pour tout & =̂  1 il existe r ^ k tel que a,. = f(x) ce qui est contradictoire, 
donc/(;c) = 0. 

On note par (P) la propriété suivante : si f(x) ¥* 0 il existe un caractère 
continu (non nul) tel que / (x ) = F(x). 

Soit x = 2 ^ i oijXj ^ A (x est quelconque), supposons f(x) ¥= 0; on 
considère / = {/ â 1/a, = /(JC) }. En utilisant (P), il existe e ^ 1 tel que 
f(x) = o^, ainsi J ¥= 0 si / est fini, il existe k â 2 tel que / c { 1 , . . . ,k — 1}. 
/OO = fŒ^k aixi) = aee = k d'après (P) ainsi e £ I ce qui contredit la défi­
nition de / . 

Si / est infini, soient (^X^i et (^X^i deux suites définies par 

at = 1 si i G / , è, = 1 si / £ / , 

a,. = 0 si i S J, 6, = 0 si i e J. 

On a d'après (1) que 2J^ i 0,-a,-*,- et 2 ^ i biaixi sont des éléments de A 

oo oo oo 

*=1 / = 1 1=1 

Posons a = at pour tout / e / 

OO OO 

2 ^«j-x,- = a 2 û|X/9 
i = l / = l 

d'après (1) on a 

/ (S art) = / ( 2 jart) + f{% (l - 7)^) 

d'où 

ne possèdent pas de sous suites constantes non nulles. 
Donc f(x) = / ( 2 ^ i bfiijXi), en utilisant (P) / ( x ) = beae = ae ce qui en­

traine que e e / , ce qui est contradictoire car si e e Ibe serait nulle. 
Donc / est nulle. 
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COROLLAIRE 5.2. Soit A une algèbre de Fréchet à base (XX^i orthogonale telle 
que pour toute suite (Û^X^J de C, 2 ^ i aixi e A alors A est à caractères 
continus. 
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