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CONTINUITE DES CARACTERES DANS LES ALGEBRES
DE FRECHET A BASES

PAR
M. AKKAR, M. EL AZHARI ET M. OUDADESS

ABSTRACT. In [1] and [2] T. Husain and J. Liang show the
following results: R1. Every character on a Fréchet algebra with

a Schauder basis (x;);z; such that: (1) xp; = xx; = x;if i = J,

(2) P(x;) # 0 and P(x;4,) = O (where (P);=, is a denumerable
family of semi-norms defining the topology of the algebra) is
continuous. R2. Every character on a Fréchet algebra with
orthogonal and unconditional Schauder basis is continuous. The
proofs of these last results are very long and introduce complex
calculation without aid of spectral theory of locally m-convex
algebras. We give here short proofs of these results with aid of a
characterization of elements of the spectrum in locally m-convex
algebras with values of characters.

1. Introduction. Nous améliorons le résultat de [2] et simplifions les démon-
strations en utilisant le fait que dans une algeébre A, localement multiplicative-
ment convexe commutative compléte, pour tout x de 4, A est dans le spectre de
x §’1] existe un caractére continu F tel que A est I"image de x par F (cf [3]).

Nous montrons que les algébres considerées dans [2] sont semi-simples et que
I’ensemble des caractéres de telles algebres est équipotent a N. Par ailleurs nous
donnons des démonstrations simples des résultats de [1] en utilisant le fait
déja cité.

2. Préliminaires. Soit 4 une algébre, A4 est dite une algébre localement
multiplicativement convexe (en abrégé a.l.m.c.) si 4 est munie d’une topologie
définie par une famille (p)), <, de seminormes d’espace vectoriel vérifiant en
outre py(xy) = py(x)py(y) pour tout A € A et tous x, y de 4.

Une a.l.m.c. compléte métrisable est dite une algébre de Fréchet. On note
M*(A) I’ensemble des caractéres algébriques non nuls de 4, M(A) désigne
I’ensemble des caractéres continus non nuls de 4.

Soit E un espace vectoriel topologique (en abrégé e.v.t.), E est dit a base s’il
existe une suite (x;);=, d’éléments de E telle que pour tout x de E il existe
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une suite unique (o;);=; d’éléments de C tel que x = lim, ,, 2| ax; =
22 apx;

(x;);= est dite une base de Schauder si pour tout i = 1 I'application linéaire
a;(a;(x) = a;) est continue, on sait d’aprés ( [4], p. 49) que toute base d’un
espace de Fréchet (espace localement convexe métrisable complet) est une base
de Schauder.

(x;);=) est dite orthogonale si x,x; = 0 pour tous i, j tels que i # .

3. Algébres a bases.

ProposITION 3.1. Soit A une al.m.c. commutative compléte a base (x;);=,
verifiant (1) XiX; = X; I = j. Alors pour tout n = 2 sp x,, = {0, 1} et pour
tout n = 1sp(x,, — x,.1) = {0, 1}.

PREUVE. Remarquons d’abord que A est unitaire d’unité x;. Pour tout
n=2, xﬁ = x,d’ouSp x, € {0, 1}. x,, est non inversible d’aprés (1), 0 € Sp x,,.
Il reste a prouver que 1 € Sp x,. Supposons le contraire; il existe x =
22, ax; € A tel que (x; — x,) 22, a;x; = x,. En faisant un calcul simple
on obtient =" ax; — (Z'2' a)x, = x,.Sin = 2onauraa, = leta; = 0
ce qui est absurde; sin = 3onauraa; = leto;, =0pour2 =i=n— 1
et 271 a; = 0, ce qui est absurde.

Si n = 1 on vérifie facilement que x, — x,,, n’est pas inversible; ainsi
0 € Sp(x, — x,4+1)- Sinm=1onax — (x;, — x) = x, doul €
Sp(x; — x,). Supposons que 1 & Sp(x, — x,,;) pour tout n = 2; il existe
y =272, ax; € A tel que (x, — x,+, — x;)y = x,, en developpant le premier
membre de cette égalité on obtient

oo
> Bx; = x;avec B; = —a, pour i & {n,n + 1}
im
n—1
Bn = 2 a[
i=1
n+1
Bpi1 = — 21 ;.
i=
Comme 272, Bx; = x,, il s’ensuit que B, = 1, B; = O pouri = 2.Sin = 2
on aura 8, = —a; = 1, B, = a; = 0 ce qui est absurde. Si » = 3 on aura
By=—ay=1,8=—a=0pour2 =i=n—letf,=22""a =0ce

qui est absurde.

THEOREME 3.2. Soit A une al.m.c. commutative compléte a base (x;);=,
vérifiant

(D) XX = X, I = J,
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2 2 x; € A.

i=1
Alors A est & caractéres continus.

PREUVE. Soit f un caractére algébrique (non nul). Comme x,-2 = X, pour
tout 7, on a f(x;) € {0, 1}. Supposons que f(x;) = 1 pour tout i. On considére
lélément x = X2, x; € A. On a f(2;2, x;) = 0 pour tout kK = 1. En effet
pour chaque k, il existe un caractére continu F, tel que:

f(§ xi) = Fk(§ xi) = g( F.(x;) Z 0.

i=k

i=

Pour tout n on a

fix) = § feer + 4 > x)

i=n

oo

n+f (2 xi).
I=n

On aura f(x) = n pour tout n ce qui est absurde, d’ou I’existence d’un certain m

tel que f(x,,) = 0. Comme pour tout i = m x; = x,X,, on aura que f(x;) = 0

pour tout i = m, soit k + 1 le plus petit entier tel que f(x,,,) = 0, on

a que
1 1=i=sk
J(x) = .
0 i>k

On considére I’élément x, — x;,,, comme Sp(x; — x;4;) = {0, 1} d’aprés
Proposition 3.1, il existe un caractére continu F tel que

F(xp — x34) = F(xp) — F(xp4) = 1,

il s’ensuit que F(x;) = 1 et F(x;,;) = 0, ainsi on a mis en evidence un
caractere continu F tel que

1 1=i=k
F(x;)) = ‘
0 i>k
soit
00 k o
x = ax;, € A, x = > ax; + X4 > ax;,
i=1 i=1 i=k+1

d’ou f(x) = 2% | @, de méme F(x) = 3*_, «, donc f(x) = F(x) pour tout x
ie. f = F.
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REMARQUE 3.3. Le théoréme 3.2 constitue une amélioration du résultat de [2]
affirmant que toute algébre A de Fréchet a base (x;),=, vérifiant

) XX, = X;X; = xji =7
) pi(x;) # 0et p(x;4) =0

est a caractéres continus. L’algébre 4 est commutative, car elle est a produit
continu et, pour tous i, j, xx; = x;x;. (1) et (2') entrainent que p,(x;) = 0 pour
i < j, dou pour toute suite (x;),=; dans C on a que X2, a;x; € A en par-
ticulier 2, x; € A.

REMARQUE 3.4. On peut ne pas utiliser la condition p,(x;) # 0 dans [2]. En
effet, on montre que pour tout x = 32, ax; € A, f(x) = 25, a, k dé-
pend seulement de f; ainsi on a f(x) = Zf;l a;(x). Or puisque 'algebre est

de Fréchet les a; sont continues, d’ou f est continu, car f = Sk a

4. Propriétés.

ProPOSITION 4.1. Soit A une al.m.c. commutative compléte a base (x;);=,

vérifiant

H XX; = X; i =5
[ee)

@ 2 x €4

i=1

alors card M*(A) = card N.

PREUVE. Soit f € M*(A). Alors il existe k = 1 (k est unique) tel que
f(x;)) =0i>k, f(x;,) = 11 =i = k. On définit I'application ¢ par

y:M*(4) — N\{0}
=W =k

y est injective, en effet Y(f) = Y(g) entraine que f(x;) = g(x;) pour tout i = 1.
Soit

() k (%)
X = 2 ox;, X = 2 ax; + Xpqq - E Q;X;
i=1 i=1 i=k+1

d’ou on obtient que f(x) = g(x) pour tout x de 4, i.e. f = g. ¢ est surjective; en
effet, soit k € N\{0}; on considére I’élément x;, — x,,,; d’aprés Proposition
3.1, il existe f € M*(A) tel que f(x;, — x;;) = 1. Il Sensuit que f(x;) = 1 et
J(x41) = 0 dou Y(f) = k.

REMARQUE 4.2. On n’a pas utilisé le fait que 4 est a caractéres continus.
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ProPosITION 4.3. Soit A une al.m.c. commutative compléte a base (x;);=, telle
que (l)xixj =X i = Jj. Alors A est semi-simple (i.e. Rad A = (0)).

PrREUVE. Soit

[e.o]
x € Rad A4, x = X ax;

i=1
on écrit x sous la forme

[ee]
x = ax; + x, 2 ax;,
i=2
d’aprés Proposition 3.1, il existe un caractére f tel que f(x,) = 1 et f(x,) = 0.
Comme f(x) = a, et x € Rad 4 on a a; = 0. En répétant ceci jusqu’a I'ordre
n — 1, on aura

oo
X = apX, + Xn+1 2 ;X
i=n+1

le méme procédé en traine que a,, = 0 d’'ou Rad 4 = (0).

ExXEMPLE. Soit I'algébre CN des suites complexes munie de la topologie
définie par la famille de semi-normes (g;);,en

an((x)ieN) = 1x,]

CN est une algebre de Fréchet a base (e)neN

e, =(0.0,....0,1,1...)
n termes

— <
etonaee, = e, pourn = m.

5. Algebres a bases orthogonales.

THEOREME 5.1. Soit A une algébre de Fréchet a base (x;);=, orthogonale telle
que (1) 272, aax; € A dés que 22, ax; € A et la;| = 1. Alors A est a
caractéres continus.

PrREUVE. On peut supposer que xf = x? pour tout i = 1 (cf [1]). Soit f un
caractére, s’il existe un certain k = 1 tel que f(x;) # 0 (f(x;) = 1), pour tout
x = 2%, ax; € A on a f(x) = a car xx, = a;x;, ainsi f est continu
puisque I’algeébre est de Fréchet. Il reste & montrer que si f(x;) = 0 pour tout
i = 1, alors f est nulle. Soit x = 22, a;x; € A avec (@;);>, ne possédant
aucune sous suite constante non nulle. Supposons que f(x) # 0, on a
f(x) = f(Z2, a;x;) pour tout k = 1; pour chaque k = 1, il existe un caractére
continu F, tel que
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108
RS
=
I

oo
Fk( > aix,.)
i=k

=a,avecr = k

d’ou pour tout k = 1 il existe r = k tel que a, = f(x) ce qui est contradictoire,
donc f(x) = 0.

On note par (P) la propriété suivante : si f(x) # 0 il existe un caractére
continu (non nul) tel que f(x) = F(x).

Soit x = J7°, a;x; € A (x est quelconque), supposons f(x) # 0; on
considére I = {i = 1/a; = f(x)}. En utilisant (P), il existe e = 1 tel que
f(x) = a,, ainsi I # 0 si [ est fini, il existe k = 2telque I € {1,...,k — 1}.
f(x) = f(E2 ax;) = a,e = k d’aprés (P) ainsi e & I ce qui contredit la défi-
nition de 1.

Si I est infini, soient (g;);,=; et (b;);=; deux suites définies par

a,=1sii €1, bj=1s1i €& I,
a;=0sii&l b =0siiel
On a d’aprés (1) que 272, a,a;x; et 2.0, b,ax; sont des éléments de 4
o 0 0
izl ax; = izl aox; + izl bax;.

Posons a = a; pour tout i € I
d’aprés (1) on a

d’ou
f(z aixi) =0 car(—;z,-),> , ((1 - _.)ai)~>
= i i=1 i i=1

ne possédent pas de sous suites constantes non nulles.

Donc f(x) = f(Z;2, ba;x;), en utilisant (P) f(x) = ba, = a, ce qui en-
traine que e € I, ce qui est contradictoire car si e € Ib, serait nulle.

Donc f est nulle.
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COROLLAIRE 5.2. Soit A une algébre de Fréchet a base (x;);=, orthogonale telle
que pour toute suite (a;),=, de C, 272, ax; € A alors A est a caractéres
continus.
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